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Die simultanen Systeme biniirer Formen.

Von P. Gorpan in GIESSEN.

In einer im 69'» Bande des Crelle’schen Journals verdffentlichten
Abhandlung habe ich fiir eine binire Form n'*® Grades ein System
von Covarianten und Invarianten aufgestellt, durch welche sich, wie
ich bewies, alle Covarianten und Invarianten derselben ausdriicken
liessen. Ich habe nun im Folgenden die dabei angewandten Metho-
den vereinfacht und auf die simultanen Covarianten und Invarianten
mehrerer Formen ausgedehnt.

Aukniipfend an die von Herrn Clebsch (Crelles Journal Bd. 59.)
gegebenen Sitze untersuche ich zunichst die symbolischen Producte,
da sich alle Covarianten und Invarianten einer Anzahl bindrer For-
men durch Aggregate derselben ausdriicken lassen. Jede simultane
Covariante kann als neue Form angesehen werden und giebt als solche
zur Einfilhrung neuer Symbole Anlass. Die diese neuen Symbole ent-
haltenden symbolischen Producte sind Aggregate anderer symbolischer
Producte, welche einfachere Symbole enthalten, und umgekehrt lisst
sich jedes symbolische Product als Aggregat anderer ausdriicken.
welche weniger aber verwickeltere Symbole enthalten. Hierhin gehort
auch die Behandlung der schon anderwiirts untersuchten Uebereinan-
derschiebungen. Indem ich sodann zu Formensystemen iibergehe, fiihre
ich den Begriff des combinirten Systems ein, eines Systems von For-
‘men, welche durch Uebereinanderschiebung ‘'von Formen gegebener
Systeme entstehen und wende ihn auf eine wichtige Classe von Syste-
men, die vollstindigen Systeme an, d. h. auf solche bei denen alle
durch Uebereinanderschiebung entstehende Formen swh als ganze
Functionen der urspriinglichen ausdriicken lassen. Hierbei zeigt sich,
dass durch Combination vollstindiger Systeme neue vollstindige Sy-
steme entstehen.

. Schliesslich werden die allgemeinen Sitze benutzt, um fiir For-
men, deren einzelne Systeme man kennt, simultane Systeme aufzu-
stellen und endlich zur Aufstellung der Systeme fiir einzelne Formen.

Als Beispiel fiige ich die einzelnen Systeme der Formen vom 1'.
15%
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t Qen .., 6» Grade und die simultanen Systeme der Formen vom
Zten  Jten ynd 4te» Grade hinzu.

§ 1.
Symbolische Producte.

Die Aufgabe, welche ich hier behandeln will, ist die Untersuchung
der simultanen Formen (Covarianten ‘und Invarianten) einer Anzahl
gegebener bindrer Formen:

fi s s s e
deren Grade », , #, , ... sein mdgen.
Diese Formen sind ganze homogene Functionen von zwei Varia-

} beln z, und z,, man kann fiir sie folgende symbolische Bezeichnung
' einfithren:

/1 == (f11-131 + fmxz) = lm f;
fi = (/mxl + I“22-1'2)"2 fz 1=f7z'

f

z...

fi = (ﬂ,m + /1 m)"z—f:‘; —f":‘; —f”,"z i

Die Symbole f; , fi' , f” ... stellen simmtlich dieselbe Form f;
dar; ich nenne sie die Symbole dieser Form. Nach einem, von dem
Herrn Clebsch (Crelle’s Journal Bd. 59.) nachgewiesenen Satze kann
man alle simultanen Formen (Covarianten und Invarianten) der For-
men f als Aggregate (lineare Functionen mit numerischen Coefficien-
ten) symbohscher Producte darstellen, welche die Form haben:

l,x f;,:c crt (f17 f.’) (fl,) f:}) .

Ich will daher zuniichst diese symbolischen Producte untersuchen.

Die symbolischen Factoren zerfallen in zwei Arten, deren erste
wie fi,z , f2,z . - .. die Variable  (z, und z,) enthilt, wihrend die-
selbe bei -den andern, wie (f;, f;) , (f1, f3) . . . nicht auftritt.

Die Anzahl der Factoren erster Art von R giebt den Grad von
R in den Variabeln oder schlechthin den Grad an. Die Factoren
zweiter Art, welche ich Klammerfactoren nennen will, bedeuten sym-
bolische Determinanten; der Klammerfactor (f;, f,) z. B. die Deter-
minante:

f .ll fl?

o fos

und konnen dadurch aus den Factoren erster Art wie fi, . abgelei,tét
werden, dass man x, in das Symbol fo» und z, in — le iibergehen
lisst.

Der Grad von. R in den Coefficienten der ursprunghchen Formen
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fi , [, - .. nenne ich seine Ordnung; es ist dies in unserer symboli-
schen Darstellungsweise die Anzahl der verschiedenen in R auftreten-
den Symbole. Jedes derselben kommt so oft in R vor, als der Grad
der durch dasselbe dargestellten Form Einheiten enthiilt ; das Symbol
f, m,Male, das Symbol f, n,Male u. s. f.

Sind die in R auftretenden Symbole, abgesehen von den durch
sie dargestellten Formen, p, , py, .., dann will ich das symbolische
Product R durch & (p, , Py 5 - ..) oder kurz & (p) bezeichnen.

Vereinigt man einige unter den Symbolen p zu einer Gruppe,
dann kann man diese Symbole auf mannigfache Art in Gruppen ein-
theilen; bei einer solchen Eintheilung werden im Allgemeinen die
Symbole einer Gruppe in Factoren erster und zweiter Art auftreten,
in den Klammerfactoren, in denen sie vorkommen, werden*entweder
beide Symbole derselben Gruppe angehoren, oder einer der einen
Gruppe, der zweite einer andern.

Bezeichnet man die Symbole zweier Symbolengruppen durch:

S, Sy s Sy, e
A N A ,

dann nenne ich die Anzahl derjenigen Klammerfactoren, welche ausser
einem der Symbole s noch ein von s verschiedenes Symbol enthalten,
die Norm von R in Bezug auf die Symbole s und bezeichne sie
durch (s), die Anzahl derjenigen Klammerfactoren (s; , %), welche
sowohl ein Symbol s als auch ein Symbol ¢ enthalten, bezeichne ich
durch (s,t), und die Anzahl derjenigen, welche nur Symbole s enthal-
ten durch (s,s). Die Anzahl der Klammerfactoren, in denen ein Sym-
bol s auftritt, ist dann:
(8) 4+ (55 9)

Ist die Norm (s) gleich 0, dann geht das symbolische Product
R in das (wirkliche) Product zweier anderer symbolischer Producte
iber, von denen das erste nur Symbole s enthilt, wihrend in dem
andern keines derselben auftritt. Besteht eine Symbolengruppe aus
einem einzigen Symbol s, dann ist die Norm (s) von R nicht grosser
als der Grad der durch dasselbe dargestellten Form. .

Bezeichne ich das Product aller Klammerfactoren von R durch
A (R) und die Factoren erster Art (von denen auch mehrere- einander
gleich sein konnen) durch:

i, 5 Te,a 5 - 00 Yy, 2
dann nimmt R die Form an:
R = T,z T2,z « -+ Yg.x A (R\,

wo g den Grad von R bedeutet.
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§ 2. '
Anordnung der symbolischen Producte nach den in ihnen
auftretenden Symbolen.

Jede Covariante @ vom u'» Grade kann ehenso wie die urspriing-
lichen Formen f; durch:
Mg gy prem;
fi,x'“‘fi,x =1/ [ 20
symbolisch dargestellt wurden, durch:
"
P = P,
symbolisch dargestellt werden und giebt hierdurch zur Bildung der
neuen Symbole: ¢ , @', .. ... Veranlassung.

Diese neuen Symbole konnen ebenso wie die urspriinglichen Sym-
bole f; in symbolischen Producten I auftreten und jedes derselben
wird so oft in R vorkommen, als der Grad der dadurch dargestellten
Form Einheiten enthiilt. Bei der Bestimmung der Ordnung des sym-
bolischen Productes R, welches die Symbole @ , ¥ , g, ... enthalten
mag, muss man fiir jedes dieser Symbole die Ordnung der durch das-
selbe dargestellten Borm in Reclmung zichn. Ein symbolisches Pro-
duct z. B., welches nur die Symbole ¢ und o enthiilt, welche Cova-
rianten p' und g' Ordnung darstellen , besitzt die Ordnung p -+ q.

Den Beitrag

g, welchen die Symbole der Formen:

Proy P, ..

zu der Ordnung des symbolischen Productes R liefern, nenne ich die
Ordnung von R in den Symbolen der Formen ¢. Diejenigen symbo-
lischen Producte, welche nur Symbole der Formen @ enthalten und
ihre Aggregate sollen durch C (g, , o, , ...) oder kurz C (p) be-
zeichnet werden, withrend diejenigen, in denen mindestens eines der-
selben vorkommt und ihre Aggregate durch P (@) bezeichnet werden
migen. Die letsteren sind ganze homogene Functionen der Coefficien-
ten der Formen ¢ und verschwinden, wenn diese verschwinden.

Man kann nun diejenigen symbolischen Producte , bei denen Sym-
ble verschiedener Arten von Formen auftreten, nach den Ordnungen
classificiren, welche sie in den Symbolen der einzelnen Formen oder
auch Formgruppen besitzen.

Es mbgen die Formen:

P11 5 Pray -
die. erste Formengruppe bilden, die Formen:

Pat > Poa oy -
die zweite Formengruppe, die Formen endlich:
Po1 5 Pp2 ;-



Die simultanen Systeme biniirer Formen. 231

die p'e; ich will dann symbolische Producte derselben Ordnung, in
denen nur die Symbole der Formen g auftreten, folgendermassen
anordnen.

Zuerst stehen diejenigen Formen, deren Ordnung in den Symbo-
len der pt Formengruppe am grossten ist und es tritt in der ge
sammten Anordnung eine Form um so friiher auf, je grosser ihre
Ordnung in diesen Symbolen ist. .

Diejenigen dieser symbolischen Producte P, welche in den Sym-
holen der pt® Gruppe dieselbe Ordnung besitzen, ordne ich ebenso
nach ihrer Ordnung in den Symbolen der (p — 1)en Gruppe; diejeni-
gen symbolischen Producte, welche sowohl in den Symbolen der p'e
als auch in den Symbolen der (p — 1) Gruppe dieselbe Ordnung
besitzen, nach ihrer Ordnung in den Symbolen der (p — 2)'» Gruppe
w s. f.

Dieser Anordnung gemiiss sollen die Formen P in Classen einge-
theilt werden und in einer hoheren oder niederen Classe stehen, je
pachdem sie spiter oder frither hierbei auftreten.

Da die ¥Formen @; im Allgemeinen von einander abhingen, so
wird ofters der Kall eintreten, dass cin symbolisches Product einer
gewissen Classe zugleich ein Aggregat symbolischer Producte nicderer
Classe ist.

Hierbei kann man zeigen, dass, wenn irgend welche Formen:

~ P, Yy o, .
diese Eigenschaft besitzen, jede Form P (y) sie gleichfalls hat.

§ 3.
Eintragung des Werthes fiir ein Symbol.

Da jedes symbolische Product R, in welchem das Symbol einer

Covariante
Q=@ =38 ;55" s A (9)

auftritt, zugleich eine simultane Form der Formen f; ist, so ist es nach
dem oben citirten Satze von Herrn Clebsch ein Aggregat symboli-
scher Producte, in denen nur die Symbole der Formen f; vorkommen.
Es liegt daher die Aufgabe nahe, symbolische Producte 2z zu suchen,
aus denen sich R linear zusammensetzen lésst und welche statt des
Symbols @ die Symbole s enthalten. '

Ich bezeichne das Product aller das Symbol ¢ nicht enthaltenden
Factoren durch 7' und diejenigen Symbole, welche mit dem Symbol g
in denselben Klammerfactoren auftreten, durch r,, 7y, .., 7v; die
Zahl v ist dann die Norm (¢) in Bezug auf das Symbol .

Das symbolische Product R nimmt dann die Form an:
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B = Tz (pr)) (pr,) ... (pr,).

Um es zu transformiren, bilde ich eine Hiilfsformel, indem ich die
ldentitit

Q) = S1z S2z « . Spa O ()

der Reihe nach v Mal nach den Variabeln z (2, und @,) differentiire
und die Incremente der z jedesmal durch ein Paar neuer Variabeln

Yo Wiy —Yu) 5 Yo Wy —01) + o - Y Wiy — Y1) -+ Yo (Y2, — o)
ersetze. Man gelangt daun zu der Identitiit:

1
@,gg_,_m o2 (oy1) (992) - .- (99s)

= 2 (s 2 Y1) (Sa,  Y2) - -+ (Say s Us) Saq1.2 Saype,z o - o - Saya B (9),

worin man fiir die Zahlen o, , a; s+« & alle mbglichen Combinationen
von v Zahlen in allen méglichen Reihenfolgen aus den Zahlen 1 )2,

setzen und dann die Summation iiber alle diese —(FI—E‘,’-W Combinationen

I
ausdehnen muss. Ersetzt man in dieser Hiilfsformel die Variabeln Y
durch die Symbole r; und multiplicirt man mit T, so gelangt man
zu der Gleichung:

k= 710— ZTA ((P) (S,,‘ ) TA) (SOI; ) 7.9) .

o (Sa, s 74) Saypy.w Sapygiz v Say,e
1A
=3 fai Z;,
worin h die Zahl (__p_.’“ bedeutet.
p—w)! ~
Die Aufgabe ist somit gelost; die symbolischen Producte Z be-
sitzen den Factor T' und alle Symbole, welche in R auftreten, ausser

dem Symbol ¢@; statt des letzteren enthalten sie die Symbole s. Diese
symbolischen Producte Z sollen Eintragungsglieder genannt werden.

Ist @ eine Form P (y), dann kommt das Symbol y unter den s
vor, steht also auch in den Ausdriicken Z. Dieselben sind mithin
Formen P (¢) und daher auch R. Auf dieselbe Weise kann man zei- \
gen, dass, wenn die Formen

¥ 5 P,

Formen P (y, , 9, , ...) sind, jede Form P (g,, @, , - ..) gleich-
falls eine Form P (3, , 9, , ...) oder kurz eine Form P () ist.

Alle Eintragungsglieder.Z haben die Factoren A (9) und 7’; sie ent-
halten dieselben Symbole und haben in Bezug auf die Symbole s dieselbe
Norm v. Fiir jedes andere Symbol ¢ von R ist die Differenz @) — (p,v)
fir R ebenso gross als die Differenz (¥) — (s, ¢) fiir ein Z; da diese
Zahl nur von den Klammerfactoren des Factors 7' herrithrt.
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§ 4.
Differenzen der Eintragungsglieder, die symbolischen
Producte L.

Zwei Bintragungsglieder, etwa Z und Z’ sollen benachbart heissen,
wenn sie alle ausser zwei Factoren gemeinsam haben; die beiden nicht
gemeinsamen Factoren konnen entweder beide Klammerfactoren sein
oder einer derselben ein Klammerfactor und der andere ein Factor
erster Art. Bezeichnet man das Product der gemeinsamen Factoren
von Z und Z, durch @, dann ist im ersten Falle:

7 = Qrs) (r's); Z' = Q(rs") (r's)also: Z—Z' =@ (rr") (s9")
und im zweiten Falle:

Z = Qs (rs’) 3 Z' = Qs (rs) also: Z—Z = Qry(ss)-

Die symbolischen Producte:

Z—Z = Q(rr') (ss") oder Qs (ss"),
sowie ihre Aggregate will ich Formen L nennen; in ihnen treten die-
selben Symbole” wie in den Formen Z auf, sie besitzen ebenso wie
diese die Factoren 7T und A () und fiir sie besitzt die Zahl (¢) — (9 ¥)
denselben Werth wie fiir die Formen Z ,-da diese Zahl ja nur von
den in T enthaltenen Klammerfactoren hetriihrt.

Hingegen ist fiir die symbolischen Producte L die Norm (s) und
daher auch die Zahl (s) + (¥) — (s¢) kleiner, die Zahl (s, s) jedoch
grosser als fiir die Eintragungsglieder Z.

Sind Z; und Z irgend zwel Eintragungsglieder, dann kann man
eine Anzahl anderer Glieder:

Zy 3 Zig 5 -+ Zi
der Art angeben, dass in der Reihe:

Zi7Zil ;Zi2 ) ---ink )Z
je zwei auf einander folgende Glieder im obigen Sinne benachbart sind.
Die Differenzen Z; — Z sind daher auch Formen L und so mit nach
der Formel:

(2

auch die Differenz B — Z.

h
1

Rl 3 2i—Z+4  5&—D)
1

§ 5.
Darstellung symbolischer Producte durch andere, in denen
weniger Symbole auftreten.

 Umgekehrt kann man aus jedem Eintragungsgliede:
L= TA(‘P) (S,;l ) 7’1) (Sa’ ) 7'2) (S:xa ) ?’s) e (sa,, y rv) sa,+1,z sa,,_',_g,z oo sap.z
die Formen ¢ und R ableiten,
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Ersetzt man niimlich in Z nach Weglassung des Faclors 7' die
Klammerfactoren (84;,7:) durch Se;,z, dann entsteht die Form:

Q= A(P) St,z S2,2 -+ S, 0
Ersetzt man hingegen nach Weglassung des Factors A () die Facto-
ren (sy;, r;) und s, durch (@, 7) und @2, dann gelangt man zu
der Form: .
B = Tor= (pr) (pra) ... (1).

Man kann zeigen, dass jedes symbolische Product TPy, 0, ..
(vgl.§1.)auf viele Arten als Eintragungsglied dargestellt werden kanu; zu
dem Ende sondere man irgend eine Anzahl der darin enthaltenen Symi-
hole, eine Symbolgruppe, ab, und fiihre hierbei folgende Bezeichnung
ein.  Das Product derjenigen (symbolischen) Kactoren, welche kein
Symbol der abgesonderten Gruppe enthalfen, bezeichne man durch T,
das Product derjenigen Klammerfactoren, welche nur Symbole der
(iruppe enthalten, durch A (¢); die tibrigen Symbole der Gruppe, sei
es, dass sie in Factoren erster Art, sei es, dass sie mit andern Sym-
bolen zusammen in Klammerfactoren auftreten durch® S 5 Sy - s
Jene anderen Symbole endlich, welche mit den s zusammen in Klam-
merfactoren stehen, durch »; r; .... »,. ‘

In dieser Bezeichnung ‘nimmt & (p) die Form an:

F(p) = T.8(9) (s1,7) (52, 72) - .. (35 1) St w Set2z « -+ Sp, s
welche es als Eintragungsglied charakterisiren.

Da nun jedes Eintragungsglied Z, wie im vorigen Paragraph ge-
zeigt wurde, in die Form:

Z =R+ 2L

gebracht werden kann, worin fir die I die Norm (s) kleiner als »
war, so kann ein Gleiches mit dem symbolischen Producte & (p) ge-
schehen.

Das Eintragungsglied Z kann nun auch in die Form:

Z =R+ ZcR’

gebracht werden, worin die I’ #ihnliche symbolische Producte wie die
R bedeuten. Sie haben niimlich mit B den symbolischen -Factor 7
gemein, und es treten in ihnen alle Symbole von R ausser @ auf.
Statt des letsteren enthiilt jedes der symbolischen Producte R’ das
Symbol neuer Formen ¢’, ¢” ... und hat in Bezug auf dasselbe eine
Norm (p®), welche kleiner als (s) ist. Diese Formen @® sind sym-
bolische Producte, welche den symbolischen Factor A (9) besitzen und
in denen dieselben Symbole wie in ¢ vorkommen. Um nun zu bewei-
sen, dass das Eintragungsglied Z in die obige Form gebracht werden
kann, mache man die Annahme, dieser Satz sei fiir alle symbolischen
Producte & (p) bewiesen, bei denen die Norm () < v ist.
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Nach dieser Annahme gilt derselbe fiir die symbolischen Producte
L, so dass man:
L=2XclV
setzen darf. Da nun nach § 4. die Differens Z — R ein Aggregat
solcher Producte L ist, so hat man:

Z=TR+ 2R
§ 6.

Unvollstiindige symbolische Producte.

Ein Product von (symbolischen) Klammerfactoren, welches nicht
jedes darin vorkommende Symbol so oft enthilt, als der Grad der
durch dasselbe dargestellten Form Einheiten enthilt, nenne ich ein
unvollstiindiges symbolisches Product und diejenigen (vollstiindigen)
symbolischen Producte, welche es als Factor enthalten und in denen
nur die Symbole desselben auftreten, die zu ihm gehorigen Formen.

Bezeichnet man nun die zu einem unvollstindigen symbolischen
Producte A gehorigen Formen durch

Prs P2y Pyyoee
dann ist jedes den Factor A enthaltende symbolische Product P als
Form P (p) darstellbar. '

Ich theile, um dies nachzuweisen, die in P vorkommenden Sym-

bole in zwei Gruppen, je nachdem sie in A stehen oder nicht, und
stelle. sodazn P in der im vorigen Paragraph angegebenen Weise
als Eintragungsglied dar, so dass es die Form:

P= R+ ZcB’
anmehmen kann. Die hier auftretenden Ausdriicke R sind symbolische
Producte, von denen jedes statt der Symbole der ersten Gruppe je ein
Symbol enthilt, welches eine der Formen ¢ darstellt; sie sind also
Formen P (gp).

s l

Eintragung der Werthe [iir mehrere Symbole.

In derselben Weise, wie im § 3. fiir ein Symbol ¢ in das sym-
bolische Product R sein Werth eingetragen wurde, kann man in einem
Eintragungsgliede Z; fiir ein zweites in R also auch in Z; vorkom-
mendes Symbol v, welches eine Form:

’ =AW he toe - - lga
“darstellen moge, seinen Werth eintragen.
Die hierdurch entstehenden Eintragungsglieder
Zi ’ Zx H] Zi3
treten auch bei B auf, wenn man darin zu gleicher Zeit fiir die

~
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Symbole @ und ¢ ihre Werthe eintriigt. Auch in die symbolischen
Producte L (§ 4.) kann man fiir das Symbol ¢ seinen Werth eintra-
gen; man erhilt dann fiir L ein Aggregat symbolischer Producte L,
in welchen dieselben Symbole wie in den Z; vorkommen.

Fiir die Formen Z; haben die Zahlen (s), (£) und (st) dieselben
Werthe wie die Zahlen (s), (%) und (s¢) fir Z; und die Zahlen (9),
(¥) und (py) fir R.

Fir die Formen L' haben die Zahlen (s), (¢) und (st) dieselben
Werthe wie die Zahlen (s), (¥) und (sy) fiir die Formen L; fiir diese
letzteren ist nun aber nach § 4. die Zahl (8) + (¥) — (s¢) kleiner
als die Zahl (p) + (¥) — (pw) fiir 12, welche ich durch ¢ bezeich-
nen will, mithin ist auch die Zahl (s) 4 (£) — (st) fiir die Formen
Zy gleich @ und fiir die Formen L’ kleiner als o.

Ebenso wie (§ 4.) die Differenz zweier benachbarten Eintragungs-
glieder Z und Z’ ein symbolisches Product L war, worin dieselben
Symbole wie in den Z vorkommen und wofiir die Norm (s) kleiner
als fir die Z war, so ist auch hier die Differenz zweier benachbarten
Eintragungsglieder Z; und Z; ein symbolisches Product L”, welches
dieselben Symbole, wie Z; und Z;, enthilt, fiir das jedoch die Norm
(f) einen kleineren Werth besitzt, die Zahl (s) — (st) aber denselben
Werth hat als fiir die Formen Z;. Nir die symbolischen Producte
L” ist daher die Zahl (s) - (£) — (st) < o.

Die Differenz B — Z;, welche nach § 4. ein Aggregat symboli-
scher Producte L war, ist, da diese wieder Aggregate der Formen L’
sind, ein Aggregat der L’; ebenso ist die Differenz Z;—Z; ein Aggre-
gat symbolischer Producte L”.

Mithin ist die Differenz R — Z; ein Aggregat symbolischer Pro-
ducte L” und L”, fiir welche die Zahl (s) 4+ (f) — (st) < ¢ ist.

§ 8.

Die Uebereinanderschiebungen.

Unter den symbolischen Producten, in denen die Symbole ¢ und
¥ gleichzeitig auftreten, sind diejenigen von besonderer Wichtigkeit,
welche nur diese Symbole enthalten, also die Formen:

) B = gz 9177 (py);
sie sind schon anderwirts ausfithrlich behandelt worden.

Die Operation, durch welche R aus den Covarianten ¢ und v
entsteht, nenne ich Uebereinanderschiebung; desgleichen will ich die
Form R selbst Uebereinanderschiebung nennen und durch (pw)* be-
zeichnen.

Die Zahl » nenne ich den Grad der Uebereinanderschiebung; sie
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ist gleich den Normen (¢) und (%) und den Zahlen (p3) und
(@) + @) — (9¥)

und nicht grosser als der Grad einer der Formen ¢ und ¢. Wird
v =0, dann geht R in das Product der Covarianten ¢ und ¥ iber.
Trigt man in R fiir die Symbole @ und ¢ ihre Werthe ein (vgl.

§ 3. und § 7.), dann erhilt man fir R einen Ausdruck, welcher, abge-
sehen vom Factor

(p—)! (g—»)!

o @
die Gestalt besitzt:

NCONCICRLIICE tp,) - (8ay 5 3,) Setyy1 25210, "'SP»ztﬂv+1s¢t(?~+2:”"'t(fq,z
also: R = (—p-‘-zt)-—:’—)—,—(-q‘%ﬂi ZZ,‘k .

Die Glieder dieser Summe, die symbolischen Producte Z;, nenne
ich die Glieder der Uebereinanderschiebung R, fiir dieselben haben
die Zahlen (s), (£) (st) und (s) + (f) — (sf) den Werth ».

Nach dem vorigen Paragraphen ist die Differenz R — Zy,, sowie
die Differenz Zy — Zry, ein Aggregat symbolischer Producte & (s,?)
(vgl. § 1.), deren Norm (s) = t) = (st) = (&) + (&) — (st) kleiner
als » ist.

§9.

Darstellung symbolischer Producte als Glieder von Ueber-
einanderschiebungen.

In hnlicher Weise, wie im § 5. die Formen R und ¢ aus den
symbolischen Producten Z; abgeleitet wurden, kann man auch hier die
Formen ¢, ¥ und R erzeugen, wenn ein Uebereinanderschiebungs-
glied :

Ly = A(fp) A(lll) (Sal,‘t(}‘) (.S‘,,,2 ’ tﬁa) e (Sav, t[gy) S“v+l’“"“ Spx tlgv_'_l’z t‘yq, z

gegeben ist. Ersetzt man nimlich in dem symbolischen Producte Zi
nach Weglassung der Factoren A (¢) und #s die Factoren (s; , #) durch
Sz, dann erhiilt man die Form ¢. Ebenso ergiebt sich die Form ¢,
wenn man nach Weglassung der Factoren A () und sz die Factoren
(8i 5 t) durch % , ersetzt. )

Man kann nun zeigen (vgl. § 5.), dass jedes symbolische Product
P sich auf viele Weisen als Uebereinanderschiebungsglied darstellen
lisst. — Theilt man die in P vorkommenden Symbole ip irgend zwei
Gruppen, dann kann man folgende Bezeichnung einfithren. Das Pro-
duct derjenigen Klammerfactoren, welche nux Symbole der ersten
Gruppe enthalten, bezeichne ich durch A (9), das Product derjenigen,
in denen nur Symbole der zweiten auftreten, durch A (¢); die iibrigen
Symbole der ersten Gruppe, sei es, dass sie in Factoren erster-oder
gweiter Art stehen, durch s, ,s,, ... 8 die entsprechenden Symbole
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der zweiten Gruppe durch
by tyy o t,.

Durch diese Bezeichnungsweise erhilt man fiir das symbolische Pro-
duct P den Ausdruck:
P=A(9) A @) (s1) (Spt2) o (8158) g1, Sz e Sy, byt bygar e one by,
welcher es als Glied der pten Uebereinanderschiebung der beiben Cova-
rianten:

Q= AB(9) S1,8a «.. S,

V=AW thatre ... 4 »
characterisirt. Der Grad v ist die Norm des symbolischen Productes
P sowohl in Bezug auf die Symbole der ersten Gruppe, als auch in
Bezug auf diejenigen der zweiten.

§ 10,
Formensysteme.
Nachdem ich die einzeluen simultanen Formen (Covarianten und
Invarianten) fiir die vorliegende Untersuchung geniigend beschrie-

ben habe, will ich nunmehr Formensysteme untersuchen. Eine Anzahl
voun irgend welchen Covarianten und Invarianten:
4, , 4, , ..., A4,
will ich unter dem Namen Formensystem zusammenfassen und ihre
Grade entsprechend durch:
, ce a

bezeichnen. A T

Die Formen P (4) (vgl. § 2.) sind dann Aggregate symbolischer
Producte, in deren jedem mindestens ein Symbol 4 vorkommt und
die Formen C (4) symbolische Producte, in denen nur Symbole A auf-
treten. Die wirklichen Producte der Formen A bezeichne ich durch:

8(4) = A} 47 ... Age.
Die Anzahl der Factoren 4; von S (A4) ist
29".' o ;
der Grad von S (4)
%4 ar
Ebenso mogen die Formen: '
B , B, , ... , B,
ein zweites System bilden, ihre Grade bezeichne ich dirch:

bl 3 b2 )y e 5 ba

Bf* B ... B

und ihre Producte:

durch S (B).



Die simultanen Systeme biniirer Formen. 239

§ 11.
Die Uebereinanderschiebungen 1t und 2 Art der Form:
[S(4), S(B)-

Von grossem Interesse bei der Untersuchung der Formensysteme

sind Uebereinanderschiebungen wie:
(S , S@)-
Bei denselben unterscheide ich zwei Arten, je nachdem ein Glied der-
selben existirt, das in Factoren zerfillt oder nicht (vgl. § 8.). Ich
behaupte nun, dass die Uebereinanderschiebung [S 4), SB)) in
folgenden Fillen, und zwar nur in denselben der ersten Art ange-
hire.
Erster Fall.

Wenn eines der Producte S (A4) oder S (B) eine Invariante zum
Factor hat; die Uebereinanderschiebung [S (4) , S (B)) besitzt dann
gleichfalls diesen Factor.

Zweiter Fall.
Wenn eines der iibereinandergeschobenen Producte, etwa S 4),
cinen Factor K besitzt, dessen Grad g nicht kleiner als v ist.

Beweis. Setzt man S(4) = K.L und bezeichnet man irgend
ein Glied der Uebereinanderschiebung [K, S (B)]” durch Z, dann ist
das Product Z.L ein Glied der Uebereinanderschiebung [S (4), S (B)].

Dritter Fall.

Wenn man die beiden Producte S(4) und S (B) in solche Fac-
toren :
SA) = K,.K, S(B) = L,.L,
zerlegen kaun, dass die Grade g, , 9, , Iy und k, der Formen K, , K,,
L, und L, den Ungleichungen geniigen:

by < 94 und v <y + 9
Beweis. Da fiir v < h, der vorige Fall eintritt und fiir
v > hy 4 Iy

unsere Uebereinanderschiebung verschwindet, so will ich mich auf den
Fall beschréinken, wo:
0Ly —hy < hy
ist. Bezeichne ich dann irgend welche Glieder der Uebereinander-
schiebungen (K, , LY und (K, , Ly~ durch Z, und Z,, dann ist
das Product Z, . Z, ein Glied der Uebereinanderschiebung
[S), 8B
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Vierter Fall.

Wenn eines der iibereinandergeschobenen Producte, etwa S (4)
einen Factor K besitzt, dessen Grad g nicht kleiner ist als der Grad
des andern Productes S (B).

Beweis. Bs sind hier zwei Unterfille zu unterscheiden, je nach-
dem v grosser als der Grad des Productes S (B) ist oder nicht. Im
ersteren verschwindet unsere Uebereinanderschiebung, im letzteren ist
auch v < g und es tritt der zweite Fall ein.

Fiinfter Fall.
Wenn ein Factor K des Productes S (4) und ein Factor L des
Productes S (B) denselben Grad g haben.

" Beweis. Man unterscheide wieder zwei Unterfille, je nachdem
v < g oder v >g ist. Im ersten Unterfalle tritt der zweite Fall ein,
im letzteren setze man
S =K.K, , S(B)=L.L,
und bezeichne irgend welche Glieder der Uebereinanderschiebungen
(K, L)y und (K,, L,)*¢ durch Z, und Z,. Dann ist das Product
Z,.Z, ein Glied der Uebereinanderschiebung [S(4) , S (B)]*.

= Sechster Fall.

Wenn man die Producte S (4) und S (B) in solche Factoren:
S(4) =K.K, ; S(B)=L.L
zerlegen kaun, dass die Grade g, g,, » und h; der Formen K , K,,
L und L, den Ungleichungen geniigen: .
g>h und g > k.
Beweis. Man unterscheide zwei Unterfille, je nachdem v grosser
ist als & + h, oder nicht. Im ersteren verschwindet unsere Ueberein-
anderschiebung, im letzteren ist » < h + g, und es tritt der dritte

Fall ein.
Siebenter Fall.

Wenn die Anzahl der Factoren 4; des Productes S (4) der Un-
gleichung geniigt:

Q -]
i > @ b
1 1
(oder die Anzahl der Factoren B; des Productes S (B) der Ungleichung
g
Zipi>co zefi a;
1 1

geniigt).
Beweis. Schreibt man die Ungleichung in der Form:

—:(;igai_‘fg:kbk} >0,
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dann sieht man, dass mindestens einer der Summanden

[
o; — 2 bk
etwa '
M o — Zb;>0
sein muss. '

Man unterscheide nun drei Unterfille, je nachdem:
1) v > 5 b B oder 2) v < ay (e, —1) oder 3) b v > ay (e —1).
1 1

Im ersten Unterfalle verschwindet die Uebereinanderschiebung
(S(4), S(B)); im zweiten ist v nicht grosser als der Grad a, (e—1)
des Factors A,=-! des Productes S(4) und es tritt der zweite Fall
ein; im dritten Unterfalle endlich ist:

B b > 0 —1) = a Bl (vgl. B.T)
1 1
und daher:
P b; (ﬁi—al) g 0.
1

Diese Ungleichung kann nur dann bestehen, wenn mindestens
eine der Differenzen ; — a, etwa ’
ey B, —a, =0
ist.

Aus den Formeln (I) und (II) geht hervor, dass die Potenzen
A» und B¢ Factoren der Producte S (4) und S (B) sind. Da die
Grade dieser Potenzen iibereinstimmen, so tritt hier der fiinfte Fall ein.

§ 12.

Die Uebereinanderschiebungen erster und zweiter Art der Form
(8(4) , 99"

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, wo das System der B
nur aus einer einzigen Form besteht; ich will dieselbe durch ¢ und
ihren Grad durch » bezeichnen.

Die zu untersuchenden Uebereinanderschiebungen haben dann die
Form: N

(S(4) , 9o,
man unterscheide bei denselben zwei Fille, je nachdem S (4) eine ein-

zelne Form A; oder ein Product mehrerer solcher Formen ist.
Die Uebereinanderschiebung:

(4i, 9’0)1,

Mathematische Annalen. IL 16
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gehort der ersten Art an, wenn der Grad # (¢ — 1) der Potenz ge—!
entweder nicht kleiner als a; oder nicht kleiner als » ist (vgl. § 11.
Fall 2. und 4.), also dann der zweiten Art, wenn n (¢ — 1) sowohl
kleiner als a; als auch kleiner als v ist.

Ich gehe nunmehr zu dem zweiten Falle iiber, wo S (4) ein Pro-
duct mehrerer Formen A4 etwa:

S(A) = A,. 4, .... A,

ist, unter denen auch mehrere iibereinstimmen konnen. Man kann
dann das Product S (4) auf mannigfache Art in zwei Factoren P und
@ zerlegen.

S(4) = PQ.

Von den Factoren P und @ will ich sagen, sie entsprechen ein-
ander und ihre Grade durch p und g bezeichnen.

Den Grad p + ¢ des Productes S (A) bezeichne ich durch g und
die Reste, welche man erhilt, wenn man die Zahlen p und ¢ durch
n dividirt, durch » und #’.

Man kann dann beweisen, dass die Uebereinanderschiebung:

(S(4), 99 = (P:@Q, 9o)

in folgenden Fillen der ersten Art angehort: ’

Erster Fall.

Wenn
ne Zn—tg— (r4r)
ist. .
Beweis. Man unterscheide vier Unterfiille, je nachdem:
ne < p
n(e—2)>g—(+)
p<me <g—(r—+mn)
, ng =g+ 2n— (@ +n)
Im ersten Unterfalle hat der Factor P des Productes S (A4) einen Grad,
der nicht kleiner ist als der Grad von ge¢ (vgl. § 11. Fall IV.); im
zweiten Unterfalle hat der Factor @¢—! der Potenz ¢ einen Grad, der
nicht kleiner als der Grad g des Productes S (4) ist (vgl. § 11. Fall IV.);
im dritten Unterfalle zerfillt die Potenz ¢¢ in die Factoren

L R

p—r P el
@ " und ¢ n

deren Grade nicht.grosser als die Grade p und ¢ sind (vgl. § 11.
Fall VI.).
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phn—r
Im vierten Unterfalle zerfillt die Potenz ¢ in die Factoren ¢ "

g+n—r

und ¢ * , deren Grade grosser als die Grade p und ¢ sind. (Vgl.
§ 11. Fall VL)

Zweiter Fall.
Wenn no =g +n— (r + »') und p durch » theilbar, also r =0

ist. — In diesem Falle hat der Factor g" der Potenz g¢ denselben
Grad p als der Factor P von S(4). (Vgl. § 1L Fall V.).

Dritter Fall. .
Wenn ne =g +n— (r—+7) und v < g — r ist.
Beweis. Ich bezeichne irgend welche Glieder der Uebereinander-
schiebungen :

(P, q:";r)l’—r und (Q; (p1+'l%1')v—(p——r)

durch Z, und Z,; das Product Z, . Z, ist dann ein Glied der Ueber-
einanderschiebung

(P.Q, o°).

Diese drei Fille sind die einzigen, in denen die Uebereinander-

schiebung
(S(4), 9%
der ersten Art angehort; sie gehort mithin der zweiten Art an, wenn
folgende Bedingungen gleichzeitig erfiillt werden.
Erste Bedingung. Fir keine Zerlegung darf der Rest r verschwin-
den (vgl. zweiten Fall).
Zuweite Bedingung. Fiir jede Zerlegung muss

neg=g+n—0+r)

gein (vgl. ersten Fall).

Dritte Bedingung. Yir jede Zerlegung muss v > ¢ — 7 sein (vgl.
dritten Fall). )

Aus diesen Bedingungen lassen sich die folgenden ableiten, welche
die Aufstellung simmtlicher Uebereinanderschiebungen zweiter Art er-
leichtern.

Vierte Bedingung. Die Summe » —+ 7° muss fiir alle Zerlegungen
denselben Werth haben (vgl. zweite Bedingung). '

Fiinfte Bedingung. Bezeichnet man den kleinsten Werth, welchen
der Rest r fiir eine Zerlegung annimmt, durch 7y, dann muss v > g — 7,
sein. T

Diese Bedingung folgt aus der dritten und ersetzt dieselbe. Den
dem Rest #, bei einer Zerlegung entsprechenden Rest bezeichne ich
durch ry'.

16*
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Sechste Bedingung. Die Anzahl p der Factoren A von S(4) darf
‘nicht grosser als n sein.

Beweis. Wire p > n, dann gibe es in der Reihe der Formen:
4,5 A,.4,; A, Ay Ay A4, 4,
mindestens zwei, deren Grade durch » dividirt, denselben Rest giben.

Wiiren dieselben:
A4, 4,... 4;und 4, A, ... 4,,
dann wiire ihr Quotient, das Product
A;+1 . A,'+2 P .Ak

ein Factor von S(A4), dessen Grad durch # theilbar wiire (vgl. Be-
dingung 1). * .

Die Reste r, 7', »,, r,/, welche hierbei auftreten , kann man in der
folgenden Weise berechnen. Man bezeichne durch:

‘ Sty Spenr.Sy
-diejenigen Reste, welche entstehen, wenn man die Grade der einzel-
nen Factoren 4 von S(4) durch » dividirt. Theilt man sie auf alle
moglichen Weisen in zwei Gruppen

Siiy Sie - S und S, S, ... S

2 &

und dividirt man dann die Summen:
S, + s, + s, ... 8, und s, s, .. Sk,
1

durch %, dann erhilt man die Reste » und ¥, welche den verschiede-
nen Zerlegungen des Productes S(A) entsprechen. Den Rest # kann

-

'2

man dadurch aus » berechnen, dass man die Differenz f‘, 8; — r durch
n dividirt. '

Da die Kenntniss des Systemes der Reste s zur Bestimmung der
Zahl p und der Restepaare » und » also auch des Restepaars 7, und
7o ausreicht, so ergeben die Bedingungen 1, 4 und 6 nur Eigenschaf-
ten dieses Restsystems; ich will diejenigen Restsysteme, welche sie
besitzen, speciell nennen.

Die Bedingungen, unter denen die Uebereinanderschiebung
(S(4) , ¢¢)* der zweiten Art angehort, lassen sich denn folgender
Massen aussprechen. °

I

Ist S(A4) eine einzelne Form A4;, dann muss gleichzeitig :

ne—1) <v und n(—1)<a
sein. :

II.

Ist S(4) ein Product mehrerer Formen A, dann muss gleichzeitig
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1. das dem Producte S(A4) entsprechende Restsystem speciell

2. g—mnog=ry+r)—mn,

3. 9g—v <1y,

4. v<a und v <ng sein.

Diese Bedingungen geniigen zur Aufstellung sdmmtlicher Ueber-
einanderschiebungen zweiter Art der Form (S(4), ¢¢)*. Diejenigen
unter ihnen, bei denen S(A) eine einzelne Form 4 ist, findet man,
indem man fiir o alle ganzen Zahlen setzt, welche der Ungleichung
n(e — 1) < a; geniigen, und dann fiir » alle Zahlen, die zwischen
n(e — 1) und ne liegen, diejenigen ausgenommen, welche grosser
als «; sind.

Um diejenigen Uebereinanderschiebungen, bei denen S(4) ein
Product mehrerer A ist, zu finden, bilde man zuerst alle zu der Zahl
n gehorigen Restsysteme, berechue alsdann fiir jedes derselben die ent-
sprechenden Producte S(A4) und schliesslich nach der zweiten, dritten
und vierten Bedingung die Zahlen ¢ und ».

Als Beispiel will ich fir n =1, 2, 3 und 4 die speciellen Rest-
systeme aufstellen und fiir jedes derselben die Reste 7, und »; sowie
die Zahl », 4+ r,” — n berechnen.

Fiir n = 1 existirt kein specielles Restsystem.

Fiir m =2 ist (1, 1) das einzige specielle Restsystem; fiir das-
selbe ist: ry=1; 7, =1; ry+r/ —n=0.

Yir n =3 giebt es die speciellen Restsysteme:

(L, 1); (1,2); (2,2); (a,1,1; 2,2,2).

Fiir das Restsystem (1, 1)ist: ry=1; »/=1; ry+r/—n= 1,
9 » ” (112)i8t: ro=1; "‘O,=2; 7‘0+7‘0’_’"’=07
»» ” (2, 2) ist: rg=2; 1 =2j TO+TO'_%=17
woo» »” (1,1, )ist: ry=1; r/ =23 ro+ 1y —n=0,
» » (2,2,2)ist: ry=15 ry =23 rg 4+ ry —n=20.

Fiir n =4 existiren die speciellen Restsysteme:

(1,15 (1,2); (13); (2,2); 23); 3,3); (L1LD); (1,1,2); (2,3,3); (3:3,3);

(1,1,1,1); (3,3,3,3).

Fiir das Restsystem (1, ist:ry=1; rg=1; ro+ vy —n=—2,
» o» 9 1,2 ist: ry=1; ro=2; r0+fr0’_..n=__1’
» o » ” 1,3)istrry=1; ry=3; yo_.l_zro'__n:o,
»o» ”» 2,2 ist:7‘0=2;. ry=2; ro4rg—mn =20,
»noo» » (2, 3)ist: ry=2; ry=3; rory—n=1,

»w o» » (3, 3)ist: ry=3; ry=3; ro+ry—n=2,

» » ” (1,1, 1) ist:rg=1; r'=2; ro+ry—n=—1,
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Fiir das Restsystem (1,1, 2) ist: ry= 15 7=3; ro+7r,—n=0,
FTIT) ) (2)3;3) iSt:To’_“l; "'0,=15 7'0+7'0,‘"’="—2:
»o» ” (3;3)3).i5t:70=25 ry=3; rofri—n=1
» o » ” (1)1rl71)i8t:7'0=15"'0'=33 Yo+ ry—n=0,
»oo» »” (3:3;3’3)i’5t:7‘0=1;ro’=357‘0+7'0,_‘"’=0°

’

§ 13.

Jombinirte Formensysteme.

Gehdrt die Uebereinanderschiebung (S(4) , S(I3))” der zweiten Art
an, dann ist nach § 11. zweiter Fall die Anzahl der Factoren A des

Productes S(A4) nicht grosser als ¢ 2‘:1 b; und die Anzahl der Factoren
1
B des Productes S(B) nicht grosser als ¢ Zei a;. Hieraus folgt, dass

1
die Anzahl dieser Uebereinanderschichungen endlich ist. Bezeichnet
man dieselhen sowie die Formen A und B selbst , durch:

[4B],, [4B],...

dann bilden die Formen [AB] ein neues endliches Formensystem. Ich
nenne dasselbe das aus den Systemen 4 und B combinirte System.

In derselben Weise kann man eine beliebige Anzahl p von Formen-
systemen combiniren. Ich bezeichne die Formen des ersten Systemes
durch 4,,, 4,,..., die des zweiten durch Ay, Ay, . .., allgemein die
Formen des ersten Systems durch 4, , A ... und combinire vorerst
die beiden ersten Systeme zu dem Systeme [Aix, Asy]. Dieses System
combinire ich mit dem dritten Systeme zu dem Systeme ([A1x, Az, Asy,
welche Formen ich kurz durch [Aie, Aox, As,) bezeichne,

In dieser Weise fahre ich fort und combinire dieses System mit
dem vierten Systeme zu dem Systeme [Aie, Ase, Ase, Ai] u. s. w.
bis ich schliesslich zu dem Systeme [4y, 4, ... 4,] gelange, welches
ich das aus den so gegebenen Systemen combinirte System nenne.
Ich setze stets diese gegebenen Systeme als endlich voraus und erhalte
daber durch Combination nur endliche Systeme.

§ 14.
YVollstiindige Systeme.

Besonders wichtig fiir unsere Betrachtung sind die vollstindigen
Systeme. — Ist ein System

Ay, 4,...4,
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so beschaffen, dass jedes symbolische Product C(4) (welches nach § 2.

nur Symbole von Formen A enthilt) eine ganze: Function der A
C(4) = Z ¢ S(4)

ist, dann soll das System der A vollstindig heissen.

Es kommen hierbei ofter Formen A vor, welche sich durch andere
A ausdriicken lassen; man kann diese Formen im Systeme weglassen,
ohne dass es aufhort vollstindig zu sein, ich nenne sie daher dber-
fliissig. Das System der iibrigbleibenden (nothwendigen) Formen nenne
ich das reducirte System der A.

Achnlich diesen Systemen sind die folgenden, velche relativ voll-
stindig heissen sollen.

Stehen die Formen:

Ay, A4,...4,
mit den Formen :

B,, B,...D,
in der Bezichung, das jedes symbolische Product CO(4) (vgl. § 3) in
die Form:

Cd) = X ¢ S4) + P(B)
gebracht werden kaun, daun nenne ich das System
Ay 4, ...

in Bezug auf die Formen B vollstindig.

Hierbei unterscheide man zwei Fille, je nachdem die symbolischen
Producte, deren Aggregat P(B) ist, nur Symbole A und B enthdlt
oder nicht. Tm ersteren nemne ich das System A in Bezug auf die B
cigentlich, im letzteren wuneigentlich vollstindig.

Der erstere Fall tritt dann immer ein, wenn das Systems4 simmt-
liche Originalformen f,, f, ... enthilt.

Tst das System 4 in Bezug auf die B vollstindig und sind sémmt-
liche Formen B Kormen

P((P” Poy Py - - ) = P(p) (Vgl' §2.),

dann ist es auch in Bezug auf die @ vollstindig.

Auch bei relativ vollstindigen Systemen treten oft iiberfliissige
Formen auf. Diejenigen Formen A, welche sich in die Form:

A= XcS(4)+ P(B)
bringen lassen, in welcher die Producte S(4) nur die tibrigen, noth-
‘wendigen, enthalten diirfen, sind im’ Systeme A iberfliissig. Das so

reducirte System A ist, wie das urspriingliche, in Bezug auf die B
vollsténdig. ‘
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§ 15.
Kriterien fiir die Vollstindigkeit eines Systemes.

Um zu sehen, ob ein gegebenes System
4,, 4,...4,
(absolut oder relativ) vollstindig sei, braucht man keineswegs alle nur
denkbaren Formen C(4) zu untersuchen. Es geniigt, zu zeigen, dass
die Uebereinanderschiebungen irgend zweier derselben (4, A’y die ver-
langte Form X ¢ S(A4) oder X ¢ S(4) + P(B) annehmen konnen.

Ist dies fiir alle Uebereinanderschiebungen der Form (4, 4 der
Fall, dann ist das System vollstindig resp. in Bezug auf die B voll-
stindig.

Beweis. Bei dem Beweise dieses Satzes will ich mich auf die rela-
tiv vollstindigen Systeme beschriinken, da das dabei angewandte Ver-
fahren die absolut vollstindigen mit umfasst. Ich mache die Annahme,
dass die Uebereinanderschiebungen (4, A’)" sich in die Form:

(4, Ay = B¢ S(4) + P(B)
bringen lassen und behaupte, dass jedes symbolische Product o)
gleichfalls in dieselbe gebracht werden konne.

Man bezeichne die Ordnung von C(4) durch m und die Norm von
C(4) in Bezug auf dasjenige Symbol A;, in Bezug auf welches sie am
kleinsten ist, durch (4;) = v, und mache die Annahme, dass unser
Satz fiir alle Formen O(4) Geltung habe, deren Ordnung kleiner als
m ist und fiir diejenigen Formen der m'n Ordnung, deren Norm in
Bezug auf irgend ein Symbol A; kleiner als v ist.

Unser symbolisches Product C(4) enthiilt nach Annahme das Sym-
bol A4; untl in Bezug auf dasselbe die Norm »; nach § 9 ist es ein
Glied einer Uebereinanderschiebung (C'(4), A4,)".

Die Ordnung des symbolischen Productes (f(4) ist hier kleiner
als m, mann kann es nach Annahme in die Form:

C(4) = 2 cS(4) + PB)
bringen. Man erhilt dann fiir C(4) den Ausdruck:
U4) = (U4) — (C(4), 4Y) + Z ¢ (S(4), 4y + (P(B), 4.

Von den Gliedern auf der rechten Seite lassen sich das erste und
dritte in die verlangte Form bringen; das erste, weil es nach § 8. ein
Aggregat symbolischer Producte ist, deren Norm (4,) kleiner als »
ist, das letztere, weil es eine Form P(B) ist. Es bleiben daher nur
noch die Uebereinanderschiebungen (S(4), 4;)” zu untersuchen. Ich
bezeichne irgend einen Factor A4 von S(4) durch 4, setze S(4) =
A4; 5'(4) und-unterscheide zwei Fille, je nachdem der Grad a; von A
kleiner als v ist oder nicht.



Die simultanen Systeme bindirer Formen. 249

Im ersteren Fall ist (S(A4), 4. ein Aggregat symbolischer Pro-
ducte, deren Norm (A;) kleiner als » ist, im letzteren Falle ist
das Product: S(4).(A:, Ai)" ein Glied der Uebereinanderschiebung
(S(4), Ay

In dem Ausdrucke:

((S(A), Ay — (S(A) - (4: Ay + S(4) . (i, Ae)
ist dann das letzte Glied nach Annahme von der verlangten Form,
wiithrend das crste Glied nach § X. ein Aggregat symbolische Producte
ist, deren Norm (4,) kleiner als v ist.

§ 16.
Abgeleitete vollstindige Systeme.

Man kann aus einem (absolut oder relativ) vollstindigen. Systeme
leicht andere solche Systeme ableiten.

1.
Ist das System A,, 4, ... 4, vollstindig, dann ist das aus einer
beliebigen Anzahl Formen, etwa:
A, 4,...4,

bestehende System in Bezug auf die iibrigen vollstindig.

II.

Ist das System 4, 4,...4, in Bezug auf die Formen B, B,...Bs
(eigentlich oder uneigentlich) vollstindig, daun ist das aus einer be-
liebigen Anzahl der Formen A4 etwa A4,, 4,...4, bestehende System
in Bezug auf die Formen A, , Ayys...4dg, By, By ... B, voll-
stindig.

. 1II.

Ist das System 4, 4,... 4, in Bezug auf die Formen B,, B,...B,
eigentlich vollstindig und sind diese letzteren simmtlich Invarianten,
dann ist das aus'den Formen 4,, 4, ... 4y, By, B, ... B, bestehende
System vollstindig.

§ 17. .
Ueber die Vollstindigkeit combinirter Systeme.

Ich gehe jetzt zu der Untersuchung combinirter Systeme (vgl. § 13.)
iiber und stelle fiir dieselben die folgenden Sitze auf:

Erster Satz.

Sind die Systeme 4,, 4, ... A, und By, 4, ... B, vollstindig,
dann ist es auch das System der Formen [4B].
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Zweiter Satz.
Ist das System A in Bezug auf die Formen B eigentlich voll-

stindig, und das aus denselben bestehende System B vollstindig, dann
ist das System der [4DB] vollstindig.

Dritter Satz.
Ist das System:

4,, A,...4,
in Bezug auf die Formen:
B, D,...Bs;, C,C,..
cigentlich vollstindig, und das System B, B, ... B, in Bezug auf
die C vollstindig, dann ist das aus den |AD] bestehende System in
Bezug auf die C' vollstindig.

Beweis. Ich will mich auf den Beweis des dritten Satzes be-
schriinken, da das dabei angewandte Verfahren die iibrigen Siitze mit
umfasst. Unter den gegebenen Voraussetzungen will ich nachweisen,
dass jedes symbolische Product der Form (4, B) in die Form:

@ C(4, B) = X¢ S|4, B| + PC)

gebracht werden kann. Hierbei mache ich die Annahme, dass dieser
Satz bereits fiir alle Formen C'(4AB) gelte, deren Ordnung oder Classe
(vgl. § 2.) oder Norm (A) kleiner als fiir C(4, B) ist. Das symbo-
lische Product C(4, B) ist nach § 9. ein Glied einer Uebereinander-
schiebung (C'(4), C(B))*, welche, da man n. V.

C(d) = Z¢S(4) 4+ PB, C) und O(B) = X ¢ S(B) + P0)
setzen darf, die Form annehmen kann:
(C(4), AB)y = Zc(5(4), S(B) + (P(B, 0), OB))y + PO).
Beziiglich der Uebereinanderschiebung (S(4), S(B)) unterscheide
ich zwei Fille, je nachdem sie der ersten oder zweiten Art angehirt.
Im ersten besitzt sie ein Glied, das in Factoren zerfillt, ich will es
durch Z, . Z, bezeichnen, im zweiten Falle ist (S(4), S(B))” eine Form

[4B]. Ich setze nun fiir das symbolische Product (4, B) den Aus-
druck:

au, By— [0 B) — (CW), CB)Y + Xe(SU), SBYY — 7, 2,)

|+ Zel4, Bl 4+ 2c Z,. Z, + (P(B, 0), O(B)y + PC)
Keines der Glieder auf der rechten Seite iibertrifft C(4, B) in Be-
zug auf Ordnung, Klasse oder Norm, sie lassen sich simmtlich und
mithin auch C(4, B) in die verlangte Form (I) bringen.
Die Glieder:
U4, B) — (C(4), C(B)y und (S(4), S(B)y — 2, . Z,
némlich sind nach § 9. Aggregate symbolischer Producte, deren Norm
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(4) kleiner als v ist; das Glied (P(B, ), C(B))" gehort einer niederen
Classe (vergl. § 2.), die Formen Z, und Z, niederen Ordnungen als
C(4, B) an. :

§ 18.

Die iiberfliissigen Formen des combinirten Systems.

Formen |AB),; [AB], . ... des combinirten Systems will ich nach
ihrer Ordnung, ihrer Classe und ihrer Norm in Bezug auf die Symbole A
ordnen und hierbei die Formen niederer Ordnung voranstellen. Bei
Formen gleicher Ordnung stelle ich die von niederer Classe voran
(vgl. § 2.) und bei Formen gleicher Ordnung und Classe die von niede-
rer Norm (A). In dieser Anordnung will ich diejenigen als iiberfliissig
ausscheiden, welche sich durch andere, jhnen nicht nachstehende For-
men des Systems als ganze Functionen ausdriicken lassen.

In diesem Sinne ist eine Form [AB] dann iiberfliissig, wenn fiir
dieselbe ein Ausdruck der Form:

[AB] = ¢ [AB] + = ((4, B)

existirt, worin die Formen [AB] der Form [AB] nicht nachstehen und
die C(4, B) entweder eine niedere Ordnung, oder eine niedere Classe,
oder eine niedere Norm besitzen als [AB], da nach dem vorigen Satze
diese symbolischen Producte C(4, B) sich durch Formen des combi-
nirten Systems ausdriicken lassen, welche [4B] nicht nachstehen. —

Die Uebereinanderschiebung zweiter Art (S(4), S(B))” kann in
sweierlei Art gebildet werden. Entweder kann man darin fiir jeden
Factor A des Productes S(A) ein besonderes ihn darstellendes Symbol
einfiihren, oder man kann fiir diejenigen Formen A4, deren symbolische
Ausdriicke nur Symbole von Formen B, ¢ und (andern) Formen 4
enthalten, diese symbolischen Producte eintragen. In beiden Darstel-
lungsweisen ist die Differenz der Uebereinanderschiebung (S(4), S(B))
und eines ihrer Glieder nach § 8. ein Aggregat symbolischer Producte
mit niederer Norm (A4). Diese Uebereinanderschiebung ist daher im
combinirten Systeme durch eines ihrer Glieder oder ein Aggregat der-
selben ersetzbar. Jedoch darf bei diesem Aggregat die Summe der
numerischen Coefficienten nicht verschwinden.

Es ist mir nicht gelungen, alle Fille zu ermitteln, in denen die
Uebereinanderschiebung zweiter Art (S(4), S(B))” im combinirten
System iberfliissig ist; ich will mich hier auf die Angabe der fol-
genden, besonders hiufig vorkommenden iiberfliissigen Formen be-
schrinken. ’
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Erster Fall.

Wenn eines ihrer Glieder durch Formen niederer Ordnung, Classe
“oder Norm (4) ausdriickbar ist.

Zweiter Fall.
Wenn ein Aggregat ihrer Glieder:
¢ 4y + ¢ 4y
in dieser Weise darstellbar ist, die Summe der numerischen Coeffi-
cienten ¢ aber nicht verschwindet.

Dritter Fall.
Wenn sich das Product S(A4) in die Form:
S(4) = Z ¢ S'(A) + P(B, C)
bringen lisst, worin die Ausdriicke S°(A) andere Producte der A4 be-
deuten und P(B, (') ein Aggregat symbolischer Producte ist, in denen
nur Symbole 4, B und (' vorkommen.
Beweis. In dem Ausdrucke:
(8(4), S(B)y = Z ¢ (5(4), S(B)) + (K(B, 0), S(B))"
hat kein Glied der rechten Seite eine hohere Ordnung, (Jlabse oder
Norm als (S(4), S(B)).

Die Uebereinanderschiebungen (S°(A), S(B))” gehoren entweder
der ersten oder zweiten Art an. Im ersteren Falle lassen sie sich durch
Formen niederer Ordnung und Norm (A4) ausdriicken, im letzteren
sind sie andere Formen [AB] des combinirten Systems. Die Ueber-
einanderschicbung (P(B, C), S(B))” 0fehort einer niederen Classe an,
als (S(4), S(B))"

Vierter Fall.

Wenn ein Glied Z der Uebereinanderschiebung ein unvollstiindiges
symbolisches Product A zum Factor hat, fiir welches die zugehdrigen
Formen ,, @, ... sich auf Formen niederer Classe zuriickfiihren las-
sen. In diesem Kalle niimlich ist das Glied Z, durch welches man im
combinirten Systeme die Uebereinanderschiebung (S(4), S(B))* ersetzen
kann, nach § 2. eine Form P(g), also ein Aggregat von Formen niede-
rer Classe,

§ 19.
Das combinirte System wird durch ein anderes ersetzt.

Das combinirte System kann durch ein anderes System 7' ersetzt
werden, welches zwar mehr iiberfliissige Formen enthilt, dessen Auf-
stellung jedoch nach einfacheren Regeln bewerkstelligt werden kann.
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Man bildet dasselbe in der folgenden Weise. ~Zuerst combinirt man
das System A4, 4, .. ._A(, mit dem aus der Form B allein bestehen-
den Systeme zu einem neuen Systeme U. In demselben bezeichne man
diejenigen Formen, bei welchen das Symbol B; nur in Klammerfac-
toren auftritt, die Formen A selbst inbegriffen durch:
Ay A4Sy Ay ..

und fiige sodann dem Systeme U alle Uebereinanderschiebungen zwei-
ter Art der Form (S(A), S(B,, By ... B,))" hinzu.

Um zu zeigen, dass das aus den Formen [AB] bestehende System
durch das System 7' ersetzbar ist, unterscheide ich drei Fille fir die
Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form P = (S(4), S(B)Y,
je nachdem das Product S(B) in einem der drei Ausdriicke:

1. BS,

2. 8(B,, By...Bog),

3. B’ SB,...Bs
enthalten ist. In den beiden ersten Fillen gehort P dem Systeme T
an, in dem letzten ist P= (S(4), By S(B, . . . By))’. Da diese Ueber-
einanderschiebung der zweiten Art angehort, so ist nach § 11. Fall IV
der Grad des Products S(4) grosser als s.b,, ich will es in solche
Factoren S'(A) und S”(4) zerlegen, dass der Grad des Productes S'(4)
gzwar nicht kleiner als b, s ist, dass aber die Grade aller Factoren von
S'(A) kleiner als diese Zahl sind. Die Uebereinanderschiebung (S'(4),
By)»s ist dann entweder eine Form A’ oder eine ganze Function sol-
cher Formen und daher die Uebereinanderschiebung:

Q= (S"(4) . (SA), By, 5(By - - By

eine Form des Systems 7' oder durch solche Formen ausdriickbar.

Man kann nun die Uebereinanderschiebung P in dem aus den
Formen [AB] bestehenden Systeme durch die Form @ ersetzen, welche
ein Aggregat ihrer Glieder ist. Mithin entgpricht jeder Form [ADB]
mindestens eine Form des Systems 7', durch welche sie ersetzbar ist

und das System:
[4B),, [4B];.... "

kann durch das System 7' ersetzt werden.

: § 0.
Ueber die Vollstindigkeit von Systemen, welche aus mehr als
zwei Systemen combinirt sind.

Achnliche Sitze gelten fiir Systeme, welche aus mehr als zwei
Systemen combinirt sind. Besonders wichtig ist der folgende:
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Stehen p Kormensysteme in solcher Beziehung zu einander, dass
Jedes derselben in Bezug auf die Formen der folgenden eigentlich voll-
stindig ist, dann ist das aus allen p Systemen im Sinne des § 13.
combinirte System vollstindig.

Beweis. Das aus den beiden ersten Systemen combinirte System
ist nach § 17. in Bezug auf die folgenden eigentlich vollstindig. Com-
binirt man es mit dem dritten Systeme, dann erhilt man das aus den
drei ersten Systemen combinirte System, dasselbe ist in Bezug auf die
folgenden eigentlich vollstindig. Ebenso kann man zeigen, dass das
aus den vier ersten Systemen combinirte System in Bezug auf die
folgenden eigentlich’ vollstindig ist, ebenso das aus den fiinf ersten
Systemen combinirte System u. s. w., endlich dass das aus den (p—1)
ersten Systemen combinirte System in Bezug auf das p* vollstindig
ist, wodurch sich die Richtigkeit unserer Behauptung ergiebt.

§ 21.

Das simultane System der Formen f und die speciellen Formen.

Diese Siitze setzen mich in den Stand, die Aufgabe zu losen,
wélche ich mir gestellt habe, niimlich sowohl fiir eine einzelne KForm
f, als auch fiir eine Anzahl Formen f,, f, ... Systeme von Covarianten
und Invarianten aufzustellen, wodurch sich alle simultanen Covarianten
und Invarianten dieser Formen als ganze Functionen ausdriicken las- .
sen. Solche Systeme nenne ich die simultanen Systeme der Formen
fi> fy - ... Man sieht nun unmittelbar, dass jedes vollstindige System,
welches die Formen f, /, . .. selbst enthiilt (und worin nur simultane
Formen der f vorkommen) das simultane System derselben ist. Setat
man daher die einzelnen Systeme dieser Formen als bekannt voraus,
dann erbélt man durch Combination derselben nach § 20. ein voll-
stindiges System, welches die Formen f selbst enthiilt und daher ihr
simultanes System ist. Die noch zu losende Aufgabe ist somit die
Aufstellung des Systems einer gegebenen Form:

f=as =0 = ¢ ...
Iech will mich hierbei im Allgemeinen auf die Untersuchung derjenigen
Formen f beschrinken, deren Grad durch 4 theilbar ist, da die dabei
angewandten Methoden die tibrigen Formen mit umfassen. . Dieselben
stimmen im Anfang mit denen iiberein, deren ich mich friiher (Crelles
Journal Bd. 69. S. 333) bediente, ich will die dahin einschlagenden
Stellen hier wiederholen und wie dort die Annahme machen, dass die

Systeme von Formen, deren Grad kleiner als » ist, bereits aufgestellt
seien,
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Es sei die Form:
fr=a;n—l=b;n——l .
eine beliehige Form des (» — 1)*» Grades; man kann dann aus jedem
symbolischen Producte C(f"), das nur die Symbole a’, ¥, ¢ ... ent-
hilt, ein analoges Product fiir die Form f dadurch herleiten, dass man
erst die oberen Indices wegliisst und sodann mit dem Producte . biCs...
multiplicirt.

Umgekehrt kann man aus jedem den Factor a by ¢y . . . enthal-
tenden symbolischen Producte von [ ein symbolisches Product fiir die
Form f' dadurch ableiten, dass man erstens diesen Factor weglisst und
sodann den Buchstaben a b c ... Indices anfiigt. — Nenne ich nun
nun die Formen des zu f” gehorigen, als bekannt vorausgesetzten Sy- -
stems:

A, Ay ... Ay,
dann entsprechen diesen Formen in obiger Weise Covarianten von f,
welche ich durch:
A, A;... 4,
bezeichne und die speciellen Formen von f nenne.

Da jede Covariante und Invariante von f’ eine ganze Function
mit numerischen Coefficienten der Formen A’ isty so ist auch jede den
Factor a, by ¢, . . . enthaltende Form von f eine ganze Function der
speciellen Formen.

§ 22.

Die Formen K und g.

Die zunichst interessanten Covarianten und Invarianten sind die
Formen zweiter Ordnung; ihr symbolischer Ausdruck ist:

(f, ) = az " by " (ab)’.
Diejenigen unter ihnen, fiir welche die Zahl v ungerade ist, haben
den Werth 0; die iibrigen unterscheide ich je nachdem » kleiner, gleich

oder grosser als 3;« ist. Die Covariante:
i r 2 »
(,1)" = as bs (ab)”,
fiir welche also v = % ist, bezeichne ich durch K; die Formen:

n

T R s LN N s LA T o
X5 X253 X35 Z% )

fiir sie ist v > %

durch:
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(Bei denjenigen Kormen f, deren Grad nicht durch 4 theilbar ist,
existirt keine Form K.)
In dieser Bezeichnungsweise gehoren im Sinne des § 6. zu dem

unvollstiindigen Producte (ab)? die Formen K und y (und wenn » nicht
durch 4 theilbar ist, die Formen y allein). Zu dem unvollstindigen

Producte (ab)2 "' gehoren die Formen y.
Jedes den Factor (ab)? cnthaltende symbolische Product ist daher

eine Form P(K, 7) und jedes den Factor (ab)vfH enthaltende symbo-
lische Product eine Form P(y).

§ 23.
Die Formen W.

Die Formen W will ich hier etwas anders definiren, als es in der
im Crelle’schen Journal, 69. Band verdffentlichten Abhandlung ge-
schehen ist. Diejenigen symbolischen Producte, bei denen jedes der
darin vorkommenden ‘Symbole

a, b, ¢..
mindestens durch einen Factor erster Art vertreten ist und bei denen
ferner mindestens einer dieser Factoren etwa a, zu einer Potenz vor-

kommt, deren Grad grosser als —z— ist, mogen W heissen. Da W den

Factor @, bscy . .. besitzt, so ist es als eine ganze Function der spe-
ciellen Formen darstellbar (vgl. § 21.). " Ich behaupte nun: Kir jede
Uebereinanderschiebung (Wf)” existirt entweder ein Glied, welches als
eine Form P(K, y) dargestellt werden kann, oder ein Glied, welches
eine Form W ist.

Beweis. Ist:
5 +i
W=b: dd7...AW),
dann ist fir v > % -+ ¢ das symbolische Product (vgl. § 8.):

n 2o
Z,=al (ab)® (ac) (ad) ... A(W)
fir v < % -+ ¢ das symbolische Product:

2 pi—y
Z,=a" (ab)’ bs cady ... A(W),
ein Glied der Uebereinanderschiebung (Wf)".
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Die Form Z, hat stets, Z, fir v > %— den Factor (ab)?; Z, ist

also immer, Z, fir v > % als Form P(K, y) darstellbar. Fir v < %—

ist Z, eine Form W. —

Zuweiter Satz.  Jedes symbolische Product R lasst sich in die Form:
bringen. ;

Beweis. Man bezeichne dasjenige Symbol in R, fiir welches R
die kleinste Norm hat, durch a, diese Norm () durch v, und mache
die Annahme, unser Satz gelte fiir alle Formen von niederer Ordnung
als R und fiir diejenigen Formen derselben Ordnung, fiir welche die
Norm in Bezug auf irgend ein Symbol kleiner als v ist. —

Man bezeichne die Ordnung von R mit m und stelle diese Form
nach § 9. als Glied einer Uebereinanderschiebung (R'f) dar. Die
Form R’ ist von der (m — 1)te» Ordnung, lésst sich also nach Annahme
in die Form bringen: '

R=ZW+ P(K, )

Die Uebereinanderschiebungen (W f)* besitzen nach dem ersten
Satze Glieder Z, welche entweder Formen W oder P(K , x) sind. In
dem Ausdrucke

R—(R— (Rfy) + E(Wfy —2)+ PE, )+ Z2
besitzen die Glieder P(K , z) und Z die verlangte Form, wihrend die

Glieder:

R— (R, f)y wd (Wfy —Z
nach § 4. Aggregate symbolischer Producte sind, fiir welche eine Norm
kleiner als v ist; welche sich also nach Annahme in der verlangten
Form darstellen lassen. —

Da nun alle Covarianten und Invarianten von f Aggregate sym-
bolischer Producte R sind, so lassen sie sich in die Form W+ P(K ,%)
bringen und da die W ganze Functionen der speciellen Formen A
sind, in die Form:

Zc S(A) + -P(fo)'

Hieraus folgt nach § 14., dass das System der speciellen Formen
in Bezug auf dic Formen K und y vollstindig ist.

(Bei Formen f, deren Grad nicht durch 4 theilbar ist, ist das
System der speciellen Formen in Bezug auf die Formen g vollsténdig).

§ 2. -
Das System der Covariante K.
Die Covariante K = al bf (ab)? ist wie / vom nt» Grade, besitzt

also cin System von Formen, welche den Covarianten und Invarianten
Mathematische Annalen II, 17
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von [ entsprechen. Die speciellen Formen- im System von K will ich
durch:
By, B,...D,

bezeichnen, wihrend ich die den Formen K und y; im System von f

entsprechenden Formen (K, K)? und (K, K)A2+2L durch L und 9; be-
zeichnen will. Das aus den Formen B bestehende System ist dann in
Bezug auf die Formen L und % vollstindig und man kann die sym-
bolischen Producte:

@) C(B)=ZcS(B)+ P(L,¥)

setzen. Um dieser Gleichung eine einfachere Form zu geben, bedienen
wir uns der folgenden Hiilfssiitze:

Erster Satz.
Dle Uebereinanderschiebung (X ,f)” ist cine Form P(K ,y), wenn

»>72 5 und <n ist.
Beweis. Die Uebereinanderschiebung:

= (K.f) = (df bl (ab)?, a;)
besitzt folgende Glieder (vgl. § 8.):

Z, = (ab)? (a0)® (be) *be cn
?— " v—l-l—-l n—y—1 n-
Z,— (ab)® (@e)® () * . aibe e,

- n—yv—2 n—y

— ——2 V——-42
Z, = (ab)® (a0)”® (be) * a} be €z
Die Differenzen benachbarter Glieder haben nach § 8. das wmvoll-

stindige symbolische Product (ab)?_’-1 zum Factor und sind daher nach
§ 22. Formen P(y); demgemiss sind auch die Differenzen von irgend
zwei Gliedern sowie die Differenzen R — Z Formen P(y). Unsere Be-
hauptung ist erwiesen, wenn man zeigt, dass eines der Glieder Z selbst
oder ein Aggregat derselben verschwindet oder eine Form P(y) ist.

Hierbei sind drei Fille zu unterscheiden, je nachdem erstens »
ungerade ist, zweitens den Werth #» — 2 hat oder drittens gerade und
<n—4 ist.

Im ersten Falle verschwindet das Glied Z.

Im zweiten Falle ist:

— ()7 (ac)®  (b6)T " ambaca?.
Vertauscht man in diesem symbolischen Producte die Buchstaben
a, b, und ¢ ‘mit einander, dann erhélt man die Formel:
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87, — (@)~ (a0)? (D) ube o {ea(ab) —bu(a) +aalbe) }=0.
Im dritten Falle bedarf es einer etwas lingeren Rechnung. Ks
ist in demselben:

?— %—-l v——%+1 n—v—1 a—v
Z, = (ab)® (ac) (o) @z bz Co
Durch Vertauschung der Symbole b und ¢ erhiilt man die Glei-

chung:

~n—--1 :—1 v——?-—i—l n—y—1 n—r—1
27, = (ab)® (ac)’ (be) ¥ @bs G {c. (ab) — ba(ac)}

1"—+2 n—v—1 n—v—1

21 2 1 P
= — (ab)® (ac)® (bo) > al b Cx ,
und wenn man hierin die Symbole @ und b vertauscht:

Z_a v—2g2  v—Z 4o n—v—1 n—y—3 n—v—3
v 47, —=(ab)® (ac) * (o) azbice {(ax(bc)) —(bz(ac)) !
Diese Formel geht, wenn man fiir a.(bc) seinen Werth b,(ac) — co(ab)
eintrigt, in die folgende iber:

%——1 v—%+2 v—%+2 9 12 n—y—1 n—v—3 n—y ‘
47Z,=(ab)” (ac) (be) Ao Uz Cor {(bm(ac)—cx(ab)) —(ba(ac)) f

n—v—1 n—v—3 fn—

;ﬁ_ y—2 g =2 y- X N—y-—3—i .
L= (ab)* 1(ac) ? 2(bc) ? Eai b3 ¢ }—fi i 3) (—1)(b=(ac)) (ex(ab))’

n—y—38 fn— £+2 n—y—i—1 n—yti—1

y—3 ) 24 K.Y y—
_ECTT) @) @b (e P db o
1

Das erste Glied dieser Summe hat den Werth — (n—v—38)Zy;
die tibrigen sind symbolische Productg, welche das unvollstéindige sym-

bolische Product (ab)?—'-1 zum Factor haben, also nach § 22. For-
men P(y). '

Da das Aggregat 47, + (n — v — 3)Z, eine Form P(y) ist, so
ist es auch die Uebereinanderschiebung R.

Zweiter Satz.
Bezeichnet man die Invariante (f, K)* durch J, dann sind die For-

men L=(K,K)? und $=—(K ,K)?-Hi als Formen P(y,J) darstellbar.

Beweis. Zu dem unvollstindigen Producte (aK)® gehoren die
Formen:
n LA n—1 n
(f’K)2; (f’K)2 .. (f:K) ’ (f;K)"_—_J'

Da sie nach dem vorigen Satze simmtlich Formen P(x, J) sind,

n
so ist auch jedes den symbolischen Factor (aK)*® enthaltende symbo-
17*
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lische Product eine solche Form (vergl. § 6.), mithin auch das sym-
bolische Product:
Z=(aK)® (ab)* QE)1Z K .
Dasselbe ist eines der Eintragungsglieder, welche entstehen, wenn
man in dem symbolischen Producte:
T 2 LA LN
K; K. (K,K)'’ =(K,K)" ,

fiir das die Form K = a. 32 (ab)z_darstellende Symbol K’ seinen Werth

eintriigt (vergl. § 3.). Die Differenz (K,K)2 " — Z ist nach § 4. ein
Aggregat symbolischer Producte, welche das unvollstéindige symbolische

Product (ab)”r}-1 als Factor enthalten, also von Formen P(y).
Da die Ausdriicke Z und (K ,K)7+i—- Z Formen P(y , J) sind, so

sind es auch die Formen (K ,K)?-H d. h. die Formen L und .
Ebenso wie die Formen L und ¢ ist jede Form P (L, ¥) eine Form

P(y , J), so dass die Gleichung (1)

C(B)=Z¢S(B) + P(L, v)
durch die Gleichung:

C(B)=2¢S(B) + Py, J)
ersetzt werden kann, welche aussagt, dass das aus den Formen B be-
stehende System in Bezug auf die Formen y und J vollstindig ist.

§ 25.
Das System der Form f.

. Das aus den speciellen Formen A bestehende System ist in Bezug
auf die Formen K und g, also auch in Bezug auf die Formen B und g,
vollstiindig, das aus den B bestehende System im Bezug auf die For-
men 7 und J, mithin ist nach § 17. das aus diesen beiden Systemen
combinirte System der [AB] in Bézug auf die Formen y und J voll-
sténdig, und zwar eigentlich vollstindig, da es die Form [ enthilt.

Die Grade der Formen y; sind kleiner als n; ich mache die An-
nahme, dass ihre Systeme aufgestellt seien. Combinirt man dieselben,
dann erhélt man ein vollstindiges System S (vergl. § 17.); dasselbe
enthilt f, ist daher das System dieser Form.

Es enthilt im Sinne des § 18. iiberfliissige Formen; am leichtesten
kann man es dadurch reduciren, dass man die einzelnen bei seiner
Bildung auftretenden Systeme (vergl. § 13.):
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A5 B;[4,B);[4,B, 14 ; (A, B, g, xor) + -
jedes fiir sich reducirt.
Von den Formen A sind diejenigen iiberflissig, welche sich in

der Form:
ZcS(4) + P(K,y)

ausdriicken lassen; eine Anzahl der dahin gehorigen Formen kann
man sofort angeben. Bezeichnet man niimlich diejenigen Formen von
f, welche K und y entsprechen, durch K’ und y' (vgl. § 21.), dann
lassen sich einige Kormen A’ als Formen P (K',y') darstellen; man
kann nun zeigen, dass diejenigen speciellen Formen, welche diesen
Formen A’ entsprechen, Formen P (K, x) sind.

Diejenigen Formen B und [4B], welche in die Form:

3¢SB) + P(y,J) wd ZcS[AB] + P(y,J)

gebracht werden konnen, sind im System S iiberfliissig; von densel-
ben erwihne ich besonders diejenigen Formen B, welche iiberfliissigen
Formen A4 entsprechen (vgl. § 24).

In dem System der Formen y, und in dem aus diesem Systeme
und dem Systeme der [4 B] combinirten Systeme sind alle diejenigen
Formen iiberfliissig, welche sich als ganze Functionen anderer solcher
Formen und Formen P (3,, %3, .. - ,J) ausdriicken lassen u.s. w.

Lisst man alle diese Formen weg, dann erhilt man das reducirte
System der Form f, dessen Formen Herr Cayley (Philosophical Trans-
actions vol. 146) irreductibel genannt hat. Im Allgemeinen kenne ich
keine Criterien, um die tiberfliissigen und nothwendigen Formen von
einander zu unterscheiden; ich beschrinke mich in den folgenden Bei-
spielen darauf, die als iiberfliissig erkannten wegzulassen.

§ 26.
Ueber die Form [ = a,.

Da die Form f — a, keine Covariante oder Invariante hat, so
besteht ihr System aus ihr allein.
Combinirt man dasselbe mit dem aus den beliebigen Formen:

A, 4, , ... , 4,
bestehenden Systeme S (vgl. § 12.), dann erhilt man ein System 7,

welches ausser den Formen 4 und f diejenigen Uebereinanderschie-
bungen der Form:

(-Au' ’ f v )v
enthilt, fiir welche die Zahl » nicht grosser als der Grad a@; der Form
A,’ ist.
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Das simultane System einer Anzahl linearer Formen:

fshy oo

besteht aus diesen Formen und ihren Functionaldeterminanten.

§ 27.
Ueber die Form [ = a2

I. Die Form " = a’, (pgl. § 21.) ist hier linear; ihr System be-
steht aus ihr allein und somit das System der specicllen Formen von
f aus f allein.

Die einzige Form y (vgl. § 22.) ist hier die Invariante

(ab)? = (f, 17,
in Bezug auf dieselbe ist das aus der Form f allein bestehende System
vollstindig.

Hieraus folgt, dass die Formen f und (f, f)? ein vollstindiges
System, ndmlich das der Form f bilden.

IL. Ich gehe nun zu der Aufgabe iiber, dieses System mit einem
beliebigen Systeme S, welches aus den Formen:

Ay 54,5 455 ...5 4,
bestehen moge, zu einem System zu combiniren.

Demgemiiss combinire ich das System S mit dem aus der Form f
allein bestehenden Systeme und fiige alsdann die Invariante (f, f)?
hinzu.

Das System T enthilt nach § 14. ausser den Formen f, (f, f)?
und 4 die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form:

[S(4), fe]”.
Dieselben zerfallen nach § 12. in zwei Gruppen, je nachdem S(4)
eine einzelne Form A oder ein Product solcher Formen bedeutet. Die
Uebereinanderschiebungen der ersten Gruppe haben entweder die Form :

(Ai ) f9)29"1

(Ai ’ f ?) ¢
wobei jedoch der Grad der Uebereinanderschiebung nicht grosser als
derjenige der Form A; sein darf.

Bei der Aufstellung der Uebereinanderschiebungen der zweiten
Gruppe muss man solche Producte S (4) wihlen, welche dem Rest-
system (1, 1) (vgl. § 12.) entsprechen, also aus zwei Factoren 4; und
Ay bestehen, deren Grade @; und @; ungerade Zahlen sind.

Fiir diese Uebereinanderschiebungen muss ausserdem:

v =20 = a, 4+ ay
sein, sie sind Invarianten.

<oder die Form:
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Ist das System S entweder absolut vollstindig oder in Bezug auf
die Form [ eigentlich vollstindig, dann ist das Systemn T ein voll-
stindiges System. In demselben kommen im Allgemeinen iiberfliissige
Formen vor; ich will hier nur die folgenden erwihnen, welche sehr
hiiufig auftreten.

Ist niimlich die Form A die Functionaldeterminante zweier an-
derer Formen A, welche ich durch ¢ = @7 und ¢ = ¢} bezeichnen
will, ist also:

4 = ‘P:,—l ¢;—1 (pv),
und findet ferner die Ungleichung statt:

2 <r +s—1,
dann ist die Uebereinanderschiebung:

(A, oyt = @z~ = (9¥) , 6) af , af . o g, )07
im Systeme 7' iiberfliissig.

Beweis. Zerlegt man ¢ in zwei Theile, welche der Ungleichung

geniigen:
r> 26 H s—1> 27,
dann ist das symbolische Product:
@201, (9a )2 (9ay)? ... (9 a,_ ) (¥ a,) () ($,0, ) (@a)(P¥)
ein Glied unserer Uebereinanderschiebung. Da sich dasselbe mittelst
der Identitit:
2a, v, (pa) (pv) = a2 (p¥)* + ¥%(9a)® — ¢, (¥a)

' auf Formen niederer Ordnung zuriickfiihren lisst, so ist unsere Ue-
bereinanderschiebung iiberfliissig (§ 18. Fall I.).

III. Besonderes Interesse bieten die simultanen Systeme mehrerer
quadratischer Formen dar; fiir dieselben hat Herr Bessel in diesem
Journal 1. Bd. die Systeme der Invarianten bereits angegeben.

Ich beginne mit der Aufstellung des Systems der beiden quadra-
tischen Formen f, und f,; es entsteht durch Combination der einzel-
nen Systeme dieser Formen. Da dieselben aus den Formen:

, fos (o R und for (fs ) B
bestehen, so enthilt das simultane System ausser diesen Formen noch
die Uebereinanderschiebungen:

- (i) 1) und (i 1)
IV. Combinirt man dieses System mit dem einer dritten quadra-
tischen Form f;, dann ergiebt sich das simultane System der drei For-

men f;, fo und f5.
Dasselbe enthiilt ausser den Formen:

fisfos (Fio 1) (s 075 (s F2)° 5 (s o)
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des simultanen Systems der Formen f; und f, und den Formen:

fs und (fy , fy)?

des Systems von f, die Uebereinanderschiebungen:

s f) s (asfo) 5 (s 1) 5 1) 5 (s 1) 5 (s 1) (i s 1) o)
Von denselben ist nach dem obigen Satze die Uebereinanderschiebung
(> £,) » fs) Uberfltssig.

Die Invariante ((f,,f,),f;)? ist die Determinante aus den Coeffi-
cienten dieser drei Formen; ich will sie durch (f,,/,,f,) bezeichnen.

V. Féhrt man in dieser Weise fort und combinirt man dieses
System mit demjenigen der Form f, zu dem simultanen Systeme der
Formen f, , 1, , fy , fi; dieses System wieder mit dem der Form 15
zu dem simultanen Systeme der Formen f, , f, , ..., f; w.s.f., so
gelangt man endlich zu dem simultanen Systeme der » quadratischen
Formen : '

A A A

Dasselbe besteht aus den Formen:

fi s (hshh) 5 (G ) 5 iy s 1)

§ 28.
Ueber die Form f = q,3.

I. Die Form f = a,° (vgl. § 21.) ist quadratisch; ihr System
besteht aus den Formen:
a2 und (o’ V') 5
das System der speciellen Formen von f besteht daher aus den Formen:
fund (f,1)? = a, b, (ab)?.
Die letztere Form bezeichne ich durch 7, sie ist die einzige Form
x (vgl § 22.) und im Systeme der speciellen Formen iiberfliissig.
Nach Weglassung von z besteht nunmehr das System der speciel-
len Formen aus f allein, es ist in Bezug auf v eigentlich vollsténdig;
combinirt man es mit dem System dieser Form, dann erhiilt man das
System der Form f. e
Dasselbe enthilt ausser den Formen:
f, 7 und (v, 7)?
der zu combinirenden Systeme nach § 27. die Uebereinanderschiebun-
gen zweiter Art der Form:
7¢)” und (12, 73)°
also die Formen: A 7wy
o)y (Fro2, (F o), (17, o

Die drei letaten Formen sind im Systeme iiberfliissig.

3

[¥



Die simultanen Systeme biniirer Formen. 265

Die Form:
() o) = az (az) = as (ab) (ac) (bo)?
nimlich verschwindet in Folge der Identitit:
3 (1) = (ab) (ac) (b0) {as(be) — bu (ac) + c2(ad)} = 0;
sie ist die einzige zu dem unvollstindigen Producte (az)’ gehorige
Form (§ 6.).
Es verschwinden daher alle symbolischen Producte, welche den

Factor (av)? enthalten; da zu denselben auch Glieder der Uebereinan-
derschiebungen:

(f ' und %)’
gehoren, so sind diese letzteren ein System der Form f tiberfliissig.
Die Formen, welche dieses System bilden, sind somit:

s (r=r; (Ho=p; (r,7

zwischen ihnen besteht die bekannte Beziehung:
M 2p% 4 o 4 3. (2, 1) = 0.

II. Ich will nun das simultane System 7' einer cubischen Form
f und einer quadratischen Form f aufstellen. Die in demselben auf-
tretenden Invarianten hat bereits Herr Bessel angegeben.

Das System 7' entsteht durch Combination der Systeme von f und
', welche aus den Formen:

e, (@9
r, @,n:

bestehen, und enthilt ausser denselben die Uebereinanderschiebungen
zweiter Art der Form:

und: .

(fre o p , 1O,

also nach § 27. (II) die Formen:

(1 17 (/,fz)s 3 (T, ) (7;f’)2

@®,1); (p}f)z 3 (p)fQ)J

(s £ 5 () 19° @ )"
Von denselben sind die Formen:

(»,1) und @, 1’

im Systeme T iiberfliissig; die erste nach § 27. (1), weil p eine
Functionaldeterminante ist, die letztere nach § 18. Fall 1II, weil das

Quadrat der Functionaldeterminante p mittelst Identitit (I) durch an-
dere Producte ausdriickbar ist. .

T Tch gehe nun dazu iiber, das System der cubischen Form f,
welches aus den Formen:

f,_p,t,(t,t)2
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besteht, mit einem beliebigen andern Systeme S, welches aus den
Formen:
A‘l ) A‘2 2 'A'3 b
bestehen mbge, zu combiniren.
Durch diese Combination entsteht ein System, welches ausser den
Formen der beiden Systeme die Uebereinanderschiebungen zweiter Art

der Form:
(S A fr p"l Tm)?
enthiilt, “ )

Da dieselbe der Coefficient von 4 in der Uebereinanderschiebung:

(S() 5 (F+ Apy+n oy
ist, so wird man alle Formen des gesuchten Systems dadurch erhal-
ten, dass man zuerst die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der

Form:
(8(4) , (F+ Apy =)
bildet, d. h. das System S mit dem System der Formen:
F+ip;7;(x,0)?
combinirt und alsdann die Coefficienten der Potenzen von 4 als ein-
zelne Formen ansieht.

Das so zu bildende System kann man nach § 19. durch ein an-
deres System 7' ersetzen, welches in der folgenden Weise gebildet
wird.

Zuerst combinire man das System S mit dem aus der Form

4 4(fr),
welche ich durch g bezeichnen will, allein bestehenden Systeme zu
einem neuen Systeme U, bezeichne in demselben diejenigen Formen,
in denen das Symbol ¢ nicht in Factoren erster Art auftritt, die For-
men A mit inbegriffen, durch:
47, 4y,
und fiige dann dem Systeme U die Formen 7 , (z, 7)? und die Ueber-
einanderschiebungen zweiter Art der Form:
sS4y , =)

hinga, (S(4") )

Die Bildung des Systems U ist bereits im § 12. angegeben wor-

" denj es enthilt 1) die Uebereinanderschiebungen der Form

(Ai ) qg)v
und 2) Uebereinanderschiebungen der Form:
: (S, ¢y,
bei denen das Product S (4) einem der Restsysteme:
an, 1,2, @92, q,1,y , @2,2,2
entspricht: . .
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IV. Als Anwendung dieser Methode will ich nunmehr das simul-
tane System zweier cubischen Formen f und f* aufstellen.
Die einzelnen Systeme dieser Formen enthalten die Formen:

f,(f',f)2=t,(f',t)=p,(17,15)"
f’; (f,7fl)2 =17, (f;"') =p’: (t' ’ 1"’)2'
Setzt man die Ausdriicke: .
f+4ip =1 und F+4p=4d

nnd combinirt man das System:

9 5 T > (1: ’ 7;)2
mit dem Systeme:
q, ? t' 2 (t, ) t, )2)

dann erhilt man ein System Q, aus dem das gesuchte simultane Sy-
stem dadurch entsteht, dass man die Coefficienten der Potenzen von
4 und A’ als einzelne Formen ansieht.

Das System Q kann durch ein System T ersetzt werden (vgl.
oben III.), welches in der folgenden Weise entsteht. Zuerst combinire
man das System

qg , 7, (@,
mit dem aus der Form ¢’ allein bestehenden Systeme zu einem neuen
Systeme U, bezeichne darin diejenigen Formen, bei denen das Sym-
bol ¢’ micht in Factoren erster Art auftritt, die Formen ¢, 7, (v, 1)’
inbegriffen durch
A0, 4,
und fiige sodann dem Systeme U die Formen ', (v",v’)? und die
Uebereinanderschiebungen zweiter Art, der Form:
_ (S (47, =)

hinzu.

Das System U enthiilt ausser den Formen:

q,t, @0, ¢
erstens die Uebereinanderschiebungen
(@, qY und (7,47,
und ferner Uebereinanderschiebungen der Form
(¢, qle)v’
bei denen das Product ¢"t* einem der Restsysteme:
a,n, 1,2, @2, 01, 22,2

entspricht (vgl. § 12.).

Da die Grade der Formen ¢ und 7z durch den Grad 3 der Form
q’ dividirt die Reste 0 und 3 lassen, so sind die einzigen Producte
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dieser Art: 7°> und 3. Die ihnen entsprechenden Uebereinanderschie-
bungen sind : ‘
*,q) wd (2,7,
Von denselben ist wegen der Identitdt (I) (vgl. § 18. dritter Fall) die
Invariante (%, ¢2)° im Systeme U iiberfliissig, dasselbe besteht mit-
hin aus den Formen:
;75 (0,75 45 (4,9)5 (0,9)°5 (005 (7,0) 5 (7,4)5 (22,9)%
Von denselben sind die Formen:
¢;575 (7,75 (4,905 (% ¢) Formen 4,
da bei den iibrigen das Symbol ¢’ in Factoren erster Art auftritt.
Das System T enthiilt ausser den Formen des Systems U und den
Formen:
' und (77, 7)?
die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form:
(g = ((=% )%, ""’(')v)
also die Formen (vgl. § 27. II.):
(2,7) 5 (2,7)%; (,7) 5 (,7)%; (7%, 4)%,7) 5 ((v%,4)*,(z%,4)%,7)?
(0,79 ;5 @ E%5d?), 795 (¢3,7%°
Von denselben sind die vier Formen:
(0)%,7) 5 (@0) - @08, 7 5 (@6, o) 5 (@, 75
tiberfliissig; die ersten drei Formen, weil sie sich von den Producten
(7). (z,4) 5 @77 (%97 5 (7,7)7.(v7). (99 ),
welche mit ihnen in Symbolen und Norm iibereinstimmen, nur um
Formen niederer Norm unterscheiden; die letzste Form nach § 18.
Fall 3., weil sich die Potenz '3 nach Identitit (I) durch andere Pro-

ducte ausdriicken lésst.
Das in dieser Weise reducirte System Q besteht aus den Formen:

957t B ¢ ;5 (T,
(2,9) 5 (0,9) 5 (0,9 5 (74); (@) 5 %P 5 7,9 ;5 (7,9)%;
%9)?® 5 (@m7) 5 (7,7)
Setzt man in denselben fiir ¢ und ¢° ihre Werthe f-4 Ap und
"+ Ap’, und betrachtet man sodann die Coefficienten der Potenzen

von 4 und A” als besondere Formen, dann erhilt man das simultane
System der Formen f und /. Es besteht aus den 34 Formen:

Fstsps; (5,05 595075 (0,7); (,7) 5 (7,7)%

G (Gp) 5 (60) 5 (E507) 5 (G5 () 5 (0,F) 5 (p,07)%
O 5 (602 5 (B 5 (00" 5 () 5 (%) 5 (F7)2 5 (0,%)% 5 (F,52)%;
@7 5 (F50) 5 (90 5 (9% 5 (0,75 (05,00 5 (p,7%)%;
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von welchen diejenigen Functionaldeterminanten iiberfliissig sind (§ 27.)
(I), bei denen p oder p’ eine der iibereinanderzuschiebenden Formen
ist, da sich dieselben durch Formen niederer Ordnung ausdriicken
lassen. Es sind dies die fiinf Formen:

&p) 5 1) 5 (,p") 5 (0, 7)5 (T,p7)

§ 29.
Ueber die Form [ = a,*.

I. Das System der Form f. Da der Grad der Form [ durch 4
theilbar ist, so existirt eine Covariante K (§ 22.); es ist die Form:

(fs 1) = a3 bz (ab)?,
ich will sie durch A bezeichnen. Die einzige Form y ist die Inva-
riante (f,1)%

Das System der Form f* = a3 (vgl. § 21.) und nach § 28. (I) be-

steht aus den Formen:

{5 (2 =7; ") ; @)
Der Form 7’ in demselben entspricht die Form A des Systems von [
und daher entsprechen nach § 25. den das Symbol z’ enthaltenden For-
men (f,7) und (v,7")? Formen P (K,7).

Diese” Formen sind im System der speciellen Formen tiberfliissig;
nach ihrer Weglassung besteht dieses System aus der Form f allein,
es ist nach § 23. in Bezug auf die Formen A und (f,f)* eigentlich
vollstindig. Das System der speciellen Formen von A besteht aus
dieser Form allein; es ist in Bezug auf die Invarianten (f,/)* und
(f, D) vollstindig (§ 24.).

Combinirt man die beiden Systeme specieller Formen, dann ent-
steht ein System T, welches in Bezug auf diese Invarianten eigent-
lich vollstindig ist. Es enthilt ausser den Formen f und A die Ue-
bereinanderschiebungen zweiter Art der Form:

(I, ey

Diese Uebereinanderschiebung gehdrt nun nach § 11, nur dann
der zweiten Art an, wenn sowohl 7 als auch ¢ gleich 1 ist; wir er-
halten somit nur die neuen Formen:

F,8); (f,8)5 (F,8)° ;5 (F,8)

Die letateren drei sind im System 7 iiberfliissig, da die Formen (f,A)?
und (f,A)* nach § 24. als Formen P(y) darstellbar sind, also die In-
variante (f,f)* zum Factor haben. (

Fiigt man zu dem so reducirten System 7' die Invarianten (f,f)*

und (f,A)* hinzu, dann erhilt man (§ 16. 1IL) ein vollsténdiges Sy-
stem, namlich das der Form /. Es enthilt die Formen:
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fs (0 =28;5(8)==t; (N wd{,5)?
zwischen denen die bekannte Beziehung stattfindet:
(1) 200 + & — 4 PO, ) + 5 1°.(FA) = 0.
II. Das simultane System einer biquadratischen Form / und einer
quadratischen Korm f* entsteht durch Combination der einzelnen Sy-

steme dieser Formen.
Diese Systeme bestehen aus den Formen:

5 1) =4a;58)=t;,N; {,8);

s (0™ :
Das gesuchte System enthiilt daher nach § 27. ausser diesen Formen
die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form:

1o 5 @B, ey 5 ¢ rey,
also die Formen:
) s (G5 (05 (.05 (B8,F) 5 (B, 5 (8,17
@15 G 5 G F) 5 @5 G5 05 ¢
von denen nach § 27. (II) die drei Formen:
E 1) 5 (2 5 &, 19

iiberfliissig sind, da ¢ eine Functionaldeterminante ist.

III. Das simultane System einer biquadratischen Form f und einer
cubischen Form /" kann dadurch gebildet werden, dass man die ein-
zelnen Systeme dieser Formen:

fs58=(0N;t=(8); N5 {0)"5
5 FP=1; 7 =p; @7
mit einander combinirt. ‘

Dieses Verfahren ist jedoch etwas weitliufig; ich will mich daher
lieber der § 19. gegebenen und § 28. III. und IV. angewandten Me-
thode bedienen.

" Die Ausdriicke f + 2A und f' -4 4’p bezeichne ich durch ¢ und
q und combinire sodann das System:

@5t (N5 (F8)
mit dem aus der Form ¢ allein bestehenden Systeme zu einem Sy-
steme U.

Hierin bezeichne ich ferner diejenigen Formen, bei denen das
Symbol ¢ nicht in Factoren erster Art (g,) auftritt, die Formen

@ 5t5 (LN ()
inbegriffen, durch 4,", 4, ... und fiige endlich dem Systeme U die
Formen = und (v,7)? und die Uebereinanderschiebungen zweiter Art
der Form:

(8(4) , 90"
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hinzu. Das in “dieser Weise gebildete System bezeichne ich durch T’
betrachtet man in den Formen derselben, nachdem man fiir ¢ und ¢
ihre Werthe -+ AA und f -4 A'p eingesetzt hat, die Coefficienten
der Potenzen von 4 und 4’ als besondere Formen, dann erhilt man
das simultane System.

Das System U enthilt ausser den Formen

et (L0 (FH8) 50
zweierlei Uebereinanderschiebungen; erstens die Uebereinanderschie-
bungen zweiter Art der Korm (§ 12.)

(9,q) und t, ),
also die Formen:
(9,95 (9,9 (9,9° ;5 @,)
t,q); ¢, 0 (6,0 ¢, a5 (¢, s ¢, )
und zweitens die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form
(g7t , g0),
bei denen das Product ¢ . ¢ einem der Restsysteme entspricht:
a,);@1,2);@,2); 1,1,1)5;2,2,2).

Da nun die Grade der Formen ¢ und ¢ durch den Grad 3 der

Form ¢ dividirt die Reste 1 und O lassen, so entsprechen hier diesen

Restsystemen nur die Producte @2 und ¢* und demnach die Ueberein-
anderschiebungen :
(9*, q3)8 und (9, q4)12'
Die Formen A’, diejenigen Formen des Systems U nimlich, bei
denen das Symbol ¢ nicht in Factoren erster Art auftritt, sind hier:

o;t; (LN (A" (9,25 (¢, 90°; (t7q2)6 3 (9)3794)12
und demgemiiss die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form

. S (4, =)
nach § 27. IL: (S,

(@, 5 @,9"; (@, (9,7,
#,7); (ti“)z 3 (t7t2)35 (t;72)4 H (t773)5 (t?73)67
(9, 0?%,7) ;5 (£,0%,7) ; (¢,0)°57)* 5 (¢, 9°, “2)37
(@020 D) 5 (9,0 (¢, 0°,7" 5 (¢, 0°- (¢,0) 7)™
Diese Uebereinanderschiebungen, die Formen des Systems U und die
Formen t und (7, 7)? bilden zusammen das System T.

Man kann nun leicht zeigen, dass in demselben die Uebereinan-
derschiebungen:

t,9) (t7Q)2 ) (tr q2)4 ) (t)'”) 3 (t)72)3 3 (t773)5}
(49,7 ; (LO*, D5 (L9 (@,9°, 7 5 (HaP- ¢, 0°, 7’
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iiberfliissig sind und dass sich die Uebereinanderschiebungen

(9,9°,7) 5 (1,09 5 (9,9 (9,9, 7)*
durch die Uebereinanderschiebungen

(9,g-9'; ;4.7 5 (97,4%7)°
ersetzen lassen, welche dieselben Symbole und dieselbe Norm besitzen.
Das in dieser Weise reducirte System 7' enthilt die Formen:

@t (N (F,8) 59575 (¢, 7)?,
@,0); @,0; @,0°; (9,0 ; @, ;5 (9, a)";
@,7); (@,07; (9,7 (@, ; (9,99 (9?, 7,
0P ¢, 5 (8, a0 5 (005 ()5 (¢, )5 (¢, )

Trigt man in diesen Uebereinanderschiebungen fiir die Formen ¢ und
q ihre Werthe f+ 1A und /” 4 4'p ein und betrachtet alsdann die
Coefficienten der Potenzen von 4 und 1’ als besondere Formen, dann
erhilt man das simultane System der Formen f und f'; es enthilt 93
Formen, von denen die folgenden als iiberfliissig weggelassen werden
kbnnen :

1) die Functionaldeterminante (¢,p), da sie sich durch Formen
niederer Ordnung darstellen lasst;

2) alle diejenigen Uebereinanderschiebungen, bei denen eine der o
iibereinander zu schiebenden Formen den Factor p? oder A3 besitzt,
da sich diese Potenzen nach den Identititen (I) und (II) auf andere
Producte zuriickfiihren lassen (vgl. § 18. Fall IIL).

IV. Um das System einer biquadratischen Form f mit einem be-
liebigen Systeme S zu combiniren, dessen Formen ich durch

A, , 4y, ....

bezeichne, bediene man sich des § 19. angegebenen Verfahrens.
Zuerst combinire man das System S mit dem aus der Form

p=/f-4 14
allein bestehenden Systeme, zu einem Systeme U, bezeichne darin
alle diejenigen Formen, bei denen das Symbol ¢ nicht in Factoren
erster Art (p,) auftritt, durch 4,", 4,", ...., und fiige dann dem
Systeme U die Formen ¢ ; (f,f)*; (f, A)' und die Uebereinander-
schiebungen zweiter Art der Form:

(S4), #y
hinzu.

Das in dieser Weise entstehende System bezeichne ich durch 7';
in seinen Formen ersetze ich ¢ durch seinen Werth /4 AA und be-
trachte dann die Coefficienten der Potenzen von 4 als besondere For-
men. Sie bilden das gesuchte System.
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Das System U enthidlt nach § 12. zweierlei Uebereinanderschie-
bungen : :
Erstens die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form:

(4i , o)
und ferner Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form:
(S(4), 9¢)",
bei denen das Product S (4) einem der Restsysteme entspricht:

(L1 5 (1,2) 5 (22) 5 (1,3) 5 (23) 5 33) 5 (1,1,1) 5 (1,2,2) ;5 (2,3,3);
3,3,3); (1,1,1,1) 5 (3,3,8,3).
Ist das System S absolut oder in Bezug auf f eigentlich vollstin-

dig, dann ist 7" ein vollstindiges System; in diesem Falle kann man
darin alle diejenigen Uebereinanderschiebungen der Form:

(847, )"
als iiberfliissig weglassen, bei denen ¢ > 1 ist; da bei denselben #
nach Identitit (II) durch andere Producte ausdriickbar ist (vgl. § 18.
Fall 3.). Das System 7' enthiéilt dann ausser den Formen des Sy-
stems U und den Formen ¢, (f,7)* und (f,A)* nur die Uebereinan-
derschiebungen zweiter Art der Form:

(8(47), ).
V. Um das simultane System zweier biquadratischen Formen f
und f” zu erhalten, combinire ich die einzelnen Systeme dieser Formen:

s (GIP=4a;5 (f,8)=t; (,N" ;5 ,0)
5 P=08"5 (&)=t (,); (f,a)
mit einander und wende hierbei die so eben angegebene Methode an.

Die Aggregate f+ AA und /" 4 A'A’ bezeichne ich durch ¢ und
¢’, und combinire das System:

o 5 ¢t 5 (F, N5 (F, A

mit dem aus der Form ¢’ allein bestehenden Systeme zu dem Systeme
U. In demselben bezeichne ich diejenigen Formen, bei denen das
Symbol ¢” nicht in Factoren erster Art (g;) auftritt, die Formen:

o 5t (FL,0 5 (F,8)
-
inbegriffen durch 4,", 4,”, ... und fiige dem Systeme U die For-
ment; (f,); (, A)4 und die Ueberemanderschlebungen zweiter Art
der Form:

(S(47), &)y

hinzu. Das so entstehende System bezeichne ich durch 7. In den
Mathematische Annalen IL 18
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Formen derselben betrachte ich die Coefficienten der Potenzen von 4
und A’ als besondere Formen; sie bilden das simultane System.
Das System U enthiilt ausser den Formen:

pit; (F,N'5 (A 59
zweierlei Uebereinanderschiebungen:
Erstens die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form:
(9,9 und (t,9¢),
also die Formen:
(9,9); @,9) (9,95 (9,9)
(,g) 5 (0 5 (00 5 (90" 5 (¢, 9% 5 (¢, 9?)

und ferner Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form:

(gt ‘p,g)v,
bei denen das Product ¢ #* einem der Restsysteme entspricht:

1,0);1,2;01,3);@,252,3);6,3);
1,1, 5 (1,1,2) 5 2,3,3) 5 (3,3,3) 3 (1,1,1,1) 5 (3,3,3,3).
Da die Grade der Formen ¢ und ¢ durch den Grad 4 der Form

@’ dividirt die Reste O und 2 lassen, so entspricht hier diesen Rest-
systemen nur das Product 2 und demnach die Uebereinanderschiebun-

gen (§ 12.):
@, 9d"  wmd (@, Y™

Die Formen A’, bei denen das Symbol ¢’ nicht in Factoren er-
ster Art (@) auftritt, sind hier:

@it (0 (A5 (@,0)0 5 ¢, ) (&, 99"

Das System 7' enthiilt daher ausser den Formen des Systems U
und den Formen ¢, (/°, f)* ; (f*, &)* die Uebereinanderschiebungen
zweiter Art der Form: ‘

(gt (¢, o)), t,)v;

also die Formen:

t,9); E,9)7; ¢, 9 ; ¢ @)t; ¢, 07 ; ¢, 9)°

(t';t) 3 @507 5 @, t)a 3 (¢, Bt (¢ > 3 (t,JQ)G)

((t)q")é)t,) 3 (¢, 9, £ 5 ((t, ). (¢, o) ,t)3 5 (@, o)t @,9)4LT),

((t7 97')4'07 ). (¢, ‘P')4)t,)5 5 (@ @) . (¢, ) (t,(p’)*,t')" ; (. (t7¢,)4’t,)5§
(@.@,9), )"

In’ demselben sind die folgenden Formen iiberfliissig:



Die simultanen Systeme bindrer Formen. 275

I

(@905 ) 5 (NS 1) 5 (69 (@)L 60 5 (9% (590 )
(& @) (890" ()80 5 (@) (69D (1, 9), €5 (9.(t, ¢)4t);

(9.9, ),
da diese Uebereinanderschiebungen mit den Producten:

9L (G105 @ (1,80 5 (4,8) F,92)° 5 (4,8 (92,
@0 (9™ 5 GO (9% 5 (80 (9.9) 5 (¢,8)5.(p,9)

in den Symbolen und der Norm iibereinstimmen, sich also nur um sym-
bolische Producte von niederer Norm von denselben unterscheiden.

II.

(t ‘;03)“ ~ und (%, 9’3)12
weil ¢ nach Identitéit (II) durch andere Producte ausdriickbar ist (vgl.
§ 18. Fall IIL).
IIL.

€, @) 5 (8,905 (6, 95 (¢, 9975 (¢, 9%

&) 5 (95 (98 5 (¢, 995 (), 99

&8 5 (@802 5 @00 5,00 5 E.0; (¢,85
da sie sich mittelst symbolischer Rechnung auf Formen niederer Ord-
nung und Norm zuriickfiihren lassen.

Lésst man diese iiberfliissigen Formen weg, dann enthilt das re-
ducirte System 7' die Formen:

Pt (D' (859 58 5 (0,1 5 (F, &)
: (@975 (9:9)° 5 (9,90 5 (9,9) 5 (£,9)' 5 (¢, ).
Sieht man in diesen Uebereinanderschiebungen, nachdem man fiir @
und ¢’ ihre Werthe f 4 1A und f + VA’ eingesetzt hat, die Coef-
ficienten der Potenzen von 4 und A’ als besondere Formen an , dann

gelangt man zu dem simultanen Systeme der Formen fund /. Es
besteht aus den 30 Formen:

5Bt (50 5 (G855 0 585 (F, )5 (F, &)
) s s T 5 (0P (3 F )5 (F, &) 5 (F, )25 (F, A 5 (F, 7)1
B, F)5 (B )5 (A1) 5 (B, )45 (D) 5 (B,A)) 5 (8,A)%; (A,A7
E 05 @A) 5 (7, N5 (¢, A
§ 30.
Das System der Form [ = q,5.

Die einzige Form y (§ 22.) ist hier die quadratiséhe Covariante:

. (f; f)4 = 0y b, (ab)’,
ich will sie durch ¢ bezeichnen.
18%
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Da die Form f* (vgl. § 21.) biquadratisch ist, so besteht ihr Sy-
stem nach § 29. 1. aus den Formen:
[r=at s =075 &) ()5 (F8) = (V) (@) (V)
und mithin das System der speciellen Formen aus den folgenden:
Fs5F,0=9; @ 9=t {3 absca(ab) (ac) (be).
Von denselben sind die baiden letzten nach § 25. iiberfliissig; die
Form (f, f)!, weil sie eine Form g ist, die Form
' s bs Ca (ab)? (ac)? (be)?,
weil sie sich in die Form — (f, %) bringen, also als Form P (y) dar-
stellen lisst.
Das reducirte System der speciellen Formen besteht somit aus den
Formen .
5951
es ist nach § 24. in Bezug auf die Form ¢ eigentlich vollstindig; com-
binirt man es mit dem System dieser Form, dann gelangt man zu
dem System der Form f. Dasselbe enthilt ausser den Formen:

fiostsis (@,
der zu combinirenden Systeme nach § 27. II. zweierlei Uebereinander-
schiebungen :
Erstens die Uebereinanderschiebungen zweiter Art der Form:

) (f, @) 5 (p,@) 5 (t,7°);
also die Formen:

() 5 (F, ) 3 ()5 , & s (3%
@,9; @, ; @,® ;5 @,0';5 @, ; (@,
,0) 5 (£, ) 5 (6,005 @, 5 (&, @) 5 (¢,®) 5 (¢,

Lo . . ¢, 5 )
und zweitens die Uebereinanderschiebungen:

(%@ 5 (@5 @7
In diesem Systeme der Form f sind die Uebereinanderschiebungen:
(,d) 5 (¢, 5 @, )75 (¢, 5 @, )"
iiberfliissig; die vier ersten nach § 27. II., weil ¢ eine Functional-

determinante ist; die letzte nach § 18. Fall 1II, weil sich das Quadrat
der Functionaldeterminante ¢ du;‘ch andere Producte ausdriicken ldsst.

§ 31.
. Das System der Form f = a,°

Die Formen 7 (vgl. § 22.) sind hier die Covariante
() = azbz (ab)’

«)
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und die Invariante (f, f)%; die erstere bezeichne ich durch &, die
letztere durch A.

Die Form " = a,® (vgl. § 21.) ist vom 5" Grade; ihr System
besteht aus den Formen:

e =2 e); (=7
und Formen P (i") (vgl. § 30.), denen im System der Form [ di¢

Formen:
f ‘p_(ff 7(f;(p)—t1(ff)4'_

und Formen P (i, A) entsprechen (vgl. § 25.). Dieselben bilden das
in Bezug auf die Formen & und A vollstindige System der speciellen
Formen. Da die Formen & und P (k, A4) darin iiberfliissig sind, so
kann man sie weglassen, das reducirte System der spemellen Formen
besteht dann aus den Covarianten:

f;9;undt.

Combinirt man es mit dem Systeme der Form %, dann entsteht ein
in Bezug auf die Invariante A vollstindiges System und durch Hin-
sufiigung derselben das System der Form f.

Dieses Verfahren ist jedoch mit grossen Weitliufigkeiten ver-
kniipft, da einerseits die Formen der zu combinirenden Systeme, an-
derevseits die dabei auftretenden {iberfliissigen Formen in zu grosser
Anzahl vorhanden sind. Ich will mich daher einer andern Methode
bedienen.

Ich bezeichne die quadratische Covariante (f, k) durch ! und ent-
wickle in der Ammali di Math. Ser. II. t. I. pag. 60. angegebenen
Weise, die Beziehung:

) f, 0 =3 (&, 52 + § Ak

Sie lehrt, dass die Covariante (%, k)* eine Form P (I, 4) ist und dass
demnach das aus der Form % allein bestehende System, welches nach
§ 29. 1. in Bezug auf die Formen (%, %k)* und (k, k)t vollstindig ist,
auch in Bezug auf die Formen 1, 4 und (k, k)* vollstindig 1st
(vgl. §14.).

Combinirt man es mit dem Systeme der speciellen Formen, dann
entstcht ein in Bezug auf die Formen 1, 4 und (%, k)* ebenfalls voll-
stindiges System U. Dasselbe enthiilt ausser den Formen :

s 95 t5k
der zu combinirenden Systeme, die Uebereinanderschiebungen zweiter

Art der Form:
(fn g b, Y.

Zu dem unvollstindigen Producte (ak)® gehbren die Formen:
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(5 k)? = a2 k, (ak)® und )t =1= a2 (ak)t.

Da die erste derselben verschwindet , so ist (vgl. § 6.) jedes den
symbolischen Factor (ak)? enthaltende symbolische Product eine Form
P (1).

Da nun bei denjenigen Uebereinanderschiebungen der Form
(F gm b, ke, A
fir welche v > z ist, solche symbolische Producte als Glieder auftre-
ten, so sind dieselben im System U iiberfliissig.
Von den iibrigen Uebereinanderschiebungen, fiir welche » den

Werth 1 oder 2 besitzt, nimlich den Formen:
(F k) 5 (F R 5 (9, k) 5 (9, k)25 (8, B) 5 (¢, k)
sind die drei letzten gleichfalls tiberfliissig.
Zu den unvollstindigen symbolischen Producten (¢k)? nimlich
gehoren die Formen (§ 6.):
(Ph) = @2 k2 (9h) 5 (k) = @ik, (9h) ; (ph)' — ot (ph)';
sie lassen sich in die Form bringen :
(9, k) = el f+ ek,
(9, k)3 c(f, D),
(9, 8) = ¢ (7,17 + o AL,
also durch Formen niederer Classe ausdriicken.
Da nun ein Glied ‘der Uebereinanderschiebung
(¢, k)= [a} 9] (ag), kP2,
niémlich das symbolische Product
az @z (9k)* (agp) k2

den Factor (pk)? besitzt, so ist dieselbe im System U iiberfliissig
(§ 18. Fall IV.).

Die Form (¢, k) ist iiberfliissig, weil ¢ eine Funectionaldetermi-
nante und (¢, k) daher auf Formen niederer Ordnung reducirbar ist

(§27. 1.).
Das reducirte System U besteht aus den Formen:

F595t5h; (00 (R =p; (9,k);
es ist in Bezug auf die Formen 7, 4 und (%, k)* vollstéindig.

Combinirt man es mit dem Systeme der Form l, dann entsteht
ein in Bezug auf die Invarianten 4 und (k , k)* vollstéindiges System 7.

Dasselbe enthiilt nach § 27. II. ausser den Formen:

I

#]
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Fsostsk; (0505 (98515,
der zu combinirenden Systeme die Uebereinanderschiebungen :
(F, )5t (@, TPt s (8, l0pet 5 (b, 100t 5 (1, ), )t
, (p, et (9, k), k)Pet;
(Fy 10 5 (@, leyes (¢, 1) 5 (b, lyes ((F, F), @)% 5 (p, &);
(9, k), ).
Von denselben sind die folgenden iiberfliissig:
1.
(9,0 =g (p, 0 uwnd (p, )" =pz(p, 17

Diese Ucbereinanderschiebungen sind die einzigen zu den unvoll-

stindigen symbolischen Producten (@, 1)? und (p,?)*> gehdrigen For-
men; sie lassen sich in die Form hringen:

(@, 02 =c¢ k.l & cf (b, k) + ¢, 4.p,
(p,0 =, P+ ¢, A, 0 + ey A% 4y k. (K, F)*:

also auf Formen niederer Classe reduciren.

IL

Diejenigen der Uebereinanderschiebungen:

(@, 1) 5 (¢, 15 (p, &) 5 ((9, B 1),
fiir welche » > 1 ist, da bei ihnen Glieder auftreten, welche einen

der unvollstindigen Producte (¢ ,7)* und (p, [)> zaum Factor besitzen
(§ 18. Fall IV.).

I

Die Formen: -

@05 (9, k), 1) ;5 ((F, k), le)ye,

da Dei ihnen eine der iibereinander zu schiebenden Formen eine Func-
tionaldeterminante ist (vgl. § 27. IL).

1v.
Die Invariante (%, [?)*; sie lisst sich in die Form bringen:

(b, ) = ¢, A. (1,17 4 ¢ A2 (b, + oy (b, B)* . (&, )%

Das reducirte System 7' besteht aus den Formen:
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Fsostshs (F,0) 505 (0, k) 505,025

D5 @D 5B 5 6B 5 (B (F, B

@, 05 &, 05 (0,05 &, &, R

8, 055 (), B 5 (. 0, B 5 (B, 1)° 5
es ist in Bezug auf die Invarianten 4 und (i , k)t vollstindig,

fiigt
man dieselben hinzu, dann entsteht das System der Form f (vgl.
§ 16. IIL.).

4



