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Zur Theorie der Riemann’schen Flache *).

Von A. CreBscu .

Im vierten Bande der Aunalen hat Hr. Liiroth einen Satz gegeberr,
welcher fiir die Theorie der algebraischen Functionen von grosser Wicki-
tigkeit ist. Kr zeigt, dass fiir die einer Gleichung 7 (s, 2) == 0 ent-
sprechende Riemann’sche Fliche eine typische Darstellung existirt,
in welcher die Verzweigungspunkte einc einfache und iibersichtlich e
Lage besitzen. Da in dem angefiihrten Aufsatz die Sache nur kurz
angedeutet, die Beweise grossentheils nicht gegeben sind, mag es nicht
iiberfliissig erscheinen, wenn ich hier den (egenstand nochmals dar-
lege, wie ich ihn in meinen Vorlesungen behandle, um zugleich einige
Erweiterungen und Bemerkungen daran zu kniipfen. Es wird sich
dabei insbesondre der volle Umfang von Moglichkeiten zeigen, welche
die Liiroth’sche Umformung der Riemann’schen Fliche noch ein-
schliesst, auch wird sich zeigen, wie eine Anzahl von Betrachtungen,
welche fiir die Abel’schen Functionen nicht ohne Schwierigkeit sind,
auf das einfachere Schema der hyperelliptischen Functionen zuriickge-
fithrt werden konnen.

§ 1.
Blitter und Schleifen.

Denken wir uns eine Gleichung £ (s, #) = 0 gegeben, welche vom
nten Grade in s sein mag. Der Darstellung von s als Fuuction von 2
entspricht eine iiher die z-Ebene ausgebreitete n-blittrige Riemann’ -
sche Fliche. Um sie zu construiren, wiihlt man in der z-Ebene einenn
beliebigen Punkt 2z, der nur kein Verzweigungspunkt sein darf, und
ordnet die ihm entsprechenden Werthe von s (etwa s, s, ... s,) in
beliebiger Folge; sie bezeichnen die Blatter der Riemann’schen
Fliche. Sodann markiren wir in der z-Ebene die sich nicht auf-
hebenden Verzweigungspunkte, von denen vorausgesetzt werden soll,
dass in jedem nur zwei Werthe von s gleich werden und dass keiner
im Unendlichen liege; wir ordnen diese Verzweigungspunkte in belie-
biger Weise an uund ziehen eine sich nicht durchkreuzende Curve C,
welche, vom ersten beginnend, die Verszweigungspunkte der festgesetz-
ten Reihenfolge nach durchliuft und bei dem letzten endigt.

*) Unmittelbarer Abdruck eines nachgelassenen, fiir diese Annalen bestimm-
ten Manuscriptes.
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Setzen wir nun die Function s, von einem Werthe s; bei 2z,
ausgehend, (im 7'» Blatte) continuirlich fort, jedoch ohne dabei je
die Curve C zu iiberschreiten, so erhalten wir vollkommen alle Werthe,
welche s im ¢'n Blatte annimmt, und zwar eindeutig, und — abge-
sehen von den Punkten der Curve C — stetig.

Fihren wir cben dies fiir alle Blitter, d. h. der Reihe nach mit
allen s; beginnend, aus, so erhalten wir die Ausbreitung der ganzen
Function s. Sie verliuft in jedem Blatte eindeutig und stetig; nur
lings der Curve C gelangt man ans einem Blatte ins andere.

Von dem Punkte #, ziehen wir nun Curven £, welche sich selbst
und einander nicht kreuzen, nach den Verzweigungspunkten auf C,
und zwar so, duss die Folge der Tangenten, welche diese Curven in
z, besitzen, der Folge der Verzweigungspunkte entspricht, nach wel-
chen sie gehen. Wir konnen dies auch so ausdriicken, dass wir die
Curve C durch eine zweite Curve C zu einer geschlossenen, sich nicht
schneidenden Curve erginzen, in deren Innerem #, liegt, und die Cur-
ven i siimmtlich im Innern des von €, €' umschlossenen Flichenstiicks
ziehen. Uebrigens kann man, da die Cuarven C, " nur ohne Ueber-
schreitung von Verzweigungspunkten und ohne gegenseitige Durch-
kreuzung verschiebbar sind, insbesondere diecse Curven anch durch das
System der Curven & ersetzt denken. Von diesen ist dann nur jede
doppelt zu rechnen; die erste und die letste, jede einfach gerechnet,
ersetzt die Curve (', alles Ucbrige zusammen die Curve C.

Unter einer Schleife soll nun ein Weg verstanden werden, welcher
vom Punkte 2, beginnend auf einer der Curven % bis zu dem entspre-
chenden Verzweigungspunkte verliuft, in unendlich kleinem Kreise um
diesen herumgeht und auf der Curve % selbst zu 2, wieder zuriick-
kehrt. Diese Schleife kann in » verschiedenen Weisen durchlaufen
werden, iudem man mit jedem der % Anfangswerthe von s beginnen
kann. In » — 2 Pillen wird man nach dem Durchlaufen der Schlcife
zu dem Ausgangswerthe von s zurlickkehren. Dagegen wird ein An-
fangswerth s, existiren, der nach Durchlaufen der Schleife zu einem
andern Werthe s, fithrt, wihrend umgekehrt der Ausgangswerth s, zu
sp als Endwerth zuriickfilbrt. Wir sagen dann, der betreffende Ver-
zweigungspunkt verbinde das p'* und das g Blath, und bezeichnen
ihn als einen Verzweigungspunkt (p, ¢).

Die Nummern p und ¢ der Blitter, welche bei der getroffenen Au-
ordnung durch einen gewissen Verzweigungspunkt verbunden werden,
sind nicht an und fiir sich durch diesen Verzweigungspunkt bestimmt,
sondern sie hiingen von der Reihenfolge ab, in welcher man durch die
Curve C die Verzweigungspunkte verbunden hat. Die Aenderung die-
ser Reihenfolge bedingt eine andere Lage der Curve C und fithrt im
Allgemeinen eine Aenderung in den Nummern der Blitter herbei,
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welche durch die einzelnen Verzweigungspunkte verbunden werden.
Es entsteht die Frage, ob man durch Aenderung der Reihenfolge der
Verzweiguugspunkte eine einfache Gesetzmiissigkeit in diesen Verbinm-
dungen, eine typische Anordnung der Riemanun’schen Fliche zu er-
reichen im Stande sei

§ 2.
Anordnung der Verzweigungspunkte.

Wir wollen die Verzweigungspunkte der Reihe nach durch
Wy, Wy « .\ Wy

bezeichnen. Es soll jetzt die Reihenfolge geiindert werden. Dies kann
immer dadurch geschehen, dass man hinreichend oft zwei auf einander
folgende Punkte vertauscht. Es ist also nur die Wirkung zu unter-
suchen, welche die Vertauschung zweier auf einander folgender Punkte
in Bezug auf die Verbindung der Blitter hervorruft.

Indessen kann man diese Vertauschung von w; und w;., noch in
doppelter Weise vornehmen. Erstlich kann man von w; _; zu w41
auf einem Wege gehen, welcher innerhalb des von C, ¢’ umschlossenen
Raumes liegt, dann von w;y, zu w; (ob im Hussern oder im innern
Raume ist hier gleichgiiltig), und von w; zu w;4, im Zussern Raume
gehen, Oder man kann von w;_ zu w;4, durch den Hussern Raum
gehen, dagegen von w; zu w; ;o durch den innern. Offenbar ist der
Unterschied beider Verfahrungsarten derselbe, als ob man die Reihen-
folge aller Verzweigungspunkte umgekebrt hitte. Ich werde mich nur
der ersten Verfahrungsweise bedienen, welche, wie man sehen wird,
ausreicht.

Der neuve Weg
Wiy Wy oo o Wiy, Wiy, Wiy Wit .. Wy

mag so gezogen sein, dass 2, noch innerhalb des von der neuen Curve
C und von ¢’ umschlossenen Raumes liegt. Es ist nun ersichtlich,
dass die Punkte w,, w, ... wi—1, W41, Witz, ... w, bei der neuen
Anordnung dieselben Blitter verbinden wie frither; nur bei w; hat sich
die Sache geiindert” Betrachten wir niimlich das alte System der Cur-
ven k&, so sehen wir, dass alle tibrigen Curven dieses Systems, abge-
sehen von %;, auch noch als Curven % fiir die neue Curve C benutzt
werden konnen. Nur die alte Curve k; verliuft jetzt weder in einer
Weise, wie die Definition der entsprechenden Curven bei der neuen
Anordnung es verlangt, noch lisst sie sich durch unwesentliche De-
formationen in eine solche Lage bringen. Denn es war wesentlich, dass
nach der urspriinglichen Anlage die Curve %;, wenn wir uns in einem
kleinen Kreise, den Nummern 1, 2 ... # der Curven % folgend, um z,
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bewegen, vor kit kam, wihrend bei der neuen Anordnung an Stelle
von k; eine Curve %/ gesetzt werden muss, welche nach Fity komm.
Diese Curve muss, um im Iunern der neuen Begrenzung zu verlaufen,
den Punkt w; erreichen, indem sie zwischen w; 4, und w; 4 die alte
Begrenzung iiberschreitet. .

Es ist nun die Frage, welche der Wurzeln s;, s, -« . 8» durch die
neue Schleife %/ verbunden werden. Um dies einzusehen, muss man
die Schleife %/ in ein Ag-
gregat von Schleifen &
durch erlaubte, d. h. keinen
Verzweigungspunkt  iiber-
schreitende Schleifen iiber-
fihren. Dies geschieht, in-
dem man zunichst die !
Schleife %,y;, dann die
Schleife %; und endlich
nochmals die Schleife ;.. ,
durchliuft.

Verbindet nunNn
der ersten Anoanung ZWETNy_ L . Y%
ganz andre Blitter wie w;1;, so kénnen hei diesem Umgange niemals
die Schleifen 7; und %; 4, gleichzeitig zir*Wirkung kommen. Fingt
man in einem Blatte an, dessen Wurzel k; 4, zugeordnet ist, so endigt
man beim ersten Durchlaufen von % y; auch mit einer solchen, das
Durchlaufen von %; #ndert demnach nichts, das zweite Durchlaufen
von k;yq fithrt zur Ausgangswurzel zuriick. Féngt man in einem
Blatte an, dessen Wurzel I; zugeordnet ist, so ist die Schleife ;1.
jedesmal wirkungslos, und der Erfolg des durchlaufenen Weges ist
derselbe, als wenn man die Schleife k; allein durchlaufen hitte.

Die Vertauschung von w;y, mit w; #ndert also nichts, wenn die
durch diese Punkte verbundenen Blitter simmtlich verschieden sind.
Ebenso ist es, wenn beide Punkte dieselben Blitter, etwa p und ¢,
verbinden. Denn gehen wir von der Wurzel s, aus, so fithrt k4, zu
8y, sodann %; zu s,, endlich g4, zu s, Der ganze Umgang, also die
Schleife &/, fihrt also von s, zu s,, wie % -

Wenn dagegen w;y., die Blitter p und ¢, w; die Blitter p und m
verbindet, wo m von ¢ verschieden ist, so fiihrt, indem man von s, aus-
geht, die Schleife k; ., zu s,, dann k; zu s,, das letzte Durchlaufen
von k;4; aber #indert nun nichts mehr, Daher verbindet &/ nun-
mehr die Wurzeln s, und s», also die Blitter g, m, wihrend k; die
Blitter p, m verband. '

Man kann diese 3 verschiedenen Fille in der einen Regel zusam-
menfassen: :

13
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1. Vertauscht man in der angegebenen Weise zwei auf einander
folgende Verzweigungspunkte, so vertauschen digjewigen Bliitter, welche
der vorantretende Punkt verband, in Beeug auf den zuriicktretenden
ikre Rolle, wikrend alles ibrige ungeindert bleibt.

In der That bleibt nach dieser Regel alles ungciindert, sobald die
zu w; gehorigen Blitter beide mit den zu w;4: gehorigen iibereinstim-
men oder beide davon verschieden sind. Haben die beiden Punkte
aber ein Blatt gemein, so dass 2, die Blitter p, ¢, w; die Bliitter
p, m verbindet, so verbindet w; spiter, indem p, g ihre Rolle tauschen,
die Blitter ¢, m, wie oben.

Stellt man einen Punkt w; 1 ; nicht bloss, wie oben, um eine, son-
dern um mehrere Stellen voran, also etwa vor w; 4, so ist nur der
obige Schritt wiederholt auszufiihren, und man hat die Regel:

I1. Stellt man in der oben angcegebenen Weise eincn spitern Ver-
zweigungspunkt an cine frithere Stelle, so vertauschen sich in Bezuy
auf alle ibersprungencn Punkte dic beiden DBlitter, welche durch den
vorgeschobenen Punkt verbunden warcn.

. § 3.
Schematische Ané’rdnung der Verzweigungspunkte. Gruppen.

Es muss nun gezeigt werden, wie man mit Hiilfe dieses Satzes uwu
einer Anordoung der Verzweigungspunkte, bez. einer Curve C, ge-
langen kann, bei welcher die Verbindung der Blitter nach einem ein-
fach auszudriickenden und iibersichtlichen Gesetze erfolgt.

Diese iibersichtliche Anordnung soll darin bestehen, dass Ver-
zweigungspunkte, welche dieselben Blitter verbinden, auch immer zu-
‘sammenstehen und eine Gruppe bilden, derart, dass dieselben Bliitter
dureh yeitere Verzweigungspunkte nicht mehr verbunden erscheinen.
Eine solche Gruppe mag dann durch G, bezeichnet werden, wenn alle
ihre Verzweigungspunkte die Bliitter %, k& verbinden. Ferner aber sol-
len diese Gruppen sich @ folgender Awordnung befinden :

Gll’ G13 o Gln, G23, G24 e Gzn, [P Gn-—l,n,

wobel nicht ausgeschlossen ist, dass efhige dieser Gruppen fehlen,
d. h. keine Verzweigungspunkte enthalten konnen.

Es ist zu zeigen, dass durch Anwendung des Satzes II. eine solche
Anordnung sich erreichen lisst. Dabei geniigt es zu zeigen, dass man
Gruppen G4,, Gy ... Gy, vorziehen kann, so dass hinter diesen kein
Verzweigungspunkt mit dem Index 1 mehr erscheint. Denn auf die-
selbe Weise kann man diesen Rest dann hehandeln, und erhilt Grup-
pen Gy, Goy . .., auf welche dann Verzweigungspunkte folgen, die
auch den Index 2 nicht mehr enthalten u. s. w.
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Das erstere aber sieht man folgendermassen ein. Ich stelle zu-
nichst eine vorliufige Anordnung her, bei welcher die ersten Verzwei-
gungspunkte, bis zu einem gewissen hin, immer das Blatt 1 mit einem
andern verbinden, wihrend die darauf folgenden immer Blitter ver-
binden sollen, welche von 1 verschieden sind. Um diese vorldufige
Anordnung zu erreichen, bemerke ich, dass, wenn bei irgend einer An-
ordnung im Anfange Verzweigungspunkte, welche sich auf das erste
Blatt beziehen, am Knde aber auf andere Blitter beziigliche, stehen,
diese bereits der Anforderung geniigen, und also nur die zwischen
ithnen befindliche Reihe von Punkten noch umzuordnen ist. Kann man
also ein Verfahren angeben, wodurch die Zahl dieser noch umzuordnen-
den Punkte vermindert wird, so muss eine gndliche Reihe von Schrit-
ten zu der gesuchten vorliufigen Anordnung fithren. Ein solches Ver-
fahren besteht aber darin, dass man in der noch zu betrachtenden
Reihe den letzten noch dem Blatte 1 zugeordneten Verzweigungspunkt
vor alle andern Punkte der Reihe zieht. Dieser Punkt scheidet dann
aus der Zahl der noch umzuorduenden Punkte aus, und die Zahl der-
selben ist also wenigstens um 1 vermindert.

So sehen wir, dass die vorliufige Anordnung erreichbar ist. Die
in dem crsten Theil der Anordnung verbundenen Blitter seien der
Reihe nach

1,k 1,25 1, ... ..
Von den Zahlen %, ¢, k ... sei u die kleinste; und die Verbindung
l,u# komme « mal vor. Man ziehe nun der obigen Regel nach diese
« Punkte vor. Man hat dann in der neuen Anordnung erstlich eine
Anzahl von Punkten, welche die Bliatter 1, ¢ verbinden. In der darauf
folgenden Reihe, die aus den iibrigen Punkten 1,%; 1,7 ... hervor-
gegangen sind, kommen dann ausser 1 nur Zahlen vor, welche min-
destens gleich g sind. Behandeln wir diese Reihe ebenso, wie oben
die ganze Reihe der Verzweigungspunkte — theilen wir sie also wieder
in frithere Punkte, welche dem Blatt 1, und in spitere, welche andern
Blattern zugehoren, so ist die Reihe der jetzt mit 1 verbundenen
Punkte jedenfalls wenigstens um « kleiner als vorhin. Ist nun » (5 p)
die kleinste mit 1 hier verbundene Zahl, so ziehen wir wieder alle die
Blitter 1, v verbindenden Verzweigungspunkte vor u. s. w. Man erhilt
auf diese Weise eine Anordnung der Verzweigungspunkte in Gruppen

Gy Giyy Grg - oo (uZvZ0.-1),5
auf welche dann Punkte folgen, die mit dem Blatte 1 nicht melr ver-

bunden sind. Dies aber war zu beweisen.
Die Herstellbarkeit der Anordnung

Gm: Gm «or Giay G23: Gu o Gony o Gnot,n

ist hiermit dargethan. Ir. Liiroth hat bewiesen, duss die Zahl der in
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jeder Gruppe vereimigten Verziweigungspunkite cime gerade sein  MuUSs.
Man kann diesen Beweis folgendermassen fithren. Nehmen wir an,
der Satz wire bewiesen fiir die ersten Gruppen der Anordnung bis
zu der Gruppe Gix (¢ < k). Es ist zu zeigen, dass er dann auch fiir
diese gilt. Nun weiss man aber, dass, wenn man alle Schleifen sich
cyelisch geordnet denkt, so dass auf die letzten die ersten wieder fol-
gen, und wenn man nun mit irgend einer Wurzel s; beginnend, von
irgend einer Stelle aus den ganzen Schleifencyclus durchliuft, man
immer zu der Ausgangswurzel zuriickkehrt. DBeginnen wir nun mit
s; und bei der ersten Schleife der Gruppe Gir. Hnthielte diese Gruppe
eine ungerade Anzahl von Verzweigungspunkten, so wiirde das Durch-
laufen der Gruppe zur Wurzel s, fiihren; diese aber findet sich als
Tndex erst wieder bei Gruppen, welche grossere Indices als ¢ enthal-
ten. Beim Fortgange der Operation wiirde man also durch die spi-
tern Gruppen nie mehr zur Wurzel s; zuriickgefiihrt werden kdnnen,
das Ende der letzten Gruppe wiirde etwa auf cine Wurzel s, fiihren,
wo m > 4. Jetzt wiirde man zu den ersten Gruppen iibergehen. Aber
diese enthalten der Voraussetzung nach jede einc gerade Anzahl von
Verzweignngspunkten; das Durchlaufen einer solchen Gruppe kann
also nur immer zu der Wurzel zuriickfilhren, mit welcher man begon-
nen hat. Also auch diese Gruppen konnen nicht zu s; zuriickfiihren,
mithin auch nicht der gauze Umgang. Demnach ist die Voraussetzung
unmoglich, dass Gir aus einer ungeraden Anzahl von Verzweigungs-
punkten bestehe. Dass die erste Gruppe G, aus einer geraden Anzahl
besteht, findet man durch dasselbe Verfahren, indem man das Gegen-
theil annimmt und zeigt, dass man, mit der Wurzel s, beginnend, nie
wieder zu ihr zurtickkehren kdnne. Demnach miissen iiberhaupt alle
Gruppen aus einer geraden Anzahl von Verzweigungspunkten bestehen.
Hieraus folgt, dass wir die Gruppen Gy nach Belieben umordnen
konnen, ohne dass ihre Indices zu verindern sind. Denn ziehen wir
gleichzeitig eine gerade Anzahl neben einander stehender und gleich-
artiger Verzweigungspunkte vor eine beliebig grosse Anzahl voran-
stehender Punkte, so werden bei diesen nur die Bliitter, welche durch
Jene vorgeschobenen Punkte verbunden werden, eine gerade Anzahl
von Malen zu vertauschen sein, d. h. diese Blitter behalten genau ihre
urspriingliche Rolle hei, es wird iiberhaupt nichts geiindert.

g 4.

'Zusammenziehung von Gruppen, Zuriickfiihrong auf die geringste Zahl.

Die Vertauschung der Gruppen entspricht also gewissen Abiinde-
rungen der Curve C, welche die Art des Zusammenhanges der Blitter

durchaus ungeindert lisst.
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Dagegen giebt es, wie ebenfalls Hr. Liiroth gezeigt hat, eine ein-
fache Art, die Curve C so abzuiindern, dass an Stelle zweier Gruppen
Gir, Gim dic Gruppen Gy, Gin treten, und zwar enthalten diese neuen
Gruppen einzeln genau dieselben Verzweigungspunkte wie die vorigen.
Das Verfahren ist folgendes. Die Gruppe G;; mag aus 2 « Punkten
bestehen. Man theilt diese in 2 & — 1 erste, und einen letzten. Zwi-
schen die 2 « — 1 und diesen einen schiebt man die Gruppe Gyn, was
ohne Aenderung des Blitterzusammenhanges geschieht; denn man kann
immer die Gruppe G, unmittelbar hinter G;; stellen und sie dann vor
den einen Punkt von G;; ziehen. Sodann aber zicht man zweitens
diesen einen Punkt wieder vor die ganze Gruppe G, Die Gruppe
G ist dann wieder vollstindig; in der Gruppe Gy, aber sind die
Blitter 4, & zu vertauschen, d. h. sie geht in eine Gruppe Gi, iiber,
was zu beweisen war. ’

Wenden wir diesen Satz nun auf eine Anzahl von Gruppen an,
deren Indices von einem Blatte « zu einem Blatte p iiberfiihren:

Gepy Ggy « oo Guay Gy,
so sehen wir, dass wir die Curve C immer so abindern kdnnen, dass
zuniichst die Gruppe Gy, in eine Gruppe G, libergeht, dass dann in
" dieser x wieder durch den niichst vorhergehenden Buchstaben ersetzt
werden kann u. s. w.; und dass also endlich an Stelle von G, eine
Gruppe (g, tritt. Dies ist immer der Fall, sobald nur die Blitter
&, @ durch eine Reihe von Gruppen verbunden erscheinen.
Hieraus kann man nun leicht den folgenden Satz ableiten:
An Stelle der Gruppen,
Gras Gig o oo Giny Gogy Gyy oot Gopy o ooo Gayn
kann man immer n — 1 Gruppen setzen, welche zusammen alle Ver-
gweigungspunkte wmfassen wnd welche gerade ausreichen, um alle Blit-
ter unter einander zu verbinden. Die Art aber, i welcher die Bliitter
unter cinander verbunden werden, ist ganz willkiirlich und kann durch
Aenderung der Curve C in jeder belichigen Weise abgeiindert werden.
Um diesen Satz zu beweisen, geniigen folgende Betrachtungen.
In irgend einer beliebigen Anordnung seien die Blitter
Uy B9y Ty o oo Une
Durch die Gruppen G ist jedenfalls eine Verbindung zwischen allen
Blattern hergestellt, da sonst die Fliche zerfallen wiirde. Daher ist
auch zunichst eine Verbindung zwischen den Blittern ¢, und 4,; und
irgend eine Gruppe, welche den Index 4, enthilt, kann daher in Gy,
iibergefithrt werden. Sodann besteht zweitens' eine Verbindung dieser
Bldtter mit 4,; daher konnen wir irgend eine Gruppe, welche 4, ent-
hiilt, in eine Gruppe G s oder G, iiberfilhren, und zwar ist es ganz
in unser Belieben gestellt, was von beiden eintreten soll. Indem wir
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so fortfahren, erzeugen wir ein System von Fundamentalgruppen. Sie
verbinden die Blitter so, dass 4, mit ¢,, 7, mit ¢, oder 7, 4 mit 4,
- - . . . ..
i, oder 4, etc. zusammenhingt. Wir wollen diese n — 1 Gruppen da-
her durch .
4
- . . 1—, . Z" . F 751 . F . (23 i
Iy = (1 %), 2—(i2 Wwh Iy=\(44), .. . Ia—1={: "
i 1

2

- 3 n —
bezeichnen,

Ausser diesen sind nun noch andre Gruppen vorhanden. Eine

solche sei etwa (gp. Dabei ist § eine der Zahlen 4,, 4, - . - in, o eine’

andre. Kommen «,$ in den Gruppen I' vercinigt vor, so veremnigt
sich G,y nur mit der betreffenden Gruppe I Kommt aber in den
I' 8 nicht mit @, sondern mit p vereinigt vor, so kann man dem
Obigen zufolge die Curve C immer so abiindern, dass die Gruppe
G.p in eine Gruppe G4 iibergeht und dann sich mit einer der Grup- -
pen I vercinigt. Die so erweiterten Gruppen I’ bleiben also allein
itbrig; sic umfassen alle Verzweigungspunkte, dic Art und Weise aber,
in welcher sie die Bliitter verbinden, ist ganz willkiirlich gew#hlt, wie
der Satz es aussagt.

§ 5.

Kreis der moglichen Ab#nderungen bei Herstellung der typischen
Gruppen.

Nach dem Bisherigen konnen also die Verzweigungspunkte in
n — 1 Gruppen I'" von solchen geordnet werden, welche nur immer
diesclben zwei Blitter der Fliche verbinden; die Curve (' ist dann so
gelegen, dass sie zuerst alle Punkte der ersten, dann alle der zweiten
Gruppe trifft etc. Auch ergab sich schon eine Mannigfaltigkeit von
Moglichkeiten, indem man die Curve C so abindern konnte, dass die-
selben Gruppen immer andre Blidtter verbanden, und dass auf solche
Weise alle moglichen Combinationen hergestellt wurden, welche nur
die Eigenschaft hatten, alle Blitter unter einander in Verbindung zu
setzen. )

Hierbei aber waren noch die in jeder Gruppe befindlichen Punkte
und ihre Anzahlen immer dieselben. Um den eigentlichen Inhalt dieser
Untersuchungen aber zu ergriinden, muss man auch noch fragen, in
wie weit diese Elemente wesentlich und unverinderlich sind. Bei
niherer Betrachtung zeigt sich beides als ganz unwesentlich und durch-
aus verinderlich. Man kann ndmlich folgenden Satz beweisen:

Theilt man dic v Verzweigungspunkte ganz belicbig in

29+ 27 .. F 20 =7
Gruppen, wo v, r, . .. belicbig gewdhlte, dicser Gleichung gewiigende
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positive Zahlen sind, und in jede Gruppe beliebig gewihlte Punlkte
fallen, so kann man immer eine Curve C so wdilklen, dass diese +,
Ty « o« ¥a_y Punkte Gruppen I'y, Ty ... I'y_y bilden, weclche eine
belichiy festgesetzte Verbinduny gwischen den n Dlittern herstellen.

Um diesen Satz, der den Sachverhalt in seiner allgemeinsten Weise
darlegt, zu beweisen, muss man erstlich zeigen, dass man, ohne die
Verbindung der Blitter zu indern, die Anzahlen der in den Gruppen
I, I, ... I,_, bez. enthaltenen Punkte um gerade Zahlen beliebig
‘indern kann; zweitens, dass man, wenn die Anzahlen 27, 27, .
27,1 der in den Gruppen enthaltenen Verzweigungspunkte festge-
halten werden, diese selbst noch beliebig unter einander zu permutiren
im Stande ist; endlich, dass bei gleichem Inhalt der Gruppen die Ver-
bindung der Blitter noch beliebig abgeiindert werden kann.

Ich werde zuniichst zeigen, dass man, ohne den Inhalt der Gruppen
zu Andern, die Verbindung der Blitter in beliebiger Weise modificiren
kann:

Gehen wir von den Gruppen ‘

. )
Iy = (34, I "—'(:; '53)'; ry= (z; 1'4) ’ .
3
aus, welche einer gewissen Folge
Gy By « v v tn
entsprechen, in welcher die Blitter verbunden werden. Die unter einan-
der stehenden Indices kénnen nach den oben entwickelten Sitzen durch
Ab#inderung der Curve C beliebig fiir einander substituirt werden. Es
geniigt daher als Typus dieser Verbindung etwa die folgende zu stu-
diren: .
Iy = (G i), Ly = (5y43), I3=_(554), .-+,
und es ist nur zu zeigen, dass in dieser durch Abénderung der Curve
C die Zablen 7 beliebig permutirt werden konnen, ohne dass man den
Inhalt der Gruppen #ndert. Hierzu aber geniigt, dass die Vertausch-
barkeit zweier neben einander stehender Zahlen ¢ nachgewiesen werde,
da durch wiederholte Vertauschungen dieser Art jede Anordnung her-
vorgerufen werden kann. Seien also
‘ hkim
vier aufeinanderfolgende der Zahlen ¢; man hat die Gruppen
(hE), (kD), (@Em);
und %, ! komme nur in diesen vor. Nach den Sitzen von 8. 223 kann
man statt (hk), (k1) setzen (hl), (kl); ebenso statt (kI), (Im) setzen
k1), (km). Dann werden diese Gruppen also
(hl), k), (m),

d. b. % und 7 sind vertauscht, was zu beweisen war.
Mathematische Annalen, VL 15
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Es soll nun die Verbindung der Blitter in einer bestimmten Weise
festgehalten und gezeigt werden, dass die Anzahlen der in jeder Gruppe
enthaltenen Punkte beliebig um gerade Zahlen geéndert werden kann.
Es geniigt hiezu, wenn man zeigt, wie, indem man den Typus

r=(12), I,—@3), ...

annimmt, zwei Punkte der einen Gruppe entnommen und der nichsten
hinzugefiigt werden konnen und umgekehrt. Man theilt also etwa I’
in eine Gruppe I') und in ein Paar, welches eine Gruppe G, bildet.
Fiir diese kann man nach den Betrachtungen von S. 223 zunichst G,
setzen, da Punkte folgen, welche die Blitter 2,3 verbinden, sodann
aber Gy, da Punkte vorhergehen, welche 1,2 verbinden. Die neue
Grappe G,, vereinigt sich also mit I', und erhoht die Zahl der Punkte
dieser Gruppe. Umgekehrt kann man genau ebenso die Gruppe I,
vermindern und I'; vermehren. In beiden Fillen ist nur erforderlich, dass
die verminderte Gruppe iiberhaupt noch bestehen bleibt, also minde-
stens noch 2 Punkte enthilt.

Hierdurch ist also bewiesen, dass man wirklich die Zahlen der
Verzweigungspunkte in den Gruppen abindern kann, nur so, dass sie
immer gerade bleiben und dass keine von ihnen auf Null herabsinkt.

Halten wir endlich diese Zahlen fest und zeigen, dass die Ver-
zweigungspunkte noch permutirt werden kdnnen. Dazu ist nur nach- °
zuweisen, dass irgend ein Punkt b aus einer Gruppe I' mit einem
Punkte ¢ der folgenden vertauscht werden konne. Denn die Punkte
einer Gruppe sind, da sie dieselben Blitter verbinden, beliebig ver-
tauschbar; tritt also Obiges noch hinzu, so ist jede Anordnung der
Punkte mbglich. Es seien also etwa a, b Punkte einer Gruppe I,
¢, d Punkte der folgenden; b und ¢ sollen vertauscht werden. Man
fithrt wie im Vorigen das Paar a b in diese folgende Gruppe ein, wo-
durch die Zahl ihrer Pupkte um 2 erhoht wird, und fithrt sodann
riickwirts das Paar @ ¢ in die vorhergehende Gruppe ein. Die Anzah-
len sind dann wieder die alten, aber b, ¢ sind vertauscht.

Hiermit ist das oben ausgesprochene Theorem vollstindig be-
wiesen.

Fassen wir nun die Resultate der Untersuchung nochmals zusam-
men, so sehen wir, dass weder in der Anordnung der Verzwéigungs-
punkte, noch in der Folge, in der die Blitter verbunden werden, etwas
Specifisches liegt, noch endlich in der Zahl der Punkte, die bei gegebe-
ner Anordnung zu jeder einzelnen Verbindung gebraucht werden. Alle
die Dinge kann man beliebig vorher bestimmen und dann doch noch
immer eine Curve C angeben, welche, wenn alles dieses gegeben ist,
die typische Verbindung herstellt. Um sie zu finden geht man nach
dem Vorigen von einer beliebigen Anordnung aus und stellt dic ge-
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forderte allmilig her. Die Curve C ist dann schliesslich nicht véllig
der Lage nach bestimmt; aber zwei Curven C, welche denselben Be-
dingungen geniigen, miissen dann immer so liegen, dass zwei entspre-
chende Curventheile sich zu cyklischen Wegen erginzen, d. h. zu sol-
chen geschlossenen Curven, deren einmalige Durchlaufung von einem
beliebigen Werthsysteme s, # immer zu demselben wieder zuriickfiihrt.

§ 6.

Anwendung auf die linearen Beziehungen zwischen den Periodicitits-
moduln eines Integrals erster Gattung.

Die im Vorigen entwickelten Verhiltnisse dienen dazu, die Unter-
tersuchungen aufs Aeusserste zu vereinfachen, welche Hr. Gordan
und ich im vierten Abschnitte unserer ,,Theorie der Abel’schen
Functionen“ gegeben haben. Ich werde zeigen, wie mit Zugrunde-
legung der oben hergestellten typischen Anordnung jene Untersuchun-
gen sich gestalten.

Seien also die Gruppen I',, I, ... I,y in irgend einer Weise
gebildet. Als Fundamentalschleifen, d. h. solche, welche gerade aus-
reichen, um alle Blitter mit einander zu verbinden, konnen wir je
eine, etwa die erste aus jeder Gruppe betrachten. Die cyklischen Wege,
aus denen alle andern sich zusammensetzen, erhalten wir, wenn wir
jede andre Schleife mit der betreffenden Fundamentalschleife so com-
biniren, dass ein Durchlaufen beider immer zim Ausgangssysteme s, 2
zuriickfilhrt. Daher muss man alle Schleifen der ersten Gruppe mit
der Fundamentalschleife der ersten Gruppe, alle der zweiten mit der
Fundamentalschleife der zweiten verbinden ete.

Ein Integral erster Gattung giebt, wenn man es iiber einen cykli-
schen Weg integrirt, seinen entsprechenden Periodicititsmodulus. Aus
einer Gruppe I' von 2 ¢ Punkten erhilt man also 2 ¢ —1 Periodici-
titsmoduln eines Integrals, indem man die als Fundamentalschleife aus-
gezeichnete Schleife der Gruppe mit den 2 ¢ — 1 iibrigen combinirt.

Sind, wie oben, die Zahlen der in den einzelnen Gruppen auftre-
tenden Verzweigungspunkte 27, 2 7,..., und also

27+ 27 .o + 2101 =7, "
so erhilt man auf -diese Weise
2r 427 ... F 2 — @ —1)=7r—(— 1)
Periodicititsmoduln. Von diesen lassen sich moch n — 1 durch die
iibrigen ausdriicken, und zwar wie folgt. .

Man erhilt im Allgemeinen diese Relationen, wenn man der Rethe

nach mit s,, S, . . S,, beim Punkte z, beginnend, iiber alle Schleifen

integrirt. Dies giebt » Relationen der iiber die Schleifen genommenen
15 %
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Integrale; Relationen, welche sich in chenso viele fir Periodicitits-
moduln iiberfihren lassen, von welchen aber immer eine die Folge der
iibrigen ist.

Nun kommen bei der gegenwiirtigen Anordnung nur n — 1 Arten
von Schleifen vor, deren jede zwei Blitter verbindet. Daher muss von
den Indices 1, 2 .. . »n der Blitter nothwendig mindestens einer nur
bei einer Gruppe I' vorkommen. Beginnen wir mit dem entsprechen-
den s; und integriren iiber alle Schleifen, so konnen nur die etwas von
Null VerSchiedenes geben, welche der betreffenden Gruppe zugehdren;
denn s; kommt weder bei einer friihern, noch bei einer spitern Gruppe
vor, die Integration aber iiber alle Schleifen dieser einen Gruppe ge-
fiihrt, beginnt und endigt mit s;. Daher muss die Summe der iiber
diese Schleifen genommenen Integrale gleich Null sein.

Bei allen andern Umgingen tritt diese Gruppe entweder gar nicht
auf, oder mit der Summe eben dieser Integrale; da diese Summe aber
Null ist, so hat diese Gruppe auf alle andern Umginge iiberhaupt
keinen Einfluss.

Wir kdnnen sie also im Uebrigen auslassen und haben dann noch
n — 2 Gruppen, deren keine mehr sich auf das st¢ Blatt bezieht, die
also zusammen » ~— 1 Indices haben, unter denen 7 nicht vorkommt.
Unter den von 4 verschiedenen Zahlen muss also wieder mindestens
eine sein, die nur bei emer Gruppe vorkommt. An diese eine Gruppe
lassen sich dann genau dieselben Betrachtungen wieder kniipfen.

Man gelangt, so fortfahrend, endlich zu folgendem Satze:

Ein Integral erster Gattung, iber alle Schleifen einer Gruppe
gefiihrt, giebt jederzeit Null.

Dies ist die einfache Art, wie die Beziehungen zwischen den iiber
die Schleifen gefiihrten Integrale sich hier aunsdriicken.

Bezeichnen wir die Werthe eines Integrals erster Gattung, iiber
die Schleifen einer Gruppe gefiihrt, durch @y, a, ... azo, und zwar
s0, dass jedes dieser Integrale mit demselben Werthe s; beginne. Dann
ist die dieser Gruppe entsprechende Gleichung:

U~ Gy — @y ... F Go1 — a3o=0.
Die entsprechenden Periodicititsmoduln erhélt man, wenn man eines

dieser Integrale, etwa as,, von allen andern abzieht. Zwischen den
Periodicitdtsmoduln

by = a, — asy,
b? = (g — a?e)
bge-—-l == Qgo—1 — Uzg¢
erhilt man also aus obiger Gleichung die Beziehung:
by—by by — by - +bzq~1==0.
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Die Gleichung repriisentirt die » — 1 gesuchten Beziehungen; vermoge
derselben wird immer cin Periodicititsmodul jeder Gruppe durch die
iibrigen linear und ganzzahlig ausgedriickt.

8 1.

Anwendung auf die bilinearen Beziehungen zwischen den Periodicitits-
moduln zweier Integrale erster Gattung. Zuriickfiihrung auf das
Schema der hyperelliptischen Functionen.

Es handelt sich nun ferner um die Ermittelung der bilinearen Be-
zichung , welche zwischen den Periodicititsmoduln zweier verschiedener
Integrale erster Gattung besteht. Seien u, v diese Integrale, von z,
aus mit einem der Werthe s; beginnend, bis zu einem unbestimmten
Werthsysteme s, # ausgedehnt. Zerschneiden wir die Blitter der Rie-
mann’schen Fliche durch die Curven %, welche den beliebig gewihlten
Ausgangspunkt mit den Verzweigungspunkten verbinden, und betrach-
ten wir die #ussern und innern Rinder dieser Curve als Begrenzungen,
so ist fudv endlich, stetig und eindeutig in jedem einzelnen der Blat-
ter, die Verzweigungspunkte (also Punkte der Begrenzung) ausgenom-
men. Integrirt man also fudv in irgend cinem der Blitter auf einem
Wege, welcher neben der ganzen Begrenzung hinliuft, also iiber alle
Schleifen, so erhilt man Null. Die gesuchte Beziehung ergiebt sich,
wenn man dasselbe fiir alle Blitter ausfiihrt und die Summe aller so
gebildeten Integrale gleich Null setzt:

@A) ... Zfudv=0,

wo die Summe sich auf die » Blétter beziehen mag. Man kann andrer-
seits die linke Seite der Gleichung (1) aus den » - r Theilen zusammen-
setzen, welche den einzelnen Schleifen in den verschiedenen Blittern
entsprechen; dabei ist dann jede Schleife fortzulassen, wo sie nicht
wirklich von einem Werthe s; zu einem andern fiihrt, und jede Schleife
wird also nur zweimal, und zwar in entgegengesetztem Sinne, so durch-
laufen, dass sie zu beriicksichtigen ist.

Nun ist aber der Werth von %, nachdem man alle Schleifen einer
Gruppe durchlaufen hat, nach dem Vorigen gleich Null. Beim Durch-
laufen der Schleife einer spitern Gruppe hat also das Durchlaufen der
frihern Gruppen auf den Werth keinen Einfluss. Man kann also die
linke Seite von (1) so bilden, dass jede Gruppe unabhingig von der
andern durchlaufen wird, d. h. man zerlegt sie in » — 1 den Gruppen
entsprechende Theile und behandelt jeden Theil so, als wiren iber-
haupt nur die beiden entsprechend verbundenen Blitter vorhauden —
mit andern Worten, als wiren es hyperelliptische Functionen, mit denewn
man zu thun hat.
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Die gesuchte Gleichung geht daher tiber in
P+ B4 Pay =0,
wo die einzelnen Ausdricke P; gebildet sind, als wiren die zu der
entsprechenden Gruppe gehbrigen Punkte w die Verzweigungspunkte
eines hyperelliptischen Integrals.

Insbesondre filhrt dies darauf, unter den méglichen Gruppenbil-
dungen eine zu bevorzugen, bei welcher die erste Gruppe aus r—2(n —2)
Verzweigungspunkten besteht, alle iibrigen nur aus zweien derselben.
In diesem Falle zeigt das Vorige, dass die Periodicitétsmoduln, welche
den letztern Gruppen entsprechen, durch die einfache Bedingung b, = 0
gegeben sind, also verschwinden., Mithin haben wir es iiberhaupt nur
noch mit den » — 2 (n — 1) == 2 p Periodicititsmoduln zu thun, welche
von der Verbindung der ersten beiden Blitter herrithren, und die ganze
Untersuchung ist auf die lingst bekannte Behandlung der hyperellipti-
schen Functionen zuriickgefiihrt.

Ich bemerke noch, dass durch die vorliegende Betrachtung auch
die volle Berechtigung des Beispiels nachgewiesen ist, von welchem
Hr. Gordan und ich als Schema im vierten Abschnitte unserer Theorie
der Abel’schen Functionen Gebrauch gemacht haben. Denn jenes
Schema (es bezieht sich auf eine vierblittrige Fliche mit 12 Verzwei-
gungspunkten, der Gleichung einer allgemeinen Curve vierter O. ent-
sprechend) ldsst sich auf den oben entwickelten Normaltypus fiir die
Gruppen einer vierbliitrigen Fldche zuriickfilhren, mithin lisst sich
auch umgekehrt immer jenes Schema aus diesem Typus erzeugen.

Gottingen, 8. September 1872.




