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Ueber unendlich kleine Bewegungen und iber Kraftsysteme
bei allgemeiner projectivischer Masshestimmung.

Von FerpIxaxD LixDEMAXY in ERLANGEX.

Schon verschiedentlich hat man versucht, die Resultate und Me-
thoden der neueren Geometrie auch fiir die Mechanik fruchtbar zu
machen, den allgemeinerr dort herrschenden Principien hier entspre-
chende gegeniiberzustellen und so die Mechanik unter einem neuen
Gesichtspunkte zu betrachten. Vor Allem schien die in der Geometrie
durchgefiihrte dualistische Auffassung ihr Gegenbild in der Moglich-
keit zu finden, alle Kraftwirkungen aus einzelnen Kriften und Krifte-
paaren eutstehen zu lassen. Mit Begeisterung begriisste daher Chasles®)
das Werk Poinsot’s*), in welchem durch Einfihrung des Begriffs
der Kriiftepaare die Statik zuerst eine ebenso einfache als consequente
Begriindung fand; er sieht in dieser neuen Methode einen ersten
Schritt zum Aufbau einer doppelten Dynamik, indem man auf der
einen Seite den Punkt, auf der andern die Ebene als Element der
Ausdehnung betrachten soll**#). Dieser Parallelismus in den ersten
Principien trat noch klarer hervor, als Poinsot¥) auch die directe
Betrachtung der drehenden Bewegungen gleich der der translatorischen
einfilhrte und so zuerst iiber die geometrischen Vorgiinge bei einer
Rotation um einen Punkt Licht verbreitete. Zugleich musste damit
ein anderes Princip der Analogie bemerkt werden, welches auf Krifte
und unendlich kleine Rotationen eine dhnliche Anwendung findet, wie
in der Geometrie das der Dualitit auf Punkte und Ebenen. Es setzen
sich nimlich solche Rotationen nach denselben Gesetzen zusammen
wie Krifte, eine Symmetrie, welche Poinsot{7) zuerst hervorhob,

*) Chasles: Apercu historique, note 3t Vgl auch A. Comte: Cours de
philosophie positive, t. I, Paris 1830.
**) Elements de statique, zuerst Paris 1804.
#==y Mit dhnlichen Gedanken beschiftigte sich auch Pliicker; vgl. Philos.
Transact, 1866, p. 361.
T) Théorie nouvelle de la rotation des corps. Paris 1834, Ausfihrlicher in
Liouville’s Journal des math. t. XVI, 1851,
1) Théorie nouvelle de la rotation etec.



Projectivische Beha.ndh;ng der Mechanik starrer Korper. 57

wihrend Mdbius *) sie dann volikommen durchfiihrte und, iiber die
Zusammensetzungsregeln hinausgehend, auch der Theorie der Momente
und der Kriiftepaare analoge Betrachturigen fiir unendlich kleine Ro-
tationen gegeniiberstellte. Ueberhaupt ist es ein wesentliches Verdienst
des letzteren, die von Poinsot gewonnenen Resultate unter einem neuen
Gesichtspunkte bearbeitet und bereichert durch eine Fiille never Ideen,
in Deutschland verbreitet zu haben; wobei zugleich die riumlich-
anschauliche, synthetische Methode, deren sich dieser bei seinen Un-
tersuchungen bediente, in fruchtbringendster Weise durchgebildet
wurde. Zur Ausbildung dieser Theorien that zunichst Chasles*¥)
einen weiteren Schritt, indem er die rein geometrischen Vorginge bei
einer unendlich kleinen Bewegung eingehender untersuchte. Es war
damit wohl zuerst das Studium der kinematischen Geometrie im All-
gemeinen angeregt, einer Disciplin, welche in neuerer Zeit immer
weiter ausgehildet ward, wie besonders auch die Arbeiten der Herren
Resal und Aronhold bezeugen***). Allerdings wurde so dieser
Theil der Mechanik durch Einfiihrung geometrischer Methoden in
hohem Masse gefordert; es blieb dabei aber die Betrachtuags-
weise der neueren projectivischen Geometrie, die ibr eigenthiimliche
Fassung metrischer Probleme ohne Anwendung, wihrend man doch
gerade von ihr einen dualistischen Aufbau der Mechanik auf Grund
jener allgemeinen Reciprocititsgesetze im Sinue von Chasles erwar-
ten durfte. Wenn aber in dieser Richtung keine erfolgreichen Schritte
gethan sind, so liegt der Grund dafiir in dem undualistischen Cha-
rakter unserer metrischen Anschauungen, der sich auch besonders in
der unvollkommenen Symmetrie offenbart, welche die Theorie der
Kriiftepaare mit der einzelner Kriifte verbindet.

Es findet diese Storung der Dualitit dadurch ihren Ausdruck, dass
wir fiir die Massbestimmung im Punkte den von ihm nach dem ima-
giuiiren, unendlich fernen Kugelkreise gelienden Kegel 2. Ordnung
zu Grunde legen, dagegen fiir die Massbestimmung in der Ebene
ihren Schunitt mit der unendlich fernen Ebene, also ein lineares Ge-
bilde; und dieser Auszeichnung der metrischen Geometrie im Punkte

*) M&bius: Ueber die Zusammensetzung unendlich kleiner Drehungen.

Crelle’s J. Bd. 18, p. 189; 1838.

**) Chasles: Bulletin des sciences math. p. Férussac, 1830; Comptes rendus,
t. XVI, p. 1420, 1843; t. LI, 1860; t. LIl, 1861. Vgl. auch Jonquitres, Mé-
langes de géométrie pure, Paris 1856.

=#*) Resal: Traité de cinématiqne pure, Paris 1862, Chap. III und V.
Aronhold: Grundziige der kinematischen Geometrie; in den Verhandlungen des
Vereins zur Férderung des Gewerbefleisses in Preussen, Berlin 1872. Vgl auch
den bez. Abschnitt in Schell’s Theorie der Bewegung und der Krifte, Leipzig
1870, p. 7~—99.
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steht die Thatsache zur Seite, dass wir an ihn, als erzeugendes Element,
unsere mechanischen Vorstellungen vorwiegend zu kniipfen pflegen.
Man kann aber eine allgemeinere Massbestimmung concipiren, bei
welcher das Gesetz der Dualitit vollkommen gewahrt bleibt, und es
hat nach den obigen Bemerkungen wohl ein gewisses Interesse, die
Gestaltung der mechanischen Gesetze unter einer solchen Voraussetzung
zu betrachten. In diesem Sinne habe ich die vorliegenden Unter-
suchungen durchgefithrt, und so mogen sie als ein erster Versuch in
der bezeichneten Richtung angesehen werden. Es treten dann Punkt
und Ebene einander auch in metrischer Beziehung vollkommen gleich-
missig als elementare Grossen gegeniiber, und somit lehnt sich die
ganze Darstellung auf das Engste an die projectivische Geometrie an.

Wir benutzen dabei nach dem Vorgange von Cayley®) statt des
unendlich fernen imagindren Kegelschnittes eine allgemeine (unendlich
fern zu denkende) Fliche 2. Ordnung als fundamentales Gebilde und
definiren als Entfernung sweier Punkie den mit einer willkivlich, aber
fest gewdhlten Constanten ¢ multiplicivten Logarithmus des Doppelver-
hiiltnisses, welches durch sie und die Schnittpunkte ihrer Verbindungs-
linie mit der Fnndamentalfliche bestimmi ist, und analog: als Winkel
cweier Ebenen den mit einer anderen willkiirlich, aber ebenfalls fest
gewdihlten Constanten ¢’ multiplicirten Logarithmus des Doppelverhiilt-
nisses, welches sie mit den beiden von ihrer Schwittlinie an jene Fliche
gehenden Tangentenebenen bilden**). Ueber die Natur der Fundamen-
talfliiche, ob sie geradlinig ist oder nicht, ob reell oder imaginir, ma-
chen wir zunichst keine bestimmte Voraussetzung; wir werden uns
allerdings geometrisch stets so ausdriicken, als wenn sie reell und
geradlinig wire, aber wir brauchen uns die Verinderlichen dann nur
als complexe Grossen zu denken, um in der Darstellung alle méglichen
Fille gleichzeitig zu tibersehen.

Ein wesentlicher Unterschied der so begriindeten Massbestimmung
gegeniiber den thatsiichlich gegebenen Verhiltnissen besteht darin,
dass eine gerade Linie zwei unendlich ferne Punkte hat, dass man also
zu einer gegebenen Geraden durch einen Punkt zwei Parallele ziehen
kann. Es ist damit der Zusammenhang angedeutet, in welchem eine
auf Grund unserer obigen Definitionen construirte Massgeometrie mit
den verschiedenen von anderer Seite aufgestellten Parallelentheorien

*) Cayley: A sixth memoir upon quantics. Philos. Transactions, vol. 149.
1859.

**) Die Definition des Winkels als Logarithmus eines Doppelverhiltnisses gab
fir specielle Massbestimmung Laguerre: Nouw annales de math, 1853, p. 57.

Uunter specieller Massbestimmung ist hier und im Folgenden stets die thatsichlich
gegebene zu verstehen,
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steht, und in der That hat Herr Klein nachgewiesen®), dass die von
Cayley begriindete projectivische Massbestimmung diese Theorien um-
fasst, dass sie insbesondere bei reeller, nicht geradliniger Fundamen-
talfliche identisch ist mit der Massbestimmung, wie sie die sogenannte
Nicht- Euklidische (oder imaginire) Geometrie aufstellt; und es gelang
ihm so, diese von Bolyai und Lobatschefsky**) begriindeten, an-
scheinend ganz heterogenen Untersuchungen der projectivischen Be-
trachtungsweise zu unterwerfen, Hierdurch stehen die folgenden Ent-
wicklungen mit den Arbeiten der Herren Schering und de Tilly**#)
in gewisser Beziehung; ersterer untersuchte auf Grund dieser Nich-
Euklidischen Parallelentheorie besonders die Potentialfunelion, wihrend
de Tilly die Zusammensetzung der Bewegungen und Krifte be-
arbeitete.

Andererseits zeigte Herr Beltrami{), dass diese Niché- Eukli-
dische Geometrie in ihrem planimetrischen Theile zusammenfillt mit
der gewbhnlichen metrischen Geometrie auf einer Fliche von constan-
tem, negativem Kriimmungsmasse, so dass z. B. die Geraden der Ebene
als kiirzeste Linien einer solchen Fliche erscheinen; und als dann
durch Publication der Arbeiten Riemann’s der Begriff eines Kriim-
mungsmasses auch fiir Mannigfaltigkeiten mit beliebig vielen Dimen-
sionen bekannt wurde, entwickelte er, zu solchen Mannigfaltigkeiten
iibergehend 1), insbesondere, wie auch dem Raume von 3 Dimensio-
nen in der Nicht- BEullidischen Geometrie ein constantes negatives

*) Klein: Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie. Math. Ann,
Bd. IV, 1871, p. 573. Es finden sich hier die Definitiopen fiir Strecken und Win-
kel in der oben gegebenen Form, die moch etwas allgemeiner ist als die Cay-
ley’sche. Die dort auftretende Constante ¢ entsprichb geradezu der von Gauss
gebranchten Grosse %, welche fiir die Euklidische Geometrie unendlich gross
gesetzt werden muss. Vgl. weitere Ausfihrungen einiger Punkte in einer gleich
betitelten Arbeit, ib. Bd. VI, p. 112,

#%) Vgl. tiber die einschligige Litteratur F. Klein a. a. 0. Hinzuzufiigen
ist, dass diese 'Cheorien neuerdings eine iibersichtliche Bearbeitung gefunden
haben, in Fraukreich von Herrn Flye St. Marie: FEtudes analytiques sur la
théorie des paralleles, Paris 1871; und in Deutschland von Herm J. Frischauf:
Absolute Raumlehre nach Joh. Bolyai, Leipzig 1872.

#=¥) §chering: Die Schwerkraft im Gaussischen Raume; Gottinger Nach-
richten, 1870 und 1873. De Tilly: Etudes de mécanique abstraite; Mémoires
couronuées etc. publides par l'académie r. de Belgique, t. XXI, 1870. Es werden
hier nur die einfachsten Fille betrachtet, wo die Richtungen und Axen der Krifte
und Bewegungen durch einen Punkt gehen oder in einer Ebene liegen.

+) Risolutione di problema di riportare i punti di una superficie etc. An-
nali di Mat, Serie I, t. VII, 1866; und: Saggio di interpretazione della geometria
non-euclidea. Giornale di Matem. 1868.
b Teoria fundamentale degli spazii di curvatura costante. Annali di Ma-
tematica, Serie II, t. 1I, 1868/69.
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Krimmungsmass beigelegt wird*). Es steht dies mit den allgemeinen
Untersuchungen im Zusammenbange, in denen man als Bogenelement
die Quadratwurzel aus einer beliebigen, positiven quadratischen Function
von den Differentialen der Coordinaten statt der Wurzel aus der Summe
ihrer Quadrate zu Grunde legt, wie dies besonders die Herren Bel-
trami und Lipschitz gethan haben™¥).

Wihrend die erwithnten Untersuchungen sich auf die allgemein-
sten Probleme der Mechanik beziehen, und soweit sie kinematischer
Natur sind, die allgemeinste endliche Bewegung eines Systems behan-
deln, ist es vielmehr der Zweck der vorliegenden Arbeit, die ersten
Grundlagen einer projectivischen Auffassung der Mechanik zu geben;
sie beschriinken sich deshalb darauf, unter den angefithrten Voraus-
setzungen die Theoric der wnendlich Fleinen Bewegungen eines freien,
umverdnderlichen Systems und die der Krifte, welche an einem solchen
angreifen, vom rein projectivischen Standpunkte aus zu entwickeln***, Zu
dem Zwecke war es nothig, auch die metrischen Relationen zwischen
2 Geraden, d. h. deren absolute Invarianten in Bezug auf die Funda-
mentalfiiche in Liniencoordinaten aufzustellen, wie es in § 1. geschieht.
Die linearen Transformationen, welche diese Fliche in sich iiberfiith-
reny), stellen alsdann die Bewegungen des Raumes dar (wir be-
trachten dabei eine Bewegung stets als gleichzeitig auf alle Punkte

#) In der von uns benutzten Massb. driickt sich dies Kriimmungsmass des
Raumes nach Herrn Klein (1. ¢.) einfach durch obige Constante ¢ aus.

**) Beltrami: Sulla teorica generale dei parametri differenziali. Memorie
dell' academia di Bologna. Serie II, t. VII, 1869. Lipschitz: Untersuchung
eines Problems der Variationsrechnung, in welechem das Problem der Mechanik
enthalten ist. Borchardt’s J. Bd. 74, p. 116; 1871. Vgl auch die Untersuchungen
desselben in Betreff der ganzen homogenen Functionen von Differentialen, ib.
Bd. 70 und 72, sowie Christoffel: ib. Bd. 70.

=) Es mag bemerkt werden, dass mir der Werth derartiger Verallgemei-
nerungen als ein rein mathematischer erscheint, dass mir daher in den folgen-
den Untersuchungen alle jene philosophischen Speculationen fern liegen, welche
man in Betreff unserer Raumanschauung daran kniipfen konnte. Bei einer sol-
chen Auffassung wird man von ihnen nicht mit Herrn Dihring (vgl. dessen
Kritische Geschichte der allgemeinen Principien der Mechanik, Berlin 1873, p. 488)
eine der Mechamk drohende Untergrabung der geometrischen Principien zu be-
fiirchten Lrauchen.

+) Mit endlichen Transformationen einer Form 2. Grades in sich beschaf-
tigten sich auch Hermite: Remarques sur une mémoire de M, Cayley, rélatif
aux déterminants gauches, Cambridge and Dublin Math. J. . IX, 1854, und Cay-
ley: Sur la transformation d’une fonction quadratique en elle méme par des sub-
stitutions lindaires: Crelle’s J. Bd. 50, 1853, p. 288. — Sur quelques propriétés des
déterminants gauches, ib, Bd. 32, p- 119 und Bd. 50, p. 299. — A memoir on the

a.utf:-morphic linear transformation of a bipartite quadric function, Phil. Trans-
actions, 1838, vol. 148.
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des Raumes ausgedehnt); es wird also hier zugleich eine Theorie der
unendlich Fleinen linearen Transformationen eimer Fliche 2. Ordnung
in sich selbst gegeben, wodurch die rein algebraische Seite gekennzeich-
net ist, welche unseren Ausfithrungen — unabhiingig von ihrer me-
chanischen Bedeutung — anhaftet. Durch unendlich oft wiederholte
unendlich kleine Transformationen erhalten wir solche Umformungen
des Raumes, welche als Bewegungen aufznfassen sind; dieselben fith-
ren, so entstanden, natiirlich gleichzeitig jedes System von Erzeugen-
den der Fundamentalfliche in sich iiber; und nur solche Transforma-
tionen diirfen wir daher als Bewegungen betrachten, d. h. nicht die-
jenigen , welche die beiden Systeme yon Erzeugenden vertauschen®),
Von den so charakterisirten Transformationen ausgehend, erhalten wir
zunichst besonders die von Chasles und Mdbius iiber Elementar-
beweguugen fiir specielle Massbestimmung gegebenen Sitze. Insbe-
sondere erscheinen dabei zwei lineare Complexe als charakteristisch fiir
eine unendlich kleine Bewegung, und im Anschluss daran ergiebt sich
eine Theorie der metrischen Eigenschaften eines linearen Complexes,
d. h. seiner Beziehungen zur Fundamentalfliche (§ 3.). Die erst in
kanonischer Form gegebenen Untersuchungen werden sodann fiir all-
gemeine Coordinatenbestimmung gegeben und dadurch die betreffenden
Bewegungen durch ihre 6-Coordinaten definirt (§ 4.). Nachdem noch
die von den Punkten des Raumes beschriebenen und von dessen Ebe-
nen umbhiillten Curven und der durch die Tangenten dieser gebildete
Complex 2. Grades, sowie dessen Beziehupgen zu den linearen Com-
plexen (§ b.—8.) niher betrachtet sind, wird nach der Lage dieses
Complexes gegen die Fundamentalfiiche und nach dem Verhalten der
Erzeugenden dieser bei der Bewegung eine Eintheilupg der verschie-
denen Bewegungsarten aufgestellt (§ 10.). Das Princip der Dualitit
zwischen unendlich kleinen Rotationen und Kriften giebt sodann das
Mittel, auch die Gesetze fiir die Zusammensetzung der Krifte (§ 11.)
und Kraftsysteme, die Theorie der Momente (§ 12. und 13.) und die
Bedingungen des Gleichgewichtes (§ 14.) fiir eine allgemeine projec-
tivische Massbestimmung durchzufithren. Iiir alle diese Untersuchungen
ist die zwiefache Form besonders charakteristisch, in der es erlaubt
ist, alle Gesetze und Relationen auszusprechen, was eben in der voll-
kommen dualistischen Massbestimmung fiir die Geometrie im Punkte
und in einer Ebene seinen Grund hat,

Die Anregung zur vorliegenden Arbeit erhielt ich von Herrn
F. Klein und stand mit ihm wihrend der Ausfiihrung in steter Ver-

#) Vgl. Klein; Ueber d. sog. Nicht-Eukl G. Math. Ann. IV, p. 600, und:
Zuar Mechanik starrer Korper, ib. p. 403.
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bindung, so dass ich ihm wegen der Forderung meiner Arbeit in
hobem Masse zu Dank verpflichtet bin.

§ 1.

Neigung und Moment zweier Geraden und zweier linearen Complexe
gegen einander,

Fir die oben eingefihrte Massbestimmung wollen wir nun zu-
nichst die analytischen Ausdriicke aufstellen.

Ist Q =0 die Gleichung der Fundamentalfiiche*), so wird die
Entfernung sweier Punkte x und y (vgl. Klein a. a. 0. Math. Annal,
Bd. IV):

2
= ¢ - log Log VO~ %r 2y, — 2ic arccos ——=t__ ,
=¢ - log L B L L 2 =
Ly = VR =20 2,y VQxew

wo Q., Q,, diejenigen Ausdriicke bedeuten, welche entstehen, wenn
man in Q die Coordinaten z, resp. y der beiden Punkte einsetzt, und

L08R, . .
Q,y=-}.2.—2\—x‘~y, (Z-’=1,2,3,4)

ist; ebenso wird, wenn Q' =0 die Gleichung der Fundamentalfliche
in Ebenencoordinaten bedeutet, der Winkel zweier Ebenen u und v-

Q/ 412 —Q  QF . 94
¢ log JL——“‘.:":;“;L" = 2 {¢’ arccos ~—/“~"— .
Quo‘“l/Quzo‘—Quuan VQuuQ;v

In den folgenden Untersuchungen soll jedoch immer
¢ = (¢ = % (4 = }/:T)

angenommen werden, damit die Summe der Winkel im Strahlbiischel
gleich 27 wird. Es wird dadurch das Wesen der Sache im Allge-
meinen nicht geiindert; nur beim Uebergange zur speciellen Massbe-
stimmung miissen wir die Constanten ¢ und ¢’ wieder einfiihren, da

hier ¢’ = ; und ¢ = oo gesetzt wird. Aus dem Gleichsetzen beider
Grissen folgt dann:

Die Entfernung zweier Punkte ist gleich dem Winkel ihrer abso-
luten Polarebenen, wenn wir als absolute Polarebene eines Punktes
seine Polarebene in Bezug auf die Fundamentalfiiche (the absolute
nach Cayley) bezeichnen. Ebenso ist unter der absoluten Polare

*) Die Coefficienten von Q sind im Folgenden immer als reelle Grossen vor-
ausgesetat, i
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einer Geraden die ihr in Bezug auf diese Fliche corjugirte Gerade
verstanden.

Wir werden bei unseren Erorterungen besonders die metrischen
Relationen, welche die gegenseitige Lage zweier Geraden bestimmen,
nothig haben, und wir wollen daher hier noch die entsprechenden
Ausdriicke in Liniencoordinaten aufstellen.

Schneiden sich zundichst die beiden Geraden (p:; und pir'), so ist
ibr Winkel gleich dem mit —;— multiplicirten Logarithmus des Doppel-

verhiltnisses, welches sie mit den beiden Tangenten bilden, die von
ihrem Schnittpunkte an den Schuitt ihrer Ebene mit der Fundamental-
fliche gehen. Ist also .
d=0

die Gleichung der Fundamentalfliche in Liniencoordinaten, oder sym-
bolisch *)

D = 4} (2 (a;bk — b;ak) });1)?,
wenn

Q=0a’=10,?

gesetzt ist, so wird jenes Doppelverhiltniss gleich dem Quotienten der
beiden Wurzeln der Gleichung:

¢pp + 2 lq)wl‘ + A q)p'p' =0 )
und der Winkel der beiden Geraden p und p':
log oy ¥ 1/_0 or = Son Oon _ arcoes ——opr *#)

Doy — V O = Ppp Py 1/0” Py ’

ein Ausdruck, welcher mit dem der speciellen Massbestimmung in sei-
ner Bildung vollig iibereinstimmt. Es entstehen hier wieder ®,, und
®,, aus ¢ durch Einsetzen der Coordinaten p;; und pi;, und es ist

e’

Schneiden sich dic beiden betmchteten Gemden nicht, so dienen uns
in der gewohnlichen Massgeometrie zwei Ausdriicke zur Charakterisi-
rang ihrer gegenseitigen Lage: ihre Neigung und ihr Moment.
Die erstere ist dann anpalytisch ebenso definirt, wie der Winkel

*) Ich bezeichne die Liniencoordinaten irmmer durch p,,, insofern sie aus
Punktcoordinaten, durch g;,, insofern sie aus Ebenencoordinaten entstanden ge-
dacht sind.

*%) Alle Linien, welche gegen eine dieselbe Neigung (vgl. unten) haben, bil-
den also einen Complex 2. Grades

KL= Ppp @5

auf eine lineare Congruenz dieses Complexes werden wir in § 12. gefiibrt werden.
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zweier sich schneidender Geraden; wir werden also auch bei allgemei-
ner Massbessimmung den mit % multiplicirten Logarithmus des Quo-
tienten bezeichen, der aus den Wurzeln der Gleichung:

M Ppp + 240, + By = Oppap, ppap =0

zn bilden ist.

Geometrisch bedeutet diese Gleichung aber, wie Herr-Pasch ge-
zeigt hat*), dass der Complex mit den Cobrdinaten p + Ap” zu seinem
absolut conjugirten Complexe in Involution liegt, wobel der zweite Com-
plex von den absoluten Polaren der Geraden des ersten gebildet wird **),

Man erkennt dies leicht in folgender Weise: Sind =z, =i die Coor-
dinaten der absoluten Polaren von p, p°, so ist symbolisch:

. omp=} (4b, — bya,) T (a:by — biar) puz
@) 0%ay==k (@, b, — b,a,) T (a.by — b;n) piz, u. s. w.,

und dhnliche Gleichungen bestehen zwischen den =i und pj;. Aus
ihnen folgt aber:

3 { 9(”71}):% {Z(azb};*‘dek>p,k}?=¢Pp
(3) 0 (@, p) =} {Z (@b — bha) i} = Oy

@) e p)=en) =1 Z(@bi—ba)pi Z(a,b:—b,a)pls=Cpp,
wenn - .
(P, ) == P17y + PsyTyn + D1uTps F PaaTyg ~F PryTog + Doy g, *5*)

gesetzt wird, und (p, #'), (p, #), (p, ') analog definirt sind.

Durch diese Relationen geht die quadratische Gleichung fiir 2
iiber in:
®) (B, 7) + 4 {(P) =)+ 7”)} + 2 (p,n)=0,
und der links stehende Ausdruck ist jetzt identisch mit (p+ Ay, z-Ax);
sein Verschwinden besagt also in der That, dass der Complex mit
den Coordinaten p,; -+ 1p; zu dem Complexe mit den Coordinaten

*) Vgl Borchardt's J. Bd. 75, p. 144 f. Es ist diese Relation im Texte noch
einmal abgeleitet, da wir die hier benutzten Transformationen noch wiederholt
anwenden werden.

**} Es folgt daraus auch: Sind 2 Gerade einander congugirt in Bezug auf
den einen. Complex, so sind es ihre absoluten Polarenm in Bezug auf den anderen.
Diese Beziehung wird uns unten niitzlich sein. Ueber den Begriff der Coordina-
ten eines linearen Complexes vgl. Klein: Die allgemeine lineare Transformation
der Liniencoordinaten. Math. Ann. Ba. II, p. 366.

*#*) Wir werden diese Bezeichnung auch im Folgenden stets anwenden und
setzen inshesondere:

1o P) = Pupu+ Pube + PuPas -



Projectivische Behandlung der Meehanik starrer Kérper. N 65

iy -+ Aix In Involution*®) liegt. Die Gleichung (3) sagt nun aus, dass
es im Allgemeinen in einer zweigliedrigen Gruppe von Complexen
zwei giebt, welche mit ihren absolut conjugirten in besagter Beziehung

stehen; und, sind 2’ und 4" die beiden Wurzeln dieser Gleichung, so

bedeutet (wie sogleich gezeigt werden soll) % das Doppelverhiltniss,

welches die Schuittpunkte der Geraden p und p” mit einer beliebigen
Ebene und die beiden dieser Ebene bez. in den Complexen p 4 1’9’
und p 4 A”p" zugeordneten Punkte bestimmen.

Wir definiren demnach als die Neigung zweier Geraden gegen
einander den mit % multiplicirten. Logarithmus des Doppelverhiiltnisses,

gebildet aus den Schnittpunlkten einer belicbigen Ebene mit ihnen und aus
den beiden Punkten, welche dieser Ebene in zwei lincaren Complexen
zugehiren.  Diese letzteren werden dadurch bestimmt, dass sie der
durch die zwei Geraden bestimmlen zweigliedrigen Gruppe™*) angehiren
und mit ihren absolut conjugirten Complexen i Involution liegen. Wenn
sich p und p/ schneiden, geht diese Gruppe in das cbene Strahlbiischel
tiber; und in der That schneiden die beiden Tangeuten desselben au
die Fondamentalfliche ihre absoluten Polaren, was bel speciellen Com-
plexen der involutorischen Lage entspricht. Uusere Definition fillt
also dann mit der ‘obigen fiir den Winkel zweier fieraden zusammen;
sie ist aber auch unabbingig davon, ob die Grossen pi, pix Coordi-
naten zweier Geraden sind oder selbst schon solche von linearen Com-
plexen; wir werden daher auch von von der Neiyung zwecer linearen
Complexce gegen einander sprechen lommen. Um mich hier einfacher
auszudriicken, will ich als Doppelverhiltniss von 4 linearen Complexcn
einer zweigliedrigen Gruppe das Doppelverhiltniss der 4 Punkte be-
zeichnen, welche einer beliebigen Ebene durch die 4 Complexe zuge-
ordnet sind (diese Punkte liegen immer auf einer Geraden der zuge-
horigen Congruenz), oder, was dasselbe ist, das der 4 Ebenen, welche
einem beliebigen Punkte entsprechen. Sind Py, P;, P+ A P,
P 4 27 P die 4 Complexe™*), so sind die einer Ebene u zugeht-
rigen 4 Punkte bestimmt durch:

%) Vgl. Klein: Zur Theorie der Liniencomplexe des ersten und zweiten
Grades. Math. Ann. Bd. II, p. 198.

#%) Die Geraden p und p’ sind daon die Directricen der Congruenz, welche
der zweigliedrigen Gruppe gemeinsam ist, » und =’ die der absolut conjugirten
Congruenz.

#%%) Es sollen die Coordinaten von linearen Complexen immer mit grossen
Buchstaben bezeichnet werden, und zwar mit P;,, wenn ihre Gleichung ist:
(P1 p) =0,

Mathematische Annalen. VII 3
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{‘xk=kaul+P2l:u2+P3Ic“3+P4ku4
!‘yk=P1/ku1+P2';;uz+P;«s/kua-*'P;k’“’i
2 =ar + Ay k=1,2,3,4>
t,{-=.Tk+l”yk, <Pkl~’—=07 P{k=0

und also ist % das erwihnte Doppelverhiltniss der 4 Complexe; sind

2 derselben specielle, so geht dies in das fiir die Neigung der beiden
Geraden benatzte Doppelverhiltniss tiber.

Es st also die Neigung zweicr linearer Complexe gleich dem mit
Z multiplicirten Logarithmus des Doppelverhiiltnisses, welches sie mit
den beiden Complexen ihrer zweigliedrigen Gruppe bilden, die mit ihren
absolut conjugirten Complexen in Involution liegen, d. h.

3 o ;/ —<D p P g o .
— oo p1ﬂ+ PP‘ PrOFE_ occos — - EE L ®y,

=3 %, — Y Ohp = GOy Y ®pp P
Insbesondere kann man daher zweil lineare Complexe zu einander

rechtwinklig nennen, wenn
q)p p= 0

wird, d. h. wenn der eine mit dem absolut conjugirten des anderen in
Tnvolution liegt, und also sind zwei Gerade zu einander rechtwinklig,
wenn die eine die absolute Polare der andern schneidet.

mit Q;;, wenn diese in der Form

Z2Q,bp=(@ ¢ =0
geschrieben werden kann.

*) Es bedeuten hier @, etc. die Ausdriicke, welche aus @ ete. entstehen,
wenn man statt der Liniencoordinaten Complexcoordinaten einsetzt. — Bs ist hier
ferner, wenn TT,,, TT;; die Coordinaten der absolut conjugirten Cowmplexe zu P;;
und P;; sind, nach (3) und (4):

Opp (P, 1) (1T, P

1/715,;‘_&1);,}; (P, P,y
und es ist dies, wenn man unter den P, Liniencoordinaten versteht, ein Aus-
druck, der sich, wenn die 4 Linien Erzeugende desselben Hyperboloids sind, auch
durch Doppelverhiltuisse deuten lisst, wie mir zufillig durch eine miindliche

Mittheilung des Herrn Stolz an Herrn Klein bekannt geworden ist. — Es mag
bemerkt werden, dass wir ®,p ausdriicklich in der Form
Ppp=1 {E (4;b, — bap) Pik}2
annehmen, wihrend man in der Gleichung
®pp=0,
wo flxe P;) Liniencoordinaten sind, den Ausdruck (p, p) multiplicirt mit einer be-
liebigen Constanten hinzufiigen kann, ohne die Gleichung zu #ndern,



Projectivische Behandlung der Mechanik starrer karper. 67

Wir haben noch zu zeigen, wie die hier gegebenen Definitionen
in die der speciellen Massbestimmung tbergehen. Die Liniencoordi-
uaten will ich alsdann in folgender Weise schreiben:

opp =1z —2 0Py =yz' — 2y’
o=y — Yy 0Py, = 22" — 22,
op=z—2z 0Py = 2y — yx’,

so dass die Gleichung des imaginiren Kugelkreises in Liniencoordina-
ten, d. h. die Bedingung, dass eine Gerade p;; ithn schneidet, wird:

P ot =0,

Einem linearen Complexe ist in Bezug auf ihn kein bestimmter an-
derer polar zugeordnet; einer Geraden entspricht aber auch hier eine
andere: die conjugirte Polare ihres unendlich fernen Punktes in Be-
zug auf den Kugelkreis, und ich will diese hier als absolute Folare
bezeichrien; es ist diese Zuordnung nur insofern unbestimmt, dass alle
parallelen Linien dieselbe absolute Polare haben. Wir wollen hieran
den obigen Ueberlegungen entsprechende ankniipfen. Die Coordinaten
des unendlich fernen Punktes einer Geraden sind proportional zu den
Cosinus ihrer Richtung, d. h.

L:iY:12==P 1Py P>
und also sind die Coordinaten von deren absoluter Polaren :

um, =0 UMz == Py
(6) umy; =0 Wiy, == Py3
umy, =0 WTyy =Py

Einer zweiten Geraden p’ entspricht in derselben Weise eine ab-
solute Polare z’, und somit werden wir einem Complexe p - ip’ die
Gerade w 4~ 2 x” zuordnen, d. h. jedem Complexe einer zweigliedrigen
Gruppe eine Gerade des in der unendlich fernen Ebene gelegenen
Strahlbiischels, welches durch die absoluten Polaren der Directricen
der zugehdrigen Congruenz bestimmt ist. Die beiden Complexe der
Gruppe, welche mit ihren absolut conjugirten in Involution liegen,
werden dann diejenigen, welche die ihnen zugehdrigen Geraden selbst
enthalten; und in diesem Sinne kimnen wir unsere obige Definition fiir
die gegenseitige Neigung von zwei linearen Complexen auch fiir spe-
cielle Massbestimmung beibehalten. In der That wird hier nach (6):

w(P, ) = P>+ P>+ P, ?
(M w(P,M)y=P,*+ Py?+ P,?
p (P, M) =p (P, M=P, P+ P, P+ P, P,

und also die Neigung der beiden Complexe:
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P12PI2'+P13P’3,+‘PHPN'
VBT Pt B VB F Pt F Pt
ein Ausdruck, der, wenn P und P’ einzelne Gerade sind, mit dem
gebriiuchlichen fir die Neigung zweier Geraden tibereinstimmt.

Das Moment zweier Geraden n Bezug auf einander, d. h. das Pro-
duct ihres kiirzesten Abstandes in den Sinus ihrer Neigung, scheint
als solches bei allgemeiner Massbestimmung nicht so unmittelbar dar-
stellbar zu sein. Das Wesentliche in dem gebriuchlichen Ausdrucke
ist jedoch, dass er bestimmt ist, eine invariante Beziehung der beiden
Geraden zu ihren in der unendlich fernen Ebene gelegenen absoluten
Polaren zu geben, denn es ist die Linie kiirzester Entfernung die durch
den Schnittpunkt dieser beiden Polaren gehende Gerade, welche beide
gegebene Linien trifft. Wir werden daher auch bei allgemeiner Mass-
bestimmung das Moment als eine invariante Beziehung der beiden
Geraden zu ihren absoluten Polaren auffassen, und zwar wollen wir
statt der Geraden sogleich zwel lineare Complexe P und P’ anneh-
nmen: Wir definiren dann als Moment zweier linearen Complexe gegen
einander den Cosinus der Neigung des einen gegen den absolut comju-
girten des andern. Zwischen den Coordinaten P und T, P’ und TT’
bestehen dann die Gleichungen (2); lésen wir dieselben nach 1T, TT'
auf, so miissen wir wegen der vollkommenen Reciprocitit, welche zwi-
schen den TT und P besteht, wieder Gleichungen von der Form (2)
erhalten, d. h. es ist:

(8) { 9/ Pa{e = % (a.,ba _— byaa) P (dibk -_— btdk) Tf“.
o' Pozy=1%(a by — byag) 2 (a:by — bia) Ty,

wo statt der «, 8, ¢, 0 die Indices 1, 2, 3, 4 in cyclischer Vertau-
schung zu setzen sind. Um den Zusammenhang von ¢ und ¢’ zu fin-
den, setzen wir diese Werthe vou P wieder in die Gleichungen (2)
ein, wobei wir dann statt der a, b einmal neue, gleichbedeutende
Symbole ¢, d einfilhren miissen; wir erhalten dadurch:

00’ Th,=1%(a3b,—bya,) - Z(aub;—beag) (¢, ds — dy ¢s) - 2(e;di — d, ) Tz

= {(a3b,—bya,) (abed) - 2 (cidy — dic) Ty,

und 5 idhnliche Gleichungen. In der rechts stehenden Summe ist aber,
wenn man die Symbole durch die wirklichen Coefficienten a;; ersetzt:

= aYrccos

; a Gy a; a;; | e az 0 0 ; Gur Guz Qg3 Ogy |
@ Dbl (bb0 0 an an an an L
¢ ecy ¢ 10 0 ¢ e ayy @2 Qys Gys |’

di 4, dy d, IO 0 4 dO’E Ug1 g2 dg3 dJ;%

flas Product zweier socher Determinanten verschwindet also , sobald
irgend zwei der Indices @, 8, y, 8 einander gleich sind; es fallen
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somit in obiger Summe alle Glieder bis auf eins fort, und fiir dieses
geht die rechts stehende Determinante in die Discriminante A der
Fundamentalfiiche tber; es ist daher
00 Ty, = ATl ,
oder
(10) g0 =A.
Aus den Gleichungen (8) findet man nun
o (P, =%nm,
und hieraus wegen (3) und (10):
(11) AOgm = 9 Ppp,
und ebenso aus (8), (9) und (10)
(12) 2 (P, P)=¢ ®rm
=} (abed) Z (cidp — dic) Tz - 2 (arbs — by as) Tls
=AM, ),
oder
(13) o (P, P)=o (T, ).

Unter Berticksichtigung dieser Relationen wird das gegenseitige
Moment der Complexe P und P’:

% ®mr VAR P)
Vo ®mm  VOprOun V ®pp Opop

Es ist hier wieder der arccos des Momentes gleich dem mit %

multiplicirten Logarithmus des Doppelverhilinisses, gebildet von dem
einen Complexe, dem absolut conjugirten des andern und den beiden
Complexen ihrer zweigliedrigen Gruppe, welche mit ihren absolut con-
jugirten in Involution liegen. Die beiden letzteren bestimmen sich
hier durch die Gleichung:

(14) O=(P+4eTl, T+ 4" P)=(L,TT) + i [o(TT,TT') 4 o" (P, )]
+ Moo’ (P, TT).
In der That ist dann wegen der soeben aufgestellten Relationen,
wenn A und 17 die Wurzeln der letzten Gleichung sind:

L O @BP ) fe T o VAR E)
vem @l

A

5 === arccos

o -,

log

>

Ordnen wir bei specieller Masshestimmung wieder einer zwei-
gliedrigen Gruppe von linearen Complexen (P -+ iF’) ein in der un-
endlich fernen Ebene gelegenes Strahlbiischel (TT - ATT”) in obiger
Weise zu, so besteht die Gleichu% (14) fort; es ist nur in ihr
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(n: n/) =0 -
zu setzen, wihrend der zuerst fiir das Moment gegebene Ausdruck

wegen des Verschwindens von A unbestimmt werden witrde®). Es ist
ferner, wenn wir wieder x, = 0 zur unendlich fernen Fbene nehmen:

w (P, ) = Py° + Py + P2
w (P, )= P, + Pyt 4 P2,
und demnach wird das Moment:
= 3B, P )
1/P122 + 'P132 + 'P142 V'P12'2 + P13/2+ P14,2

Wir Linnen also obige geometrische Definition desselben auch jetzt
beibehalten; das darin auftretende Doppelverhdltniss wird nunmehr
gebildet von dem einen gegebenen Complexe, der dem andern zuge-
ordneten Geraden des unendlich fernen Strahlbiischels und den beiden
Complexen der durch die gegebenen bestimmten Gruppe, welche die
ihnen zugeordneten Strahlen jenes Biischels selbst enthalten. Sind die
Complexe specielle, so wird an dieser Definition im Wesentlichen
nichts geindert; der obige Ausdruck giebt dann unmittelbar das halbe
Product der kiirzesten Entfernung in den Sinus der Neigung.

Setzt man

v
-Ptk=-P£k)

so erhillt man das Moment des linearen Complexes in Bezug auf sich
selbst; fiir specielle Massbestimmung ist dies gleich dem Parameter des
Complexes nach Pliic kex’s Bezeichnung. Die geometrische Bedeuntung
desselben fiir allgemeine Massbestimmung werden wir in § 5. an einer
kanonischen Form erkennen.

Statt zwei Gerade oder zwei lineare Complexe einander gegen-
iiberzustellen, kann man natiirlich anch Neigung und Moment einer
Geraden gegen einen Complex nach den gegebenen Definitionen be-
stimmen; insbesondere werden wir gelegentlich in § 13. sehen, wie
sich diese Ausdriicke fiir zwei Complexe zuriickfithren lassen auf die
entsprechenden fiir gewisse ausgezeichnete Gerade und deren Neigung
und Moment gegen die betreffenden Complexe. '

) Auch @, wirde identisch verschwinden, da jetzt jede Gerade die un-
endlich ferne Ebene in zwel zusammenfallenden Punkten schneidet; wir wiirden
also ¢ erhalten.

**) Dieser Ausdruck lisst sich, abgesehen von dem Factor %, auf die Form
Asin g+ (K4 K') cos ¢
bringen, welche Herr Klein (Math. Anu. Bd. II, p. 368) als Moment zweier Com-

plexe bezeichnet; A ist die kiirzeste Entfernung ihrer Hauptaxen, ¢ die Neigung
derselben; K und K’ sind die Parameteyier beiden Complexe.



i . «

Projectivische Behandlong der Mechanik starrer Korper. 71
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§ 2.
Die kanonische Form der Transformation.

Wenden wir uns nunmehr zur Betrachtung der linearen Trans-
formationen der Fliche in sich selbst, welche an Stelle der Bewegungen
treten, so wird es sich empfehlen, sie zunidchst in der kanonischen
Form darzustellen, und wir haben also die Lage des fest bleibenden
Tetraéders gegen die Fliche zu bestimmen. Nach einer oben gemach-
ten Bemerkung muss die Transformation jede Schaar von Erzeugenden
der Fliche in sich iberfiihren, d. h. jede einzelne dieser Geraden sich
so bewegen, dass sie in ihrer neuen Lage wieder eine Erzeugende
derselben Art ist; wir haben so zwei Systeme von je einfach unendlich
vielen Geraden, d. h. zwei rationale lineare Mannigfaltigkeiten, deren
jede in sich verschoben wird, und es bleiben folglich nach dem Corre-
spondenz-Principe von Chasles im Allgemeinen *) zwei Erzeugende
jeder Art fest; sie bestimmen durch ihre vier Schnittpunkte die Ecken
jenes Tetraéders, und dieses wollen wir der Coordinatenbestimmung
zu Grunde legen. Alsdann ist die Gleichung der Fliche von der

Form:

2y + Xyy = 0.
Die beiden Kanten, bestimmt als Schnittlinien der Ebenen z, — 0,
%, =="0 und z, =0, 23 = 0 sind conjugirte Polaren in Bezug auf die
Fliche, und die vier Ebenen des Tetraéders beriihren dieselbe beziig-
lich in den vier Ecken.

Griinden wir nun auf die Fliche eine projectivische Massbestim-
mung, so werden wir diejenigen Bewegungen des Rauymes, welche
dies Tetraéder ungeiindert lassen, durch eine Transformation von der
Form
(1) QX = &; ¥Y; (7;31,2,3,4>
darstellen. Damit diese die Fliche und auf ihr die vier Geraden un-
gedndert lisst, miissen wir noch die Bedingung:

(2) GOy == G,y

hinzufiigen. Durch eine solche Transformation wird aber auch jede
Fliche des Biischels*#)

3) Ly xy + Ay ;=10

*) Diejenigen Fille, in denen eine Anzghl von Ecken und Seiten des Tetra-
sders zusammenfallen, oder dasselbe unbestimmt wird, werde ich in § 10. niher
bebandeln.

=%) Fiihrt also eine lineare Transformation eine Fliche 2. Ordnung in sich
iiber, so steht sie gleich zu unendlich vielen solchen Flichen in dieser Beziehyng.
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in sich ubergefithrt, d. h. ein jeder Punkt des Raumes bewegt sich auf
der durch thn und die vier auf der Fundamentalfliiche gelegenen Kanten
des Tetraiders gehenden Fliche 2. Ordnung; dies Flichenbiischel vertritt
somit die bei specieller Massbestimmung auftretenden  Cylinderflichen.
Da die beiden anderen, sich gegeniiberliegenden Kanten des Tetraéders
natiirlich auch fest Lleiben, konnen wir uns die Bewegung durch eine
gleichzeitige Verschiebung und Drehung in Bezug auf jede von ihnen
entstanden denken. Es ist nimlich eine jede Verschiebung nach einer
Geraden identisch mit einer Drelumg wm deren absolute Polare.™) Denn
bei der Bedingung
by = 3

geht jede Ebene des Biischels
4) 2y + nzy =0
in sich iiber, d. h. die Bewegung besteht in eiuer Verschiebung nach
der Geraden z, = 0, x, = 0; gleichzeitig bleibt aber auch jeder Punkt
der Reihe

wy + Aty =10
fest, d. h. die Bewegung besteht in einer Drehung um die Gerade
z, =0, 2, = 0, die absolute Polare der ersteren.

Eine Transformation, welche gleichzeitiz das Ebenenbiischel (4)
und das Flichenbiischel (3) in sich iiberfithrt, und zwar jede Kbene
jenes Biischels, muss aber auch die Schnittcurven beider ungeiindert
lassen, und somit erhalten wir den Satz:

Bei ciner Verschicbung nach einer Geraden bewegt sich jeder Punkt
auf einem Kegelschwitte, dessen Ebene diese Gerade enthdlt, und welcher
den in seiner Elene liegenden unendlich fernen Kegelschnitt in seinen
Sclmittpunkten wit der Directrix der Verschiebung beriilwt™); die Ebenen
dieser Kegelschmitte stehen daher senkrecht zu der absoluten Polare dieser
Geraden, win welche sich der Raum gleichzeitiq dreht. Jede Ebene des
Ravmes umhiillt ecnen Kegel 2. Ordnung, dessen Spitze auf dieser Polare
liegt, und welcher den von seiner Spitze an die Fundamentalfliiche ge-
henden Tangentenkegel lings zwcier Geraden beriiliwt; in diesen Geraden
beriihrt er gleichzeitiy die beiden von der Axe der Rotation an jene
Fliche gehenden Tangentenebenen. Man sieht, wie hier die Dualitit

* Vgl. Schering: die Schwerkraft im Gaussischen Raume. Gottinger
Nachrichten 1570, p. 311.

**) Es sind dies die von Herrn de Tilly als lignes équidistantes bezeichneten
Curven; er euntdeckt an ihnen einige Eigenschaften, welche sie mit den Kegel-
schnitten gemein haben, ohne sie jedoch geradezu als solche zu erkennen. — Den
entsprechenden Satz fir die Bewegung einer Ebene in sich gab Herr Klein (a. a.

O. Math. Ann. IV. p. 602). Die hier auftretenden Kegelschnitte entsprechen den
Kreisen der speclelien Massbestimmung.
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vollkemmen gewahrt bleibt; sobald wir also die eine Art der Bewegung
betrachtet haben, kénnen wir die entsprechenden Sitze fiir die andere
Art sofort aufstellen.

Aus diesen Bemerkungen, sowie aus dem Umstande, dass wir im
Allgemeinen jede Bewegung als Transformation in obiger kanonischer
Form darstellen konnen, ergiebt sich ferner:

Jede Bewegung eines unverdnderlichen réumlichen Systems ist dqui-
valent einer Drehung um eine Gerade und einer gleichzeitigen Verschie-
bung nach derselben*) (wobei ich statt dieser Geraden stets auch deren
absolute Polare wihlen kann). Die Curve, auf welcher sich dabei jeder
Punkt bewegt, und welche auf der durch den Punkt gehenden Fliche
des Biischels (3) liegt, will ich als projectivische Schraubenlinie, die
Bewegung selbst als eine Schraubenbewegung, die beiden einander ab-
solut coujugirten Kanterr des Tetragders als Hauptaxen der Bewegung
bezeichnen. Die Eigenschaften dieser Schraubencurven werden sich
unten (§ 6.) nach Betrachtung unendlich kleiner Transformationen
leicht ergeben.

Dass wir jede Transformation von der Form (1) unter der Be-
dingung (2) als Bewegung auffassen konnen, ist sofort klar, da durch
sie die Massverhiltnisse des Raumes nicht geindert werden; und dic
einzige Transformationsart, welche dies ebenfalls leistet, nimlich die-
jenige, welche einer Figur eine ihr invers congruente zuordnet, ist
durch den Ausgangspunkt unserver Betrachtungen von vornherein aus-
geschlossen. Eine solche wiirde sich in kanonischer Form z. B. durch
die folgenden Gleichungen darstellen:

0Ly = &Y, Q&3 == Uyl

0Ly = &3Y; 0Ly =0, Yy,
wodurch ebenfalls jede Fliche des Biichels

%y &y + Aeyxy =0

ungeiindert bleibt, sobald wieder die Bedingung

. o, ey, == U, &
erfiillt ist. R

§ 3.
Der lineare Complex als Bild einer unendlich kleinen Bewegung.

Indem wir uns hier auf die Betrachtung unendlich kleiner Bewe-
gungen beschrinken, werden wir zur Darstellung derselben unendlich

*) Fiir spec. Massbest. gab diesen Satz zuerst Chasles: Bulletin universelle
des scieuces math. p. Férussac Nov, 1830, und Correspondance math. de Bruxelles
t. VIL. p. 352.
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Fleine Transformationen der Fundamentalfldche in sich selbst gntersuchen
miissen. Wiederholen wir die durch die Gleichungen (1) in s ge-
gebene Transformation 1mal nach einander, so erhalten wir

oY, = ol ;.
Die entsprechende unendlich kleine Transformation ergiebt sich

hieraus, wenn wir A unendlich klein, etwa gleich d4 nehmen, z; - dz;
statt py; setzen und rechts nach Potenzen von di entwickeln. Man

findet alsdann

dz, = log «,x;d4 , oder
M {dx, = a;d*,
wo nun die Bedingungsgleichung iibergeht in:
) a; + ay=a, + ay.

Bei einer solchen unendlich kleinen Bewegurg schreitet jeder
Punkt des Raumes auf einer Geraden fort, und jede Ebene dreht sich
um eine solche. Letztere ist bestimmt als Schnittlinie zweier ent-
sprechender unendlich naher Ebenen, und ihre sechs Coordinaten sind
demnach: .

6 g = w; (g - dug) — i (u; + du) = — wir (ar — a;) da,
wo wir das — dA in den Factor ¢ eingehen lassen kionnen, also:

(3) 6 = usup(a, — a,) .

Wir wollen diese Gerade nach dem Vorgange von Chasles®) die
Charalteristil: der Ebene w nennen, und ebenso die Verbindungslinie
zweler einander unendlich naher entsprechender Punkte, deren Coor-
dinaten durch
“) 0P = ;% (ax — a,)
gegeben sind, die Charakteristil; des Punktes z.

Man kann nun in einer Ebene « immer einen Punkt z so bestim-
men, dass er sich bei der unendlich kleinen Bewegung senkrecht zu
dieser Ebene bewegt, d. h. dass seine Charakteristik durch den abso-
luten Pol y derselben hingwrchgeht. Letzterer ist mit « durch die
Gleichungen
®) {@“1 =Y, Bty =Y,

Py = Yy wuy =y,

verbunden, und man hat also zur Bestimmung von z:

¥) Propriétés géométriques rélatives an mouvement infiniment petit d’un
corps solide libre dans l'espace. Comptes rend. t. XVI, p. 1420. 1843. Die
dort angefiihrten Sitze wurden bewiesen von Jonquidres: Mélanges de géomé-
trie pure, Paris 1836.
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22, (0 — ;) = LYy — Y1 %y == (2,4 — 2,%,)

Ty 23 (A — @) == TplYs — Y3 &y == R(Zy Uy — Tytty)

L2y (B — @)) = Ty Yy — Yy Lo = (& Uy — Z,u,)

Ty 2, (0 — @y) = L3y, — Y32y = B @3y — Byuy)

@2y (Ay — @y) = DYy — Y Ty = W (T Uy — Tyuy)

Ty %y (@ — @o) = Ty — Y2y = 0 (2,8 — Tyuy).
Man sieht sofort, dass diese Gleichungen, sowie die Bedingung u, =0,
erfiillt sind, wenn zwischen den z und u folgende Beziehungen bestehen:

(6) {!"“1 = @, (ay — ay) Bty = T, (ay — )

wiy = z3(a;—a,) puy =z, (@, —ay) .
Wir wollen den Punkt z als Nullpunkt der Ebene u*) und diese
als Nullebene des Punktes z bezeichnen. Wihrend sich die Ehene um
ihre Charakteristik dreht, ist ihr Nullpunkt der einzige Punkt, welcher
sich senkrecht zu ihr aus ihr heraus bewegt, und im Anschluss hieran
haben wir den Satz:

Die Bewegung einer Ebene im Rauwme lisst sich in jedem Augen-
blicle ersetzen durch eine Drehung derselben wm eime threr Geraden wnd
eine gleichzeitige Bewequmng in sich um einen in ihr gelegenen Punkt,*¥)

Durch die Gleichungen (6) ist uns ein linearer Complex bestimmt,
dessen durch einen Punkt gehende Geraden in der Nullebene des Punktes
liegen; seine Gleichung ist:

M (@3 — @) p1s + (a5— ) pyy = 0,%%)

und die thm angehdrigen Geraden werden senkrecht zu sich selbst ver-
setzt. Es haben niimlich alle durch einen Punkt gehenden Ebenen
ihren Nullpunkt in der Nullebene des Punktes, und umgekehrt geht
die Nullebene von jedem Punkte einer Ebene durch den Nullpunkt
dieser Ebene; allen Punkten einer Geraden des Complexes entsprechen
also Nullebenen, welche durch diese Complexgerade hindurchgehen;
die Charakteristik eines jeden Punktes aber geht durch den absoluten
Pol der zugehdrigen Nullebene, und alle diese Pole liegen wieder auf
der absoluten Polare der betrachteten Complexgeraden, d. h. jene Cha-
rakteristik steht zu dieser letzteren senkrecht; also:

Die Geraden, auf welchen die Fortschreitungsrichtungen ihrer Punlte
senkrecht stehen, bilden einen linearen Complex.T)

*) Nach Mobius: Lehrbuch der Statik. Theil L § 84.
«*) Fiir spec. Massbest. zuerst von Chasles gegeben: Apergu historique,
note 34. (Bruxelles 1837).
+s¥) Ueber die Bedeutung der Coéfficienten dieses Complexes vgl. § 9.
+) Die Bedeutung dieses Complexes fiir die unendlich klginen Bewegungen
bei spec. Massbest. erkannte wohl zuerst Mobius (vgl Lehrbuch der Statik
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Zwei in Bezug auf einen solchen Complex conjugirte Gerade sind
dadurch definirt, dass die den Ebenen des durch die eine bestimmten
Biischels zugehorigen Nullpunkte auf der anderen liegen; zwischen den
Coordinaten zweier Geraden der Art (pg und piz) bestehen demnach
hier die Gleichungen:

0Py = — Psy 012 = — P2
8) 0Py =— D15’ 0Poy = — Doy

C ey — Gy , A ,
0P = Ty, Pu 0Py == 4 g, P1s -

Indem man nun mittelst der Gleichungen (3), (4) und (6) die
Coordinaten der Charakteristik eines Punktes und der seiner Nullebene
aufstellt, findet man, dass sie diesen Gleichungen identisch geniigen,
und wir haben den Satz:

Die Charakteristik einer Ebene und die ihres zugehirigen Nullpunktes
sind conjugirte Gerade in Beoug auf den linearen Complez, dessen Ge-
rade senkrecht 2w sich selbst versetzt werden.

Die Bedeutung zweier solcher Geraden fiir die Bewegung ist auch
noch eine andere; es stehen nimlich nach Obigem die Charakteristiken
der Punkte der einen senkrecht zu den durch die andere gehenden
Ebenen; durch eine blosse Drehung um diese kann ich also jene in
die Lage bringen, welche sie in Folge der unendlich kleinen Bewe-
gung einnimmt, und es bedarf dann nur noch einer Drehung um die
letatere, um auch die andere in ihre Endlage zu bringen; also:

Eine unendlich Kleine Bewegung kann immer ersetet werden durch
die Folge von zwei unendlich Kleinen Rotationen um zwei in Bezug auf
den erwiihnten Complex eimander conjugirte Gerade. (Vgl. § 4.)

Da aber eine jede solche Drehung identisch ist mit einer Verschie-
bung nach der absoluten Polare der Drehaxe, so ist die Bewegung
auch #quivalent mit zwel Translationen nach den absoluten Polaren
zweier solcher conjugirter Rotationsaxen, oder, was nach den Ausfith-
rungen in § 2. dasselbe ist:

Eine unendlich Fleine Bewegung kann immer ersetzt werden durch
zwei Tramslationen, deren Directricen einander in Bezug auf den linea-
ren Complex conjugirt sind, welcher dem zuerst erwihnten Complexe in
Beaug auf die Fundamentalfliiche polar zugeordnet ist; wir wollen dem
entsprechend jenen ersten Complex als den der unendlich Kleinen Be-
wegung zugeordneten Rotationscomplex, den zweiten, ihm absolut con-

Leipzig 1837, Th. 1. § 183), ausgesprochen wurden obige Sitze zuerst von Chasles
(compt. rend. 1843, 1. ¢.); vgl auch Battaglini: Nota sul movimento geometrico
infinitesimo di un sistemo rigido; Rendiconti dell’ academia delle scienze fisiche
¢ matematiche di Napoli, 1870.
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jugirten als den ihr zugeordneten Translationscompler bezeichuen.¥)
Man wiirde zu dem letzteren unmittelbar gelangt sein, wenn man die
den obigen dualistisch gegeniiberstehenden Ueberlegungen durchgefiihrt
hitte.

In der That ist dann jedem Punkte x eine durch ihn gehende
Ebene u zugeordnet, deren Charakteristik in der absoluten Polarebene
von « liegt, wo die # und u durch folgende Gleichungen verbunden
sind:

(9)
und dadurch ist ein linearer Complex:

(10) (a3—ay) pyy + (@,—a) pyy =10

bestimmt, welcher eben dem Complexe (7) absolut conjugirt ist, da in
der Gleichung nur p,, und p,, vertauscht sind. Entsprechend den an
jenen Complex gekniipften Betrachtungen erhalten wir hier die folgen-
den Siilze: ]

Die Bewegung eines Ebenenbiindels (d. h. eines Punlites, betrachict
als Ort der thn umbiillenden Ebenen) lisst sich in jedem Augenblicke
ersetzen durch eine Verschicbung seines Mittelpunktes (Trdgers) nach
cinem durch thn gehenden Strahle und cine gleichzeitige Bewegung des
Biindels in sich (d. L. ohne den Mittelpunkt zu dndern), be: der eine
durch den Punkt gehende Ebene fest bleibt (die ihm durch den Trans-
lationscomplex entsprechende Nullebene). **)

Die Charakteristiken der Ebenen, welche durch eine dem Trans-
lationscomplexe angehirige Gerade hindurchgehen, sind normal zw dieser
Geraden (d. i. schneiden deren absolute Polare).

Die Charalteristik eines Punktes und die Charakteristih der dom
in diesem Complexe zugehorigen Nullebene sind conjugirte Gerade in
Bezug auf denselben. —

Nach dem Vorstehenden ist der lineare Complex fiir die unendlich
kleine Bewegung von fundamentaler Bedeutung; um uns ein deutliches
Bild von den Vorgingen bei einer solchen zu machen, ist es daher
nothig, die in Bezug auf ihn geltenden metrischen Sitze fiir unsere
allgemeine Massbestimmung umzuformen, und wir thun dies im Folgen-
den, indem wir den Complex in seinen Beziehungen zu der Fundamen-
talfliiche 2. Ordnung untersuchen.

Er hat mit jeder Schaar von Erzeugenden derselben zwei Gerade
gemein; im Ganzen also giebt es vier Linien, welche gleichzeitig dem

{9“1 =z, (a3 —a,) ouy = 2,(a,—a,)
o, = &3(a,—a,) ou, =z, (a,—a;),

%) Bei spec. Massbest. kann natiirlich nur der erste Complex auftreten.
*) Die beiden von jenem Strahle an die Fundamentalfiiche gehenden Tau-
centenebenen bleiben ausserdem selbstverstindlich fest.
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Complexe angehdren und auf der Fliche liegen; sie bilden auf dieser
ein windschiefes Viereck, welches durch zwei weitere Gierade zu einem
Tetraéder erginzt wird; diese letzteren sind dann conjugirte Polaren
in Bezug auf die Fliche und in Bezug auf den linearen Complex, denn
durch jede von ibnen gehen zwei Tangentenebenen an die Fliche, deren
Beriihrungspunkte auf der andern liegen, und jede von ihnen schneidet
vier Gerade des linearen Complexes. Diese Verhiltnisse werden aber
nicht gefindert, wenn man statt des betrachteten linearen Complexes
seinen absolut conjugirten wihlt; auch in Bezug auf diesen sind also
die genannten beiden Geraden einander zugeordnet; ich will sie als
Azenpaar des betreffenden lincaren Complexes bezeichnen, sie entspre-
chen der Hauptaxe und deren in der unendlich fernen Ebene gelegenen
absoluten Polaren®) bei specieller Massbestimmung.

Der Definition nach liegen sowohl die absoluten Pole, als auch die
Nullpunkte der durch die eine gehenden Ebenen auf der anderen Axe
des Paares, d. h. bei der von uns zu Grunde gelegten Gleichung der
Fundamentalfiiche und des Complexes ((7) oder (10)) miissen die Glei-
chungen (5) und (6) oder (5) und (9) zusammenbestehen, was nur fir
die beiden Geraden

zy =0, x,=0 und
y, =10, 23=0
moglich ist, also:

Die beiden Hauptaxen einer unendlich Lleinen Bewegung bilden das
Azenpaar der beiden linearen Complexe, welche derselben als Rotations-
und Translations-Complex sugehiren.

Wenden wir auf den Raum eine Transformation an, wie sie durch
die Gleichungen (1) § 2. bestimmt ist, so bestehen zwischen zwei ent-
sprechenden Geraden die Gleichungen

OPir = & D,y
und wegen der Gleichung
oy oy =, 0

haben wir den Satz: Ein lincarer Complex geht durch eine Schrauben-
bewegung um eine Gerade seines Axenpaares in sich selbst tiber (n. 37.)%%).

Allen Ebenen eines Biischels, deren Schnittlinie die beiden Gera-
den des Axenpaares trifft, entsprechen Punkte, die auf dieser Schnitt-
linie liegen, denn diese gehdrt als Gerade, welche zwel conjugirte
Polaren schneidet, dem Complexe an, d. h. sie fillt mit ihrer conjugir-

*) D. h, der Polare des unendlich fernen Punktes der Hauptaxe in Bezug
auf den Kugelkreis.

**) Die beigesetzten Zahlen beziehen sich auf die entsprechenden Sitze fiir
spec. Massh, bei Plicker: Neue Geometric des Raumes, gegriindet auf die Be-
trachtung der geraden Linie als Raumelement, Leipzig 1868 u. 1869.
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ten zusammen; also: Die einem Punkie entsprechende Ebene geht durch
diejenige gerade Linie, welche durch den Punkt senkrecht zu emer Ge-
raden des Azenpaares gezogen werden kawn. Die Nullebenen aller
Punkte, welche gleichen Abstand von einer Axe des Paares Laben, bilden
it dieser gleiche Winkel (n. 41). Das letztere ergiebt sich, da diese
Punkte nach § 2. auf einer Fliche des Biischels

z, 2, + Az, =0

liegen miissen, und die zugehorigen Nullebenen dann eine Fliche des-
selben Biischels umhiillen; diese Ebenen gehen also in der That auch
durch jede Schraubenbewegung um die Axe in einander dber.

Nach § 1. giebt es zu zwei Geraden zwei andere, welche gleich-
zeitig auf beiden senkrecht stehen, niimlich die beiden, welche ausser
den gegebenen Geraden auch deren absolute Polarlinien schneiden.
Sind nun zwei Gerade einander conjugirt in Bezug auf einen linearen
Complex, so sind es ihre absoluten Polaren in Bezug auf den diesem
absolut conjugirten Complex, ihre gemeinschaftlichen Normalen schnei-
den also in jedem Complexe zwei einander conjugirte Linien, d. h. sie
gehbren der durch beide gebildeten Congruenz an; die Directricen die-
ser sind aber die beiden Geraden des den Complexen gemeinsamen
Axenpaares, und somit konnen wir den Satz aussprechen:

Die beiden Geraden, welche gleichzeitig auf zwei in Bezug auf emen
Uinearen Complex conjugirten Geraden senkrecht stehen, schneiden dus
Azxenpaar des Complezes wnd sind also zu den beiden Linien des Paares
ebenfalls normal (n. 43).%)

Die Geraden der erwihnten Congruenz sind noch in anderer Weise
ausgezeichnet, sie bilden ndmlich das gemeinsame Normalensystem der
Flichen 2. Ordnung des Biischels

@, x, + Axyxy = 0.%%)

Eine solche Fliche wird nimlich von einer Ebene « in einem Punkte’

« beriihrt, wenn
puy =1,  puy =2z

puy = puy = A, ,

und der absolute Pol von # ist bestimmt durch:

*) Fiir spec. Massb. zuerst gegeben von Chasles: Propriétés géométriques ete.
Compt. rend. 1843. Vgl. Schweins: Neue Eigenschaft zweier Krifte, durch
welche ein Kraftsystem ersetzt werden kann. Crelle’s J. Bd. 32. p. 227 (1846),
und eine Bemerkung dazu von M&bius, ib. Bd. 36. p. 89.

=%) Thenso, wie bei spec. Massbest. die Linien, welche eine Gerade und deren
in der unendlich fernen Ebene liegende absolute Polare schneiden, gleichzeitig
normal sind zu allen Kreiscylindern, die jene Gerade zur Axe haben.
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QU = 1Y, QUy = Y3
ouy, =1 QUy =1Y,,
also sind fiir die Coordinaten der Verbindungslinie beider Punkte, d. h,
der Normalen des Punktes z:
. Py, =0 und p,; =0, q. e. d.

Besteht die unendlich kleine Bewegung in einer Rotation um eine
Gerade, so werden die beiden zugehdrigen Complexe specielle; z. B.
bei unserer Coordinatenbestimmung fiir eine Rotation um die Axe

2z =0, z,=0,
d. h. wenn

ist, gehen dieselben iiber in:
p,=0und p,y=0.

Bei einer Rotation um eine Axe werden also alle sie schneidenden
Linien senkrecht zu sich selbst versetzt, bei einer Translation nach
einer solcheu alle Linien, welche in den Normalebenen derselben liegen.

§ 4.
Die Zusammensetzung unendlich kleiner Bewegungen.

Die beiden linearen Complexe, auf welche wir im Vorigen gefiihrt
wurden, sind fiir die Natur einer unendlich kleinen Bewegung, sowie
auch fiir die Theorie der Kraftsysteme von Loher Bedeutung; es ist
daher wohl von Interesse zu verfolgen, wie sich die Coordinaten der-
selben aus den Coefficienten einer nicht in kanonischer Form gegebe-
nen Transformation zusammensetzen, zumal da wir die so gewonnenen
Ausdriicke geradezu zur Definition der Bewegung (resp. spiiter eines
Kraftsystems) benutzen werden.

Es sei zu dem Zwecke

s winy == Gy = b.t=20

die Gleichung der Fundamentalfiiche, und die unendlich kleine Trans-
formation durch die vier Gleichungen

(1) dw; = (o121 @e%2 + i3 %s - w4 8) d A

dargestellt. Es ist dann unter Vernachlissigung der Gréssen von
2. Ordnung der Kleinheit

2 — 2 9
a:v—f—d.r - az + = ama'dx?

und damit die Fliche 2. Ordnung in sich tbergeht, muss demnach die
Gleichung

(2) M(,l;-? = Uy Agx
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identisch erfiillt sein, unter M einen beliebigen constanten Factor ver-
standen. Die Vergleichung der Coéfficienten gleicher Producte der z
auf beiden Seiten nach Ausfiihrung der Substitution (1) ergiebt dann
folgende 10 Bedingungsgleichungen®) zwischen den Coéfficienten der
Fliche und denen der Transformation:

2 Maip = B+ Pri) d,
wo zur Abkiirzung gesetzt ist:

®) {ﬁzk == 1 Gy - g Gar ~F U3 s 1 Gy, also
Bri = arreri + apatty; - ars etz + dracia; .
Den Factor 2 M wollen wir mit di zu einer neuen Constanten
J vereinigen und die Bedingungsgleichungen in der Form schreiben:
4) = Bz + i) J .
Um den der Bewegung zugehtrigen Rotationscomplex zu erhalten,
miissen wir die Forderung stellen, dass die Charakteristik eines in der

Ebene u gelegenen Punktes x durch den absoluten Pol y dieser Ebene
hindurchgeht, d. h. es muss sein:

Uy =0
und
Yi = pz: + vdwz;,

wo ¥ mit » durch die Gleichungen

Gy = Qi1 + QizYe + @isys + Aials
verbunden ist. Setzen wir in die letzteren die Werthe von y ein, so wird

Gug = U (G121 Qi+ Qi35+ Gy e)
+ vdi(ai oo+ a0 Dosp i+ s Z oesp 2n - a4 Dewarxr)
und wegen der Gleichungen (3) geht dies tiber in:
ou; = u (@&~ 2T+ G303 4 A1)

+ va2 (Bir 21+ Bise + s 25+ Bia 4)

= X (pau+vdAfi)z.
Damit nun die Gleichung w, = O identisch erfiillt wird, miissen wir

Y= — ?{—; o

setzen; in der That fallen dann, wie es bei einem Complexe sein muss,
wegen der Gleichungen (3) und (4) die Diagonalglieder fort, da ja

) Zwischen den 16 Grossen «;; bestehen also 10 Bedingungsgleichungen, d. h,
es giebt finffach wnendlich viele, unendlich kleine Bewegungen des Rawmes, wie bei
spec. Massbest, Die Bedingung, dass jedes System von Erzeugenden der Fliche
in sich tibergehe, ist bei einer unendlich kleinen Transformation von selbst erfiillt:

Mathematische Annalen, VIL 6
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arr=2J - P
ist, und die tibrigen werden entgegengesetzt gleich:
ay — 2Bad =— (i — 2B::d) .
Die Gleichungen, welche einer Ebene u ihren Nullpunkt % zn-
ordunen, werden alsdann, wenn man @ statt % schreibt:
ou, = X (a; — 2Bud)ur = X2 Buid — a2,
und setzt man hierin schliesslich noch
Qi = 2 Prid — @i = iz — 2 Bird ,

oder
®) Qiz = J (Bri — Bir) = — Qs
so ist der lineare Complex bestimmt durch die Gleichungen:

ouy = -+ @2, + Qs+ Q%

Uy = @y, + -+ G, + A

ouy = Q2 + Q2+ - Q24

ouy = Quy + Q% + Qv+ -
und die Gleichung des Complezes selbst wird:

(6)  @uupys+ Q323+ Quubis + a0+ Q2 P40+ @ozPo3 = 0.

Die Cobfficienten @, sind durch die Gleichung (5) definirt, sie
enthalten also noch einen unbestimmten Factor J, welchen wir als ein
Mass fiir die Grisse der unendlich Kleinen Bewegung auffassen konnen. -
Denken wir uns nimlich die Coéfficienten der Gleichung der Fun-
damentalfiiche absolut bestimmt, so brauchen wir J nur fiir eine be-
stimmte unendlich kleine Bewegung gleich der Einheit zu setzen, um
durch Vergleichung mit ihr die Intensitit anderer Bewegungen zu
messen. Legen wir demgemiss den @ absolute Werthe bei, so ist
eine jede unendlich kleine Bewegupg durch diese 6 Coordinaten des
ihr zugehdrigen Rotationscomplexes vollkommen bestimmt, und wir
werden diese daher geradezu als Coordinaten der betreffenden Bewe-
gung*) bezeichnen.

Den hier gegebenen Ausfilhrungen stellen sich, ebenso wie in § 3.,
sofort dualistische gegeniiber, welche in analoger Weise zur Darstel-
lung des der Bewegung zugeordneten Translationscomplexes fiihren
wiirden. Die Coordinaten desselben, welche immer durch P;; bezeich-
net werden mdgen, kbnnen wir mit demselben Rechte, wie die Qiz als
Coordinaten der unendlich kleinen Bewegung auffassen, und diese zwie-

*) Vgl Klein: Notiz, betr. den Zusammenhang der Liniengeometrie mit der
Mechanik starrer Korper, Math. Annalen Bd. IV. p. 403. — Es werden dann alle
Bewegungen, deren Coordinaten sich nur um einen gemeinsamen Factor unter-
scheiden. durch dieselben Complexe dargestellt,
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fache Darstellung derselben Bewegung wird sich durch alle folgen-
den Betrachtungen hindurchziehen; sie ist fiir die allgemeine projec-
tivische Massgeometrie charakteristisch. Der Zusammenhang zwischen
beiden Darstellungsweisen wird stets durch die Fundamentalfliche ver-
mittelt, indem der eine Complex dem andern (nach § 3.) in Bezug auf
sie polar conjugirt ist; es bestehen demnach zwischen den P;; und
Qi stets die Gleichungen (2) resp. (8) in § 1., in welchen wir nur
M. ; durch @y zu ersetzen haben. Da ferner die P;; urd Q;; nunmehr
absolut gegeben sind, so miissen wir den dort vorkommenden Propor-
tionalititsfactoren ¢ und ¢ bestimmte Werthe beilegen, und zwar wer-
den wir bei der vollkommenen Gleichberechtigung beider setzen miissen :
e=¢ =y A
(vgl. § 1. (10)), so dass wir erhalten:
aCpPP

VAQuy =3 (a,by—b;az) Z(a, b, — b, a,) Pry =i
@ & 5oy

4 A Pap=1(u,bs—b, as) Z(au by —baay) Qps =14 a"@aﬁ
Sind insbesondere die beiden Complexe specielle, d. h. ist (vgl. (13) § 1.)

Q12 @5+ Qs Qo+ Q14Qz3 = P, Py, -+ P Py, + P, Py = 0,

so reducirt sich die Bewegung auf eine Rotation um die Aze (, &, oder
was dasselbe ist, auf eine Tramslation nach dewm Strahle P, wie in
§ 3. an der kanonischen Form gezeigt wurde; wir kénnen nimlich die
dort erhaltenen Resultate simmtlich allgemein aussprechen, da unsere
Operationen durchgingig einen invaranten Charakter tragen. Von
Interesse erscheint hierbei die Frage nack der gleichzeitigen Lransfor-
wmation der Fundamentalfliche wnd der beiden Complexe in die oben
benutzte kanonische Form, eine Frage, welche mit dem bekannten
Probleme der gleichzeitigen Transformation von zwei bilinearen Formen
auf die kanonische Form**) zusammenfillt. Durch den Complex und

*) Ich verstehe immer unter Py den Ausdruck, welcher aus ®p. entsteht,
wenn man P, durch Q4 ersetzt. Geht man von der Gleichung der Fundamen-
talfliche in Ebenencoordinaten aus:

0=1C =ZA4 uu =1abcu? = B, uu,
50 wiirde die Gleichung derselben in Liniencoordinaten:
0={Z(4B—B 40} =04 {2l —2,9,,0,4}%

tritt daher ®,, unten in Verbindung mit @, auf, »o miissen wir statt des letztern

Ausdr ubkes setzen:
Q
KA

Va

**) Vgl. Weierstrass: Berliner Monatsberichte 1868.

6%
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die Fundamentalfiiche sind uns pimlich zwei lineare Verwandtschaften
zwischen den Punkten und Ebenen des Raumes gegeben, und solche
Verwandtschaften lassen sich durch zwei simultane bilineare Formen
darstellen.

Wendet man zwei oder mehrere unendlich kleine lineare Trans-
formationen, welche die Fundamentalfliiche ungedindert lassen, nach
einander an, so entsteht eine neue Transformation durch Addition der
den verschiedenen Transformationen entsprechenden Ditferentiale der

Coordinaten, dargestellt durch: )

dx; = Z(d,‘kdl + C(fkd)-, + d;'de, + .- ).q .
Die Qi sind aber lineare Functionen der Trausformationscoéfficienten,
addiren sich also auch, und, da ganz Analoges fiir die ,; gilt, kénnen
wir unabhiingig davon, ob wir die Beweguug durch die P, oder die
Q.+ gegeben annehmen, den Satz aussprechen:

Unendlich Eleine Bewegungen setzen sich zusammen, indene sich ihre
Coordinaten, die wir in obiger Weise absolut bestimnt denken, addiren.

Es ergiebt sich hieraus auch wieder die § 3. erwiihnte Eigenschaft
«weier in Bezug auf einen der beiden Complese conjugirter Geraden
(vergl. Klein, diese Ann. Bd. IV, 8.409), durch welche die Complexe
eben als Rotatious- und Translations-Complexe charakterisirt waren.

Verschwinden von den Coordinaten ¢, alle bis auf eine, so ist
der entsprechende Complex jedenfalls ein specieller; eine jede der Coor-
dinaten des Rotationscomplexes stellt also eime unendlich kleine Rotution
um eine Kante des Coordinatentetraiders dar (@, um die Kante x, = 0,
z, = 0), und cbenso jede Coordinatc des Translationscomplexes eine un-
endlich kleine Translation nach cimer Kante dessclben®) (¢. B. P,
nach der Kante z, = 0, z; == 0); und dies giebt sofort:

Eine jede unendlich kleme Bewegung kimmen “wer erzeugt denken
durch 6 unendlich Kleine Rotationen wm die Kanten eines belichigen
Tetraéders resp. durch 6 solcke Translationen nach denselben, ein Satz,
der fiir spec. Massb. zuerst von Mobius gegeben wurde**). Bei un-
serer Bestimmung der Bewegung durch ihre Coordinaten erscheint er
als selbstverstindlich.

Wir konnen ihn noch leicht verallgemeinern, da nach einer Be-
nmerkung des Herrn Klein®**) ein linearer Complex vollkommen durch
6 andere solche Complexe bestimmt ist, vorausgesetzt, dass man keinen
linearen Complex angeben kann, der mit allen 6 zugleich in Involution

*) Vgl. eine andere Bedeutung dieser Coordinaten im § 13.
**) Ueber die Zusammensetzung unendlich kleiner Drebungen. Crelle’s J.
Bd. 18. Fir spec. Massbest. gilt natiirlich nur der erste Theil der beiden Sitze.
***) Die allgemeine lineare Transformaticn der Liniencoordinaten. Muth.
Aopn, Bd. IL
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liegt. Als Coordinaten eines siebenten linearen Complexes definirt man
da.nn die simultanen Invarianten desselben in Bezug auf die 6 gege-
benen (d. h. nach § 1. ihre mit gewissen Consta.nten multiplicirten
Momente in Bezug auf dieselben). Da. nun jede unendlich kleine Be-
wegung durch einen linearen Complex dargestellt wird, so haben wir:
Eine jede unendlich Fleine Bewegung kann durch dwselben sechs Schrau-
benbewegungen erzeugt werden, wenn von diesen keine die Folge der
dibrigen oder eimiger unter ihmen ist. Wire dies Letztere der Fall, so
wiirden nimlich die 6 Gleichungen, welche die involutorische Lage
eines Complexes zu den 6 gegebenen Complexen ausdriicken, nach dem
Satze iiber die Addition ihrer Coordinaten auflosbar werden, was wir
ausgeschlossen haben. Von diesen 6 Complexen konnen natiirlich einige
specielle sein; sind sie es alle, so haben wir den Satz von Mdbius:

Ein Kirper kann auf jede mogliche Weise bewegt werden, wenn
er um scchs von einander unabhiingige Gerade yedreht werden Lann
(resp. nach ihnen verschoben werden), d. h. Gerade, die so licgen , dass
sie nicht alle einem sicbenten linearen Cowmplexe angehbren,™) was ja
die Bedingung dafiir sein wiirde, dass sie mit ibm in Involution liegen.

§ 5.
Der Complex der Charakteristiken.

Soll eine gerade Linie Charakteristik eines Punktes sein, so miis-
sen ihre Coordinaten nach § 3. folgenden Gleichungen geniigen:

‘91’12 =z, @y (ay—a)) | 0py = %%, (a, —ay)
(1) \lé’l’ls = 1,25 (@ — ) 0Py = 2,2, (ay—ay)
0Py = %%, (4, — ay) OPa; = L%y (@3 —ay) -

Durch sie kann man jedes der drei Verhilinisse g, ij, f%: auf zwei

verschiedene Weisen mittelst der p,; ausdriicken, was zu drei Glei-
chungen 2. Grades in ihnen Veranlassung giebt, die jedoch denselben
Lomplu zweiten Grades darstellen miissen, da es dreifach unendlich
viele Charakteristiken von Punkten giebt; 1ch kaun die Gleichung des
Complexes demnach in den 3 Formen schrelben

[(a.— ay) (a3—a,) P12 Pyy = (@y—3) (@3 — @))Pi3Pis
@ i(“a"’“x) (a3 — @) ppopsy = (4, — ) (@y—ay) P3Py
(ay—ay) (a;— “z)pwl’u (@y—a,) (35— 1) PosPys »

*) Vgl. Sylvester: Sur linvolution de lignes droites dans 'espace, consi-
derées comme des axes de rotation; compt. rend. t. 52. 1861. Das bei ihm auf-
tretende Involutionssystem von Geraden ist eben nach Plickers Bezeichnung ein

linearer Complex.
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und in der That formt man leicht mit Hiilfe der beiden Identittiten ;
Pi2 P34 + D13 Psg + D1y Po3 = 0

a1+a4=%+@3

jede von ihnen in jede andere von ihnen um. Der so erhaltene Com-
plex ist jener bekannte, dessen Geraden die Ebenen eines bestimmten
Tetraéders, welches dann zugleich die Singularititenfliche des Com-
plexes darstellt, nach constantem Doppelverhiltnisse schneiden. *) Bei
uns ist dies das Coordinatentetraéder; wie man leicht verifieirt, wenn
man beachtet, dass die Punkte der Charakteristik eines Punktes y durch:

und

ox; =y — vdy; = y; (1 — iay)

gegeben sind, wo 4 = v - d4 ein Parameter ist. Fiir die Schnittpunkte
dieser Geraden mit den Ebenen des Tetraéders ist dann

z=z,-—_——(}£(fa=1,2,3,4),

und das Doppelverhiltniss der vier Punkte:

— 14
Ai— 2 (a3—a,) (ay—a,)
= - . also constant.
Ae— Ay (as—ay) (ag—ay)?
Ayi— 2,

Es ist aber der Zibler des rechts stehenden Ausdrucks die simul-
tane Invariante der beiden der Bewegung zugeordneten linearen Com-
plexe in der hier zu Grunde gelegten kanonischen Form: 1 (@, @) oder
4 (P, P), und der Nenner geht aus der Gleichung der Fundamental-

fliche in Liniencoordinaten:
s = (Pyy + 1) + P3Py =0
hervor, wenn man darin die p;; durch die Coordinaten eines jemer
beiden Complexe ersetzt, denn es ist
(@, —a,+a,—a,)? = (@ —ay)+ (a;,— a)]* =2 (a, —a,) (a3—a,),
wegen
@y — s = a; — a, .

Folglich haben wir allgemein fiir dies Doppelverhiltniss:

*) Diesen Complex behandelt zuerst Chasles, er kommt auf ihn als gebil-
det von den Normalen eines Systems von confocalen Flichen 2. Ordnung (Ap. hist.
note 31); Herr Reye erzeugt ithn durch die Verbindungslinien entsprechender
Punkte in collinearen Systemen (Geometrie der Lage, 2. Abth, p. 116); ebenso
tritt er im Texte auf bei unendlich kleinen linearen Transformationen. Den Satz

von der Constanz des erwihaten Doppelverhaltnisses gab Herr Miiller (Math.
Annalen Bd. I, 1869).
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©@.QVa

%0
d. h. es ist das Moment eines linearen Complexes in Bezug auf sich
selbst, oder der Parameter dieses Complexes*), gleich dem Doppelverhdlt-
nisse, nach welchem die auf einer Ebene in threm Nullpunkte errichitete
Normale die vier Ebenen des durch den Complex und die Fundamental-
fliiche bestimmien Tetraéders schneidet. —

Auf denselben Complex wird man gefithrt, wenn man nach den
Geraden fragt, welche Charakteristiken von Ebenen sind, und demnach
aus den Gleichungen
(3) O Qirx = U; Uy (ak — a;)
die u; eliminirt. Wir haben also den Satz:

Ist eine Gerade Charakieristik eines Punkies, so ist sie auch Charak-
teristil: einer Ebene, und umgekehrt.

Hierdurch ist jedem Punkte y eine Ebene v zugeordnet, und jeder
Ebene ein in ihr liegender Punkt der Art, dass beide gemeinsame
Charakteristik haben; withrend der Punkt auf dieser um ein unendlich
kleines Stiick fortschreitet, dreht sich die Ebene um sie®¥); zwischen
den Coordinaten beider bestehen demnach die Relationen:

7

6y = Uty (Ay—ay) = @P3; = 232, (@, — ay)
61y = Uyt (A3 — ;) == 0Py, = %, %, (2, —a,), u.s. 1.

- . : X XLy X .
Driickt man hieraus die Werthe von o 52 5 x-" durch die u aus, so
4 4 4
findet man die betreffenden T'ransformationsgleichungen in der Form:

A3 —a, Yo
=" W=7
@ ! e
ay—ay Qy—ag

., === U, = ——

pu, =R gy =20,

und dies ist jene bekannte Verwandtschaft**#*), welche einem Punkte
eine Fliche 3. Ordnung mit 4 konischen Knotenpunkten entsprechen

*) Wenn wir die Bezeichnung Pliickers fiir den analogen Ausdruck bei
specieller Massbest, gebrauchen wollen; vgl. Neue Geometrie n. 38. — In «
musste noch VA hinzutreten, damit Zihler und Nenner von gleichem Grade in
den Coéfficienten von ® werden; man erkennt dies auch, wenn man letztere in der
kanonischen Form nicht gleich Eins setzt.

##) Die Ebene ist also Osculationsebene der durch den Punkt gehenden
projectivischen Schraubenlinien; vgl. § 6.

#x%) Vergl, zum Beispiel Lie in den Gottinger Nachrichten 1870, 1; Eckardt:
Beitrige zur analytischen Geometrie des Raumes. Math. Annalen Bd. V, p. 30;
Klein und Lie: Sur une certaine famille de courbes et de surfaces; comptes rend.
13, juin 1870,
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lasst, einer Ebene eine Fliche 3. Classe mit 4 Doppelebenen; nﬁ.h?r
werden wir auf sie, sowie auf ihre Beziehungen zu den. durch qle
beiden linearen Complexe begriindeten Transformationen in § 7. ein-
gehen. — o . ) .

Durch die Gleichungen (1) und (8) ist eine emdeutige Abbildung
des Charaliteristiken- Complexes auf die Punkte, resp. Ebenen ers B(m-
mes gegeben., wie sie bei jedem Complexe zu'reiten Grades m.'(')ghc'h 1'st,*)
Es geht dabei jede Gerade durch ihren Blldpun}:t und liegt in }hrer
Ebene, und dadurch unterscheidet sich diese Abbildung von derjenigen,
welche Herr Lie durch eine sogenannte r-Transformation fiir dens?lben
Complex gegeben hat*¥); andererseits ist sie auch von der al]gen}emern
verschieden, welche den Normalen eines Systems von confocalen Flichen
9. Ordnung ihre Fusspunkte zuordnet, indem bei uns der P.unkt eine
ausgezeichnete Lage auf seiner zugehtrigen Geraden hat. Die Ebenen
des Tetraéders sind niimlich hier nicht gleichmissig benutzt, sondern
theilen sich in zwei Paare (z, =0, £, =0 und 2, = 0, z; = 0), so
dass die Schnittlinie der Ebenen des einen die absolute Polare derjenigen
des andern ist, und der Bildpunkt einer Geraden des Complexes st der
eine Doppelpunlit der durch diese beiden Ebenenpuare auf thm bestimm-
ten Involution, wie man durch eine einfache Rechnung nachweist. Der
andere Doppelpunkt dieser Involution ist der absolute Pol der dem
ersteren im Translationscomplexe zugehorigen Nullebene und gleich-
zeitig der Nullpunkt der absoluten Polarebene dieses anderen Doppel-
punktes in Bezug auf den Rotationscomplex. Man sieht aus diesen
Verhiltnissen, dass man jeden Tetraédralcomplex®*), sobald 4 Kanten
des Tetraéders auf der Fundamentalfiiche liegen, durch die Charakte-
ristiken der Punkte des Raumes bei einer unendlich kleinen Bewegung
erzeugt denken kann, dass dann aber einem gegebenen Complexe der
Art nur zwei unendlich kleine Bewegungen zugehtren, je nachdem
man den einen oder den anderen der Doppelpunkte obiger Involution
als Bildpunkt einer Geraden desselben auffasst; vertauscht man die
Punkte mit einander, so vertauschen zugleich die zugeordneten linearen
Complexe ihre Rolle ).

Die Lage des Bildpunktes auf seiner zugehorigen Geraden ist aber

. %), Vgl Xother: Zur Theorie der algebraischen Fuunctionen mehrerer com-
plexer Variabelo. Gittinger Nachrichten 1869, Nr. 15.

*#) Ueber die Reciprocitats-Verhiltnisse des Reye’schen Complexes. Got-
tinger Nachriohten,. 1870,-Nr. 4... Vgl. Reye: Geometrie der Lage, Th. IL p. 125,
1868. : : ST T

‘1. %) Weun wir darunter einen Complex 2. Grades verstehen, dessen Geraden
die Ebenen emes Tetraéders mach constantem Doppelverhiiltnisse schneiden,. <" '
s 9 Gianz apaloge Ueberlegungen: gelten,. wenn. stath: der aaf der-Geradert’
gelegenen Punktreihe, das durch sie bestimmte Ebenenbiischel betrachtet wird.:
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auch noch in anderer Weise charakterisirt. Die Schnittpunkte dersel-
ben mit je dreien der Coordinantenebenen bilden nimlich mit hm auch
ein constantes Doppelverhiltniss*); die Punkte der Geraden sind ge-
geben durch:
oz =y (1—1a),
also ist fiir den Schnittpunkt mit #; = 0: .
1

li’:—
b
a;

und das Doppelverhiltniss von y mit den 3 durch
2y =0, 2;,=0, z,=0
bestimmten Punkten ist demnach:

a —
— 40 ,
a3 —a,

und entsprechend sind die drei anderen Doppelverhiltnisse

ag— ay ay—ay 03—y

Oy = —— o, = = .
T ay—ay? T ag—ay? YT a;—a,

Wegen der Identitit:
a4 + a, = a, + a
bestehen aber zwischen ihnen noch die Relationen:
o, = «, und a, = o, *¥),
und diese Relationen bezeichnen unsere Abbildung als eine specielle

gegeniiber der bei einer allgemeinen linearen Transformation auftre-
tenden, wie sie Herr Reye behandelt.

§ 6.
Die projectivischen Schraubenlinien.

Eine jede Gerade des Charakteristiken-Complexes ist als Verbin-
dungslinie zweier aufeinander folgender Lagen eines Punktes in diesem
Tangente an die Curve, auf welcher sich der Punkt bewegt, d. h. an
eine projectivische Schraubenlinie (§ 2.). Diese Curven selbst sind
dadurch definirt, dass sie durch diejenige lineare Transformation, welche
die betrachtete Bewegung darstellt, in sich iibergefiihrt werden, sie
sind also eine specielle Art der von den Herren Klein und Lie***)

¥) Vgl. Klein und Lie: comptes rend. 13. juin 1870.
#) Sie sind wieder durch die verschiedene Benutzung der 4 Tetraéderebenen
bei der Transformation bedingt.
**+) Sur une certaine famille de courbes et de surfaces. Comptes rend. 6. und
13. Juni 1870. Und: Ueber diejenigen ebenen Curven, welche durch ein geschlos-
senes System von einfach unendlich vielen, vertauschbaren linearen Transformatio-
nen in sich ibergehen. Math. Ann. Bd. IV, p. 50,
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niher untersuchten Gebilde. Bei einer Bewegung einer solchen Schrau-
benlinie in sich geht auch der Complex der Charakteristiken in sich
itber*), da seine Geraden jene Curven umhiillen. Wihrend der einer
solchen zugehtrige Bildpunkt (§ 5.) die Curve durchliuft, bleibt die
Gerade stets Tangente derselben und die zugehorige Bildebene umbhiillt
als Osculationsebene der Curve die von den Tangenten gebildete ab-
wickelbare Fliche; die Schraubenlinie selbst liegt immer ganz auf der
durch einen ihrer Punkte gehenden Fliche des Biischels
@8,y + Azy2y =0,

da ja jeder Punkt sich auf einer solchen bewegt (§ 2.).

Bei der Bewegung geht ein Punkt z nach einander in die Punkte
z + dz und  + 2dx 4 d2?z tiber, wo nun nach § §:

dz; = a;x;d 4, (0 + ay=a, + a;)
d%c.- == aidxidl == a¢2x¢d12 .

Die Integration dieser Gleichungen ergiebt die Coordinaten eines
Punktes einer Schraubenlinie als Functionen eines Parameters A**) in
der Form:

also auch:

*) Es giebt dberhaupt dreifach unendlich viele lineare Transformationen
des Complexes in sich. Eine von den Linien desselben umhiillte Complexcurve
geht dabei im Allgemeinen in eine andere derselben Gattung tber; der Complex
kann also durch die Gesammtheit der dreifach unendlich vielen Curven derselben
Gattung erzeugt angesehen werden (vgl. Lie: Gottinger Nachr. 1870). Im Texte
bilden die Schraubeulinien eine solche Gattung; es sind nur zweifach unendlich
viele, da eine jede von ihnen durch die betreffende Transformation in sich selbst
ibergefiihrt wird.

#*) Eine Ebene
kay—1x; =0
schneidet eine Schraubenlinie in Punkten, welche der Bedingung
keyog® — lego® =0
genugen miissen; fiir diese Schmttpunkte ist also der Parameter 1 bestimmt durch
leg
a ——aa log Ee,®
Bei reeller geradliniger Fundamentalfliche schneidet daher die Curve jede Ebene -
der beiden durch das Hauptaxenpaar bestimmten Biischel nur einmal; es treten
hier fiir «; = ¢* Raumcurven 3. Ordnung auf, welche die Hauptaxen zweimal tref-
fen, — Sind dagegen die von einer Hauptaxe an die Fundamentalfliche gehenden
Tangentenebenen imagingr, d. h. setzen wir
y+ 10 =1kec o+ iff =a,
'y——-id’=lca a«—if=ua,,

A=

80 wird . 5 s
=1 jgr—io__ 1 9
l—ziﬁ'l Ry 6(&rctgy+2nn),

wenn n eine ganze Zahl bedeutet; also be: reeller nicht geradliniger Fundamentale




Projectivische Behandlung der Mechanik starrer Koérper. *91

0 == cie %,

oder da
; = log a,:

) . ox; == cat.
Die hier auftretenden Grossen e; missen der Bedingung

ooy = 8,0y
geniigen; und die ¢; sind beliebige Constante, die wir als Coordinaten
eines bestimmten Punktes der Curve betrachten kdunen. Wihlen wir
statt seiner irgend einen anderen Punkt derselben Curve, so werden
ihre Gleichungen dadurch nicht gedindert; soll demnach eine solche
Schraubenlinie auf einer bestimmten Fliche:
) ax,x, + bx,2; =0
des erwihnten Biischels liegen, so besteht zwischen den ¢ noch die
eine Gleichung:

ac e+ beyez=0,

und jedem Werthsysteme dieser Grossen entspricht eine der einfach
unendlich vielen Curven auf der gegebenen Fliche. Die Tangenten aller
dieser letzteren gehsren nach ciner Bemerkung der Herren Klein und
Lie (comptes rend. 1870) einem linearen Complexe an, durch welchen
dann einem Punkte der Curve seine Schmiegungsebene zugeordnet
wird; dies ist aber dieselbe Relation, welche einem Punkte diejenige
Ebene entsprechen lisst, die mit jhm gemeinsame Charakteristik hat,
und sie ist daher durch die Gleichungen (4) § 5. gegeben. In der

That, soll der Punkt y immer auf der Fliche (2) liegen, so miissen wir
9,9, za —b und ¥,y, zu a proportional setzen, wodurch wir erhalten:

60, = a(a3—a,)Y, 6v, = b(a,—a))y,
60, = b(a,—a,)¥; 60, = a(a; — ag)Y; -
Man leitet dieselben Gleichungen auch leicht direct ab, wenn man

von der Gleichung der Schmlegungsebene des Punktes y aqureht die
hier gegeben ist durch:

@)

Zy &y @ x| B By B Ty

Y1 Y% Y Yy | _ Ch Y% % Y di3=0.
i} dy, dy, dy, dy, L oYy GYy GYs WYy
@y By, dys dy, laj'll sy, a5’Y; &’ J4 ‘

fliche schneiden die Schraubenlinien die Ebenen des einen Biischels (dessen Axe
die Fliche in imaginiren Punkten trifft) nur einmal, die des andern in regelmis-
sigen Intervallen unendlich oft, wie bei spec. Massbestimmung. — Bei imagindirer
Fundamentalfliche endlich werden die Ebenen beider Biischel unendlich oft ge-
troffen.
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Die Gleichung des linearen Complexes, der die Zuordnung vermit-

telt, wird:

4) a(a;—ay)pyy + b(a,—ay) pys = 0;

die Tangenten der auf der Fundamentalfliche gelegenen Schrauben-
linien (@ = b) gehtren also dem der unendlich kleinen Bewegung zu-
geordneten Translationscomplexe an. Aus dem Auftreten des Complexes
(4) ergiebt sich sofort:

Die Schmiegungsebene der Punkte einer projectivischen Schraubenlinie,
in denen sie von einer beliebigen Ebene geschwitten wird, schneiden sich
i einem Punkte dieser Ebene.

Die Normalenebene eines Punktes der Curve ist ihm unmittelbar
durch den Rotationscomplex nach der Definition desselben zugeordnet,
woraus sich der fiir die specielle Massbestimmung bekannte Satz*):
dass die Normalebenen einer Schraubenlinie in ihren Schwittpunkten mit
eer beliebigen Ebene sich in einem Punkte dieser Ebene schneiden, fiir
allgemeine Massbestimmung von selbst ergiebt. Durch dies Verhiiltniss
des linearen Complexes zu den Schraubencurven wird es selbstverstind-
lich, dass er bei einer Bewegung dieser in sich ebenfalls ungeiindert

bleibt (vgl. § 3). Bei einer solchen geht aber auch jedes System von
" Erzeugenden der Fliche 2. Ordnung, auf welcher die Curve liegt, in
sich iiber, und also bleibt eine metrische Relation zwischen einer sol-
chen Erzeugenden und einer Tangente der Schraubenlinie in einem
Schnittpunkte mit derselben ungeéndert, d. h. die Tangenten einer pro-
Jectivischen Schraubenlinie bilden mit den beiden Schaaren von Erzeugen-
den der Fliche 2. Ordnung, auf welcher sie liegt, constante Winkel.
Man verificirt dies auch leicht direct in folgender Weise:

Die Gleichung einer Fliche

ax, %, + bx,x; =0
in Liniencoordinaten ist bekanntlich:
®) (@pry + bpas)® + 4abpopy, =0,
und die Erzeugenden der einen Schaar derselben sind durch die drei
inearen Complexe : ‘
Dy = 0, p3y=0, apy—+bpy=0
gegeben. Sind nun pj; die Coordinaten einer Tangente der Schrauben-

linie, und
Dpp == (D1s + P23)* + 4P13p34 = 0

die Gleichung der Fundamentalfliche, so wird der Cosinus des von p’
mit einer Erzeugenden p gebildeten Winkels, da ja p’ den Gleichungen

(4) und (5) geniigt:

*) Vgl. Chasles: Apercu historique p, 679.
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<Dpp, — a?(ag— ap) — B (a,—a)+4ablay— a,)

V‘%p - Ppp Via-b2 {a2 (@g—a)*+b? (ay—a))* —ab(a;— a,)*— a p (a;— a,)*}
also in der That constant. —

Ganz dualistisch entsprechend hétten wir auch von den Ebenen
ausgehen konuen, welche die abwickelbare Fliche einer Schraubenlinie
umhiillen; ihre Coordinaten stellen sich in #hnlicher Weise mittelst
eines Parameters dar, wie die Punkte der Curve; die Geraden aller sol-
cher Flichen, welche dieselbe Fliche 2. Classe des mehrfach erwihn-
ten Biischels umbhiillen, bilden wieder einen linearen Complex, u. s. f,

Artet die Fundamentalfliche in einen Kegelschnitt aus, so lassen
sich die Schraubenlinien fiir diese specielle Massbestimmung in ganz
shnlicher Weise durch einen Parameter 4 darstellen, wie dies oben
bei allgemeiner Massbestimmung geschah; ist der Kegelschnitt dann
insbesondere imaginiir, so erscheinen also die gewohnlichen Schrau-
benlinien als eine Ausartung der durch die Gleichungen (1) bestimmten
Curven. In der That, sei dieser Kegelschnitt gegeben durch:

2

2
Ugthy — U™ =1,
so wird eine Bewegung dargestellt durch die Gleichungen:
0%y = oYy + &Yy, 0L = Y,
0%y == Uyl 0%y = &Yy,

wenn die Bedingung
0 = a, 0

erfiillt ist. Diese Transformation lisst dann auch jeden Kegelschnitt

der Schaar
Uy Uy — WUy =

und jeden Kegel des Biischels
#y205 — p,t =0

ungeindert, wo die Spitze aller dieser Kegel in dem Schnittpunkte
der beiden gemeinschaftlichen Tangenten der Kegelschnittschaar liegt.
Durch 2 malige Wiederholung derselben Transformation erhalten wir:

0wy = ety + AayetTlyy, @4y = s Ys 5

0%y = @'Y, 0%, = oty ,
und wenn wir dA statt 4 setzen, so wird die entsprechende unendlich
kleine Bewegung gegeben durch:

dax, =(10g PR x4) di, dz,=logay-z,da
@y
dx, = log &, - Z,d2 dx, = log oy - z,d4 .
Die Integration dieser Gleichungen ergiebt die betreffenden Schrau-

benlinien in der Form:
*
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-1
omy = e 4 Aoy

0, = Cyat*

oy = ¢y a3t

QUy == €, at,
worin die ¢; die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve be-
deuten. Man erhilt nun sofort die gewohnlichen Gleichungen der
Schraubenlinie, wenn man den Kegelschnitt imagindr annimmt, d. h.
wenn man setzt:

. e, . o .
L —gtiy Z=a-+1ib Iogi=zu

Ly €4

5 . ey . log % — — 4
Bomg — 1 Ba=g-—14b log—=—1u
Xy y Cy oy

, e oy .
——l=z —‘-:—_:c — == ]
Ly Cy o

. . [v4 . - o s
es sind hier log {—2 und log _* rein imagindr angenommen worden,
1 1

damit die Bedingung
oy oy = 0°
erfillt bleibt. Durch diese Substitutionen gehen unsere Gleichungen
iiber in:
z=ct+a-i
=0 cos uA — bsin ul
y=asinuld 4+ beosul,

und setzt man hierin noch:

d=z—c, at+ b =12, %=h
& __az+tby Q,=ay-bx
@40’ Veete’

so erhilt man schliesslich die bekannten Gleichungen:

& =1 cos >
= W

,

’ = &
Yy =7 Sln'ﬁ'.

Betrachten wir hierin # und ¢ als Parameter, so erhalten wir die
zweifach unendlich vielen Schraubenlinien, deren Tangenten nunmehr
den Complex der Charakteristiken bilden. Zwei Ebenen seines Funda-
mentaltetraéders sind in die unendlich ferne Ebene (x, = 0) zusammen-
gefallen; die beiden anderen sind imaginir, es sind die durch die
Z-Axe gehenden Tangentenebenen an den unendlich fernen Kugel-
kreis.
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8§ 1.

Geometrische Beziehungen zwischen den im Vorigen auftretenden Ver-
wandtschaften,

Wihrend ich bisher bemiiht war, im Allgemeinen ein Bild von einer
unendlich kleinen Bewegung zu geben, wie sie bei unserer Metrik statt-
findet, ist es der Zweck der folgenden Untersuchungen, den Zusam-
menhang der verschiedenen bisher erwihnten Flichen und Complexe
im Einzelnen darzustellen. Besonders werden wir uns iiber die Vor-
ginge in einer Ebene, in der Nihe eines Punktes oder einer Geraden,
als den Grundgebilden der Geometrie Aufschluss zu verschaffen suchen,
und so zu Sidtzen gelangen, wie sie meist fiir specielle Massbestim-
mung von Chasles® u. A. aufgestellt wurden. Unsere algebraische
Behandlungsweise ergiebt dabei leicht eine Reihe von Relationen,
die hier niiher auszufiihren nicht unser Zweck sein kann; es kommt
mir vielmehr darauf an, die fiir specie]le Massgeometrie bekannten
Siitze abzuleiten und, so weit es mir moglich ist, ein anschauliches
Bild des Ganzen zu geben.

Von Interesse erscheint zunéchst die Frage nach denjenigen Punk-
ten, deren Fortschreitungsrichtungen (d. h. ihre Charakteristiken) sich
bei einer unendlich kleinen Bewegung in einem gegebenen Punkte y
schneiden. Den Ort derselben werden wir als Durchschnitt zweier
Flichen in folgender Weise bestimmen: Die Coordinaten der Verbin-
dungslinie von y mit einem solchen Punkte x miissen zu denen der
Charakteristik von z proportional sein, und somit haben wir die Glei-
chungen:

Qxixk(ak — ai) = ZiYr — Yi Xk .
Aus ihnen ergiebt sich:

Yo Y1

Gy — @) = 2 — =
o(a, 1) :c, )
—a) =% _ %
o(a, — ay) z, "z,

also miissen die gesuchten Punkte x wegen der zwischen den a; be-
stehenden ldentitit auf einer Fliche 3. Ordnung liegen, dargestellt
durch die Gleichung:

(1) e e

*) Bulletin universel p. Férussac, Nov. 1830; Apercu hist. Note 25 und 33;
Comptes rendus t. XVI, 1843 p. 1429 und t. 52. 1861 p. 1094; vgl. Jonquidres:
Mélanges de géometrie pure, Paris 1856; Sylvester: Comptes rend. t, 52 p. 741;
Cayley ib. p. 1039; Mannheim: Bulletin de la société math. de France, t, I
1873, p. 106 und Journal de 1'école polyt. cah. 43, 1870.
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Die Fliche ist nur abhiingig von der Lage der Hauptaxen der Be-
wegung im Raume, also dieselbe fiir alle Schraubenbewegungen mit
demselben Axenpaare; ihre speciellen BEigenschaften sind bekannt: sie
hat vier konische Knotenpunkte in den Eckpunkten des Tetraeders (ist
also von der 4. Classe) und enthiilt ausser den Kanten dieses noch 3
in einer Ebene liegende Gerade, von denen jede zwei gegeniiberlie-
gende jener Kanten trifft. Auf eine andere Fliche 3. Ordnung mit
gleichen Eigenschaften fiihrt uns die Betrachtung derjenigen Punkte,
deren Charakteristiken gleichzeitig Charakteristiken von Ebenen sind,
welche durch den Punkt y gehen. Wir erhalten ihre Gleichung, in-
dem wir eine solche Ebene:

Yy + %oy T+ Us¥Ys + Yy, =0
mittelst der Gleichungen (4) § 5. transformiren, in der Form:

I i

und folglich haben wir die beiden Sitze*):

Die Punlkte, welche gemeinschaft- = Die Ebenen, welche gemeinschaft-
liche Charakteristil: mit den Ebenen = liche Charakteristik mit den Punliten
cines Bindels haben, bilden eme emer Ebene haben, wmhillen eine
Fliche 3. Ordmung mit 4 Lonischen.  Fliche 3. Classe mit 4 Beriihrungs-
Knotenpunlten in den Eckpunkten Legelschwitten in den Seiten des Fun-
des Fundamentaltetraéders, die durch — damentaltetraéders  (Steiner’sche
das Centrum des Ebenenbinddls | Fliche), welche die gegebene Ebene
geht.®¥) © berithyt.

*) Bei der vollkommenen Giiltigkeit des Dualititsgesetzes fiir unsere Be-
trachtungen, stelle ich die den gefundenen Sitzen dual entsprechenden ihnen un-
mittelbar gegeniiber. .

*) Wir erhalten diese Fliche fiir spec. Massb., wenn wir beachten, dass die
Lenutzten Transformationsgleichungen gleichzeitiy eimem Punkte seine Schmie-
gungsebene in Bezug auf die durch ihn gehende Schraubeulinie zuordnen. Ist

ndmlich

uE+ovntwl+1=0
die Gleichung des Punktes (¢, 5, {), so sind die Coordinaten der Schmiegungs-
ebene eines Puuktes (i, y, 2) fiir die durch ihn gehende Schraubenlinie mit der

Ganghdhe 2nk:
_ —hy 3 ihe . —1

S T T

und also ist die Gleichung der betreffenden Fliche 3. Ordnung:
h(@n—yE) + (@+y?) (—§) = 0.

Es sind zwei Knoteppunkte der Fliche (2) in den unendlich fernen Punkt der
Centralaxe der Bewegung (2-Axe) zusammengefallen, und hier entsteht dadurch
ein biplaner Knotenpunkt; dasin ibm osculirende Ebenenpaar beriihrt den imagi-
niiren Kugelkreis, denn es ist durch die Gleichung
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Unter den Punkten der Fliche (2) sind auch jedenfalls diejenigen,
deren Charakteristiken durch den Punkt y selbst hindurchgehen, und
nach denen wir oben fragten; den Ort derselben erhalten wir demnach
als Durchdringungscurve der Flichen (1) und (2), und da diese die
6 Kanten des Tetraéders gemein haben, so kann die gesuchte Curve
nur von der 3. Ordnung sein; also:

Die Punkte, deren Chrakteristi-
ken einen bestimmten Punkt treffen,
bilden eine Raumcurve 3. Ordnung;
es sind die Bildpunkte der Erzeu-

Die Ebenen, deren Charalkteristi-
ken in einer bestimmten Ebene lie-
gen, umbiillen eine abwickelbare
I'liiche 3. Classe; es sind die Bild-

genden des durch den betreffenden
Punkt gehenden Complexkegels*)
(vgl. § 5.).

Es ist damit jedem Punkte eine Curve 3. Ordnung zugeordnet,
und alle dicse Curven gehen durch die vier Eckpunkte des Fundgmental-
tetraéders™), da die Charakteristiken dieser Punkte unbestimmt sind.
Eine jede von ihnen beriihrt natiirlich in dem Punkte, zu welchem sie
gehort, dessen Charakteristik und, da sie auf dem durch ihn gehenden
Complexkegel liegt, hat sie die Bildebene dieser Charakteristik zur
Schmiegungsebene; lings™ ihr wird jener Kegel nimlich von dieser
Ebene beriihrt (vgl. unten). Wer kinnen somit fiir einen Punkt die
betreffende Curve 3. Ordnung construiren®**) und kennen dann von der
ihm zugehorigen Fliche (2) ausser dieser Curve 7 auf ihr liegende
Gerade: die 6 Kanten des Tetraéders und die durch den Punkt gehende
Gerade, welche das Axenpaar trifft, und dadurch st die Fliche 3. Ord-
nung vollkommen bestimmt. Dass der Punkt y auch auf der zuletst
erwihnten Geraden liegt, folgt aus den folgenden Ueberlegungen, die

ebenen fiir die Tangenten der in
der betreffenden Ebene liegenden
Complexcurve*).

22+ 9y2=0
dargestellt; die andern beiden Knotenpunkte sind imaginir, es sind die Schnitt-
punkte der absoluten Polare der z-Axe, d.h. der unendlich fernen Geraden der
Ebene 2 =0 mit dem Kugelkreise. Ausser dieser Geraden enthiilt die Fliche
noch die z-Axe, die beiden von dem unendlich fernen Punkte derselben an den

Kugelkreis gehenden Tangenten, und die durch den Punkt (g, 7, §) zur z-Axe
normale Linie, bestimmt durch: ‘

Z2—§¢=0und y¢ —xy=0;
die beiden sonst mit dieser in einer Ebene liegenden Linien sind in die unend-
lich ferne Gerade der X Y -Ebefie hineingefallen.
*) Es ist damit im Folgenden immer Complexkegel und Complexcurve im
Charakteristikencomplexe gemeint.

**) Da bei spec. Massbest. zwei dieser Punkte in den unendlich fernen Punkt
der Centralaxe zusammenfallen, so ist diese Axe Asymptote fiir Jede in obiger
Weise einem Punkte zugehdrige Curve 3, Ordnung; diese sind also immer cubische
Ellipsen.

*#) Vgl. Reye, Geometrie der Lage, II. p. 76.
Mathematische Annalen. VIL 7
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iiberhaupt die Lage der verschiedenen Geraden gegen einander niher
charakterisiren mogen.

Wir bemerken zuniichst, dass die Fliche (1) fiir den absoluten
Pol z der dem Punkte y im Rotationscomplexe zugehorigen Nullebene
dieselbe Rolle spielt, wie die Fliche (2) fiir den Punkt y, denn beide
Punkte sind durch die Gleichungen:

wey =y (@, — a,) pay = ys(ay — a,)
B2y = Yy (@, — as) wey =y, (a, — ay)
mit einander verbunden. Wir konnen daher alles, was wir fiir die
erste Fliche aussagen, auf die zweite iibertragen, wenn wir die Punkte
y und z mit einander vertauschen, so dass es nur néthig ist, eine der
beiden Klichen zu betrachten. -
Die dreifach beriihrende Ebene der Fliche (1) ist durch die Coor-
dinaten :

. 1 1 1

oM = QUy=——m, QUy=—n, QU
gegeben, sie schneidet dieselbe in den 3 Geraden, von denen jede
2 Kanten des Tetraéders trifft; zwei von diesen Linien schneiden sich
im Punkte y, und die dritte, y gegeniiberliegende, ist diejenige, welche
die beiden Hauptaxen der Bewegung trifft*).

Durch die ersteren beiden Geraden geht auch die erste Polarfliche

von y in Bezug auf die Fliche 3. Ordnung, und es ist bemerkenswerth,
dass diese mit der durch y gehenden Fliche des Biischels

-1
1 Yu

2,0y — A5 =10

identisch ist; zu ihnen harmonisch liegen die beiden Geraden, in denen
die Ebene % den zu y gehorigen Complexkegel schneidet. Die eine
ist die Charakteristik des Punktes y und,schneidet die gegeniiberlie-
gende Seite des erwihnten Dreiecks in dem Punkte z, die andere ist
die Charakteristik der Ebene # und schneidet jene Seite in einem
Punkte, dessen Charakteristik sie gleichzeitig ist, und in welchem si¢
die Fliche (2) beriihrt. Letzteres folgt daraus, dass der genannte
Complexkegel diese Fliche iiberhaupt lings der dem Punkte y zu-
gehorigen Curve 3. Ordnung berithrt, wie sogleich gezeigt werden soll.

Durch jeden Punkt z der Fliiche geht namlich im Allgemeinen nur eine
Gerade (seine Charakteristik), deren Bildebene den Punkt y in sich ent-
hilt; denn eine zweite solche Gerade miisste auf dem zu x gehdrigen

*; Auf dieser dritten Seite liegt auch der Nullpunkt von w (im Rotations-
complexe), und durch sie geht die absolute Polarebene von y. — Die hier ohne
‘Beweis angefiihrten Sitze ergeben sich durch einfache Combination der verschie-
denen Transformationsgleichungen,
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Complexkegel liegen; die Bildebenen der Erzeugenden dieses Kegels
schneiden aber (wie in § 8 gezeigt werden wird) alle die Charakteri-
stik von xz; die betreffende Gerade miisste daher in der durch y und
die Charakteristik von z gehenden Ebene liegen und diese zur Bild-
ebene haben, d. h. sie wiirde mit der Charakteristik von z zusammen-
fallen.

Es geht also durch jeden Punkt der Fliche nur eine der betrach-
teten Charakteristiken, und doch muss jede die Fliche in 3 Punkten
schneiden; dies wird dadurch moglich, dass unsere Schlussweise fiir
die Punkte der zu y gehorigen Curve 3. Ordnung ungiiltig ist. Denn
die Charakteristik eines solchen Punktes geht durch y selbst, und die
durch sie und y gehende Ebene wird also unbestimmt.

Da dies auch die einzigen Punkte sind, fiir welche diese Unbe-
stimmtheit eintritt, so schneidet eine jede der Charakteristiken der
Punkte der Fliche dieselbe noch in zwei auf der Curve 3. Ordnung
gelegenen Punkten; also:

Dic Charalkteristiken der Ebenen
cines Biindels bilden das vollstin-
dige Secantensystem der dem Mittel-

Die Charakteristiken der Punkte
eimer Ebene bilden das vollstindige
Schnittliniensystem  der ~ Ebenen,

punktc des Biindels zugeordncten
Curve 3. Ordnung, und eine jede
solche Secante hat ihren Bildpunkt
auf der thm zugehorigen Iliche 3.
Ordnung (2).

welche die der gegebenen Ebene zu-
geordnete abwickelbare Fliche 3.
Classe wimhiillen , und die Bildebene
einer jeden solchen Linie beriihrt
die jener Ebene zugehorige Stei-

| ner’sche Fliche.

Die Charakteristiken der Punkte der Curve selbst, welche deren-
Verbindungslinien mit y sind, kénnen also die Fliche nur in Punkten
der Curve treffen; da sie aber die Fliche 3. Ordnung doch in 3 Punk-

ten schneiden miissen, so schliessen wir:

Der durch einen Punkt gehende
Complexkegel des Charakteristiken-
complexes beriihrt die dem Punkte
sugehorige Fliche 3. Ordnung lings
der ilm zugeordneten Curve 3. Ord-
nung.

Die in einer Ebene liegende
Complexcurve des Charakteristiken-
complexes liegt auf der thr zugehi-
rigen Steiner’schen Fliche; die
dieser lings dieser Curve umschrie-
bene abwickelbare Fliche 3. Classe
ist die der Ebene sugeordnete.

Dieser Kegel schneidet dagegen die Fliche (1) noch in einer zweiten
Curve 3. Ordoung, welche zu dem Punkte # in derselben Beziehung
steht, wie die erste zu y; lings ihr wird also diese Fliche von dem
Complexkegel von # berithrt, u. s. f.

Jedem der gegebenen und auch der noch folgenden Sitze kann
man ferner einen neuen gegeniiberstellen, wenn man bemerkt, dass

7*
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die Beziehung zwischen einem Punkte und der Normalebene seiner
Charakieristik in ihm durch einen linearen Complex, den Rotations-
complex, vermittelt wird; man hat also z. B.:

Die Normalebenen der Charakteristiken der Punkie ciner Fliche
() wmhiillen eine Steiner’sche Fliche; die Charakteristiken dieser
Ebene liegen in der Normalebene der Charakteristil: von y. Und anpa-
loge Sitze konnte man durch Benutzung des Translationscomplexes ab-
leiten, wie hier jedoch nicht weiter durchgefiihrt werden soll.

§ 8.
Fortsetzung. Congruenzen der auftretenden Complexe.

Die mehrfach erwihnte Curve 3. Ordnung kénnen wir auch als
theilweisen Durchschnitt des Complexkegels mit einer anderen Fliche
2. Ordnung erhalten; diese letztere bestimmt sich in folgender Weise:
Wir fragen nach dem Orte der Punkte, deren Charakteristiken eine
gewisse Gerade (p/;) schneiden; die Coordinaten p;; jener geniigen dann
der Gleichung:

D15 P+ P13 Py Puy o+ D3 Pra + Pas Pis + 2250, =0,
und wegen
OPix = $zxk(dk — di}
liegen die Bildpunkte der Linien p auf der Kliche:
(3) -7 (g — ay) (915 B3 @y + D3y By Bo) A= () — @) (D15 2205 — Py 1 2y)
+ (@, — ay) Py’ &2, + (a5 — ay) py @y, =0
Also haben wir den Satz:

Die Punlte, deren Charalteri- Die Ebenen, deven Charakteri-
stiken eine bestimmie Gerade schnei- | stiken eine bestimmte Gerade schnei-
den, liegen auf eimer Fliche 2. | den, beriihren eine Fliche 2. Classe.
Ordnung.

Auf dieser Fliche 2. Ordnung liegen dann alle die Curven 3. Ordnung,
welche den Punkten jener festen Geraden in obiger Weise zugeordnet
sind; und den Geraden, die durch einen bestimmten Punkt y gehen,
entsprechen in dieser Weise Flichen 2. Ordnung, welche alle die dem
Punkte zugehtrige Curve 3. Ordnung enthalten (in der That gehen
auch alle diese blichen durch die 4 Eckpunkte des Fundamental-
tetraéders). Wir werden sehen, dass unter ihnen auch der Complex-
kegel von y enthalten ist, indem dieser mit der der Charakteristik von
y durch die Gleichung (3) entsprechenden Fliche identisch ist; und
auch die Curve 3. Ordnung werden wir von einem neuen Gesichts-
punkte betrachten. Es fithren dazu die folgenden Erdrterungen:

Nehmen wir zwei auf einander folgende Lagen einer Geraden, so
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sif:d die Ptfnktreil'len derselben durch die linearen Gleichungen, welche
die unendlich kleine Bewegung darstellen, projectivisch auf einander
bezogen, -und somit erzeugen die Verbindungslinien entsprechender
Punkte eine Fliche 2. Ordnung. Fassen wir nun diese Geraden als
Schnittlinien aufeinander folgender Lagen von Ebenen auf, so miissen
diese Ebenen gleichzeitig alle Flichen 3. Classe der Schaar beriihren
welche den Ebenen des durch die betrachtete Gerade bestimmtex;
Biischels in der Weise zugeordnet sind, dass die Punkte einer solchen
Ebene gemeinschaftliche Charakteristik mit den die Fliche umhiillen-
den Ebenen haben (vgl. § 7.). Die gemeinsame Developpable dieser
Fliichen besteht aber aus den 6 Kanten des Fundamentaltetragders, die
fiir uns keine Bedeutung haben, und einer Developpablen 3. Classe.
Es folgt also:

Die Chardlteristiken der Punkte e¢iner Geraden sind die Erzeugen-
den eier Fliche 2. Ordnung; jede ist wieder Charakteristik einer Ebene,
wnd alle diese Ebenen umhiillen eine abwickelbare Fldiche 3. Classe, und
entsprechend : Die Charakicristiken der Ebenen cines Biischels erzeugen
eine Fliche 2. Ordnung; jede ist wieder Charalteristid: cines Punktes,
wund alle diese Punkte liegen auf einer Raumcurve 3. Ordnung®).

Hierdurch ist jeder Geraden eine solche Curve zugeordnet; ausser-
dem entspricht auch jedem Punkte derselben eine solche in der oben
angegebenen Weise (§ 7.), und die Secanten dieser letzteren sind die
Charakteristiken der durch den Punkt gehenden Ebenen. Unter diesen
sind nun jedenfalls, wo auch der Puukt auf der Geraden liegen mag,
die Ebenen des durch dieselbe bestimmten Biischels, und ihre Charak-
teristiken miissen daher alle den Punkten der Geraden entsprechende
Curven 3. Ordoung schneiden. Alle diese Curven liegen aber auf der
Fliche 2. Ordnung, welche der Geraden durch die Gleichung (3) zu-
geordnet ist; folglich liegen die betreffenden Charakteristiken ganz auf
dieser Fliche, d. h.:

Die durch dic Charakteristiten der Ebenen cines Biischels erzeugle
Fliiche 2. Ordwung ist identisch mit derjenigen, welche von den Purkten
gebildet wird, deren Charalieristiken die Azxe des Biischels schneiden.
Diese Axe gehort der anderen Schaar von Erzeugenden der Fliche an;
die ihr zugehorige Curve 3. Ordnung schneidet die Charakteristiken
der Ebenen des Biischels nur einmal, wihrend die letzteren von den
den Punkten der Axe zugehdrigen Curven zweimal geschnitten werden.-
Analoges gilt fiir die von den Charakteristiken der Punkte eines Strah-

les erzeugte Flicke.

*) Fiir eine Gerade, welche beide Hauptaxen der Bewegung schneidet, zerfallt
die Curve in diese Gerade und einen Kegelschnitt, da alle den Punkten einer
solchen entsprechenden Flichen 3. Ordnung diese Gerade selbst enthalten.
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Ist eine Gerade Charakteristik eines ihrer Punkte, so schneiden
sich offenbar ihre beiden successiven Lagen in diesem Punkte, und da
diese beiden Linien wieder projectivisch auf einander bezogen sind, so
haben wir:

Gehisrt eine Gerade dem Charakteristiken-Complexe an,
so umbhiillen die Clarakteristiken | so bilden die Charakteristiken der
ihrer Punlite einen Kegelschwitt in | durch sie gehenden Ebenen einen
der Ebene, deren Charalteristi sie | Kegel 2. Ordnung, dessen Spitze
ist (Schmiegungsebene der dureh | im Bildpunkic der Geraden liegt.
den Punkt gehenden Schrauben- |
linie). 1

Die der Geraden entsprechende Curve 3. Ovdnumg [GllE dann mit
der ihrem Bildpunlte zugehirigen zusammen, und der durch diesen
gehende Complexkegel wird mit der Iliche identisch, die seiner Charak-
teristik durch die Gleichung (3) entspricht, d. h. die Charakteristiken
der Punkte des Kegels schneiden die Charakteristik seiner Spitze, und
ebenso: Die Charakteristiken der einen Complexkegelschnitt umbhiillen-
den Ebenen schneiden die Charakteristik seiner Ebene. Ein solcher
Kegelschnitt und die Schnittcurve seiner Ebene mit der Fundamental-
fliche haben 4 Tangenten gemein; zwei von diesen schmeiden sich in
dem der Ebene durch den Rotationscomplex zugeordneten Nullpunkte,
(und man sieht so, wie der Kegelschnitt bei spec. Massbestimmung in
eine Parabel iibergeht, deren Brennpunkt mit dem Nullpunkte der Ebene
zusammenfillt). Die Nullebene eines Punktes nimlich schneidet den
von ihm an die Fundamentalfiiche gehenden Beriihrungskegel in 2 Li-
nien, welche dem Rotationscomplexe angehdren; die Charakteristiken
der Punkte dieser Linien schneiden daher deren absolute Polaren, die
selbst wieder von den Linien (im Berithrungspunkte) getroffen werden;
folglich liegen die Charakteristiken der Punkte einer jeden von ihnen in
einer Ebene, und desshalb miissen die beiden Linien selbst dem Charakte-
ristiken - Complexe angehoren, d. h. in der betrachteten Ebene den
Complexkegelschnitt berithren. Ebenso beweist man , dass die beiden
anderen, gememsamen Tangenten der beiden erwihnten Kegelschnitte sich
in dem ihrer Ebene durch den Tramslationscomples zugehirigen Null-
punkte schneiden; man hav dabei zu zeigen, dass die Charakteristiken
der durch eine jede von ihnen gelegten Ebenen sich in jhrem Berith-
rungspunkte mit der Fundamentalfiiche schneiden. Diese Bezichungen
kénnen wir nun auch in folgender Weise aussprechen:

* Die durch den Charalteristilen-Complex und den Tongenten-Complex
der Fundamentalfliiche bestimmte Congruenz 4. Ordnung und Classe zer-
fallt in zwei Congruenzen 2. Ordnung wnd Classe, von denen Jede einem

der beiden der unendlich Ileinen Bewegung zugehirigen linearen Com-
plexe angehirt. ’
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Wir haben uns hier daranf beschrinkt, die von den Charakteristiken
der Punkte einer Ebene und Punktreihe oder der Ebenen eines Biindels
und Biischels erzeugten Gebilde zu untersuchen; man kdnnte natiir-
lich auch weiter gehen und die Bewegung anderer Fliichen betrachten;
die neue. Lage einer solchen steht dann immer in linearer Beziehung
zu der alten. Man erhilt so z. B.:

Die Charakteristiken der einen Kegel 2. Ordnung beriihrenden
Elbenen bilden eine windschicfe Fliche 4. Ordnung mit einer Doppel-
curve 3. Ordnung; ist der Kegel ein Complexkegel des Charakteristiken-
complexes, so fallt diese Curve mit dem Orte der Punkte zusammen,
deren Charalteristiben durch seine Spitze hindurchgehen, und die wind-
schiefe Fliche geht in die dieser Curve zugehirige abwickelbare iiber.

Da alle Tangenten einer solchen Curve 3. Ordnung dem Charak-
teristiken-Complex angehbren, so konnen wir diesen auch durch jene
Curven, als Complexcurven, entstanden denken; wir kidnnen so den
ganzen Complex behandeln, indem wir diese Curven statt der geraden
Linie als Raumelement einfiihren®). Dabei ergiebt sich, dass alle durch
einen Punkt gehenden Curven unserer Art auf dem Complexkegel dieses
Punktes liegen.

§ 9.
Ueber einige metrische Relationen.

Waihrend wir bisher unsere Aufmerksamkeit wesentlich auf die
geometrischen Verhiltnisse richteten, und bei der Zusammensetzung,
resp. Zerlegung unendlich kleiner Bewegungen nur die gegenseitige
Lage der verschiedenen Gebilde beriicksichtigten, stellen wir uns jetzt
die Aufgabe, die Zusammensetzung der Bewegungen auch der Grbsse
nach zu bestimmen und die metrischen Relationen festzustellen, welche
fir die Vorginge im Raume bei einer unendlich kleinen Bewegung
charakteristisch sind, oder welche zwischen verschiedenen Bewegungen
bestehen miissen, damit sie vereinigt eine bestimmte hervorrufen. Wir
fihren dabei alle Operationen zunichst in der in § 2. gegebenen ka-
nonischen Form der Transformation aus, ohne dadurch der Allgemein-
heit der erhaltenen Resultate Abbruch zu thun; denn alle unsere Aus-
driicke tragen einen absolut invarianten Charakter gegeniiber einer Traus-
formation der Fundamentalfiiche in sich und werden daher durch eipe
Verlegung des Coordinatensystems nicht geiindert. In dieser Weise
leiten wir fiir eine einzelne allgemeine Schraubenbewegung besonders
die Sitze ab, welche den von Chasles fiir spee, Massbestimmung ge-

*) Vgl Lie: Gottinger Nachrichten, 1870,
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gebenen (a. a. O.) entsprechen; es kommt dabei wieder nicht so sehr
darauf an, ihm in allen Einzelheiten zu folgen, als zu zeigen, wie der-
artige Fragen bel unserer projectivischen Avxffassung sich gestalten,

Bei einer unendlich kleinen Bewegung schreitet jeder Punkt auf
einer gewissen Geraden fort und jede Ebene dreht sich um eine solche;
fiir jeden Punkt wird die Grosse seiner Verschiebung im Allgemeinen
eine andere, fiir jede Ebene ihr Drehungswinkel ein anderer sein., Be-
trachten wir jedoch die Bewegung eines Punktes und die einer Ebene,
welche mit ihm gemeinsame Charakteristik hat, so besteht zwischen
beiden eine gewisse Relation.

Das von einem Punkte zuriickgelegte Streckenelement ist nimlich
(vgl. Klein, Math. Ann. IV, p. 618):

. z/ QZ‘, dx_sz Qdm LEE
- Q

X

&

Der Zthler dieses Ausdruckes ist aber die linke Seite der Glei-
chung der Fundamentalfiiche in Liniencoordinaten, geschrieben in den
Coordinaten p;; der Charakteristik von z; es ist also

M e L,

zx
wo wir uns die p;z aus den z und den Coordinaten des benachbarten
Punktes, in den z iibergegangen ist, berechnet denken miissen. Neh-
men wir nun die Transformation in der kanonischen Form an, so
ist bis auf einen unendlich kleinen Factor:

Do = @i, (@ — @)

und
— . 9 (_Pu__ Doz \.
oz =2 (w2, + 2,2,) = 2 Py ~+ -
Durch Einsetzen dieser Werthe in (1) erhalten wir also:
9 T V 0 F 1 F 2 pgz ey — —
( ) & % (6 — @g) Pos - (g — az) Py (a* al) <a3 a2) ’

und entsprechend ist die unendlich kleine Rotation der zugehdrigen
Ebene u gegeben durch:

: 1 Vst @) Fiam0u
©) ©=1 (e "'“at) {L’; + (aa-—,az) 21; (45 — @) (a“ — )

. V(Pu + Pas)® + 4 pp Pay
=1 (@g— ay) Py + (@3—“2);23 (a3 — ) (@ — @) -

Tm Nenner von (2) steht hier die linke Seite der Gleichung des
der Be\Yegung zugeordneten Translationscomplexes, und in der That
kann dieselbe von Q.. nur um einen Factor verschieden sein , da die
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Charakteristiken der Punkte der Fundamentalfiiche dem Complexe an-
gehoren (vgl. § 6., Gl (4)). Ebenso tritt dann in (3) der Rotations-
complex auf.

Besonders charakteristisch fiir eine unendlich kleine Bewegung
sind nun die Werthe von ¢ und @, gebildet fiir eine der Hauptaxen
der Bewegung (fiir die andere vertauschen sich dann nur beide), d. h.
die Grosse der Verschiebung einer solchen in sich und die der Drehung
des bez. Ebenenbiischels um sie. Bezeichnen wir erstere fiir die Axe
z, =0, z,=0, d. h,

Pra =0, p3y, =0, p,, =0

mit ¢ und die Grosse der zugehorigen Drehung mit », so wird:
4) e=4(a,—a), v=4(, —a),
und damit haben wir eine unmittelbare Deutung fiir die Coefficienten
der beiden linearen Complexe in ilwer kanonischen Form. Das Vor-
zeichen dieser Grossen bestimmt uns in Folge dieser Bedeutung den Sinn
der Bewegung; andere ich dasselbe in beiden, so bewegen sich alle
Punkte auf denselben Schraubenlinien, wie vorhin, nur in entgegeu-
geselzter Richtung, und in der That bleiben dann die beiden linearen
Complexe ungeindert; dndere ich dagegen das Vorzeichen von e oder
v allein, so bewegen sich alle Punkte auf Schraubenlinien, die den
vorhin auftretenden gleich, aber entgegengesetzt gewunden sind®);
die zugehorigen linearen Complexe liegen mit den obigen in Involution.

Das Product der Ausdriicke ¢ und @ kionnen wir nun leicht durch
¢ und v ausdriicken. Es ist niimlich, da die Linie p dem Charakte-
ristikencomplexe angehort, also den Gleichungen (2) § 5. geniigt:

Dy = Pa3® + 1,2 + 2 (D12 D3y + Di3 Pio)

o (a,—a) (a3 — @) — (ay — &) (as — @

9 2 ) N
=Py’ + 2+ (ag — ay) (a3 — @) Y PyyPas
oder wegen:

ay + a;=a, 4 ay:
— w2 PR
Dpp = pos® + P1s® + Puy P (a4(a4 @aj(‘f:’_ a:;z\ ’

Das Product der beiden Nenner in ¢ und ® findet man aber
gleich demselben Ausdrucke, noch multiplicirt mit (o, — a,) (a; — a,);
folglich ist
(3) &¢- o =¢-v=Const.

*) Mit e und » steht nach § 5. der Parameter des betreffenden Complexes in
einfachem Zusammenhange, er wechselt sein Vorzeichen mit dem Producte ev.
Je nachdem er also positiv oder negativ ist, konnen wir die linearen Complexe
als links oder als rechts gewundene unterscheiden, wie es Plicker bei spec.
Massbest. that, vgl. ,,Neue Geometrie” n. 48.
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Also: Bei einer unendlich Fleinen Bewegung steht die Grisse der Ro-
tation einer Ebene wm ihre Charakteristil in umgekehrtem Verhiltnisse
zu der Tramslation des Bildpunktes derselben auf ithr®).

Bezeichnen wir nach Gleichung (3) durch o die Grosse der Ro-
tation einer Ebene um ihre Charakteristik p, durch o’ die entspre-
chende Grosse, die sich auf diejenige Gerade p’ bezieht, welche p
vermbge des Rotationscomplexes als conjugirte Polare zugeordnet ist,
so finden wir unter Anwendung der Gleichungen (8) § 3:

mz_{__ﬁ,'z:e‘z_g_vz**),

und ebenso, wenn wir von zwei Linien ausgehen, die einander durch
den Translationscomplex conjugirt sind:
24 &2=1e+0?.

Es geben hier o und @’ die Grosse der beiden Rotationen, durch
welche die Bewegung eines jeden ebenen Punktsystems ersetzt werden
kann (vgl. § 3.), ndmlich Drehung um die Charakteristik der Ebene
und Rotation der Ebene in sich um ihren Nullpunkt; entsprechend
geben ¢ und ¢ die Grosse der beiden Bewegungen, durch welche die

eines jeden Ebenenbiindels ersetzt werden kann, und so haben wir
den Satz:

Bei einer unendlich Fleinen Bewegung ist die Summe der Quadrate
der beiden Bewegungen, welche dabei einem ebenen Punkisystem oder
einem FEbenenbiindel ertheilt werden, constant.

Fir die Zusammensetzung verschiedener Bewegungen betrachten
wir zundchst den einfachsten Fall, wo sich die Axen zweier Rotatio-
nen oder die Directricen zweier Translationen in einem Punkte schuei-
den. Wir ertheilen also einem Punkte z gleichzeitig zwel verschie-
deue Verschiebungen mit den Coordinaten P;; und Pj%, von denen

*) Die Ebene ist hier Schmicgungsebene des Punktes in Bezug auf die durch
diesen gehende Schranbenlinie, also konnen wir diesen Satz auch so aussprechen:
Das Product des Bogenelementes in den Torsionswinkel ist dasselbe fir alle pro-
Jectivischen Schraubenlinien desselben Systems, d. h. fir alle, die durch dieselbe
lineare Transformation in sich iibergehen.

**) Fiir spec. Massh. lautet die entsprechende Gleichung (vgl. Chasles und
Jonquitres a. a. 0.), indem ¢ im Vergleiche zu v unendlich klein wird:
w? -} 0?2 = 2%
es tritt hier also recht deutlich hervor, wie bei allgem. Massb. die Dualitiit in
Jjeder Weise gewahrt wird, indem bei letzterer ¢ und o vollkommen gleichberech-
tigt auftreten. — Diese Quadratsumme, in welcher ¢ und » gleichmissig vorkom-
nen, konnen wir als ein Mass fiir die Intensitit der unendlich kleinen Bewegung

betrachten; und in der That werden wir dazu in § 13. von einem andern Aus-
gangspunkte aus gefuhrt werden,
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die eine ihn in den Punkt 2 + dz, die andere in den Punkt » + dz’
zu bringen sucht. Die Quadrate der Entfernungen der Anfangslage
von diesen beiden Punkten sind dann nach (1):

ds? — Q:?:, dz— Ly Lz dx o Ppp
8§ = oo = g
6) zz zz
( ds'? — Q aw — Q2 R ax . Spp .
Qs =

Bezeichnen wir mit TT;; die Coordinaten der resultirenden Be-

wegung, so dass also (§ 4.):
Ty = P+ P
ist, so folgt, dass auch
(M, TM)=0

wird; diese Bewegung besteht also wieder in einer Translation, ynd
ihre Grosse ist gegeben durch
Com

2
d6? = az.

Setzt man andererseits in dem Ausdrucke fir ds? die Summe

de 4 dz’ statt dz, so ist
Q_Q .
de? =ds* | ds'? — 2 2222 e7

2
QII

— Q4. R

zdz ““rdx’
.

Der Zihler des letsten Gliedes ist nun gleich ®pp, und da
Orr

so ergiebt sich wegen der Gleichungen (6):

@) de? =ds*-}-ds’* — 2 ds ds cos (ds, 45).

Ebenso erbéilt man unter Beriicksichtigung von (6) leicht das
Resultat:

cos (ds, ds')y ==

Ry V Ppp Ppepr — ¢12>_P_'
l/ Ppp Ppep Py

) __sin(ds,ds’) __ sin(de,ds) __ sin(ds’, de)
= T de T as - ds ’

und ganz analoge Relationen folgen, wenn man statt der P die Co-
ordinaten zweier Rotationen einsetzt; also:

Fiir die Zusammensetoung unendlich Fleiner Rotationen oder Trans-
lationen, deren Azen, resp. Directricen sich schneiden, gelten ganz die-
selben Gesetze, wie fiir die Zusammensetzung unendlich Kleiner Rotatio-
nen bei specieller Massbestimmung. Es ist dies eigentlich selbstver-
stindlich, da wir in der Nihe des Punktes z unsere allgemeine
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Massbestimmung durch eine sie in ihm berithrende specielle ersetzen
kénnen®). Die geometrische Construction der Resultante mit Hiilfe des
Parallelogramms diirfen wir jedoch wicht anwenden, da dieselbe nicht
mehr eindeutig ist und liberdies voraussetst, dass bei einer Translation
sich alle Punkte auf parallelen Geraden bewegen.

Schneiden sich die betrachteten Geraden nicht, so ergiebt die
Addition ihrer Coordinaten, wenn man diese als Coordinaten einer
Rotation (resp. Translation) auffasst, nach § 4. einen linearen Complex,
und die resultirende Bewegung besteht in einer Schraubenbewegung
um eine seiner Hauptaxen, welche man in gleicher Weise durch die
Aufeinanderfolge von zwei unendlich kleinen Rotationen um zwei in
Bezug auf den Complex conjugirte Gerade erhalten kann (resp. durch
die von zwei unendlich kleinen Translationen). Zwischen den Grdssen
zweler solcher Bewegungen bestebt dann immer eine constante Re-
lation, wiec man auch die beiden conjugirten Geraden wiihlen mag,
und diese soll hier noch abgeleitet werden.

Sind nimlich ¢,; und @ die Coordinaten zweier Rotationen der
Art, @ und @’ bez. die Grossen derselben, so ist**)

Ve A ,__V“’gm A
O = "—— Q,—‘ —- (1] ——“Q, -,
“Cuu w'u'

wenn u eine durch ¢} gehende Ebene und #’ eine solche durch ¢
bedeutet. Das Product dicser Grossen in das gegenseitige Moment
der beiden Geraden @ und @ ist dann (vgl. § 1)

Ak, Q)
Mgey- 00 = 200: 00
@ Quu ) Qu‘ u!

Fir unsere kanonische Form wird aber wegen der Gleichungen (8)
§ 3. (in denen wir o =1 zu setzen haben, damit die Addition der
Coordinaten die des verlangten Complexes ergiebt):
(& Q)=~—2 Qi @ —2 Q13Q4: + @ Qz.”s + Q?:;, QM
= Q0 + Qu’ Q‘zsl + QH, Qo5 + stl Qn
= (Qu + Q) (Qas + @)

Ferner konnen wir setzen: .
th + Oz’k = i + -Kill')

wenn K,; und K, die Coordinaten von irgend zwei anderen Rotatio-
nen sind, die die verlangte Bewegung hervorrufen. Die Axe K kon-

*) Vgl. Klein: Nicht-Euklid. Geometrie (Math. Ann, 1V), § 14.
** Nach eiver in § 4. gemachten Bemerkung muss hier im Zihler VA als
Factor hinzutreten.
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nen wir speciell so wihlen, dass sie Charakieristik der Ebene u wird,
alsdann schneiden sich @ und K’ im Nullpunkte von w, und wir
konnen als Ebene u’ die durch diese beiden Geraden bestimmte Ebene
nehmen. Drehen wir schliesslich « noch so um @, dass K’ Charak-
teristik von einer Ebene u’ des durch @’ bestimmten Biischels wird,
so haben wir:

Kir = (ax — @) wiuz,  Kir= ( — a;) wiwy
und wegen (8) § 3.:
Quy - Way = Koy + Koy =Ky + Za — Zz Ky = (a5—a,) (uyuy o, uy),

QT Q14,= ut K=K,/ + uKoa =(a,— ay) (w, us'+u,"u’).

Hier stehen aber rechts die Ausdriicke fiir Q;, und Q. , multi-
plicirt mit e resp. v, und folglich wird:

14
_M(QQ‘)-Q‘)-(D =e-v,
und ebenso entsprechend:

Mppy-6-¢ =e-v,

wenn P und P’ die Coordinaten einander conjugirter Translationen
sind, welche dieselbe Bewegung wie @ und @’ hervorbringen, und
g, ¢ die Grossen dieser Translationen bedeuten. Alsp:

Wie man auch eine unendlich Eleine Bewegung durch 2 Rotatio-
nen (rvesp. Tramslationen) erseteen wmag, es hat immer das Product, ge-
bildet aus dem gegenseitigen Momente ihrer beiden Axen (vesp. Direc-
tricen) und der Grisse der beiden Rotationen (resp. Translabionen)
denselben Werth.

Fiir specielle Massbestimmung ist dies der bekannte, von Chasles*)
merst gegebene Satz von der Conmstamz des durch die beiden Rota-
tionen bestimmien Tetraéders. Wir konnen ihn hier jedoch nicht in
dieser geometrischen Form aussprechen; denn tragen wir auf den bei-
den Axen den Rotationswinkeln gleiche, unendlich kleine Strecken ab,
s0 ist der Inhalt des so bestimmten Tetraéders noch von der gegen-
seitigen Entfernung dieser Streckenelemente, also einer endlichen
(]l'OSbe abhangxg, und wiirde sich demnach durch obiges Product nur
ebenso wie bei gewohnlicher Massbestimmung ausdriicken lassen, wenn
wir eine specielle Massbestimmung construiren kionnien, welche die
gegebene allgemeine lings jener Verbindungslinie beriihrt. Das letz-
tere ist aber micht mdglich.

*) Comptes rend, 1843,
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§ 10. .
Specielle Arten unendlich kleiner Bewegungen.

Lisst die Transformation ausser der Fundamentalfliche noch einen
Punkt des Raumes ungefindert, so besteht die Bewegung in einer Ro-
tation wm diesenn Punkt; es geht dabei natiirlich auch der von ihm an
die Fliche gehende Tangentenkegel, die Bertihrungscurve dieses und
die absolute Polarebene des Punktes in sich iiber. Jede Rotalion um
cinen Punlit ist also identisch mit einer Bewegung, bei der eine Ebene
fest bleibt, und wir brauchen nur die eine Art der Bewegung zu be-
trachten; die entsprechenden Sitze fiir die andere ergeben sich dann
einfach durch dualistische Uebertragung. In der Ebene kann man nun
auch bei unserer allgemeinen Massbestimmung eine Bewegung in jedem
Augenblicke ersetzen durch eine Rotation um einen Punkt®), folglich
Lesteht auch cine Rotation des Bawmes win einen Punkt in jedem Au-
genblicke in ciner Drehung um eine durch den Punkt gehende Axe™)
(== Verschiebung lings einer in der absoluten Polarebene des Punktes
gelegenen Geraden), eine Bewegung, welche wir schon oben niher be-
trachtet haben. Die beiden linearen Complexe wurden fiir sie specielle,
und der Charakteristibencomplex zerfillt in diese™*). Nur die Geraden
der durch sie bestimmten Congruenz sind noch gleichzeitig Charakte-
ristiken von Punkten und Ebenen, im Allgemeinen dagegen bilden
erstere den Translations-, letztere den Rotationscomplex, und fiir die
Ebenen des durch die Axe des Translationscomplexes bestimmten Bii-
schels, sowie fiir die Punktreihe ihrer absoluten Polare werden die
Charakteristiken unbestimmt.

Zu anderen Specialfillen der Bewegung werden wir gelangen,
wenn das fest bleibende Tetraéder unbestimmt wird, oder wenn gewisse
Kanten desselben zusammenfallen. Es zeigt sich dies abhingig von
dem Verhalten der Erzeugenden der Fundamentalfiiche bei der Trans-
formation, und wir kbnnen die verschiedenen hier moglichen Fille
demnach schematisch durch die Zeichen

Ll,?j, [1’ 1]’ [m7 2] 2. [w7 1]
darstellen, wenn [«, f] bedeutet, dass « Erzeugende der einen und B
der andern Art bei der Transformation fest bleiben. Wir wollen diese

*) Vgl. F. Klein: Nicht-Eukl. G., § 9., Math. Ann. IV. Fiir spec. Massh.
zuerst gegeben von Joh. Bernoulli: De centro spontaneo rotationis; opera
t IV, 1742

**) Fir spec. Massb. zuerst von d’Alembert: Traité de la précession des
équinoxes. 1749, '

*+%) Wie man sofort erkennt, wenn man in den Gleichungen (2) § 3. etwa
a, == a, setzt.
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Fille nun im Folgenden im Einzelnen durchgehen und dabei hesonders
auf das Verhalten der auftretenden Complexe achten.

I. Es fallen 2 Erzeugende derselben Art zusammen, [1,2]; die
beiden andern bleiben getrennt. Das Tetradder reducirt sich auf 2
Ebenen, von denen jede die doppelt zéhlende Erzeugende und eine der
beiden anderen enthilt. Bei der Transformation gebt also auch das
so bestimmte Ebenenbiischel in sich iiber, und ich kann die Bewegung
gleichzeitig als Rotation um, die Axe dieses Biischels und als Trans-
lation nach derselben auffassen.

Lege ich das Coordinatentetraéder so, dass diese Axe die Schnitt-
linie der Ebenen %, =0, z, = 0 wird, und in diesen die beiden an-
deren fest bleibenden Erzeugenden durch ihren Schnitt bez. mit z, =< 0,
#y = 0 bestimmt werden, so ist die Gleichung unserer Fundamental-
fliche von der Gestalt:

M } e = a3 0,25 + a2y 2, + @02, =0, ‘
und die betreffende unendlich kleine Transformation kdnnen wir in der
Form annehmen:

dz, = a,2,d4 Ay = (e, 2, - &,2,) d4
{ dz, = e,z dA dxy = (a,x, + eyz,) di .

@

Soll dieselbe dieFliche (1) in sich tiberfilhren, d. h. soll die Gleichung
M ax2 = Uz * Qgx

bestehen (vgl. § 4.), so miissen die Coéfficienten der Gleichungen (2)

der Bedingung

) @365+ Ay 0y =0

geniigen. Die so bestimmte Transformation fiihrt aber auch jede

Fliche des Biischels:

“) g3y Ty - g 2y 2y + 05 2y =0

in sich iiber, wenn w ein Parameter ist, d. h. des Bischels von Fli-
chen, deren gemeinsame Durchdringungscurve sich auf obige 3 Er-
zeugende reducirt. Unter den letzteren zihlt eine doppelt, und in
diese fillt auch das Axenpaar der beiden zugehtrigen linearen Com-
plexe zusammen; beide haben in Folge dessen eine speciclle Congruenz
gemein. In der That wird die Gleichung des Translationscomplexes:

V=a,;(et;— ;) P13t (@3 05—y ot Gy (ety—0;)) Pyt oy (06— @) pay =0
und die des absolut conjugirten:
Y+ 2ay (@ —a) py=0.

Man erkennt, dass die Leitlinien der so bestimmten Congruenz in die
Gerade z, = 0, 2, = 0 zusammenfallen.
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Die Gleichung des Charakieristilencomplexes wird in diesem Falle:

(8) wyeypry® + (¢ — &) ppy, =0,
auch er wird also particularisirt, denn seine Singnlarititenfliche be-
steht nunmehr aus den beiden fest bleibenden Ebenen®). Die Gera-
den des Complexes umhiillen natiirlich noch die projectivischen Schrau-
benlinien, und ein Punkt dieser letzteren driickt sich jetzt in Function
eines Parameters 4 aus durch die Gleichungen:
6) | om = ¢est 0w, = ¢t (¢, + deyay)
( L ox, = ¢ e 0wy = ¢} (g + ey
wo die ¢, damit die Curve auf einer bestimmten Fliche des Biischels
(4) liegt, noch der Bedingung:

@y €3 - Gy 006, -+ e e =0
geniigen miissen. Verstehe ich also unter den ¢ die Coordinaten eines
Punktes dieser Fliche, so geben die Gleichungen (6) die durch ihn
gehende Schraubenlinie. Alle diese Curven berithren die Hauptaze der
Bewegung, da fiir A = — oo x, und », verschwinden, wihrend 25 einen
endlichen Werth behilt. )

II. FEs follen die beiden Frzeugenden eines jeden Systems zusam-
men, [1,1]. Alsdann fallen auch alle 4 Ebenen unseres Tetraéders
in eine zusammen; diese moge durch x, = 0 gegeben sein, und die
beiden in ihr liegenden Erzeugenden der Fundamentalfiiche durch ihre
Schnittlinien mit den Ebenen x, = 0 und z; = 0. Die Gleichung
dieser Fliche erhilt dann die Form:

as =, 2 + 26, 8,0, + 2ayy 2,25+ 20y, 8, 2,4 2ay 0,05 =0,

und die Transformationsgleichungen fiir eine unendlich kleine Bewegung,
die jene Ebene fest lisst, werden:

dz, = a0, dA

Az, = (ay 2, + @y 2,) d2

da, = (¢ % + ay25) dA

Ay == (e, ) + @2y + @y2y + ay2,) di .
Damit wieder die Gleichung

Ma? = a 04,

identisch erfiillt ist, miissen die Transformationscoéfficienten folgenden

Bedingungen gentigen:
*) Nr. 18 in der Aufzihlung des Herrn Lie (Ueber partielle Differential-

gleichungen und Complexe § 23.; Math. Ann. Bd, V) und Nr. 14 in der des Herrn
Weiler im vorliegenden Bande der Math. Ann,
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Uay Gy + O35 + @y a, =0
) 31 gy + &yp 8y =0
Oy 3y 1 G304 =0,
und aus den beiden letzten Gleichungen folgt wieder:
) yllyy — €y =10

) Durch eine solche Transformation gehen auch alle Flichen des
Biischels:
9) Uy 81y - Q321 %5 + 0y 24 %y + Ay By Ty + p2,* =
in sich tiber, d. h. alle, welche die Fundamentalfiiiche lings der bei-
den festen Erzeugenden beriihren. Eine solche Fliche aber konnen
wir auffassen als Kugel, deren Centrum auf der Fundamentalfiiche
liegt, so dass dessen absolute Polarebene zur Tangentenebene wird, und
somit kdnnen wir die Bewegung als eine Rofation wm einen unendlich
fernen Punkt betrachten; als solche wird sie in den riumlichen Vor-
gingen eine gewisse Analogie mit der Bewegung parallel einer Ebene
bei specieller Massbestimmung zeigen.

Bei der Transformation bleiben aber auch alle Ebenen des Biischels:
(10) €y &y — Gy 23 + p; =0
fest und folglich auch ihre ebenen Schnitte mit den Flichen-des Bii-
schels (9). Die Punkte des Raumes bewegen sich also in Ebenen,
welche sich in einer Tangente der Fundamentalfiiche schneiden, und
Jjeder in seiner Ebene auf einem Kegelschwitte, welcher den unendlich
fernen Kegelschnitt derselben vierpunktiy berihrt, d. h. auf einem Kreise
mit unendlich grossem Radius*). Fiir die Punkte der Tangentenebene
der Fundamentalfliche in dem gemeinsamen Beriihrungspunkte gehen
die Curven in die Geraden des durch diesen Punkt bestimmten Strahl-
biischels iiber, und in der That muss jede solche Gerade fest bleiben,
da dies fiir 3 Strahlen des Biischels der Fall ist: fiir die beiden Erzeu-
genden der Fundamentalfiiche und die Axe des Ebenenbiischels (10).

Wir konnen demnach die Bewegung auch als Tramslation nach
dieser letzteren oder als Rotation wm deren absolute Polare, die dann
in demselben Punkte Tangente der Flache ist, auffassen. Dem ent-
sprechend zerfilit auch der Complex der Charakteristiken in 2 specielle
lineare Complexe, die einander absolut conjugirt sind: der eine wird
gebildet von allen Linien, welche als Charakteristiken von Punkien
die Directrix der Translation schneiden, der andere von allen, welche
als Charakteristiken von Ebenen die Rotationsaxe treffen. Fir die Cha-
rakteristik eines Punktes ist ndmlich:

*) Vgl. Klein: Ueber die sog. Nicht-Eukl. Geom. § 12, Math. Ann. v,
Mathematische Annalen. VII. 8
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OP1y = U %y®, 0Pz = Uy %i*,
und daher die Gleichung des einen Complexes:
Uy Py — Py =0.
Vermoge der die Bewegung reprisentirenden Formeln ist ferner:
duy = (o3 %, + @gu,) d2
duy = (o3, %5 + eg3uy) d2,
und also die Gleichung des anderen Complexes:

Uy Pys + G Pra =10,
und diese geht, mit «,, multiplicirt, wegen (8) tber in:

Gy Pra + Gy P13 =0,
stellt also in der That die vierte harmonische Gerade zu der Axe des

ersten Complexes und den beiden festen Erzeugenden der Fundamental-
fliche dar.

1. Alle Erzeugenden eines Systems bleiben fest, wnd zwei des
andern, [oo, 2]. Wir konnen hier die in § 2. gegebene kanonische
Form der Transformation beibehalten. Sind nimlich die Geraden
#, =0, £,=0 und 2, =0, ;=0 die beiden festen Erzeugenden
der einen Art, so haben wir nur die Bedingung hinzuzufiigen, dass
jede Ebene der beiden Biischel

x4 Az, =20
2, — Az, =0,
welche auf der Fliche
2%, + X263 =10
die Erzeugenden der andern Art ausschneiden, in sich iibergeht; d. h.

wir miissen setzen:
o, = a, und &; = «,.

Fiir die Charakteristiken der Punkte und Ebenen ist jetzt gleich-

zeitig:
P12 =0 und p;; =0,

es giebt also nur noch 2-fach unendlich viele Linien der Art; jede
Gerade, welche der durch die beiden festen Erzeugenden bestimmten
linearen Congruenz angehdrt, ist zugleich Charakteristik aller ihver
Punkte und aller durch sie gehenden Ebenen, d. h. jede Gerade dieser
Congruenz wird bei der Bewegung in sich verschoben, withrend sich das
dwrch sie bestimmite Ebenenbiischel um sie dreht, und zwar ist die Ver-
schicbung immer gleich dieser Drehung. Denn es wird auch
i b Gy — Gy = QA3 — Gy,

V=€



Projectivische Behandlung der Mechanik starrer Korper. 115

und folglich auch nach § 9.:

E= 0,

wo @ den Torsionswinkel der durch einen beliebigen Punkt gehenden
projectivischen Schraubenlinie und & das Bogenelement derselben in
diesem Punkte bedeutete. Je mehr also diese beiden Grossen bei einer
Schraubenlinie sich demselben Werthe nzhern, um so flacher wird die
Windung derselben, bis sie, wenn ¢ = @, in eine Gerade libergegangen
ist, die man dann als eine nicht gekriimmte, aber tordirte Curve auf-
zufassen hat.

Die beiden einer unendlich kleinen Bewegung dicser Art zugehirigen
linearen Complexe fallen hier in einen zusammen, dessen Gleichung wird:
Pyt Py =03
er enthilt alle Erzeugenden des fest bleibenden Systems der Funda-
mentalfliche und ist sich selbst in Bezug auf diese polar conjugirt.
Jeder Linie der erwihnten Congruenz entspricht in Bezug auf ihn
und die Fliche dieselbe Gerade, und man kann demnach die Bewegung
des Rawmes ersetzen durch eine unendlich Eleine Verschicbung nach einer
Geraden jener Congruens®) und eine ihr gleiche Drehung wm dieselbe,

Es folgt aber auch, dass, sobald dies der Fall, d. h. e = » ist,
die Bewegung immer von der hier betrachteten Art ist, denn wegen

. a;+ a =03+ a,
folgt dann wieder:
a,=a, und a; =a, .

Hitten wir e — — v gesetzt, so wiirde die andere Schaar von
Erzeugenden bei der Bewegung fest geblieben sein (§ 5.); durch die Wahl
des Erzeugendensystems wird der Torsionssinn der Bewegung bestimmd.

1V. Alle Erzeugenden der einen Awt bleben fest, und die beiden
fest bleibenden der andern Art fallen zusamamen, [oo, 1]. Die eine
solche Bewegung darstellende Transformation erhalten wir aus der im
Falle [1, 2] gegebenen, wie die vorige aus der allgemeinen Form. Es
muss hier jede Ebene des Biischels:

2, + Az, =0
in sich iibergehen, also
oy = &y
sein. Der Charakteristilencomplez (5) geht dadurch iiber in
2y =03

da ich die Bewegung aber auch als Grenzfall von [oo, 2] auffassen
kann, so miissen die Charakteristiken der Punkte und Ebenen auch

«} Mit Auspahme der ihr angehirigen einen Schaar von Erzeugenden der

Fundamentalfiiche.
8 *
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hier eine lineare Congruenz bilden; und in der That erha.lte ich diese,
da die Coordinaten p,; und p,, einer solchen Charakteristik hier durch

OPy3 == &3 T, 2, OPyp == Uy %4
gegeben sind, und diese Geraden also auch dem Complexe angehdren:
(11) ey pig — s P =0.

Alle Punkte einer Geraden der Congruenz bleiben daher, wie im
vorigen Falle bei der Bewegung auf dieser Geraden, alle durch sie
gehender Ebenen werden um sie gedreht. Der Complex (11) ist iden-
tisch mit dem Complexe:

@y Pyo + Q3 P13 =0,

welcher die Schaar der festen Erzeugenden enthilt, seine Gleichung
fallt mit dieser wegen der Identitdt (3) zusammen.

Die beiden letzten Arten der Bewegung, bei denen alle Punkte
des Raumes auf Geraden fortschreiten, kdnnen wir gewissermassen
als Uebergang zu der gewdhnlichen Translationsbewegung auffassen,
wihrend dieser Uebergang andererseits, insofern die letztere als Drehung
um eine unendlich ferne Gerade zu betrachten ist, durch den Fall
(1, 1] vermittelt wird. Ueberhaupt ist es fiir die Natur der allgemei-
neren Massbestimmung charakteristisch, dass die Ueberginge gestalt-
licher Gebilde zu specielleren Formen, wie sie durch ihr Verhiltniss
zu den unendlich fernen Elementen bedingt werden, reichhaltiger und
mannigfacher sind, wihrend wir bei specieller Massbestimmuug mehrere,
sonst verschiedene Schritte gleichzeitig ausfithren.

§ 11.
Usber Begriff und Mass der Kraft.

Wenn wir den Begriff der Kraft fiir unsere allgemeine Massbe-
stimmung genau feststellen wollen, kommt es darauf an, das ihm bei
der gebriuchlichen Vorstellung nur in Folge der speciellen Natur un-
serer Massgeometrie Anhaftende von ihm zu trennen und so die Seiten
des Kraftbegriffes zu kennzeichnen, welche unabhiingig davon be-
stehen bleiben, eine Aufgabe, deren Lésung uns die bisher gewonne-
nen Anschauungen {ber unendlich kleine Bewegungen -ermdglichen
werden.

Wir stellen uns die Kriifte in der Regel geometrisch durch Strecken
von endlicher Linge dar, welche an eine bestimmte Gerade gekniipft
sind, auf ihr aber beliebig verschoben werden kiomnen. Es ist dies
besonders von Nutzen, um die Regeln fiir die Zusammensetzung der-
selben durch einfache Constructionen veranschaulichen zu kbunen, zu-
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mal, um der Theilung des Winkels von zwei convergirenden Kraft-
richtungen in dem Satze vom Parallelogramme der Krifte einen ein-
fachen Ausdruck zu geben; dieser bildet dann weiterhin, als Axiom
an die Spitze gestellt, die Grundlage fiir die Lehren der Statik. Nach
demselben Gesetze aber geschieht auch die Zusammensetzung unend-
lich kleiner Rotationen um sich schneidende Axen, und es ist dadurch
jene Analogie zwischen der Theorie der Krifte und der der Elemen-
tarrotationen begriindet, die schon in der Einleitung hervorgehoben
wurde.

Da nun alle auf Drehungen oder tiberhaupt anf Winkelrelationen
beztiglichen Sitze bei unserer Verallgemeinerung der Massbestimmung
wenig oder gar nicht geéindert werden, so bestimmen wir auch bei
dieser die Resultante verschiedener Krifte ebenso wie die verschiede-
ner Elementarrotationen. Schneiden sich insbesondere die Directricen
zweier Krifte, d. h. die Geraden, nach denen sie wirken, so werden
wir demnach den von ihnen gebildeten Winkel in demselben Verhilt-
nisse theilen, wie dies bei specieller Massbestimmung geschieht; denn
diese Beziehung blieb ja auch fiir unendlich kleine Rotationen bestehen.
Wir diirfen diese Theilung jedoch nicht mit Hiilfe der Constrnction
des Parallelogramms ausfithren; eine solche ist vielmehr nur noch fiir
unendlich kleine Streckenelemente erlaubt. Demgemiss werden wir
uns eine Kraft geometrisch auch nur durch eime wnendlich Fleine, ihy
proportionale und auf ihrer Directriz vom Angriffspunkte aus abge-
tragene Strecke darstellen, die wieder, wie wir unten sehen werden, be-
liebig auf der Directrix verschoben werden kann. Bei dieser Vorstel-
lung stellen wir nunmehr obiges Princip der Amnalogie in folgender
Form auch fiir unsere Betrachtungen als Grundsatz an die Spitze:

Die Zusammensetzung der Krifte geschieht nach denselben Gesetzen
wie die der umendlich FKleinen Rotationen. Die letzteren sind bei all-
gemeiner Masshestimmung dieselben, wie die fir unendlich kleine
Translationen, was in der thatsichlich gegebenen Geometrie nicht der
Fall ist; sondern in ihr besteht ein wesentlicher Unterschied, indem
z. B. zwei Translationen nach beliebigen Geraden im Raume immer
wieder eine neue Translation hervorrufen. Es liegt dies daran, dass
bei einer solchen alle Punkte des Raumes sich gleichzeitig auf paral-
lelen Geraden bewegen, und wir von diesen eine jede als Directrix der
Bewegung betrachten konnen. Dadurch steht die Translation dem
Kriiftepaare ebenso coordinirt gegeniiber, wie die unendlich kleine
Rotation der einzelnen Kraft. In der That schliesst der Begriff des
Kriftepaares gleich dem der Translation ein gewisses Mass der Beweg-
lichkeit ein, indem die Ebene des Paares beliebig parallel zu sich
selbst verschoben werden kann, ohne die Wirkung desselben zu in-
dern. Denn diese besteht ja in dem Streben, eine Drehung um eine zu
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dieser Ebene senkrechte Axe hervorzurufen, wobei jedoch keine aller
dieser Parallellinien als Drehaxe vor den iibrigen ausgezeichnet ist.
Bei allgemeiner Massbestimmung dagegen tritt ebenso eine bestimmte
Directrix der Translation auf, wie eine Axe der Rotation, und dem-
gemiiss werden wir auch den der Translation coordinirten Begriff des
Kriftepaares fallen lassen und dafiiv den einer Drel- oder Rotations-
Kraft einfiihwen, welcher nunmehr eine bestimmie Aze zukommt™); ihr
gegentiber werden wir die bei spec. Massbestimmung allein auftreten-
den Krifte, welche nach einer Geraden wirken, als Translationskriifte
unterscheiden Diese wirken auf einen Punkt ihrer Directrix; als An-
griffsobject einer Drehkraft halen wir dagegen eine durch ihre Aze
gechende Ebene aufzufassen, die wir im Folgenden als Angriffsebene™™)
bezeichnen werden. Eine Drehkraft steht einer Translationskraft dann
ebenso dualistis¢h gegeniiber, wie eine Rotation einer Translation, und
dem entsprechend gilt der Satz: Eine um eine Aze wirkende Rotations-
Lraft ist identisch mit ciner nach der absoluten Polare dieser Aze wir-
Tenden Translationskraft.

In Folge dessen ist die Zusammensetzung fir beide Arten von
Kriiften genau dieselbe, und wir konnen unseren Fundamentalsatz
nunmehr auch allgemeiner folgendermassen aussprechen:

Rotations- und Translationskrifte setzen sich zusammen wic unend-
Uch kleine Translationen oder Rotationen.

Ebenso wie die Translationskriifte durch Streckenelemente, werden
wir uns dic Rotationskriifte durch ihmen proportionale, wnendlich Kleine,
um ithre Axen gemessene Winkel geometrisch darstellen; und diese geo-
metrische Repriisentation giebt uns dann ein Mass fiir die Infensifdit
einer Kraft, sobald wir eine bestimmte Kraft als Einheit zu Grunde
gelegt haben; diese Intensitit selbst ist natiirlich stets eine endliche

¥ Vgl. Klein: Zur Mechanik starrer Korper; Math. Ann. Bd. IV, p. 403.

#) Fir spec. Massb, fillt dieser Begriff durch die Unbestimmtheit der Axe
des Kriftepaares vollkommen fort; ein solches wirkt nicht unmittelbar auf ein
einzelnes Raumelement,;wie die einzelne Kraft auf einen Punkt, sondern kann
nur in seiner Wirkung auf einen festen Kérper, oder wenigstens 2 mit einander
fest verbundene Punkte gedacht werden. Mit Recht vermisst daher Hr. Diih-
ring (Kritische Geschichte der allgemeinen Principien der Mechanik, Berlin 1873,
p. 424 ff)) eine unmittelbar anschauliche, vollig klare Vorstellung von der Be-
wegungswirkung eines Paares in dem Poinsot’schen Systeme; aber man darf
bei der Beurtheilung desselben auch nicht vergessen, dass in der Begriindung und
Veranschaulichung der Theorie der Kriftepaare wegen des undualistischen Cha-
rakters unserer Massbest. nicht mehr gefordert werden kann, als Poinsot und
Mdbius (Crelle’s J. Bd. VII, p. 205 und Statik I, Cap. 2) gegeben haben. Das
Kriftepaar soll eben nur, soweit es mdglich ist, den nothwendig fehlenden, an
ein bestimmteres Object gebundenen Begriff der Drehkraft ersetzen.
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Grosse und nur proporfional jenen unendlich kleinen Winkeln und
Strecken, gleichwie auch die Intensitit einer unendlich kleinen Be-
wegung als eine endliche aufgefasst werden konnte, sobald eine be-
stimmte Bewegung der Art als Einheit gewihlt war.

Der weitere Ausbau der Theorie der Krifte geschieht nunmehr,
indem wir unser Princip der Analogie weiter verfolgen. Demnach
werden wir eine Kraft bestimmen durch die 6 Coordinaten (P resp.
Qi) ihrer Directriz vesp. Aze, welche wir dann als Coordinaten der
Kraft®) bezeichnen, und denen wir absolute Werthe beilegen. Wir mes-
sen die Intensitit einer Trawslationskraft P durch ein auf ihr vom
Angriffspunkte 2 aus abgetragenes Streckenelement, d. h. es ist (vgl.
§ 9.): o

P? = QI;P ’

xT

und entsprechend messen wir die Infensitit einer Rotationskraft
durch einen um sie von der Angriffsebene % aus angetragenen unend-
lich kleinen Winkel, d. h. es ist:

Pg0- 8

sz Q

Verschieben wir das betreffende Linienelement auf der Directrix, so
geschieht dies durch eine Transformation der Fundamentalfiiche in
sich selbst; und gegen eine solche zeigt der Ausdruck fir P einen
absolut invarianten Charakter, also (da Analoges fir ¢ gilt):

Die Wirkung einer Krafft ist unabhdangig von der Lage ihres An-
griffspunktes auf der durch ihre Directriz gegebenen Punlitreihe, resp.
von der Lage threr Angriffsebene in dem durch hre Aze bestimmicn
Ebenenbiischel.

Der Umstand, dass in obigen Ausdriicken fiir P und ¢ stets die
Coordinaten des Angriffspunktes, resp. der Angriffsebene der Kraft
vorkommen, zeigt, dass die Zusammensetzung der Kriifte ihrer Grosse
nach nur einfach ldsbar ist, wenn ihre Directricen gegen einen
Punkt convergiren, resp. ihre Axen in einer Ebene liegen. Dem
entspricht das Verfahren von Poinsot, wenn er die allgemeine
Zusammensetzung von Kriften ermoglicht, indem er sie sich selbst
parallel in denselben Angriffspunkt verlegt und die dadurch ent-
standene Aenderung im Kraftsysteme durch Hinzufiigung von Krifte-

.

/2
UU

%) Vgl. fiir spec. Massbest. Plicker: Phil. Transact. 1866; Battaglini:
Sulla composizione delle forze. Rendiconti della r. accademia delle sclenze fis. e
mat. di Napoli. Febr. 1869. Die bez. Arbeit von Cayley (On the six coordina-
tes of a line. Cambridge Transactions. Vol X1 1868) war mir nicht zuging-
lich. — Ueler die Bedeutung der einzelnen Coordinaten vgl. § 13.
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paaren wieder aufhebt. Die Einfachheit dieses Verfahrens beruht aber
nur in dem grosseren Masse von Beweglichkeit, welches dem Begriffe
eines Kriiftepaares eigenthiimlich ist, indem es dadurch mdglich wird,
zn beliebig vielen, beliebig gegebenen Kriftepaaren stets ein resulti-
rendes Paar zu finden. Es gelingt jedoch bei unseren oben angenom-
menen Drehkriften®) ebensowenig, wie bei den thatsiichlich vorhande-
nen Translationskriiften, stets eine einzige resultirende Kraft anzu-
geben, und deshalb konnen wir die Methode von Poinsot in unseren
tolgenden Untersuchungen nicht anwenden.

§ 12.
Kraftsysteme. Theorie der Momente.

Nachdem wir die Krifte durch ihre Coordinaten definirt haben,
konnen wir unser Pincip der Analogie auch in folgender Gestalt aus-
sprechen:

Kryiifte setzen sich susammen, indem sich ihre Coordinaten addiren,
wobel natiirlich nur Coordinaten gleichartiger Krifte mit einander
vereinigt werden diirfen; und insbesondere haben wir:

Kriifte, welche an demselben Punlte (derselben FEbene) angreifen,

*) Poinsot weist auf die Moglichkeit hin, die Kraft nicht ,als Ur-
sache einer Translation, sondern als die einer Rotation® aufzufassen und so die
Statik in neuer Form aufzubauen (vgl. seine Théorie nouvelle de la rotation des
corps, chap. I.), @hnlich wie es ihm gelungen war, von der Drehung als selb-
stindigem Begriffe ausgehend, die Theorie der Rotationen zuerst in einfacher
Weise darzustellen. Die wirkliche Durchfiihrung dieses Gedaukens aber war nach
den im Texte gegebenen Erdrterungen nicht moglich; und aus diesem Grunde
leiden auch die Betrachtungen Pliicker’s an einer gewissen Unklarheit (vgl den
Schluss der Abhandlung: On a new geometrie of space, Phil. Transact. 1865;
Fundamental views regarding mechanics, ib. 1868; Neue Geometrie etc., Leipzig
1868, 69, n. 25, Vgl. anch hierdber Klein Math. Ann. Bd. IV, p. 403). Aus-
gehend von Vorstellungen der neueren Geometrie, setzt er allenthalben vollkom-
mene Dualitdt voraus und kommt so naturgemiss zum Begriffe einer Drehkraft,
die an einer Ebene angreift. Er zerstért diesen aber wieder, indem er eine
solche Kraft mittelst einer Translationskraft, welche an einem Hebelarme mit
festem Punkte wirkt, za definiren sucht. Andererseits nihert er sich den Forde-

rungen unserer allgemeinen Massbest., indem er fiir Drehkriifte eine Massbest.
voraussetzt, die auf den Kegel

@4y 42 =0
beziiglich ist, und so die Intensitit derselben durch einen Ausdruck

m — u)* + @ — v (0 — w2

wisst, also in einer solchen Massbest. durch eine Winkelgrosse, wie auch wir es
im Texte thaten.
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haben eine durch diesen Punlit gehende (in dieser Ebene liegende) Resul-
tante. Bei zwei Kriften P und P’ ist dieselbe gegeben durch:

(1) R?= P*+ P'?—2 PP cos (P, P),

und es gilt die Relation:

. sin (P, P") sin (R, P) sin (P’, R)

@ A

Diese Gleichungen gelten ebensowohl fiir Translations- wie fir Ro-
tationskrifte. — Sind die Directricen, resp. Axen der Krifte beliebig
im Raume vertheilt, so kdnnen wir, indem wir eine Rotationskraft
durch eine Translationskraft nach der absoluten Polare jhrer Axe er-
setzen, alles auf Translationskrifte allein gpuriickfiihren, und die Ad-
dition ihrer Coordinaten ergiebt dann 6 Grissen, welche wir als Coor-
dinaten des Kraftsystems bezeichnen wollen, und die wir als Coordi-
naten eines linearen Complexes auffassen konnen. Das Kraftsystem
ist dawm dquivalent mit zwei Translationskriften, welche nach zwei in
Bezug auf den Complex conjugirten Geraden wirken, oder, was dasselbe
ist, mit zwei Rotationskriften um zwei in Bezug auf den absolut con-
jugirten Complex einander zugeordnete Gerade. Auf den letzteren linea-
ren Complex werden wir unmittelbar gefithrt, wenn das Kraftsystem
durch lauter Rotationskrifte gegeben ist; wir werden ihn den dem
Kraftsysteme zugehirigen Rotationscomplex und den andern den thm zu-
gehirigen Tramslationscomplex®) nennen und wieder die Coordinaten
des ersteren durch @;;, die des letzteren durch P;; bezeichnen. Allen
Kraftsystemen, deren Coordinaten sich nur um einen gemeinsamen
Factor unterscheiden, gehtren hiernach dieselben linearen Complexe zu.
Sind dieselben specielle, so ist das Kraftsystem ersetzbar durch eme ein-
zelne Kraft.

Da die Coordinaten eines Kraftsystems durch Addition der Coor-
dinaten einzelner Krifte gewonnen sind, so gilt auch der Satz:

Kraftsysteme setzen sich zusammen, indem sich ihre Coordinaten
addiren.

Auch fir die Grossenverhilinisse zweier einem solchen Systeme
dquivalenter Krifte gelten analoge Sitze, wie fiir unendlich kleine
Bewegungen; also: Das Product des Momentes zweier conjugirter Kraft-
Directricen oder -Azen in die Intensititen der bez. Kriifte 1st constant,
wnd gleich dem Producte der wm eine Hauptaze des Complexes wirken-
den Drehkraft in die nach ihr wirkenden Translationskraft, wenn man

#) Bei spec. Massbest. kann natiirlich nur der letztere auftreten. — Ipspfern
dieser dann zur Reprasentation des Kraftsystems dient, wird er auch als Dy(mme
bezeichnet; vgl. Plicker a. a. O. und Battaglini: Sulle diname in involuzione,
Atti della r. accad. di Napoli, vol. 1V, 1869.
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diese beiden Krifte, was ja stets moglich ist, ebenfalls dem Systeme
iquivalent nimmt*).

Je nach der Lage der den beiden linearen Complexen gemein-
samen Hauptaxen haben wir ebensoviele specielle Arten von Kraft-
systemen zu unterscheiden, wie oben von unendlich kleinen Bewegungen
(vgl. § 10.): die Hauptaxen konnen in eine Erzeugende der Funda-
mentalfiiche zusammenfallen (Fall I), die Fliche beide in demselben
Punkte berithren (II) (wo dann die Complexe specielle sind), oder end-
lich unbestimmt werden (JII und IV). Wihrend wir also bei spec.
Massbestimmung nur zwischen Kraft (resp. Kriftepaar) und Kraft-
system zu unterscheiden hatten, ist uns hier eine Reihe von Ueber-
gangsfillen gegeben; #hnlich wie wir oben (§ 10.) die Falle [1, 1],
[oc, 2] und [oo, 1] als Uebergang zur gewdhnlichen Translation auf-
fassen konnten. Ein Beispiel fiir die Verwerthung solcher besonderer
Kraftsysteme wird uns sogleich die Theorie der Momente bieten, welche
* gleichzeitig die statische Bedeutung der den beiden zugehdrigen Com-
plexen angehtrenden Geraden erkennen lassen wird.

Als Dyrelmoment einer Kraft in Bezug auf cine Azc definiren wir
gewdhnlich die Grosse, um welche die Kraft den Korper, an dem sie
angebracht ist, um die Axe, wenn dicse festgehalten wird, zn drehen
strebt. Vollkommen dualistisch euntsprechend miissen wir nun auch
ein  Verschiebungsmoment einer Kraft in Bezug auf emen Strakl ein-
fihren; dies drickt dann die Grosse aus, um welche die Kraft den
bez. Koérper nach dem Strahle zu verschieben strebt, wenn er festge-
halten wird. Das Verschiebungsmoment einer Translationskraft in
Bezug auf eine Gerade tritt demnach an Stelle der Projection der
Kraft auf diese bei specieller Massbestimmung. Um einen analyti-
schen Ausdruck fir die Grosse dieses Momentes zu gewinnen, fithren
wir zunichst die entsprechenden Betrachtungen fiir unendlich kleine
Bewegungen durch; von da ist es uns dann erlaubt, unmittelbar wie-
der zu den Kriiften zuriickzukehren™#).

+) Flir spec. Massbest. geg. von Chasles: Bulletin des sciences de Férus-
sac, Sept. 1828, p. 187, und comptes rend. 1843. Vgl auch Mobius: Crelle’s J.
Bd. 1V, 1829,

=¥) Ebenso hiitten wir schon oben Verschiebungs- und Drehmomente von un-
endlich kleinen Rotationen oder Trauslationen Letrachten und alle die folgenden
Sitze fiir diese aufstellen konnen, wie es Mobius fiir spec. Massbest, gethan hat
wvgl. Crelle’s J. Bd. XVIIL, p. 15%). Ich glaubte diese Begriffe aber besser erst
hier bei den Kriften einfuhren zu sollen, um mich der gebriuchlichen Darstel-
lungsweise moglichst anzuschliessen. Im Folgenden konnen wir nunmehr mit den
absolut bestimmten Coordinaten eines linearen Complexes gleichmiissig den Be-
griff eines Kraftsystems oder den einer unendlich kleinen Bewegung verbinden,
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Die Projection einer Translation auf eine Gerade = kann man bei
specieller Massbestimmung folgendermassen definiren. Man ersetze
die Translation durch zwei andere, von denen die eine (p”) parallel,
die andere senkrecht zu der gegebenen Geraden = geschieht. Daun
ist die fragliche Projection durch die Intensitit der ersten Theil-
bewegung dargestellt. Diese Construction beruht wesentlich darauf,
dass man eine Translation angeben kann, welche die parallelen Linien
p’ und = gleichzeitig in sich iibergehen lisst. Ebenso miissen wir
bei allgemeiner Masshestimmung die gegebene Translation P, um
eine der Projection entsprechende Function zu erhalten, in zwei Be-
wegungen zerlegen, der Art, dass die Directrix der einen gleichzeitig
mit dem gegebenen Strahle w in sich verschoben werden kann, wih-
rend die der anderen zu dieser senkrecht steht, Die beiden Directri-
cen derselben miissen sich dann in einem Punkte der Directrix p der
gegebenen Translation schneiden. Eine Bewegung, welche zwei Gerade
zugleich in sich verschiebt, ist nun aber nicht eine Translation, sondern
eine solche Bewegung, wie sie im Falle [2,27 in § 10 *) behandelt wurde,
bei der also 2 Erzeugende der Fundamentalfiiche ungeiindert bleiben,
und welche durch eine Translation ‘nach einer Geraden der durch die
2 Erzeugenden bestimmten Congruenz und eine gleichzeitige Rotation
um diese ersetzt werden kann. Wir machen daher die folgende Con-
struction: der Strahl z schneidet die Fundamentalfiiche in 2 Punkten;
unter den 4 durch diese bestimmten Erzeugenden wihlen wir 2 der-
selben Schaar angehdrige aus**) und ziehen durch einen beliebigen ***)
Punkt der Directrix von P die Linie p’, welche jene beiden Erzeu-
genden schneidet. Wir konnen dann stets eine unendlich kleine Be-
wegung (mit den Coordinaten T1,;) von der Art [2, oo] angeben,
welche die Linien p” und = zugleich in sich iibergehen Lisst. Die
Torsion, welche dabei jede dieser Geraden in sich erleidet, brauchen
wir nicht zu beriicksichtigen, da es uns hier nur auf die Bewegung
der mit ihnen gleichbedeutenden Punktreihen in sich ankommt. Fi-
gen wir der translatorischen Componente P’ dieser Bewegung TT eine
Translation nach einer za p’ senkrechten Linie ', welche in der Ebene
von p und p’ liegt hinzu, so wird aus beiden wieder die Bewegung P
resultiren. — Zerlegen wir daher umkehrt P in eine Translation P’

#) Der Fall [1, oo] ist ein Specialfall hiervon und wiirde anwendbar sein,
wenn die Directrix P die Fundamentalfiiche berthrt.
==) Warden wir die beiden anderen wihlen, so wiirde das resultirende Ver-
schiebungsmoment nur entgegengesetztes Vorzeichen erhalten, da die fest blei-
bende Schaar von Erzeugenden den Sinn der Bewegung bestimmt.
#+%) Die Wirkung einer Translationskraft ist ja unabhingig von der Lage des
Angriffspunktes auf der Directrix.
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nach p’ und in eine andere nach z’, so stellt uns die Grosse P’ das ge-
suchte Verschiebungsmoment dar; denn wir kénnen dieselbe als transla-
torische Componente einer Bewegung TT von der Art [2,00] nach p” und
# auffassen. Die Intensitit von P’ folgt aus § 9. (7) und (8); sie wird:

(1) P =P-.cos(pp).

Wenden wir nun fiir den Augenblick die in § 10. gegebene ka-
nonische Form an, seien also die beiden ausgezeichneten Erzeugenden

durch
2, =0, ;=0 und 2, =0, 2, =0

gegeben; die Linie p’ falle mit der Kante #, =0, 2, = 0 zusammen
und ihre absolute Polare mit z, = 0, z, == 0, so dass die Gleichungen
gelten:

Py =0

7‘|2=07 7[34"':0'

Hierdurch erhilt man dann:

, Pra
s (9, p) = e=tme =
V Py Py 7/ @,
1] P, ,
) cos (p, @) = —==tTe = I =cos (p,p'),
. I/Q)I/ﬂ " Oua Vd) »

d. h. Alle Geraden, welche dieselben beiden Erzeugenden desselben Sy-
stems der Fundamentalfliiche schneiden, haben gegen eine beliebige an-
dere Gerade dieselbe Neigung.

P’ ist nun aber zugleich das gesuchte Verschiebungsmoment
V (P, x), denn es ist die translatorische Componente, welche mit einer
gleich grossen rotatorischen zusammen die Bewegung TT hervorbringt,
welche = und p’ gleichzeitig in sich iiberfithrt®), also:

V(P,n)=P-cos (P, p)=— 2,

’ Qo V Oy
wo z’ irgend einen Punkt auf p’ bedeutet*¥); da wir diese Grosse
aber auch ebensowohl auf = messen konnen, so ist wegen (2), wenn
wir den Begriff der Bewegung wieder durch den der Kraft ersetzen,

*) Aehnliches findet auch bei specieller Massbestimmung statt, denn die Pro-
jection von P auf = wird erst iquivalent mit der Componente von P nach p’,
wenn man ein Kriiftepaar hinzufiigt. Es ist dieses aber nicht eine directe Spe-
cialisirang des im Texte erwihnten Vorganges.

#+) Zundchst wiirde der Schnittpunkt von p und p’ zu wihlen sein; dieser
kann aber wieder beliebig auf p’ verschoben werden. Deutlicher werden wir
diese Unabhingigkeit vom Angriffspunkte noch in § 13. erkennen.
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das gesuchte Verschicbungsmoment einer Translationskraft P nach einem

Strahle =: .
o)
3) V (P, w)= P- cos (P,az)=m,

wo nun 2z einen Punkt der Geraden = bezeichnet. Offenbar ist ¥ (P, =)
gleich dem Drehmomente der Kraft in Bezug auf die absolute Polare
n’ der gegebenen Geraden, also wird wegen:
[0} - ’

Oen VAR g g )

V ®un V @
das Drehmoment einer Translationskraft P um eine Axe m’*) gegeben
durch:

, VA - (P,

@ (Ba) =20,
wo # ein Punkt der absoluten Polare von =’ ist. Das Drehmoment
einer Translationskraft wm eine Axe ist also gleich dem geometrischen
Momente derselben gegen die Directriz der Kraft, multiplicirt mit der In~
tensitit der leteteren. Der Ausdruck (4) entspricht nach den Ausfith-
rungen in § 1. auch vollkommen dem bei specieller Massbestimmung
gebrauchlichen. — (anz analog werden die entsprechenden Grossen
fir eine Rotationskraft gebildet: es ist das Drehmoment einer solchen
um die Axe ¢:

®) D@ =20 cos(@a=

Va-o,

U V00

wo w eine durch ¢ gehende Ebene bedeutet, und das Verschiebungs-
moment nach ¢:

e A- (Q) 9) .
®) V@ 0= gl
Ist insbesondere die durch die Coordinaten @;; dargestellte Kraft iden-
tisch mit der durch die P;; gegebenen, d. h. ist:

2 ]/K . Qik == (dibk - biak) 2 (arbs -— b,a,,) Pm,
so werden die Ausdriicke (3), (4) und (6), (B) respective einander
gleich.

Wenn mehrere Krifte gleichzeitig wirken, so addiren sich ihre
Drehmomente in Bezug auf dieselbe Gerade nach der Definition der-

*) Vgl. Battaglini: Sulla teorica dei momenti; Rendiconti, Mai 1869, wo
die folgenden Siitze fiir die gewohnliche Statik in homogenen Lipiencoordinaten
entwickelt sind. — An die hieraus folgende Bedeutung der Kraftcoordjnaten lisst
sich eine Definition der Liniencoordinaten kniipfen, vgl. Zeuthen: Note sur un
systéme de coordonnées linéaires dans I'espace. Math. Ann. Bd. I. p. 432.
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selben, und da sich die Coordinaten der Krifte ebenfalls addiren, so
konpen wir den Ausdruck (4) als das Drehmoment eines Kraftsystems
wm ¢ine Aze ' anffassen, sobald wir unter den Pj; nicht die Coordi-
naten einer einzelnen Kraft, sondern die eines Kraftsystems verstehen®).
Lassen wir diesen Ausdruck verschwinden, so haben wir den Satz:

Das Drelomoment eines Kraft- Das Verschiebungsmoment eines

systems verschwindet fir alle Ge- | Kraftsystems verschwindet fiir alle
raden des augehbrigen Translations- « Geraden des 2ugehdrigen Rotations-
complezes™*). | complezxes.
Bs ist dies auch evident, da alle Geraden, welche 2 Directricen von
Kriften, die das System ersetzen konnen, schneiden, dem Translations-
complexe angehoren, und 2 solche Krifte um diese Geraden kein Dreh-
moment haben kdnuen.

Kennen wir das Momeni des Systems P in Bezug auf eine Nor-
male p’ zu einer Geraden p des Translationscomplexes, so konnen wir
daraus die Momente fiir alle Linien = des durch diese beiden bestimm-
ten Strahlbiischels berechnen.

Es ist nimlich:

(Byp)=0, =0
0%k = Pix + Apix,

also
> ; A (P:P') 4
<6) -D<P7”)=’"———— =D(P,p)-cos(ﬂ:,p’),
Y Oy + 120 .
denn es ist: o “
¢ .. +10, .. 14 [P
cos (m, p) = ~£—ﬂ - .
V‘DMJ‘ “Pan l/q’p':n’ T2y,

Von allen durch einen Punkt gehenden Geraden liegen nun die-
jenigen, fiir welche das Moment verschwindet, in einer Ebene, und es
ist also das Drehmoment des Kraftsystems fiir irgend eine durch den
Punkt gehende Gerade gleich dem Momente in Bezag auf die Normale
dieser Ebene in dem Punkte, multiplicirt mit dem Cosinus des Win-
kels der Geraden gegen diese Normale; in Bezug auf letztere hat dem-
nach das Moment des Systems den grossten Werth gegeniiber den
andern durch den Punkt gehenden Linien***). Diese Normalen bil-

# Wir gehen im Folgenden immer von Translationskriiften aus, und konnen
dann die entsprechenden Siitze fir Rotationskriifte ohne Beweis aussprechen.

*) Fir spec. Massbest. machte Mobius auf die Bedeutung dieses Complexes
aufmerksam: Crelle’s J. Bd. X, p. 317. 1833.

#++) Vgl, fiir spec. Massbest. Poinsot: Mémoire sur la composition des mo-

ments et dés aires dans la mécanique, 1804, auch als Anhang zu den neueren
Ausgaben der Eléments de statique; und M8bius: Statik, Th. I, p, 126 ff.
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deten aber bei einer unendlich kleinen Bewegung den Complex der
Charakteristiken; alle fiir die Charakteristiken gefundenen Sitze kon-
nen wir demnach auf die Linien der Maximalmomente iibertraéen.
Wir haben somit:

Jedem Punlite ist eine durch iln gehende Gerade zugeordnet, fiir
welche das Drehmoment des Kraftsystems griosser ist gls fiir jede andere
duwrch den Punkt gehende Gerade; und in jeder Ebene liegt eine Ge-
rade, fir welche das Verscliebungsmoment des Systems grésser ist, wie
in Bezug ouf jede andere in der Ebene liegende Gerade. Alle diese
Linien bilden conen Tetracdralcomplex, con dessen Fundamenteltetrabder
2 Paare von gegeniiberliegenden Kanten ouf der Iundameptalfliiche
liegen. Durch Uebertragung der anderen Sitze wiirden wir z. B. er-
halten:

Die Punkte, fiir welche dic Geraden eines Complexkegels dieses Te-
traédralcomplexes Linien grisster Drelimomente sind, licgen auf einer
Raumcurve 3. Ordwung; lings ilw berithrt der Kegel eine Fliche 3.
Ordnung mit 4 Knotenpunkten, zu deren Punkien Linien griosster Dreh-
momente gehiren, welche gleichzeitig Linien grisster Verschicbungs-
momente fir die durch die Spitze des Kegels gehenden Ebenen sing.

Das Product des Drehmomentes eines Kraftsystems in Bezug auf
cine Gerade des Tetraédralcomplexes in das Verschiebungsmoment be-
ziiglich derselben Geraden ist constamt. U. s. W.%)

Je nach der speciellen Natur des Kraftsystems, d. h. nach der
Lage der zugehtrigen linearen Complexe gegen die Fundamentalfiiche
wird auch der Complex der Linien grosster Momente einen speciellen
Charakter zeigen, wie es fiir unendlich kleine Bewegungen in § 10.
ausgefiihrt wurde.

§ 18,
Intensitit eines Kraftsystems, Verallgemeinerung des Vorhergehenden.

Wir haben nur fiir die Intensitit einer einzelnen Kraft einen
Ausdruck aufgestellt, entsprechend dem, wie er gewdhnlich in der

) Beim Uebergange zur spec. Massbest. bleiben die Sitze tiber die Linien
grésster Drehmomente im Wesentlichen bestehen; die Linie des gréssten Ver-
schiebungsmomentes in einer Ebene wird dagegen diejenige Gerade in ibr, fir
welche die Projection des Kraftsystems, d. h. die Summe der Projectionen der
einzeluen Krafte auf die Gerade, den grossten Werth annimmt. Diese Projection
wird dann:

 XPe A Ypis + Zpys
Vot + 9+ pu ’
wo die p , wie in § 1. bestimmt sind. Fiir die Lenien der grissten Projectionen
gelten daun analoge Sitze, wie fiir die Charakteristiken von Ebenen bei unend-
lich kleinen Bewegungen.
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Statik auftritt; in ihm war der Nenner von dem Angriffspunkte resp.
der Angriffsebene der Kraft abhingig, und dieser Umstand erschwerte
wiederholt den Gang unserer Untersuchungen, wihrend wir anderer-
seits erkannten, dass dieser Punkt noch beliebig auf der Directrix der
Kraft verschoben, resp. die Ebene beliebig um ihre Axe gedreht wer-
den kann. Eine schon oben (§ 9.) bei der Berechnung der Grossen
¢ und o gemachte Bemerkung wird uns nunmehr dazu dienen, die
Intensitit allein in ihrer Abhingigkeit von den Coordinaten der Kraft
darzustellen. Indem wir dann diese von einander unabhingig anneh-
men, d. h. sie als die Coordinaten eines Kraftsystems ansehen, ergeben
sich unter Anwendung der in § 1. eingefiihrten Begriffe der gegen-
seitigen Neigung von linearen Complexen hieraus weitere Verallgemei-
nerungen, Wir gehen zunfichst von unendlich kleinen Bewegungen aus.

In dem Ausdrucke fiir & trat im Nenner die linke Seite des der
Bewegung zugeordneten Translationscomplexes auf, wenn wir in Q,,
die z als Function der Coordinaten der zugehorigen Charakteristik ein-
setzen. Um die dabei etwa auftretenden Factoren deutlich zu erkennen,
leiten wir das Resultat in einer andern kanonischen Form ab, schla-
gen dabei aber den umgekehrten Weg ein. Es sei

z a;x, =
die Gleichung der Fundamentalfliche, oder in Liniencoordinaten
Zamplh =0,

so dass zwischen den Coordinaten P, @ der Bewegung die Gleichungen
bestehen :

ey VA Pop=0,05Qus ,
wo nach § 4.:
@) Qix=d (Bri — Bix) = J (moz; — a;01)

unter den a;; die Coéfficienten der die unendlich kleine Transformation
darstellenden Gleichungen verstanden. Zwischen diesen bestehen dann
die Bedingungsgleichungen:
{ 0=Bri+ Bu=aieir+ aray;
ap== 2 ﬂkk J.
Wenden wir nun die Substitution¥)

2 Mpi = ziday — pdw; = (4 Zog, — 22 Ze;,) dd

©)

*) In & waren die p;; absolut bestimmt angenommen, da sie zur Messung
einesStreckenelementes dienten ; letzteres ist aber gleich dem Verschiebungsmomente
von P in Bezug auf pg es ist deshalb im Texte der Proportionalitatsfactor so ge-

i

withlt, dass rechts der Factor J = oY 4 (vgl. § 4.) auftritt.
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auf die Gleichung des Translationscomplexes:

(Byp) =0 *
an, so findet man unter Beriicksichtigung der Gleichungen (1), (2),
(3) in der That, dass die Coefficienten von w;x; verschwinden, wih-
rend die von z? proportional zu den a, werden. Es wird z. B. der
Coefficient von z,%:

[4
‘V— {“24 Ay (@3 0631~ @y 0y3) — 0ty (@ Oy — @y €yy) — G648 (B “32“’%“23)} s

oder wegen (2) und (38):

Q).

- 4VA
Wir haben demnach:

4YD (P p)= - (€, Q) .

Der Auvsdruck fiir die Grosse der Verschiebung eines Punktes x
auf seiner Charakteristik p wird daher

Vo,
1VA (P,p)

(@ Q)

Verschwindet hier (@, ), so besteht die Bewegung in einer Rotation
um eine Axe mit den Coordinaten @;;, alsdann gehort aber die Linie
p nach § 10. dem Trauslationscomplexe an, auch (P, p) verschwindet
identisch, und & behiilt einen endlichen Werth. Besteht die Bewe-
gung dagegen in einer Translation, deren Directrix p ist, so werden
die p;; zu den P;; proportional; ferner ist (§ 4.):

(P; P) =(Q} Q)=0:
und folglich haben wir fiir die Intensitit einer unendlich kleinen Trans-

lation mit den Coordinaten P, also auch fiir dic ciner Translations-
kraft mit denselben Coordinaten:

T ~ 4V&
und ebenso fiir die Intensitiit einer Rotationskraft:

Q — Z/‘DQQ ,
4VA
wo Q = P wird, wenn die Qi und P den Gleichungen (7) in § 4.
geniigen. Belde Ausdriicke sind unabhingig yon dem Angriffspunkte
hez. von der Angriffsebene, und beide sind absolut invariant gegen
eine Transformation der Fundamentalfliiche in sich.

Mit Hiilfe derselben kionnen wir unsere fritheren Untersuchungen
Mathematische Apnalen. VIIL 9
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leicht umformen; wir erbalten die gewounenen Resultate aber in noch
allgemeinerer Form, wenn wir nunmehr auch als Infensitiit eines Kraft-
systems mit den Coordinaten Py resp. Qir den Ausdruck:

Sop S, ¥
( 4) R — 1/ PP — V ?—Q )

sVA aVA
definiren; und in der That ist dieser zu der in § 4. benutzten Grosse
J proportional.

Fiir die Grosse einer unendlich kleinen Bewegung erschienen uns
oben die Ausdriicke e und v besonders charakteristisch, d. h. die
Grosse der Verschiebung einer Hauptaxe der Bewegung in sich und
die der Drehung des Raumes um sie; zu diesen Grossen steht in der
That auch die durch (4) als Intensitit definirte Function in enger Be-
ziehung. Sind niimlich p;; und m,; die Coordinaten der beiden Haupt-
axen, so dass

0 Tay =¥ (a,bs — byas) T (a:by — biax) pur;
50 konnen wir diesen Grissen derartig absolute Werthe beilegen, dass sie

die Coordinaten zweier einzeinen Translationskrifte bedeuten, welche
mit dem gegebenen System iquivalent sind, d. h. dass:

Pik=_pik + 7.
Setzen wir diese Werthe in (4) ein, so erhalten wir wegen
G, =0
die Relation:
) TR R P

VA ' 16 VA

es ist also das Quadrat der Infensitit eines Kraftsystems gleich der
Swmme der Quadrate dev beiden mit ihm dquivalenten, nach den Haupt-
aren, resp. um sie wirkenden Krifte (vgl. eine Anmerkung zu § 9.).

Betrachten wir hier ¢ als die Grosse der nach p wirkenden Trans-
lationskraft, soist v die der um p wirkenden Drehkraft, also eine Win-
kelgrisse, und beide sind nur bei unserer allgemeinen Massbestimmung
direct mit einander vergleichbar, wiihrend sie bei specieller Massbe-
stimmung einen wesentlich verschiedenen Charakter tragen. In der

=) Bin Kraftsystem hat also keine Intensitiit, wenn sein Translationscomplex
mit dem absolut conjugirten, d. h. mit dem Rotationscomplexe in Involution liegt,
denn die Bedingung hierfiir ist eben:
Gpp=0.
Wir bLehalten im Texte den Factor ] bei, damit diese Definition mit unserer
obigen fiir eine einzelne Kraft vollig tibereinstimmt.
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That miissen wir hier die Grossen e und v trennen und nur die eine
(v) als Intensitit bezeichnen, so dass allen Systemen mit demselben ¢
dieselbe Intensitit zukommt. Die Grdsse ¢ wird nimlich beim Ueber-
gange von allgemeiner zu specieller Massbestimmung im Vergleiche
zu v unendlich klein.” Es findet dieser Umstand auch seinen Aus-
drack in der Form, in welcher die Gleichung des imaginiren Ku-
gelkreises anftritt; denn diese hat zur Folge, dass man durch Ein-
setzen der Coordinaten des Kraftsystems in sie einen von den nach
den Coordinatenaxen wirkenden Kraftcomponenten allein abhiingigen
Ausdruck :
RB=X*+ Y2 4 2?

erhilt, wihrend die Drehmomente L, M, N um die Axen darin nicht
verwerthet sind. Es lassen sich deshalb auch die folgenden FErorte-
rungen nicht unmittelbar auf unsere specielle Massbestimmung tiber-
tragen (wenigstens wiirde dazu eine Umsetzung derselben erforderlich
sein), wihrend sie geeignet sind, die allgemeine Gestaltung mecha-
nischer Probleme bei der von uns concipirten Massgeometrie zu kenn-
zeichnen.

Mit Einfiihrung obiger Function B haben wir das Kraftsystem
ebenso als einheitliches Ganze hingestellt, wie bisher eine einzelne
Kraft; wir werden dadurch gentthigt, auch den jenes darstellenden
linearen Complex ebenso als Raumelement aufzufassen, wie die Gerade,
an welche der Begriff der Kraft gekniipft ist. Demgemiiss werden wir
die Beziehungen des Systems zu den zugehtrigen oder anderen linea-
ren Complexen ebenso untersuchen, wie oben die einer Kraft zu ihrep
Axe, resp. Directrix, oder zu anderen Geraden.

Wir stellen zu dem Zwecke zuniichst nach Analogie des Vorher-
gehenden die folgenden Definitionen auf, deren Bedeutung sogleich
hervortreten wird:

Als  Verschicbungsmoinent eines Kraftsystems in Bezug auf cinen
lincaren Complex P° bezeichnen wir das Product der Intensiliit des Sy-
stems in den Cosinus der Neigung des gegebenen Cowplezes gryen den
dem. Kraftsysteme zugehirigen Translationscomplex oder in das Moment
desselben. gegen den zugelivigen Rotationscompler, d. h. es ist:

’ CbPP‘ £ Qi k £ : k
(6) V(PPy=-- """  =-—2 2t
LYBYOpp LY Cpp

Reciprok entsprechend sei das Drchmoment eines Kraftsystems in
Bezug auf cinen lincaren Complez gleich der Intepsitit multiplicivt in
das Moment des Translationscomplexes gegen denselben oder i dep Co-
sinus der Neigung des Rotationscomplexes gegen ilm; . h. es ist

g
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g
= P.‘a
% .P, .P,) 0Qﬂﬁ 4
7 DPP)y=-BLB) _  Tres .
0 & B 1Y%, 418 Y Opp

Sind hier die Pj; Coordinaten einer einzelnen Geraden, so gehen
die Ausdriicke (6), (7) in die entsprechenden in § 12. iiber. Lassen
wir in diesem Falle alle Coordinaten P/ bis auf eine verschwinden,
so wird das Verschiebungsmoment des Systems in Bezug auf die Kante

Ze=0, zz=20

des Coordinatentetragders:

wo die «, B, 7, 0 die Werthe 1, 2, 3, 4 in cyklischer Vertauschung
annehmen konnen; und das Drehmoment in Bezug auf dieselbe Kaute
wird

r

. __ «f

4y, a55 — az

Die Coordinaten eines Kraftsystems simd also bis auf gewisse con-
stante Tactoren als Coordinaten des Rotationscomplexes die Verschie-
bungsmomente nach den Kanten des Coordinatentetraiders, als solche
des Translationscomplexes gleich den Drehmomenten wm diese Kanten,
eine Definition, welche ebenso fiir unendlich kleine Bewegungen gilt
(vgl. § 4.).

Die Gleichungen (6) und (7) ergeben nun sofort die Sitze:

Es giebt vierfach unendlich viele
lincare Compleze, in Bezug auf wel-
che das Drelimoment cines Kraft-
systems verschwndet ; dieselben lie-
gen i Lucolution mit dew Trans-
lationscomplexe des Systems, d. h.
sind normal zum  Rotationscom-
plexe.

Es giebt vierfuch unendlich viele
lineare Complexe, in Bezug auf wel-
che das Verschiebungsmoment eines
Kraftsystems verscluvindet; diesel-
ben liegen in Involution mit dem

- Rotationscomplexe des Systems, d. I

sind normal zum Translationscom-

" plexe.

Von der mechanischen Bedeutung der hier eingefithrten Ausdriicke
kbunen wir uns eine Vorstellung machen, wenn wir von den Haupt-
axen des betreffenden Complexes P’ ausgehen. Sind niimlich pj; und
'y die Coordinaten dieser beiden Axen, so dass wieder

9”;‘;’ = é (a'/bd —_ byad) x (a;bL — LLCQ) p:‘l:

so konnen wir die Coordinaten des Complexes mittelst derselben aus-

driicken durch die Gleichungen:

Pl =pii + omi,
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und es wird:

(8) V(P P)= Ppy +2ePp,

LYDY O, F20e0, . + Red,.
Beriicksichtigen wir ferner die Relationen (vgl. § 1.):
By = 0 0®rs — A (P, p)
0¥ Ppp = AD,,, o(p,n)= Dy s

so erhalten wir fir Neigung und Moment des Complexes gegen seine
Hauptaxen die Werthe:

cos (B, 7) = cos (P, a) = e
M(P,p)= M (P, x)— V5.
(F,p") = M (2 2) = 22

Hieraus folgt aber:
©) cos® (P, p") + M (P, p’) =1,

d. h: Das geometrische Moment eines linearen Complexes gegen cine
sciner Hauptazen ist gleich dem Sinus seiner Neigung gegen dicse Aze.
Wenden wir diese Gleichung auf (8) an, so wird endlich:

. Ppy 1 (P, ) VA
10) V(P P)= —=2~ 2 VA
R LB S Vit ea 5% Vi va

= V(8 p")cos (P, p") + D(P,p sin (P, p) %),

also: Das Verschicbungsmoment eines Kraftsystems in Bezug auf einen
linearere Complex ist gleich dem Verschicbungsmomente nach emer Hawpf-
wxe desselben mulbiplicivt in den Cosinus der Neiguny derselben gegen denw
betreffendere Complex, vermehrt um das Product des Drelumomendes win
diese Aze in den Sinus jener Neigung; ein Batz, den man unter Be-
nutzung der auf die Fundamentalfliche gegriindeten Polaritit noch in
verschiedenen anderen Formen aussprechen kann. Reciprokes gilt fiir
die Drehmomente; es ist:

(1) D (P, P) =D (P,p’) cos (P, p") + V(Fp") sin (F,p") .

*) Das Verschwinden dieses Ausdruckes giebt eine lineare Gleichung m 1;
es giebt also bei gegebenem Hauptaxenpaare (wie tiberhaupt in einer zweigliedri-
gen Gruppe) nur einen linearen Complex, welcher mit einem bestimmten anderen

in Involution liegt. — Indem man auf beiden Seiten der Gleichung durch }/®,,
dividirt, erhilt man cos (P, P’) ausgedrickt durch Neigung wund Moment der
Hauptazen (p und '; gegen einander und gegen ihre zugehirigen Complexe; es ist:
cos (P, P') = cos (P, p’) cos (P', p’) + M (P, p") sin (P, ),
wo nun weiter:
cos (P, p") = cos (p,p") cos (P, p) + M (p, p) sin (P, p) .
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Fiir alle Complexe mit demselben Hauptaxenpaare sind also diese
Momente nur durch Neigung, resp. Moment des Complexes gegen die
Axen bestimmt. Gehort die Axe p’ insbesondere dem Translations-
complexe an, so verschwindet D (P, p'); das Verschiebungsmoment in
Bezug auf den Complex wird gleich dem in Bezug auf diese Hauptaxe,
multiplicirt in cos (P’, p"); und es folgt:

V(P, P+ D(P, Py =TV (P,p)=D(P, ),
d. h.: In Bezuy auf alle Complexe mit gemeinsamem Axenpaare ist,
wenn eine der Hauptazen dem Translations- (vesp. Rotations-)Complexe
angehirt, die Summe der Quadrate von Verschicbungs- und Drelimoment
gleich dem Quadrate des Verschicbungs- (vesp. Dreh-)Moments in Bezug
auf diese Axe.

Besonders ausgezeichnet sind diejenigen linearen Complexe, in
Bezug auf welche Verschiebungs- und Drehmoment gleichzeitig ver-
schwinden; die Gleichungen (10) und (11) zeigen, dass die Hauptaxen
derselben diejenigen des Kraftsystems treffen, denn cos (P, ") und
sin (P, p") konnen im Allgemeinen nicht verschwinden®); es muss also
gleichzeitig sein

V(P,p)=0und D(P,p)=0,
d. h. p" der durch die beiden dem System zugehorigen Complexe be-
stimmten Congruenz angehoren. In fhnlicher Weise lassen sich auch
andere Sitze tiber die Momente iibertragen; so ergeben die Gleichungen
(6) in § 12. z. B.:

Kennt man das Drehmoment eines Kraftsystems in Bezug auf
einen linearen Complex, welcher normal zu einem mit dem Translations-
complexe in Involution liegenden Complexe ist, so kann man daraus
das Moment fiir jeden Complex der durch diese beiden bestimmten
zweigliedrigen Gruppe berechnen. —

Billen wir insbesondere noch die Momente des Systems in Bezug
auf den zugehdrigen Translations- und Rotationscomplex, so erhalten
wir: Das Versclicbungsmoment cines Kraftsystems in Bezug auf seinen
Translationscomplex ist gleicl, der Intensitiit des Systems; das Drehmoment
i Bezug auf denselben Complex ist gleich dem Momente des Complexes
in Bezug auf sich sclbst, multiplicirt in die Intfensitit des Systems. .

Fiir die Zusammensetzung verschiedener Kraftsysteme, die ja durch
Addition der Coordinaten geschieht, gelten in Bezug auf die Intensitiit
des resultirenden Systems nunmehr ihnliche Siitze, wie fiir einzelne
convergirende Krifte; es ist dieselbe z. B. fiir das aus zwel Systemen
P’ und P” resultirende System bestimmt durch

=) Dies kéunte nur eintreten, wenn p° dem Complese P’ selbst angehorte,
d. h. wit der andern Axe #’ in eine Erzeugende der Fundamentalfiiche znsammen-
ficle (vgl. den Fall [1, 00] in § 10.).
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R = P24 P2 £ 2P P cos (P, P'),

und zwar ist diese Gleichung unabhiingig von der gegenseitigen Lage
der Complexe P und P’, wihrend die entsprechende Gleichung nur
fiir sich schneidende Gerade bewiesen war.

Das System R ist geometrisch vollstindig bestimmt, wenu wir
die Lage seiner Hauptaxen kennen, da es dann nur noch einen Com-
plex giebt, welcher der durch die Complexe P und P bestimmten
zweigliedrigen Gruppe angehdrt; wir werden daher zuniichst den Ori
der Hauptaxen aller Complexe dieser Gruppe bestimmen. Die Coor-
dinaten P;; eines solchen konnen wir, wenn pj;, pi; dfe der Directricen
der betreffenden Congruenz sind, in der Form darstellen:

(12) 0Py = pix 4 Apii.

Sind ferner p,; und x;; die Coordinaten der Hauptaxen des Complexes
P, so ist auch

(13) 0 Py = pir + g,

wo zwischen den p,; und m;;, wieder obige Gleichungen bestehen; aus
diesen beiden Gleichungen haben wir ¢, p und i zu eliminiren, zu
welchem Zwecke wir das Coordinatensystem passepd wihlen. Es gilt
nimlich der Satz: N

In jeder Congruenz einer zweigliedrigen Gruppe von linearen Com-
plexen giebt es zwei bestimmie einander absolut conjugirte Gerade, ,das
Azenpaar der Congruenz®, welche von den Hauptaxen simmilicher Com-
plexe der Gruppe getroffen werden™).

Die vier Linien der Hauptaxenpaare von irgend zwei Complexen
der Gruppe bestimmen némlich zwei gemeinsame Transversalen, welche
cinander absolut conjugirt sind, da sie je zwel in dieser Beziehung
stehende Gerade schneiden, und welche der Congruenz angehoren, da
eine jede zwei in Bezug auf den einen und zwei in Bezug auf den
andern Complex conjugirte Gerade trifft. Als Linien der Congruenz
werden sie aber auch von deun Directricen derselben geschnitten, und
als einander absolut conjugirte Gerade von den absoluten Polaren der
letzteren. Da diese beiden Linien also nur von den Directricen der
Congruenz abhiingen, so ist unser Satz bewiesen, und das .dxen-
paar einer linearen Congruenz besteht aus den gemeinschoftlichen Trans-
cersalen der Directricen und der absoluten Polaren dersclben, Sei nun
dies Axenpaar gegeben durch die Kanten

2, =0, z,=0 und z, =0, z; =

des Coordinatentetraeders, dessen {ibrige Kanten auf der Fundamental-
fliche liegen mogen, so ist fiir alle Complexe der Gruppe:

#) Vgl. fiir spec. Massbest. Plicker: Neue Geometrie etc. n, 54 und 58,
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P,=0, Py, =0,
und fiir alle ihre Hauptaxen:
(14) Py =0, P =0.

Ist ferner wieder

2,2, + 2,25 =0
die Gleichung der Fundamentalffiiche, so bestehen zwischen den Coor-
dinaten zweier absoluter Polaren die Gleichungen:

0Py = Ty 0Py = Ty 0Py == — Ty
QP = Ty, QPyy == Ty 0Py = — Tyq,

und unter Beriicksichtigung dieser Relationen ergiebt die Elimination

vou @, w, 4 aus (12) und (13) die Bedingung:
P2 0 2y Py
5 0 ; ‘)/ ”

(15) P13 P12 pwﬂ —0.

’
0 Py D30 Dy
’ 7
s Oy py”

Die Hauptaxen gehdren also noch einem Complexe zweiten Grades
an; dieser ist sich selbst absolut conjugirt, was darin seinen Grund
hat, dass jedes Hauptaxenpaar aus zwei absoluten Polaren besteht, und
die beiden Linien des Axenpaares sind Doppellinien®) desselben. Da
die Hauptaxen gleichzeitig der durch (14) bestimmten Cougruenz an-
gehbren, so miissen sie eine windscliefe Fliche 4. Ordnung bilden; ihre
Gleichung ergiebt sich, wenn wir in (15)

OPix = LYy — Y%
setzen, wo danu wegen (14) x,, z, zu y,, y, und z,, &, zu y,, y, pro-
portional sind. Die Gleichung wird somit:
iz, 0 py py”
> ’ 17
0 =z py pis
0 @y py P
L,
Cmaty 00 py py”
sie stellt in der That eine geradlinige Fliche &. Orduung mit 2 Doppel-
geraden®*) dar; die letzteren Dbilden gleichzeitig das Axenpaar der

=0,

#) Vgl. Pliicker: Neue Geometrie n. 300 und 318; und A, Weiler: Ueber
die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten Grades, Sitzungsberichte der
physikalisch-medicinischen Societiit zu Erlangen, 1873,

**) Gattung XI nach der Eintheilung von Cremona: Sulle superficie gobbe
di guarto grado, Memorie dell' Accad. di Bologna, t. VIII, serie 2. — Fiir spec.

Massbestimmung zerfillt diese Fliche in die unendlich ferne Ebene und in eine
windschiefe Fliche 3. Ovdnung; vgl. Plicker: Neue Geometrie, n, 86. Herr
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Congruenz; und die Fliche wird umbillt von den absoluten Polarebe-
nen ihrer Punkte. Durch diese Reciprocitit entspricht jeder auf thr
liegenden Linie eine zweite; beide fallen insbesondere zusammen fiir
die vier Erzeugenden, welche sie mit der Fundamentalfliche gemein
hat; es giebt daher in einer zweigliedrigen Gruppe von linearen Com-
plexen vier, welchen Bewegungen , bez. Kraftsysteme von der Art[1, 2]
entsprechen (vgl. §. 10.).

Wollte man bei specieller Masshestimmung entsprechende Sitze
anfstellen, so miisste man den Ausdruck

R=yXTLT YT 2
fir die Intensitit eines Kraftsystems zu Grunde legen. Das Verschie-
bungsmoment in Bezug auf einen Complex mit den Coordinaten
=,H,Z, A, M, N wiirde alsdann
_ X=4 YH+ZZ

* VErfhrze’
also dasselbe fiir alle Complexe mit derselben Hauptaxe und gleich der
Projection von R auf diese Axe. Das Drehmoment in Bezug auf den

Complex wiirde
, XA+ YM+ZN+ LE+ MH 4 NZ

2 VI HE | Z¢

=4 R{Asin g+ (K+ K')cos g} %),
d. h. gleich dem Drehmomente von E um die IHauptaxe des Com-
plexes vermehrt um das Product der Projection von IP auf dieselbe in
die Summe der Parameter beider Complexe.

!

§ 14.

Bedingungen des Gleichgewichtes. Princip der virtuellen Geschwindig-
keiten.

Aus der Definition des Momentes erhellt unmittelbar, dass, weun
Gleichgewicht Statt finden soll, sowohl das Drehmoment des Kraft-
systems in Bezug auf jede beliebige Axe, als auch das Verschiebungs-
moment desselben in Bezug auf jeden beliebigen Strah]l verschwinden
muss, und dass diese Bedingungen gleichzeitig nothwendig und hin-
reichend sind. Sie werden aber dargestellt (wegen (3) und (4) in

Ball benutzt die letztere zur Construction der Axe einer aus zwel gegebenen
resultirenden Schraubenbewegung: The theorie of screws, Transactions of the R,
Irish Acad., vol. XXV, 1872, p. 157. Es findet sich hier auch die Abbildung
eines Modells der Fliche, welche er mit dem Namen Cylindroid belegt. N
«) Es ist hier A die kiirzeste Entfernung der beiden Axen, jhre gegenseitige
Neigung; K und K’ bedeuten die Parameter beider Complexe (vgl. § 1.).
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§ 12) durch die fiir specielle Massbestimmung bekannten 6 Glei-

chungen:

P,=0 Py =0 P,=0
M {Pu:"o P,=0 Py =0,
oder, was dasselbe ist, durch die Gleichungen:
@) {Qm‘o Q=0 Q=0
: Q=0 Q=0 @y =0.

Zu einem allgemeineren Ausdrucke dieser Gleichgewichtsbedingun-
gen, dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten, gelangen wir
durch Betrachtung der Flementararbeit, welche eine Kraft bei einer
unendlich kleinen Bewegung leistet, d. h. des Productes einer Trans-
lationskraft in das Versehiebungsmoment der Bewegung nach ihrer
Directrix, resp. einer Rotationskraft in das Drehmoment der Bewegung
am ihre Axe. Sind nimlich P;; die Coordinaten einer einzelnen Trans-
lationskraft P, TI;; die einer unendlich kleinen Verschiebung ihres
Angriffspunktes z, so ist das Verschiebungsmoment der Bewegung TT
nach der Directrix der Kraft P:

V(P,T)=TT-cos (P, TT),
und also die bei der Verschiebung von der Kraft geleistete Arbeit:
A= P T cos (P, TI).

Wirken mehrere Kriifte P', P”, . - . ., gleichzeitig an einem festen
Kérper, und sind TT°, TT” - - « bez. die Verschiebungen ihrer Agriffs-
punkte, so muss die Summe aller von den Kriiften bei den beziiglichen
Bewegungen geleisteten Arbeiten rerschwinden, wenn das System von
Kriiften im Gleichgewichte sein soll, und zwar muss dies der Kall sein,
wie auch die Verschiebungen TT gewihlt sein mogen; d. h. die Be-
dingungen des Gleichgewichtes (1) lassen sich in die cine Gleichung
&) ZT-P-cos(IT, P)=0

cusammenfassen, wenn man unter den T1 virtuelle Verschicbungen ver-
steht, und diese Gleichung stellt dann das Princip der wvirtuellen Ge-
schwindigkeiten, (zunichst nur fiir frei bewegliche, starre Kérper) dar.
Die Ueberlegungen, welche eine solche Darstellung der Gleichgewichts-
bedingungen als berechtigt erscheinen lassen, sind unabhingig von
der Natur unserer thatsiichlich gegebenen Massgeometrie und brauchen
daher hier nicht wiederholt zu werden, es kommt mir hier vielmehr
nur darauf an, unter Annahme des Princips die verschiedenen analy-
tischen Formen aufzustellen, in denen es bei unserer allgemeinen
Massbestimmung auftritt.
Unsere Gleichung (3) stimmt aber auch mit der gebriiuchlichen

EPdp=0
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vollkommen iiberein, denn es wird fiir diese eben V(P, ) = dp,
gleich der Projection der Bewegung auf die Richtung der Kraft, — .
Ganz #hnliche Erbrterungen gelten fiir Rotationskriifte, und wir kon-
nen das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten nun in den folgen-
den beiden Hquivalenten Formen aussprechen:

Zum Gleichgewichte von Trans- ' Zumy Gleichgewichte von Rota-
lationskrdften an einem unverdnder- | tionskriften an einem wnverdnder-
lichen, frei beweglichen Punkt- | lichen, frei beweglichen Ebenen-
systeme ist nothig und hinreichend, | systeme ist nothig und lingeichond,
dass fiir jeden virtuellen Bewegungs- | dass fir jeden virtuellen Bewegungs-
zustand die Summe der Kriifte, jede | gustand die Summe der Krifte, jedc
mudtiplicirt mit dem Verschiebungs- « multiplicire in das Drelomoment der
momente  dev Verschicbung ilwves | Drelung ihrer Angriffsebene in Be-
Angriffspunktes nach der Divectriz | zug auf die Aze der Kraft, ver-
der Kraft, verschwinde. schacinde.

t

Die von einem Kraftsysteme bei einer unendlich kleinen Bewegung
geleistete Arbeit konnen wir noch in einer anderen Form schreiben,
welche uns die Analogie zwischen Kriften und unendlich kleinen Trans-
lationen oder Rotationen als eine dualistische erkennen lassen wird.
Zu dem Zwecke gehen wir zunichst von rechtwinkligen Coordinaten
aus, d. h. wir wihlen ein Polartetraéder in Bezug auf die Fundamen-
talfliche zum Coordinatentetragder. Die Gleichung dieser Fliche sei

also durch
o, 2 4 «,2,° + aya? + ¢zt =0

gegeben; dann ist sie in Liniencoordinaten dargestellt durch:

> 2 =
~ azakptk

Sind nun Pj; resp. @; die Coordinaten eines Kraftsystems, Py resp.
@/ die einer unendlich kleinen Bewegung, wo sich die P, P’ auf den
zugehorigen Translations-, die @, @’ auf den zngehorigen Rotations-
complex beziehen, so ist nach (7) § 13. das Drehmoment des Kraft-
systems in Bezug auf die Kante #, = 0, 2, = 0.
= Pu
41/172"‘3
und das der unendlich kleinen Bewegung in Bevug auf dieselbe Kante:
I T
4]/012013
Also wird die von der um diese Geraden wirkenden Componente des

Systems geleistete Arbeit ,
= Duli .
16 cp oty !
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ebeuso driicken sich die von den andern Componenten geleisteten Ar-
beiten aus, und es wird daher die Gesammtarbeit®)

(D,,P.

‘4 === "‘" 2a4‘(LPzLPzL IGA

und dies ist ein invarianter Ausdrock. Gehen wir nunmehr wieder zu
einem allgemeinen Coordinatentetraéder zuriick, so wird daher auch hier

q) 4
(4) =J;If—_—2 o

Nach § 1. und § 4. ist aber
¢PP=]/ZZPAI:Q¢/L~=I/ZZPZ/7C ik
und daher kbunen wir die von dem Kraftsysteme P bei der unendlich
Tleinen Bewegqung P geleistete Arbeit auch in folgenden beiden Formen
schreiben:

(5) A= yQtl-PzL;

Z/
(6) A“_—;g“ﬁ'zpik(eik;

und endlich erhalten wir, wegen
[0} ppe == q)QQ'
noch eine vierte Form fiir dieselbe, nimlich

(7> A= ‘DQQ‘ — 1 O(DQQ QzL ,
16VA ~ 32/A 6@

wo @y, aus ®pp eutsteht, indem man Qw statt P,s setzt. Die Ver-
gleichung dieser Ausdrﬁcke mit den in § 13, aufgesteliten ergiebt dann:

Die bei ciner unendliclh Kleinen Bewegung von ciiem Kraftsysteme
geleistete: Avbeit ist gleich der lidensitit der Dewegung multiplicirt in
das Verschichungsmomernt des Systems in Bezug auf den der Bewegung
zugeordncten Trenslationscomplex, oder in das Drelomoment des Systems
v Bezwy auf den der Beweguitg zugeordieten Rotationscomplex™); ein
Satz, den man auch in anderer Form aussprechen kann, wenn man
die Worte: Kraftsystem und unendlich kleine Bewegung vertauscht.

*}) Da n#mlich eine jede Kante normal zu den dbrigen ist, so verschwindet
dic von der um sic wirkenden Kraftcomponente bei den Drehmomenten der Be-
wegung um die anderen Kanten geleistete Arbeit; deshalb wurden auch recht-
winklige Coordinaten gewithlt '

~*) Dies Letatere wiirde auch noch fiir spec. Massbest. gelten, wenn man den
am Schlusse von § 13. anfgestellten Ausdruck als Drehmoment des Systems be-
trachtet und die Intensitit der Bewegung

~V—2+H3+Zl

setat.
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Ist nun das Kraftsystem im Gleichgewichte, so muss die Grosse
A verschwinden, sobald die Bewegung als virtuelle gedacht wird, und
wir erhalten alsdann in den Gleichungen (4), (5), (6), (7) vier verschic-
dene, gleich berechtigte Ausdriicke fir das Princip der virtuellen Ge-
schwindigkeiten, aus denen sofort wieder die Gleichungen (1) und (2)
folgen. Von besonderem Interesse sind hjer jedoch die Gleichungen
(5) und (6), sie sagen nimlich durch ihr Verschwinden aus:

Fiir cine gegebene unendlich kleme Bewegung giebt es vierfach wn-
endlich viele Kraftsysteme, welche bei Eoutritt derselben keine Arbeit
leisten®). Den letzteren sind dawn dicjevigen vierfack unendlich vielen
Iimearen Complexe als Translationscomplese zugeordnet, welche mét dem
Rotationscomplexe der gegebenen Bewegung in Involution liegen™*), und
als Rotationscomplexe diejenigen vierfach unendlich vielen linearen Com-
pleze, welche mit dem Translationscompleze der Bewequng in Involution
lirgen.

Durch diese Verhiltnisse ist vun dic Analpgic ewischen unendlicl
Lleinen Bewegungen und Kraftsystemen als eme dualistische gekenn-
zeichnet; wir konnen diese Dualitit folgendermassen aussprechen:

Durch eine homogene lineare Gleichung zwischen den Coordinaten
eines Kraftsystems st eine unendlich Kleine Bewegung dgrgestellt, und
zwar stehen sich dabei die Rotations- und Translationscoordinaten beider
Treuziweise gegeniiber. (Bei specieller Masshestimmung existiren, wenn
man von Kriiftepaaren und Translationen absieht, nur noch die Trans-
lations- Coordinaten der Krifte und die Rotations-Coordinaten der Be-
wegung.) Aehnliche Bemerkungen gelten natirlich auch, wenn man

umgekehrt ein Kraftsystem als degeben annimmt und die vierfach un-
endlich vielen unendlich kleinen Bewegungen betrachiet, bei deren Ein-
tritt das Kraftsystem keine Arbeit leistet #¥%),

Ist das betrachtete Punkt- resp. Ebenen-System nicht frei, so treten
gewisse Bedingungsgleichungen hinzu, und man wird das Princip der
virtuellen Geschwindigkeiten ebenso, wie in der gewohnlichen Me-
chanik, auch auf diese Fille ausdehnen; es wird aber dafiir ebenso-
wenig ein strenger Beweis erbracht werden kinnent). Ist das gegebene
Punkt- oder Ebenen-System nicht anverinderlich, so hat man noch
die negative virtuelle Arbeit der innern Krifte der der dussern hinzu-

#) Diejenigen als identisch betrachtet, deren Coordinaten sich nur hinsicht-
lich ihrer absoluten Werthe unterscheiden.
«+) Soweit gilt der Satz auch fiir spec. Massbest. und wurde fiir diese von
Herrn Klein gegeben: Math. Annalen, Bd. IV, p. 413.
=#) Rs wiirde sich so fiir spec. Massbest. ein Priucip der virtuellen Rotationen
ergeben, wie es Chasles aufgestellt hat: Apercu historique, note 34.
+) Vgl. Jakobi: Vorlesungen tiber Dynamik, p. 15.
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zufiigen; es wiirde jedoch iiber den Zweck der vorliegenden Arbeit
hinausgehen, wenn wir diese Verhiltnisse hier im Einzelnen niher be-
sprechen wollten.

Es moge nur noch angedeutet werden, wie die Untersuchungen
von Mbbius®) iiber die gegenseitige Lage von Linien, wenn sich
Kriifte sollen angeben lassen, die, nach ihnen wirkend, im Gleich-
gewichte sind, sich durch unsere liniengeometrische Betrachtungsweise
auf das Einfachste erledigen. Es seien z. B. drei Kraftsysteme mit
den Coordinaten Pj;, P;;, Pii gegeben; man soll ein viertes (F;;) be-
stimmen, das mit ihnen im Gleichgewichte ist; d. h. es sollen die
6 Gleichungen bestehen:

Ph+ P+ Pii+ Pp=0.
Denken wir uns die P,; als Coordinaten des zugehorigen Translations-
complexes; alsdann kbénnen wir immer einen Complex mit den Coor-
dinaten TT;; bestimmen, so dass

(P, M=0, (P,M=0, (P, TM=0;
dann ist aber auch wegen der gestellten Bedingungsgleichungen
(P, 1) = 0;

also: Soll ein Kraftsystem mit drei anderen im Gleichgewichte sein, so
muss jeder lineare Complex, welcher mit den fiir diese 3 Systeme
charakteristischen Complexen in Involution liegt, auch mit dem zum
vierten Systeme gehorigen in Involution liegen, oder, was dasselbe ist;
die wvier linearen Complexe wmiissen dic eine Schaar von FErzeugenden
ciner Fliche 2. Ordnung mit einander gemein haben. Sind 3 einzelne
Kriifte gegeben, so erhalten wir daraus den Satz:

Halten sich vier Krifte das Gleichgewicht, so gelioren ihwe Direc-
tricen derselben Schaar von Erzeugenden einer Fliche 2. Ordnung an.

Analog ergeben sich die folgenden Sitze™*):

Sollen. 5 Kraftsysteme im Gleichgewiclie sein, so miissen die zu-
gekivigen linearen Complexe dieselben zwei Geraden gemein haben.

Sollen ¢ Kraftsysteme im Gleichgewichte sein, so miissen die zu-
gehirigen linearen Complexe mit demsclben siebenten Complexe in In-
volution licgen.

Sind die Kraftsysteme durch einzelne Kriifte ersetzbar, so haben wir:

Halten sich 5 Krifte das Gleichgewicht, so werden ilwe Directricen
con denselben 2 Geraden geschnitten.

*) Mdbius: Lehrbuch der Btatik, Th. I, p. 181 .

*¢) Ganz analoge Sitze gelten natiirlich, wenn man von den Rotations-
complexen ausgeht; sowie auch fiir unendlich kleine Bewegungen, die sich gegen-
seitig autheben. Vgl. fir spec. Massbest.: Ball, the theory of screws, ‘I'ransac-
tions of the R. Irish academy, vol. XXV, 1872, p. 183,
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Halten sich 6 Krifte das Gleichgewicht, so gehéren ihre Directricen
demselben linearen Complexe an¥).

Sind dagegen 6 Kraftsysteme gegeben, so ldsst sich stets ein
siebentes finden, das mit ibnen im Gleichgewichte ist, vorausgesetzt,
dass keines der 6 Systeme aus einigen unter ihnen resultirt, ein Satz,
der einem oben iiber unendlich kleine Bewegungen gegebenen ent-
spricht (vgl. § 4.)*).

Erlangen, im Juli 1873.

B

=) Vgl. fiir spec. Massbest, Sylvester: Sur l'involution des lignes droites
daps l'espace considerées comme des axes de rotation. Comptes rend. t. 52, 1861,
p. 141; Cayley: Note relative aux droites en igvolution de M Sylvester, ib. p.
1039 und Chasles: Sur les six droites, qni peuvent étre les directions de six
forces en équilibre, ib, p. 1094,

=) Dieser Satz wurde oben durch eine allgemeinere Coordinatenbestimmung
gewonnen, welche wir nunmehr so aussprechen konnen, dass statt der Momente
der Bewegung resp, des Kraftsystems in Bezug auf die Kauoten eines Tetraeders
die in Bezug auf sechs lineare Complexe als Coordinaten angenommen werden.
Fine solche Coordinatenbestimmung wiirde im Wesentlichen mit derjenigen iiber-
einstimmen, welche Herr Ball einer brieflichen Mittheilung zufolge benutzt.



