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Ueber die verschiedenen Gattungen der Complexe zweiten
Grades.

Von Aporr WerLer in Stira bei Zirricm.

Bei einem Complex sind die zugehorige Singularitiitenfliche und
die Congruenz seiner singuliren Linien von ganz besonderem Interesse,
Bekanntlich sind fiir die Complexe zweiten Grades beide von der vier-
ten Ordnung und vierten Classe.

Der allgemeinste Complex zweiten Grades, sowie eine Reihe von
Ausartungen desselben, sind bereits eingehend untersucht. Ein be-
kanntes Beispiel ist der Tetragdral-Complex, dessen Gerade ein Tetra-
eder unter einem bestimmten Doppelverhiltniss schneiden. Als Punkt-
gebilde besteht seine Singularititenfliche aus den vier Tetraéderebenen,
als Ebenengebilde aus den vier Tetraéderecken. Die Congruenz der
singuliiren Linien hat sich aufgelost in eine Congruenz vierter Ordnung,
nullter Classe und in eine nullter Ordnung, vierter Classe. Erstere
umfasst alle durch die Tetragderecken gehenden Geraden; letztere be-
steht aus allen Geraden in den Tetra&derebenen.

Eine Reihe anderweitiger Complexe zweiten Grades betrachtet Lie
gelegentlich seiner Untersuchung iiber die Abbildung des linearen Com-
plexes auf den Punktraum (diese Annalen Bd. V. 8. 233); es sind alle
diejenigen, welche in einer bestimmten Gleichungsform mit 17 Con-
stanten enthalten sind; ihre Singularititenfiichen sind Linienflichen.

Bis jetzt indess sind diese specielleren Complexe noch nicht syste-
matisch untersucht worden, wie diess im Folgenden geschehen soll,
Indem ich von der Discussion der allgemeinsten Gleichung ausgehe, bei
der im Ganzen B8 verschiedene Fille zu unterscheiden sind, erhalte
ich eine allmihliche und doch iibersichtliche Abstufung.

Die meisten Flichen, die als Singularititenfiichen auftreten, sind
allgemein bekannt. In vielen Fillen ist aber ihr Verhalten als Ord-
nungsfliche, Classenfliche und Brennfifiche der singuliren Linien sehr
interessant.

Die Grundlagen und Hiilfsmittel der Arbeit finden sich im ersten
Theil eingehend auseinandergesetzt. Ich wende mich sodann (II—X1I)
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zur niheren Betrachtung der einzelnen ¥ille in der Reihenfolge, wie
sie sich ans dem im ersten Theile entwickelten algebraischen Einthei-
lungsprincipe ergeben. Sodann gebe ich noch im letzten Theile (XIII.)
neben einigen allgemeinen Sitzen tabellarische Zusammenstellungen der
Complexe nach verschiedenen Gesichtspunkten. Die eine, welche nach
den auftretenden Singularitstenflichen ordnet, ist besonders eingehend
ausgefiihrt.
L

Grundlage der Arbeit, insbesondere die Eintheilung der Complexe.

Allgemeine Uebersicht,

In der Pliicker-Cayley’schen Coordinatenbestimmung der Raum-
gerade wird diese als die Verbindungslinie zweier ihrer Punkte, resp.
als die Schnittlinie zweier durch sie gehender Ebenen aufgefasst.
Wenn in homogenen Coordinaten y, :y,:y;:y, und 2, :2,:25:2,
zwei Punkte darstellen, so werden der durch sie bestimmten Geraden
die folgenden sechs (homogenen) Coordinaten ertheilt:

Pro =Y %y — Y221, Pi3z="Y1% — Y34, Dy =Y % — Y%,
D3y = Y38, — Y323, Dya ==Y1% — Y28y, Poz = Y283 — Y34, .
Der folgende Ausdruck:

P=p, ps + Prs - Pio + D1y Do
ist identisch Null, wenn fiir die p die oben stehenden Werthe ein-
gefithrt werden.

Diese Coordinatenbestimmung bietet oft grosse Vortheile, doch
tritt in ihr nicht hervor, dass die Gerade als Raumelement angesehen
wird. Das letztere erreichen wir sofort, wenn wir von den Gleichungen
ganz absehen, welche die p mit den Punktcoordinaten verbinden. In
diesem Falle ertheilen wir der Geraden sechs solche Gréssen p, welche
die Gleichung P =0 erfiillen, als Coordinaten. — Das Gebiet der
Grossen p ist ein fiinffach unendliches, die Bedingungsgleichung P =0
sondert aus demselben eine (quadratische) vierfach unendliche Mannig-
faltigkeit aus, die geometrisch durch die Gesammtheit der Raumgeraden
dargestellt ist.

Ein Complex wird dann bestimmt durch eine weitere (zu P =0
hinzutretende) Gleichung in den p:

Q=0.
Er bestebt ans dreifach unendlich vielen Geraden.

Ist nun Q in den p insbesondere vom zweiten Grad, so nennen
wir den dadurch definirten Complex ebenfalls vom zweiten Grad. Da
dieser der Gegenstand unserer Untersuchung ist, so haben wir zunichst
von zwei simultanen homogenen und quadratischen Gleichungen P = 0,
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Q = 0 zwischen sechs Variabeln auszugehen. Da wir uns durchaus
auf projectivischem Standpunkt befinden, so diirfen wir die Coordinaten
p beliebig so linear transformiren, dass die Form Pin ein Multiplum
ihrer selbst iibergeht. Denn in seiner Inauguraldissertation*), ferner-
hin auch im zweiten Band dieser Anmnalen (8. 203 u. f.) hat Klein
gezeigt, dass eine solche Transformation einer Collineation yesp. einer
dualistischen Umformung des Raumes entspricht (und umgekehrt),
Wird diese Transformation auf alle méglichen Formen P, Q angewandt
gedacht, so ergiebt sich eine natiirliche Eintheilung der Complexe.
Wir werden weiter unten hierauf zurtickkommen und merken uns einst-
weilen nur, dass Klein die Discussion der in der aligemeinen Glei-
chung Q =0 enthaltenen Complexe auf ein algebraisches Problem
zuriickgefiithrt hat: Es sollen zwei Formen zsweiten Grades, homogen in
sechs Variabeln, gleichzeitig auf eine kanonische Form gebracht werden.
Dieses Problem ist fiir den allgemeinsten Fall schon sehr friihe geldst,
zuerst wohl von Jacobi (im 2. Band von Crelle’s Journal). Durch
lineare Transformation bringt derselbe beide Formen auf rein guadra-
tische; die Moglichkeit dessen setzt aber eben den allgemeinsten Fall
voraus.

Sylvester*®) geht von zwei beliebigen quadratischen Formen aus
und betrachtet mit ihnen die Lagenbeziehungen der damit zusaramen-
hingenden Orte zweiten Grades. Eine Determinantenbetrachtung fihrt
ihn zu einer erschopfenden Eintheilung, bei beliebiger Zahl von Vari-
abeln. In dem allgemeinsten Fall hat man die von Jacobi ent-
wickelte kanonische Form; in den speciellen Fallen gewinnt er sie da-
durch geometrisch, dass er das Coordinatensystem passend wihlt; fur
das biniire, ternire und quaternire Gebiet giebt er alle an. Fir mehr
Dimensionen giebt er nur noch die Anzahl der moglichen Fille; die-
selbe ist indess nur noch bei fiinf Dimensionen richtig, bei mehr
Dimensionen ist sie zu klein*%*). — Die Ableitung der kanonischen
Formen in diesen Fillen wire wohl nach seiner Methode nicht einfach.

Weierstrasst) lost das Problem in voller Allgemeinheit. Er
geht von zwei bilinearen Formen mit % Variabeln ans und giebt fiir
alle Fille die kanonische Form. Die Gesetze wendet er dann apf die
quadratischen Formen an. Er fiihrt die Determinantenbetrachiungen
von Sylvester weiter durch.

¥ Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung zweiten Grades
zwischen Liniencoordinaten auf eine kanowische Form.* Bonn, 1868.
++) Phil. magazine 1851 pag. 119, 295, 415
##t) Vrgl, a, a. O. pag. 139. Auch Liiroth hat in einer Arbeit, die wir noch
weiter nennen werden (S. 153), einen Fall nicht aufgezihlt.
+) Berliner Monatsberichte 1858, 1868.
10%*
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Klein erbrtert in seiner Inauguraldissertation, unter Zusammen-
fassung der Hauptresultate, insbesondere den Fall von sechs homoge-
nen Variabeln und verwerthet ihn fiir die Eintheilung der Complexe
zweiten Grades. Er betrachtet sodann ausfithrlicher den allgemein-
sten Fall.

Bevor wir niher auf diese Eintheilung eingehen, sei noch Etwas
erwihnt, was den geometrischen Vorgang der Transformation an-
betrifft, — Unser altes Coordinatensystem, in der Coordinatenbestim-
mung der p, besteht aus den sechs speciellen Complexen p = 0, deren
Directricen die Kanten eines ,,Fundamental-Tetraeders’ bilden. Da
eine lineare Verbindung von speciellen linearen Complexen aber in der
Regel einen allgemeinen linearen erzeugt, so wird nach der Coordinaten-
transformation das Coordinatensystem aus sechs linearen Complexen
bestehen, die nicht ausschliesslich specielle sein werden. Diese sechs
Complexe, welche das Coordinatensystem bilden, wollen wir mit Klein
die ,, Fundamentalcomplexe” nennen *).

Ueber die Transformation und die Eintheilung.

Werden die neuen Variabeln mit z,, ,, - .-, bezeichnet, so
seien die Formen P und Q in die folgenden iibergegangen:

P1 = Zaikxixk, Ql = szkxzxk )
(WO @ix = ari, bix = by sein moge). Die Determinante von Q; 4 P;:

by + day - by + Aayg

A=| :
boy Ay - - by + Aagg |

ist es nun, auf die es ankommt; sie ist eine Invariante des betreffen-

den Complexes. A ist eine ganze rationale Function sechsten Grades
in 4, also identisch mit:

A.(l_ll)vl.(l_}%%...(;,._11.)1';...
wo A die Determinante von P, A; aber eine »;fache Wurzel von 4 in
A =0 bedeutet, so dass Zv; = 6 ist.

Es ist nothwendig, auch die Unterdeterminanten von A zu be-
trachten. Mit A’ wollen wir irgend eine erste (fiinfreihige) Unter-
determinante, mit A” eine zweite (vierreihige) etc. bezeichnen. Diese
A', A” ... sind zwar keine Invarianten, dagegen ist das simultane
Verschwinden aller A’ aller A” ete., etwas Invariantes.

Der Factor 4 — 1; von A soll nun in allen A’ »;/mal, in allen A”
v;'mal etc. enthalten sein, Fiir diese Grossen gilt das Gesetz:

»=} Vgl.: Diese Annalen, Bd. II. a. a. O. *
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>y >y >
Die Differenzen dieser Grossen:
G=vi—v, & =v—v', & =v—v", ...

sind fiir uns von ganz besonderer Wichtigkeit. Fir dieselben gilt, wie
Weierstrass zeigt, zunichst das Folgende:
G2 26 2
sie sind in dieser Reihenfolge der Grosse nach geordnet. Insbeson-
dere ist:
A= dpi—= (G — 2 (A — A%

In der ganzen Determinante ist nun 4 — 4; »mal enthalten, in
den A" noch v/mal etc. Beim Uebergang von A zu den A’ geht von
(A — A,)" der Factor (4 — A,)% verloren. Es ist das ein Factor, der
in gewissem Sinne an der Determinante A haftet. Geht man weiter-
hin von den A" zu den A”, so 16st sich der Factor (2 — 1,)° als etwas
nur an den A" haftendes ab, ete. — Dieses ist eine natiirliche Zer-
legung des (A — ;)% in Factoren, und diese Factoren nennt man nach
Weierstrass ,, Elementartheilers.

Die Bedeutung der Elementartheiler wird durch das Folgende klar
gestellt: Sind zwei Formenpaare P, Q, und P,, Q,, das eine durch
lineare Transformation aus dem andern abgeleitet —, oder, soll das
eine linear in das andre transformirbar sein, so miissen in beiden
Paaren die Elementartheiler iibereinstimmen. In unserer projectivi-
schen Auffassung stellen die Formenpaare P;, Q; und P,, Q, demnach
denselben Complex vor (diese Formen gleich Null gesetzt gedacht),
wenn in den Deferminanten beider die Vertheilung der Wurzeln und
Elementartheiler dieselbe ist, und die absoluten Invarianten, das heisst
also die Verhiltnisse der Wurzeln, iibereinstimmen. — Oder, mit an-
dern Worten: Wir erhalten eine erschopfende Aufzihlung aller Com-
plexe zweiten Grades, wenn wir in der Determinante A die Verthei-
lung der Wurzeln, und weiterhin die der Elementartheiler, auf alle
mbglichen Weisen annehmen.

Es ist nun nach dem Vorangehenden offenbar gleichgiiltig, ob wir
erst die Vertheilung der Wurzeln 4; in A =0 und dann innerhalb
dessen die der Elementartheiler auf alle moglichen Weisen vornehmen,
— oder ob wir das Umgekehrte thun. In jedem der beiden Fille wird
dieselbe Eintheilung erzielt. Fir die Darstellung des Folgenden ist das
letztere vortheilhafter.

Wir fanden vorhin, dass Zv; = 6, ferner dass ¢; -+ ¢/ 4 - - =
ist. Hieraus ergiebt sich sofort: Ze® = 6. Die Zahl 6 lisst sich
aber auf 11 verschiedene Weisen in Summanden zerlegen, und wir
haben demnach vorerst 11 Gruppen von Complexen, dargestellt durch:
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[111111], (111123, [1113], [1122], [114], [123], [222],
[15], [24], [33], (6]%);
[128] z. B. will sagen, es sei ein einfacher, ein zweifacher und ein
dreifacher Elementartheiler vorhanden.

Hierauf denken wir die Elementartheiler entweder als zu simmt-
lich verschiedenen, oder als zu theilweise gleichen Wurzeln, oder end-
lich als zu einer einzigen (sechsfachen) Wurzel gehorig. Zur Unter-
scheidung dessen empfiehlt sich die folgende Bezeichnung: Wenn ein
miacher, ein nfacher etc. Elementartheiler zu derselben Wurzel gehoren,
so klammern wir die betreffenden Zahlen ein und schreiben: (m, n - .),
Der Fall [123] z. B. wird also die folgenden 5 Méglichkeiten enthalten:

[123], [(12)3], [2(13);, [1(28)], [(128)].

Der Fall [2(13)] z B. sagt uns, die Determinante A habe zu-
nichst einen Factor (4 — 4,) zweimal, ferner einen weiteren Factor
(A — 4,) viermal, ' die Unterdeterminanten A’ aber (4 — 4;) mnicht
mehr, dagegen (4 — 4,) noch einmal, die A" etc. schliesslich keinen
von beiden mehr.

Wenden wir in allen den elf oben angegebenen Fillen das an
dem Beispiel 71237 gegebene Verfahren in gleicher Weise an, so erhilt
man 58 wesentlich verschiedene Fille, d. h.: Im Sinnc der projectivi-
schen Geometric giebt es 58 wesentlich verschiedene Complexe zweiten
Grades.

Eine vollstandige Gleichung zweiten Grades zwischen sechs Vari-
abeln enthiilt 21 Glieder. Mit Hilfe von P =0 kann man in der
cigentlichen Complexgleichuug im Allgemeinen nur ein Glied fort-
schaffen. Mit Hiilfe der Coordinatentransformation erreicht man jedoch
eine weit stirkere Reduction der Gliederzahl. Das Problem, solche
kurze, also bequeme Gleichungsformen fiir jeden Fall zu finden, ist,
wie bereits angegeben, allgemein von Weierstrass gelost. Wir wollen
im Folgenden die Resultate dieser Transformationen in eine ,kanonische
Forn‘ kurz zusammenstellen.

Zunichst hingt die kanonische Form lediglich ab von der Ver-
theilung der Elemeuntartheiler; es giebt also ihrer 11. Aus den 11
Fillen,- bei denen die Elementartheiler simmtlich zu verschiedenen
Wurzeln gehoren, leiten wir alle andern durch Gleichsetzen der Wur-
zeln ab. U aber die kanonischen Formen P und Q fiir die erstern
Fille zu erhalten, behandeln wir zuniichst jeden einzelnen Elementar-
theiler fiir sich.

Die Transformation von P, Q machen wir uns an der Determinante
A von 4 P — Q deutlich; sie ist ersichtlich damit identisch, die Hori-

*) Vgl Klein, 8, 37 der Inauguraldissertation.
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zontal- und Verticalreihen von A gleichzeitig vermdge derselben Mul-
tiplicatoren zusammenzufiigen, wobei sich der Werth der Determinante
hochstens um einen Factor #ndert. Die kanonische Form spiegelt sich
dann in einer kanonischen Form von A ab*), Wir wollen diese Ver-
hiltnisse an einem einfachen Beispiel beleuchten. Betrachten wir den
Fall {3217 In der Determinante nehmen wir das Quadrat, dessen
Glieder den ersten drei Horizontal- und den ersten drei Verticalreihen
gemein sind, fiir den ersten Elementartheiler. Das Quadrat, gebildet
aus den gemeinsamen Gliedern der vierten und fiinften Horizontal- und
Verticalreihen, theilen wir dem zweifachen Elementartheiler, und das
letzte Glied der Diagonale dem einfachen zu. Dann fiillen wir in der
folgenden Weise aus:

5 0 —1 l_lli
—1 4—-4, O {
A—2, O 0 |:
|

!

i

-3, 0 |

Pa—1,

Alle nicht besonders hingeschriebenen Glieder sind durch Nullen
21 ersetzen. — Wir haben hier die kanonische Form der Determinante
von AP — Q; sie reprisentirt die kanonische Darstellung:

P=2zx,+ 2> +2z2,  z°
Q= 4, (22,23 +2,) + 24,2,%5 + A32° + 22,2, + z.

Das Verfahren in jedem andern Fall ist dem hier eingeschlagenen
ganz analog. Man theilt jedem %fachen Elementartheiler ein in der
Diagonale von A stehendes, kreihiges Quadrat zn und fiillt dasselbe
stets in derselben Weise aus. Wir unterlassen jede weitere Ausfiih-
rung, indem wir auf die spiitern Theile verweisen.

|
|
| \
| 1 i1, | }
|
| !

Zur geometrischen Interpretation.

Die Form P giebt uns sofort das Coordinatensystem resp. die sechs
Fundamentalcomplexe. Nach Klein besitzt niwlich ein linearer Com-
plex Zeyz; = O eine Invariante, die mit den « geriinderte Determinante
von P. Wird in einem unserer kanonischen Fille diese Rénderung
ausgefiilhrt, so erhdlt man stets fir nnsere Invariante eine solche
Function in’ den «;, wie es P in den x; ist, also hat die Invariante
fiir uns den Werth P (a). Ist dieser Ausdruck insbesondere Null, so

=) Wir geben also hier eine einfache Losung des ,,chess board“-Problems von
Sylvester. Vgl a.a. 0. 8.140, Note. Die im Texte entwickelte Darstellung

wurde mir von Klein mitgetheilt.
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kann man die «;, da sie P= 0O geniigen, als Coordinaten einer Ge-
raden aunffassen. Der Complex ist dann ein specieller, indem seine
Geraden simmtlich die Gerade « treffen. Dies giebt die Entscheidung,
ob ein Fundamentalcomplex ein allgemeiner oder ein specieller ist; fiir
#; = 0 sind alle « bis auf «; Null. Da nun ein beliebiges der z in
P, die kanonische Form vorausgesetzt, nur einmal, also entweder als
Quadrat oder im Doppelproduct vorkommt, so hat man die Regel: Die
Fundamentalcomplexe, die in P in Doppelproducten stehen, sind specielle,
die andern allgemeine.

Die Bedingung der snvolutorischen Lage zweier linearer Complexe
ist ebenfalls von P abhingig. Seien Xe;z; =0, Zfix; =0 zwel
solche, so haben sie eine simultane Invariante und zwar die einerseits
mit den «, anderseits mit den g geriinderte Determinante von P.
Verschwindet diese Invariante, so liegen die Complexe in Involution;
insofern insbesondre beide specielle sind, schneiden sich ihre Directricen.
Als Anwendung auf die Fundamentalcomplexe ergiebt sich, dass ein
solcher, der in P im Quadrat vorkommt, mit allen andern in Invo-
lution liegt. Kommt er im Doppelproduct vor, ist er also ein speciel-
ler, so liegt er uur mit dem nicht in Involution, der mit ihm im
Doppelproduct vereinigt ist, resp. seine Directrix gehort allen andern
Fundamentalcomplexen, ausser diesem einen, an.

Die singulidren Linien des Complexes P =0, Q = 0 werden be-
kanntlich aus ihm durch einen Complex Q == 0, der ebenfalls vom
zweiten Grad ist, ausgeschnitten. Diese Form, @', soll auch im all-
gemeinen Fall angegeben werden; sie héngt von Q sowohl als auch
von P ab und ist:

2o #e P
l 8:61('3.701 5&:13.1!:6 al‘i
Q’E' ) ' #Q 8_1_’
l 02,0%4 0%s0%5 0%
O 2
o= N
Diese Bezeichnung als Q' soll beibehalten werden. — Die Com-

plexe Q - uQ =0 bilden insbesondere ein Biischel; alle haben die
Congruenz der singuliren Linien gemein. Bei Untersuchungen iiber
diese sind also alle von ihnen gleichwerthig; die Anwendung dessen ist
iiberall von grossem Vortheil. — Klein hat weiterhin aus dem Com-
plex P=0, Q=0 alle diejenigen abgeleitet*), die mit ihm dieselbe
Singularititenfliche und das nimliche Verhalten der singuliren Linien
zu dieser iberhaupt besitzen. Aus seiner Darstellung geht aber hervor,

*) Vgl. diese Anpalen Bd. I, S. 224 (9).
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dass alle diese Complexe dieselbe Elementartheiler- und Wurzelverthei-
lung haben, was die Zweckmissigkeit der von uns eingehaltenen Ein-
theilung hervortreten lisst.

Ein Complex zweiten Grades wird durch zwei simultane quadratische
Gleichungen, also als Schnitt von zwei quadratischen Mannigfaltig-
keiten (in einem ,,Raum von finf Dimensionen®) dargestellt. Ein sol-
cher lisst sich daber in gewissem Sinr mit einer Raumecurve vierter
Ordnung des gewShnlichen Punktraumes vergleichen. In der That ist
auch die Terminologie so weit ausgebildet, dass man den Complex
zweiten Grades als Schnitt von zwei Flichen zweiten Grades in einem
Raum von fiinf Dimensionen bezeichnen kann, Von diesem Standpankte
aus stellt sich diese Arbeit neben diejenige von Liiroth: ,Ueber
Schnittcurven und gemeinsame Polartetraeder zweier Flichen zweiten
Grades.“*) An Stelle der dort betrachteten, den beiden Flichen ge-
meinsamen Polarquadrupel, tritt hier das System der sechs Fundamen-
talcomplexe auf.

Mit der vorliegenden Untersuchung kann man noch folgende
Ueberlegung verkniipfen, welche die Uebersicht bedeutend erleich-
tert. Kommen nimlich hohere als einfache Elementartheiler vor, so
treten mit ihnen vielfache Complexgerade und vielfache Linien der
Singularititenfliche auf. Dasselbe tritt ein, wenn mehrere Elemen-
tartheiler zu einer Wurzel gehtren. Dieselben hohern Elementartheiler
und dieselben Verbindungen einfacher oder hoherer ziehen aber in jedem
Fall dieselben Folgerungen nach sich. Es entspringt hieraus eine wich-
tige, berechtigte Schlussweise, die an einem Beispiel erldntert werden
soll. In dem Fall [1111(11)] werden zwei Doppelgerade, die sich nicht
schneiden, auftreten. Dann hat man im Fall [11(11)(11)] nothwendig
zwei Paare von Doppelgeraden, im Fall [(11)(11)(11)] drei solcher ete.
Im zweiten Fall hat man ein windschiefes Vierseit, also im dritten
Fall die sechs Kanten eines Tetraeders.

Diese Schlussweise wird durch den folgenden Satz vervolliommnet:
Eine mehrfache Complexgerade rechnet stets mehyfach als Aze und Strahl
auf der Singularititenfliiche. Nach Pliicker®) ist nimlich eine Dop-
pellinie des Complexes eine solche singulire Linie, deren Punkte und
(hindurchgehende) Ebenen simmtlich singulér sind. Eipe solche Linie
liegt also auf der Singularititenfliche; wir nehmen an, als wfacher
Strahl, vfache Axe, ferner mdgen zu ihr 0 Doppelpunkte und 7 stationére
Ebenen gehoren. Der Grad der Singularititenfliche ist 4, es ist also
#4404 v zr=4. Es ist aber anch p=1v, d =17, wenn sich,

%) Schlomileh’s Zeitschrift 1867. Vgl auch L. Painvin: Nouv. Annales
de Math. 1868 (p. 103) und Sylvester a. a. O.
*) Vgl. Neue Geometrie, IL., n. 307.
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was meist eintritt, die Punkte und Ebenen der Geraden zum Complexe
genan gleich verhalten. Es giebt das die Moglichkeiten g =1» =1,
d=r=1undp=1v=2 &§=r7=0 (oder umgekehrt). Man vergl.
hierzu die einzelnen Fille.

In den Coordinaten z kann man den zu einem Raumpunkt gehorigen
Complexkegel nicht direct ausdriicken, wir erreichen dies durch Coor-
dinatentransformation. Geht man nfimlich zu den p;;, also zu speciellen
Fundamentalcomplexen zuriick, so erhéilt man statt

Qx ==0: Qp* = Q*(y,-zk — y;,.zi) =0

wor y, z Punktcoordinaten sind. Hilt man insbesondere den Punkt
y fest, so giebt Q* = 0 eine quadratische Gleichung in 2, geometrisch
einen Kegel 2. Ordnung vom Mittelpunkt y. Es ist dies der zu y ge-
horige Complexkegel. Zerfillt derselbe, so liegt y auf der Singula-
rititenfliche, und man erhilt also die Punkte dieser Fliche durch Ueber-
gang zu den p. Dieser Uebergang ist aber fiir alle, in einer kanoni-
schen Form enthaltenen Fille der néimliche. Er ist spiter fiir jede
kanonische Form angegeben.

Beziiglich der angewandten Bezeichnung diene das Folgende. Die
z bedeuten stets Liniencoordinaten, wenn nicht ausdriicklich eine an-
dere Definition beigegeben ist. Die y und 2 werden stets Punktcoor-
dinaten darstellen; die Ecken des zugehdrigen Fundamentaltetraeders
sind 4,, 4,, 4;, A,, die Gegenseiten y, = O ete. Ksist dann 4,4,
eine Kante, die auch g, ==y, = 0 genannt werden kann und welche
Directrix des speciellen Complexes p,, == 0 ist.

1I.
Erste kanonische Form.

P=2z? +w2?+x32+x4? + 24zt =
Q= 4,23 + 42)° + Ayzg® + 4,27 + 4,27 + Ay2,° = 0.

Die Elementartheiler sind olle gleich und zwar einfach. — In der
oben stehenden Form von Q gehdren sie zu simmtlich verschiedenen
Waurzeln. Es ist das der Fall {111111] nach der angenommenen Be-
zeichnung, also der allgemeinste Complex zweiten Grades iiberhaupt.
Seine Singularititenfliche ist bekanntlich die ,, Kum mer’sche Fliche® mit
16 Knotenpunkten und 16 Doppelebenen. Dieser Complex ist, besonders
durchKlein, genau untersucht; wir gehen hier nicht weiter auf ihn ein®).

*) Zu diesem allgemeinen Fall gehért auch der Complex, dessen Singulari-
tatenfliche eine Fresnel’sche Wellenfliche (Tetraedroid) Lildet. Er hat keine
Doppelgerade, wahrend alle unsere Fille solche besitzen. Fiir diesen Complex
vgl. Battaglini: Giorn. di Mat. 1866, Aschieri: ebenda 1868, L. Painvin:
Nouvelles Annales 1872, Er ist nach Klein dadurch charakterisirt, dass die
6 Wurzeln 2 eine Involution bilden.
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Indem die 4 auf alle moglichen Weisen einander gleichgesetzt wer-
den, erhilt man alle die weiteren Fille dieser Form. Die folgenden
fithren jedoch auf solche Complexe, die in zwei lineare zerfallen:
[11(1111)}, [1(11111)}, [(11)(1111)], [(111111)], und zerfallende Com-
plexe schliessen wir ein fiir allemal aus. Fiir den letzten Fall ist sogar
Q =1, P, es ist also gar kein eigentlicher Complex.

Nach Ausschluss dieser fiinf Complese bleiben noch die folgenden
sechs:

(1LY, [I1ALID], LD AL], (1AL, (111 AL)], [(111)(111)]

Sie sollen in ebendieser Reihenfolge behandelt werden. — Die Form P
geht offenbar in ein vielfaches der friilheren in den Coordinaten p iiber

bei folgender Substitution, wo ¢ =3 — 1:
&y == Pys -+ Py > Ly =Pz + Dsa) Ty = Pyy + Pa3,
1 1 1
Ty =7 (P12 — D34)» % = T (P13 — D) - %= - (B1s — Pa3) -

Diese Transformation, resp. die Auswahl eines solchen Coordinaten-
tetraeders, ist auf 15 verschiedene Arten mdglich. Eine genaue Dar-
stellung gicbt Klein*).

1. Den Fall [1111(11)] erhalten wir aus dem allgemeinsten da-
durch, dass wir zwei der 4 gleich setzen, z. B. 4, = 1,. P hat immer
noch die obige Form, dagegen ist jetzt:

Q=12,(2* + 2,") + Az + 4x," + 4,27 + L.25° = 0.
Da nun die Complexe Q - ¢ - P=0 mit Q =0 identisch sind, so
konnen wir auch aus diesen, nur formal verschiedenen Complexen den-
jenigen herausgreifen, fiir welchen g = — 1,. Wir haben dann die
einfachere Darstellung:
) Q= A + 2,22 + 4,02 + Ag® =
wo die 4 gleich den um A, verringerten, friiheren 1 sind.

Vier lineare Complexe haben bekanntlich im Allgemeinen zwei
sich nicht schneidende Gerade gemein. So haben z, =0, 2, =0,
z; =10, z, =0 die Geraden gemein, fiir welche z, =1, 2, =41
ist*), Es sind das die Leitgeraden der Complexgruppe z, + ¢z, =0,
resp. von pg =0, p,, = 0. Diese beiden Geraden sind, wie die Form
von Q zeigt, doppelte Complexgeraden, nnd iiberhaupt ergiebt sich:
Zur Verbindung von zwei einfachen Elementartheilern gehiren stets zwet
sich nicht schneidende doppelte Complexgerade, die der Congruenz der
singuliiren Linien vierfach zdhlend angehiren.

#) Vgl. insbesondere: Diese Annalen, Bd. II, S. 206.
#¥) Vgl. Klein, a, a. O., S. 206.
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Das Verhalten einer solchen Doppelgeraden zum Complex ersieht
man wohl am deutlichsten, wenn man die Complexfliche bildet, welche
sie als Leitgerade hat. Wir fassen diese auf als gebildet durch alle
Complexkegelschnitte in den Ebenen durch diese Gerade. Jeder dieser
Kegelschnitte zerfallt nach Pliicker in ein Punktepaar auf der Gera-
den. Kiir vier der Ebenen wird sich ein Doppelpunkt ergeben und
diese vier Punkte geben die Complexfliche als Klassenfliche. Die
vier, in gleicher Weise aufiretenden Doppelebenen geben die Fkliche
als Punktgebilde*). -

Dié singuliren Linien befriedigen neben Q= 0 auch noch die
folgende Gleichung:

Q = i222 + 3,22, + 4222+ A2z = 0.

Wir machen von thr erst in spateren Fillen Gebrauch. Die Congruenz
der singuliren Linien zerfillt hier nicht.

Es handelt sich nun um die Singularititenfiiche. Dieselbe enthilt
zwei Doppelgerade, doch ist das Verhalten derselben zur Kliche nicht
ohne Weiteres vorauszusagen, sondern es muss die Gleichung der Fliche
abgeleitet werden. — Indem man zu den p;; zuriickgeht, wird aus
Q=0:

Ay (Dr3 4290 — A (P13 —P1)? + A5 (Pyy+00) — 26(Pyy—p23)? = 0.

Fasst man die p;; auf als y;2;, — yi2;, so giebt diese Gleichung
sofort den Compleskegel vom Punkte y in laufenden (Punkt-) Coordi-
naten 2. Fiir den gesuchten Ort zerféllt dieser Kegel, also auch jeder
ebene Querschnitt desselben. Als Schuittebene sei z, = O benutzt, die
Coefficienten der Gleichung dieses Schnittes setzen sich quadratisch
aus den y zusammen. Seine Discriminante ist also eine Function vom
sechsten Grad in y, d. h.: Unser Ort ist eine Fliche sechsten Grades.
— Der Complexkegel zerfallt fir die Punkte der Ebene 2, = 0 im All-
gemeinen nicht. Doch besteht der betreffende Schuitt aus einem Geraden-
paar. Diese Ebene ist desshalb von der oben angegebenen Fiiiche sech-
sten Grades auszuschhessen, uud zwar doppelt zihlend. In der That
hat die oben bestimmte Gleichung den Factor y,2**). — Dieser Factor
wird auch spiter immer wieder auftreten bei analoger Bestimmung des
Ortes der singuliren Punkte. — Indem wir ihn herausziehen, erhalten
wir die eigentliche Singularititenfliche:

AgAs(Ay—A,) (02952 9,2 9.%) + 234, (A5 — 4g) 2y, 2+ 922955
+2 {7'5 Ae(Ay+4y) — 2,2, (4,4 ls)} Y1999, = 0.

*) Neben Plicker vgl. die Habilitationsschrift von Pasch.
**) Vgl. Plicker a. a. O. n, 315, 186.
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Das Coordinatensystem ist so gewshlt, dass zwei seiner Kanten,
Yy =14, =0 und y; =y, = 0 in die Doppelgeraden fallen. — Es er-
giebt sich aus dieser Gleichung: Die Singularititenfliche ist die XIt
Gattung von Cremona’s Linienflichen vierten Grades¥). — Es ist
leicht zu zeigen, dass sie auch die allgemeine Fliche dieser Art ist.
— Auf jeder Doppelgeraden hat die Fliche vier Cuspidalpunkte, sie
liegen hier paarweise harmonisch zu den Coordinatenecken. Dureh solche
vier Cuspidalpunkte sind drei Involutionen bestimmt, also ist diese
Wahl des Coordinatensystems auf dreierlei Weise maglich. (Die vier
Cuspidalpunkte der einen Doppelgeraden und die vier der andern sind
einander auf bestimmte Weise zugeordnet, so dass die Wahl der In-
volution auf der einen Geraden auch die auf der andern nach sich
zieht.) Und in der That kann man auch die vier Grossen z,, z,, 25, %
dreimal in analoger Weise durch die p ausdriicken, wie es eben ge-
schah. — Zu jeder Doppelgeraden gehoren sowohl vier Cuspidalpunkte,
als auch vier Cuspidalebenen. Die Doppelverhiltnisse aus beiden sind
fiir beide Doppelgeraden gleich. Insbesondere ist dies Doppelverhilt-
niss gleich dem charakteristischen Doppelverhiltniss jeder ebenen Curve
dritter Ordnung der Fliche. Sie reprisentirt eine absolute Invariante
der Singularititenfiiche und des Complexes iiberhaupt.

In jedem Punkt einer Doppelgeraden hat man zwei Biischel von
Complexgeraden, die mit den dort stattfindenden Tangentenebenen der
Fliche im Allgemeinen nicht iibereinstimmen. Fiir jede Doppelgerade
wird es viermal eintreten, dass eine der Tangentenebenen mit einer der
Biischelebenen zusammentfillt. — Es giebt also unter den Erzeugenden
der Fliche keine singuliren Linien.

Beim Uebergang von der Kumm er’schen Fliche zu dieser speciel-
len riicken die 16 Doppelebenen der ersteren paarweise in die Cuspi-
dalebenen der letzteren, da die Cuspidalebenen die einzigen, nach (zerfal-
lenden) Kegelschnitten beriihrenden Ebenen sind. Ebenso vereinigen
sich je zwei Doppelpunkte der Kummer’schen Fliche hier in einen
Cuspidalpunkt**).

Der allgemeinste Complex zweiten Grades hat 19 Constante, dieser
aber nur noch 77, seine Singularititenfliche 16. Dieser Fall geht also
aus dem allgemeinsten durch zweifache Particularisation hervor.

Wenn man hier die Constanten i,, 4, A5, 45 so verindert, dass

*) Man vergleiche hierzu die bekannte Abhandlung: ,Sulle superficie gobbe
di quarto grado“, memorie dell’ Accademia delle scienze, tomo VIII (serie 2¢).

=) Es mag hier ein fiir alle Mal auf die Arbeit von Kummer: ,,Ueber die
algebraischen Strahlensysteme etc., Abh. d. Berl. Akad., hingewiesen werden.
Hier vgl. man ingbesondere S. 71.
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nie zwei einander gleich, und nie eine gleich Null wird, so erhilt
man stets Complexe, die zu [1111(11)] gehdoren. Die absolute In-
variante von vorhin wird sich verindern. Ist z. B.

Adg(hs+4,) =4 Ay(hs + 45),
so fallt das Glied mit y, - ¥, - ¥, - , - weg. Bei der Singularititenfliiche
fallen fiir jede Doppelgerade zwei Cuspidalstellen zusammen. Diese
Fliche ist bestimmt durch die folgenden Linien als Leitlinien: Zwei

Gerade und eine ebene Curve dritter Ordnung (ohne Doppelpunkt), die
von den beiden Geraden in zweien ihrer Wendepunkte getroffen wird*).

2, Indem wir uns dem Fall [1171(711)] zuwenden, setzen wir im
vorigen Fall am einfachsten eines der 1, z. B. 45, Null. Es ergiebt
sich dann:

Q=422 + A2 + Az =0
=1z + 4’ + Ada =

Wir haben hier eine Regelschaar z, = x;, = 2, =0 von doppel-
ten Complexlinien. Jede derselben ist Doppellinie der Singularititen-
fliche. Wir finden damit das Resultat: Die Singularititenfliche ist
eine doppelt zéiblende Fliiche zweiter Ordnung , deren eine Erzeugung aus
doppelten Complexgeraden resp. vierfachen singuliren Linien besteht.

Das Verhalten der singuliiren Linien ist in diesem Fall ein sehr
eigenthiimliches. Die von ihnen gebildete Congruenz zerfillt in wier
lineare. Aus Q = 0, @ = 0 ergeben sich nidmlich die folgenden drei
Gleichungen :

-2742 Ll —1) @t Lh(ls—l)  Xd A {2g—12s)

T XAl —2g) )z Lhs(g—15)° @t Ishs A hs (As— 1)

Indem wir die Bezeichnung einfiihren:
2'5}'6(}’5 - 1’6) : lﬁ‘“}(}'ﬁ - Z’-}) : 1115(2'4 - 15) =a’: ﬁ2 : 7?»

erhalten wir:

Es treten vier wesentlich verschledene Zezchencombinationen aunf, welche
unsere vier Congruenzen ergeben.

Die zu einer linearen Congruenz gehorigen, zweifach unendlich
vielen Linien treffen stets zwei bestimmte Raumgerade, welche man
die Directricen der Congruenz nennt. (Diese Directricen konnen auch
unendlich nahe zu einander sein, oder sich schneiden.) In unserm
Fall erhalten wir 8 Directricen, die paarweise eine Congruenz ergeben;
inshesondere aber liegen sie simmtlich aunf der Singularititenfliche,

*) Vgl. Cremona, a. a. 0. § 12.
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gehoren jedoch nicht der Erzeugung an, die aus doppelten Complex-
geraden besteht. - Von ihnen fallen keine zwei zusammen. 1, 1’ seien
die Directricen der ersten; 2,2'; 3, 3';
4, 4 die der tbrigen Congruenzen.
Durch einen beliebigen Raumpunkt y
geht an 11" etc. je eine Transversale,
es sind das die vier singuliren Li-
nien des Punktes y. Die Directricen
1,2, 3, 4 sollen von diesen singu-
liren Linien in den Punkten P, P,;
P,, P, getroffen werden, die vier an-
dern in P/, P/, Py, P,. Vonden
Punkten P,, P, etc. ist je einer der
singuliive, es seien dies Py, P,, P, P,.
Dann sind die Ebenen durch diese
singuléiren Linien und die Directricen
v, 2,8, 4 die zugehdrigen singu-
liren Ebenen. Diese Trennung der 8 Directricen ist fiir alle Raumpunkte
dieselbe. Wir sehen also, dass die
Brennfliiche der singuldren Linien sich
in 8 Gerade aufgelost hat, wovon vier ‘\
erfiillt sind von singuldren Punkten,
die andern vier aber wmhiillt von
singuliiren Ebenen.

In der obenstehenden Figur sind
zwei Directricenpaare und die zu-
gehorigen singuldren Linien fiir den
Punkt y verzeichnet. — In P; wird
die singulire Linie der ersten Con-
gruenz die Singularititenfiiche beriih-
ren; die Fliche zweiten Grades wird | -2
dort durchsetzt (da sie aber doppelt .
zu zihlen ist, kann man dies doch
als Beriihrung auffassen). — Liegt der
Punkt y insbesondere auf der Singu- N
larititenfliche, so fallen die vier singu- f‘:::‘.

s
4

S5

liren Linien in eine zusammen. Wir :
sehen jetzt deutlich, dass die eine ¥
Erzeugung der Fliche aus vierfachen
singuliren Linien besteht).

=) Vgl. die Habilitationsschrift von Pasch, insbesondere § 5, In unserm Fall

wiirde die Fliche zweiter Ordnung, welche Singularititenfliche ist, doppelt zihlend
als Brennfliche der (gesammten) singuldren Linien auftreten.
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In einer beliebigen Ebene habe man die vier singuldren Linien s,, s,,
8, 8,, diese Ebene trefle die 8 Directricen in Py, P,, Py, P;; P/, P,
P/, P;; s, ist dann die Verbindungslinie von P, wit P, P, ihr singu-
larer Punkt. Der Kegelschnitt der 8 Punkte P: K, ist der Schnitt unserer
Ebene mit der Singularititenfiiche; der Complexkegelschnitt K, der-
selben Ebene geht dann durch Py, P,, P;, P, und tangirt in ibnen
die Linien s. (Vgl. die Figur auf der vorstehenden Seite.) Die 8 Punkte
P gruppiren sich in zwei Vierecke P, P, P; P, und P/, P/, Py, P,
welche dasselbe Diagonaldreieck haben. (Umgekehrt bilden stets die
acht Ecken von zwei Vierecken mit gemeinsamem Diagonaldreieck eine
dem entsprechende Figur.)

Wie fiir den Complexkegelschnitt erhilt man auch fiir einen Com-
plexkegel acht Elemente. Der Mittelpunkt sei y, so sind vier Erzeu-
gende des Kegels die Transversalen 6, 6,, 63, 6, an die Directricen-
paare 11', 22, 3%, 44". Die Tangentialebenen lings diesen vier Er-
zeugenden (den vier singuliren Geraden des Complexkegels) gehen
ausserdem durch die Directricen 17, 2°, 3/, 4",

Dieser Complex ist durch dreifach unendlich viele Raumtransfor-
mationen n sich selbst wberfiihrbar. Jede solche Transformation muss
die Singularititenfliche (zweiten Grades) in sich iiberfithren, insbe-
sondere aber diejenige Erzeugung ganz unverindert lassen, welcher
die acht Directricen angehoren. Die Geraden der zweiten Erzeugung
(die vierfach singuldren Linien) schieben sich so fort, dass die von
ihnen gebildete Erzeugung als Ganzes bestehen bleibt. Und das ist
eben auf dreifach unendlich viele Weisen zu erreichen: je drei Gera-
den der Krzeugung konnen drei beliebige andere zugeordnet werden,
und dann ist allemal eine Transformation vollig bestimmt. — Dass
aber hiebei der Complex durchaus nicht veriindert wird, folgt ganz
einfach daraus, dass nach wie vor die Complexkegelschnitte und die
Complexkegel fiir alle Ebenen, bez. Punkte des Raumes auf dieselbe
Weise construirt werden, also identisch sind. — Der Complex hat
14 Constante. Zwei von ihnen sind absolute Invarianten, da der Com-
plex dreifach unendlich viele Transformationen in sich hat. Dieses
sind die beiden absoluten Invarianten, welche den fiinf Erzeugenden
zukommen, die den Complex bestimmen.

3. Werden im ersten Fall (S. 155) irgend zwei der Grossen 4
gleichgesetzt, so erhilt man den durch [11(21)(11)] dargestellten Fall.
Es sei 4, = 4 gewihlt, so hat man:

Q =2y (8 + 2% + A2’ + g2 =0.
Q=4 (P +2.%) + 4722+l = 0.
Der Vergleich mit dem Fall [1111(11)] (S. 155) zeigt, dass zwei
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Paare von sich nicht schneidenden Doppelgeraden auftreten. Die Ge-
raden des ersten Paares werden jedoch die des zweiten treffen. Die
Formeln ergeben ndmlich durchgehends die Regel: Ist p; eine dop-
pelte Complezgerade, herriihrend von einer vielfachen Wurzel i;, p: eine
solche, die mit einer weiteren vielfachen Wurzel Az auftritt, so schneidet
die Gerade p; die Gerade py.

Der Riickblick auf [1111(11)] sagt weiter, dass die Geraden un-
seres doppelten windschiefen Vierseits fiir die Singularititenfliche
gewdhnliche Doppelstrahlen und Doppelaxen sind. Dann hat man aber
nothwendig das Folgende:

Die Singularititenfliiche besteht aus zwei Flichen zweiter Ordnung,
die zwei Linien jeder Evrzeugung (ein windschicfes Vierseit) gemein
haben.

Unser Resultat wird bestitigt durch die Gleichung der Singulari-

titenfliche. Indem wir die Grosse 2252 — 4 (st )

mit C bezeichnen
. ) . ) ?
ergiebt sich fiir dieselbe:

Die beiden Flichen bezeichnen wir mit F, und F,. Die ibrer
Unterscheidung entsprechende Trennung der singuliren Linien ergiebt
sich folgendermassen. Aus den beiden Gleichungen

Q=0, Q=0
lisst sich insbesondere die zerfallende ableiten:
@ Q' — 2,Q = (2; + %) (@& — ax) =0,

(wo ¢ =1 ]/28":;3) Die singuliiren Linien bilden also zwei Con-

gruenzen zweiten Grades. — Es ist einleuchtend, dass die eine Con-
gruenz den Tangenten von F), die andere denen von F, angehort.

Aber in diesem Falle kbnnen wir auch die wollstandige DBrenn-
fliche der Congruenz der singuliren Linien angeben, fir welche die
Singularititenfliche nur einen Theil bildet. Ersichtlich besteht die-
selbe iiberdiess noch aus denjenigen beiden Flichen zweiten Grades
F* und F,*, welche aus F; und ¥, durch die dualen Umformungen
hervorgehen, welche durch die mit ihnen bez. zusammengehdrigen
linearen Complexe (2) gegeben sind. Diese beiden Flichen enthalien
ebenfalls die wvier Doppelgeraden des zu untersuchenden Complexes; die
Congruenz vierten Grades der singuliren Linien besteht aus einen
quadratischen Theile derjenigen Congruenz vierten Grades, welche I,
und F* umhiillt, und aus einem eben solchen Theile der Congruenz
vierten Grades, welche F, und F,* umhiillt.

Mathematische Annalen, VII. 11
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Die nebenstehende Figur soll diese Verhiltnisse durch einen ebenen
Schnitt zur Anschauung bringen. K, K,, K*, K,* gehbren F,, F,,
F*, F,* an. Die Grundpunkte des Biischels, dem diese vier Kegel-
schnitte angehoren, sind O,, O, und die Kreispunkte der Ebene; s,
$;, 83, S, sind die singuléren Geraden der Ebene, K der Complex-

L\
TN

\\\c
5

\
\,_\d
/
kegelschnitt. Die andern Tangenten, die K, und K,* gemein sind,
gehiren der quadratischen Congruenz (F; F\*) an, die hier nicht in
Frage kommt etc. — Die Figur zeigt deutlich, wie K, und K, vor
K*, K,* bevorzugt sind und zwar dadurch, dass sie vom Complex-
kegelschuitt beriihrt werden. Ebenso sind die Flichen F, und F, da-
dwrch vor F,* und Fy* bevorsugt, dass nur sie von den Complezkegel-
schwitten Leriihrt werden.

£

Wie der vorige Complex kann auch dieser auf cine ganz einfache
Weise erzeugt werden. — Die Singularititenfiiche F,, F, bestimmt
den Complex nicht, sondern erst einfach unendlich viele Complexe.
Nimmt man eine beliebige Raumgarade als Complexgerade hinzu, so
erhilt man noch vier Complexe. Denn in einer beliebigen Ebene
durch diese Gerade giebt es noch vier Kegelschnitte, welche sie und den
Schnitt mit F, und F, je zweimal berihren. Wahlt man einen von
ihnen als Complexkegelschnitt aus, so finden sich weitere Complex-
kegelschnitte eindeutig durch Drehung um eine seiner Tangenten, resp.
um eine der schon bekannten Complexlinien.

Ist insbesondere eine singulire Complexgerade s, gegeben, die F)
berithren mag, so ist der Complex eindeutig bestimmt und seine Construc-
tion viel einfacher. Man lege wieder durch s, eine Ebene (vgl. neben-
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stehende Figur), sie schneide F, in K|, F, in K,. Die Schnittpunkte
von K, mit K,: P, P/, P,, P,/ sind die Schnittpunkte der Ebene
mit dem Vierseit, das F, und F, gemein ist. (Dabei seien P, und
P, dieSchnittpunkte mit zwei Gegenseiten dieses Vierseits, ebenso P, und
P,.) Es giebt zuniichst drei Kegelschnitte, welche K im Berﬁhrungs;;unkt
P mit s, und einem weitern Punkt, ebenso K, in zwei Punkten be-
rithren; von ihnen ist jedoch nur einer als Complexkegelschnitt der
Ebene zulissig. Verbinde ich nimlich P mit einem Diagonalpunkt
des Vierecks Py P, P, P, und schneide K, mit dieser Linie, so giebt
es je einen Kegelschnitt, welcher K, in P und in diesem Schnittpunkt,

so wie auch K, zweimal bertihrt. Aber es ist einer der Diagonalpunkte
ausgezeichnet, nimlich der Schnittpunkt der Geraden P, P,, P, P,
(weil P,, P,” die Schnittpunkte mit dem einen, P,, P,” die mit dem
andern Gegenseitenpaar des windschiefen Vierecks sind). Wird er bei
der Construction verwandt, so erhilt man den Complexkegelschnitt. —
Durch Drehung der Ebene um alle Tangenten dieses eben construir-
ten Kegelschnittes erhilt man durch diese, resp. die vorige Construction
alle Complexgeraden.

Es ldsst dieser Complex einfach unendlich viele Transformationen
in sich selbst za. Eine Abzihlung wiirde in der That ergeben, dass
er 15 Constante hat, aus denen sich eine absolute Invariante zusammen-
setzen lasst. Diese Transformationen sind besonders einfach und geben
eine directe Anschauung von den singuldren Linien.

Fir den allgemeinen Complex zweiten Grades hat Klein®) die
Aufgabe gelost, in der Congruenz der singuliren Linien je einfach
unendlich viele {consecutive) zu Developpabeln zusammenzufassen.
Jede singuliire Gerade wird nimlich von zwei andern, unendlich nahen,
geschnitten **). Geht man also von einer beliebigen aus, so erhilt

<) Diese Annalen Bd. V, S. 296.
) Vgl. die schon erwibnten Arbeiten von Kummer und Pasch.

11 %
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man diese Developpabeln durch Aneinandersetzung solcher sich schnei-
dender, consecutiver. Um die endliche Gleichung herzustellen, ist eine
Differentialgleichung zu integriren, die auf hyperelliptische Integrale
fihrt. — In diesem speciellen Fall gestaltet sich diese Sache etwas
anders, jedenfalls aber bedeptend einfacher. Den Uebergang von einer
solchen singuliren Linie zur nichsten konnen wir nimlich als eine un-
endlich kleine Raumtransformation®) auffassen resp. darstellen, welche
den ganzen Complex in sich selbst tberfilhrt. Die auftretenden Inte-
grationen sind besonders einfach.

Um spiter die Gleichung der Developpabeln, resp. deren Riick-
kehrgeraden, in Punktcoordinaten schreiben zu konnen, soll zunichst
unser Problem in den Coordinaten p; gelost werden. (Klein benutzt
n seiner Arbeit andere Coordinaten, die wir weiterhin ebenfalls an-
wenden wollen.) — Fiir die singuliren Linien haben wir die Glei-
chungen (2) abgeleitet. Die dort auftretenden linearen Complexe
schreiben wir in der Form:

) apyy + bp,; =0

(woa=1-4 ‘f-, b=1F —‘:) In der Annahme dieser Form liegt ent-
halten, dass wir uns nur mit der einen und nicht gleichzeitig mit bei-
den Congruenzen zweiten Grades beschiftigen. Es ist das erlaubt,
da sich beide gemau gleich verhalten. — Ausser der Gleichung (3)
geniigen die singuliren Linien auch noch Q = 0, oder Q" 4+ 1Q = 0.
Indem man zu den p;; iibergeht und 4 in der richtigen Weise wihlt,
erhilt man insbesondere die Gleichung:

228501005, + (2R 46+ 2, (A5 4 A — A3))pyyp,, =0

&Py Psy + BPi3 Py = 0.
Dieser Complex ist ein fetraedraler; er ist auf S. 169 behandelt

oder

als Fall 7(11)(11)(11)]. — Fiir die singuliren Linien (fiir die eine
Congruenz) haben wir also:
4) apyy + bPy =0, «pry - Py + By - Py =0.

Sei y ein Punkt der Singularititenfiiche, so geht durch ihn eine
bestimmte singulére Linie. Dieselbe verbindet ihn mit dem ihm un-
endlich uahen Punkte 2z, :2,:2, :2,, der in der Tangentialebene der
Singularititenfliche liegt und dessen Coordinaten die Werthe haben:

0y =1y, 0z, =1y, (1 + 1//3(16) , 04 =y, (1 — I/E(ZG):
ez, =y, (1 + ‘\7/13'— V“)da))
*, Ueber solche unendlich kleine Transformationen von Gebilden in sich

selbst vergleiche man ,sur wne certaine famille de courbes et de surfaces” par
Klein et Lie, Comptes rendus, 1870; sowie diese Annalen t. IV, S, 50 ff,
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wo @ ein Proportionalititsfactor, d6é eine unendlich kleine Strecke. —
Die Zunahmen der Coordinaten sind also beziiglich:

dy, =0, dy,=VyBde, dy,=—Vado, dy, = yF—ya)ds.

Durch sie gelangen wir zu 2z, von 2 gehen wir zu z + dz etc. Die
Zusammensetzung dieser Punkte giebt die continuirliche Curve:

Yy 1Yot Yy Yy = A: BAVF, CA,—V‘?: DWF-Ve,

deren simmtliche Tangenten singulire Complexgeraden sind. — Die
Constanten 4 : B : C: D unterliegen einer Bedingungsgleichung, welche
aussagt, dass diese Curve auf der richtigen Fliche y,y, + p g9, =0
liege. (Am einfachsten setzt man dabei 2 == 1, nimmt also den Punkt
YyiYaiYyiyy =A:B:C:D als Anfangspunkt der Raumtransfor-
mationen, die alle die Flichen g in sich transformiren.)

Ersichtlich ist die Art der Curven pur vou « und B abhingig.
Aendern sich dann noch die 4, B, C, D, so erhilt man nur zweifach
unendlich viele, im Allgemeinen gleich beschaffene Curven, von denen
durch jeden Raumpunkt eine geht. — Ist das Verhiltniss

1:VB: —Ve: VB~ Ve
rational, so sind die Curven algebrassch. Ist das Verhiltniss da-
gegen incommensurabel, so sind sie franscendent. So erhilt man z. B.
fiir =1, « = 4 die Raumcurven dritter Ordnung, dargestellt durch
Y1 Ypi Y, iy, = AN :BA3:C:Da,

Wenn eine gewisse metrische Specialisirung, welche der Allge-
meinheit durchaus keinen Eintrag thut, angewandt wird, erhilt man
eine bequeme Anschauung der gemachten Transformationen, sowie der
Curven. Fir F| und F, nehmen wir niimlich zwei Rotationsflichen
mit gemeinsamer Axe und vereinigten Polen. (Dieselben mag man
sich entstanden denken durch Rotation von zwel Kegelschnitten, die
eine ihrer Axe vollstindig, Grosse und Lage nach, verpinigt habeu.)
In den Polen O und O’ gehen fiir beide Flichen die Erzeugenden
nach den Kreispunkten der dort gemeinsamen Tangentialebenen. Die
Flichen haben also vier gemeinsame Erzeugende, die sich paarweise in
0, 0" und in zwei Kreispunkten treffen.

Wir denken OO’ vertical (vgl. die Figur), die eine Fliche als
Ellipsoid, die andere als Kugel. Die Transformationen dieser Flichen
in sich selbst setzen sich aus Rotationen um die gemeinsame Axe
00’ und um deren in Bezug auf die Flichen conjugirte Gerade, die
unendlich ferne Horizontale, zusammen. Im erstern Fall hat man,
wenn man nur reelle Ebemen in’s Auge fasst, weiter keine Ein-
schrinkung,® jedoch im letztern. Diese verschieben nimlich alle
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Horizontalebenen unter sich, diirfen aber unter ihnen die durch 0O

und O° gehenden nicht verindern. Man iiberzeugt sich, dass hiebei
auch das Vierseit der gemeinsamen

{ Erzeugenden unverindert bleibt.

‘( Ein Punkt P der innern Fliche

L sei fixirt. Dreht man seinen Meridian
/m\‘\\\ unendlich wenig, so bewegt er sich

N\ horizontal auf seinem Parallelkreis,
"7\~ Unsere Curvengleichung giebt dann fiir
ihn eine Bewegung in dem neuen Me-
! ridian, so dass er nach P, kommen
moge. Dann bewegen sich alle Raum-
punkte analog. Jeder dreht sich um
denselben Winkel horizontal wie P
und stellt sich dann in dieselbe Ver-
ticalebene ein wie P, (ferner bleibt er
in der Fliche des Biischels, die durch
ihn bestimmt ist). Der Punkt P’ z. B.
auf der Kugel, der mit P in derselben
Parallelkreis- und Meridianebene liegt, bewegt sich nach P/, so dass
diese Beziehung zu P, dieselbe ist wie vorhin die von P’ zu P. Be-
schreibt P eine von den singuliren Linien umbiillte Curve, so thut
das auch P’; die Figur giebt hiervon ein Bild.

Sind unsere Curven algebraische- Raumcurven von ungerader Ord-
nung, so werden sie in diesem Fall stets imaginir. Sind dieselben
transcendent, so werden sie sich im Allgemeinen um die Punkte O
und O’ unendlich oft herumwinden. Ein bekanntes Beispiel einer sol-
chen ist die Loxodrome auf der Kugel, welche iiberall die Meridiane unter
constantem Winkel trifft (vgl. hier insbesondere die angefiihrte Arbeit
von Klein und Lie, sowie auch Pliicker, Neue Geometrie, S.61. Note).

Sehr einfach stellen sich diese Loxodromen in Liniencoordinaten
dar. Wir nehmen wieder die eine Congruenz der singuliren Linien
und schreiben sie in der Form:

|
i
|

D13 " Dy = Kp, p,g
Pry = Apy,

(vgl. die Formeln (4). Wir fitlhren jedoch statt der p;; andere Coor-
dinaten ein. Es ist nimlich moglich, eine Gerade durch vier Para-
meter auszudriicken, die wir mit 4, B, C, K bezeichnen mbgen und
welche zu den p,; in der folgenden Bezichung stehen:

4 =P B=1_7_|_2 C=}_)_1_§ K = P13 Paz |
ey’ Py’ Pe’ Py Pos
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Ist eine Gerade p gegeben, so sind die Grossen 4, B, C, K ein-
deutig bestimmt, dagegen ist das Umgekehrte nicht der Fall. Sind
niamlich die Werthe der vier Parameter bekannt, so ist die gesuchte
Gerade der Schnitt von drei linearen Complexen und einem tetraedra-
len, oder der Schnitt des tetraedralen mit der Erzeugung (4, B, C)
einer Fliche zweiten Grades. Es werden also vier sich nicht schnei-
dende Gerade dargestellt, die auf einer Fliche zweiter Ordnung liegen.

Eine solche Coordinatenbestimmung wurde zuerst von Klein ein-
gefithrt*). Die einfach unendliche Complexschaar, die daza verwandt
wird, nennt man ein Involutionssystem (das unsrige ist nicht das all-
gemeine). Seine wesentlichen Eigenschaften sind die folgenden: Eine
jede Raumgerade wird durch einen Parameter im vierten Grad be-
stimmt, so dass also durch sie vier Complexe der Schaar gehen. Diese
vier liegen paarweise in Bezug auf die Gerade in Involution.

In unserm Fall sind nun 4 und K zwei constante Grossen, und
die zweifach unendlich vielen Geraden der Congruenz sind durch zwei
Parameter, B und O, dargestellt. — Es ist nothwendig, die p,; durch
die vier Parameter auszudriicken. Es ergiebt sich:

f—
pp=+V—4AB(1+K), p34=:t]/—~~%=(l+K),

T A
po—+VAKC . re==+)40c,
py=4 ’ Py =1.
Die Vorzeichen in p,, und p,, ndern sich zusammen, ebenso in p;; und
Pgp- — Es sind alle Linien singuldr, fiir welche 4 und K die gegebe-
nen Werthe haben. Wir sehen daher 4 und K fortan als constant

an. — Zunichst ist die Bedingung, dass die Gerade p,; und die un-
endlich nahe p,; 4+ dp,: sich schneiden, die folgende:

Apys - Apsy + Aprg - APy + APyy - APy = 0.

Nun benutzen wir die obigen Formeln zwischen den p und den vier
Parametern und driicken aus, dass die Geraden 4, B, C, K und
A, B+ dB, C 4 dC, K sich schneiden. Es ergiebt sich ohne

Weiteres : \ \
1+ B) () -k (&) =o.

Indem wir integriren, fassen wir unendlich viele singulire Linien
zunsammen, die eine Developpable bilden. In unseren neuen Coordi-
naten hat diese die Gleichung:

% Vgl ,,Ueber Liniengeometric wnd metrische Geometrie” diese Annalen
Bd. V, 8. 272,
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. X
B=cCiI/1‘~+f‘

wo ¢ eine willkiirliche Constante. Fiir jeden Werth ¢ hat man eine
Developpable dargestellt; man erhilt sie alle, wenn man ¢ von — oo
bis 4 oo stetig verdndert.

4. In dem Falle [111(111)], S. 158, bestand die Singularititen-
fliche doppelt zéhlend aus einer Fliche zweiten Grades, und die sin-
guldren Linien bildeten vier lineare Congruenzen etc. Wenn noch zwei
einfache Elementartheiler zu einer Wurzel gehoren, also fiir /7(11) (111)],
so treten noch zwel Doppelgerade auf. Es fallen dann je zwei Con-
gruenzen in eine specielle zusammen, wie wir sehen werden*®). — Wir
haben zundchst:

Q=4 (24 2+ 4; 22=0,
=172+ z°) + A2’ =0.

Die Regelschaar x, = x; = %, = O besteht aus doppelten Complez-
geraden, die vierfache singulire Linien sind. — Die Congruenz singu-
larer Linien ist:

(@, + i25) (#, — i) =2, =0.

Die Complexe x, + iw; =0 und &, — ¢x; = 0 sind aber specielle,
nimlich: p,; == 0 und p;, = 0. Thre Directricen schneiden die vorige
Regelschaar von doppelten Complexgeraden. Mit z, = 0 ergeben
diese Complexe offenbar zwei specielle lineare Congruenzen. Auf diese
Weise finden wir: Die Singularitiitenfliche ist eine doppelt zu zihlende
Fliche zweiter Ordnung. Ihre eine Erzeugung besteht aus vierfachen
singuliiren Linien. Von der andern Erzeugung sind zwei: e, e,, aus-
gezcichnet, indem alle Tangenten der Fliche, welche irgend eime von
thnen treffen, doppelte singulidre Linien sind.

Die Fliche als Brennfliche der singuliren Linien hat sich in zwei
Erzeugende der Singularititenfiiche zusammengezogen. In denselben
berithren Complexkegel und Complexkegelschnitte diese Iliche. In der
Figur auf S. 169 sind diese einfachen Verhiltnisse dargestellt. In
einer Schnittebene ist K der Complexkegelschnitt, K, der Schnitt mit
der Fliche zweiter Ordnung.

Sind die Singularititenfliche F und die beiden Erzeugenden e
und e,, welche die Directricen der beiden Congruenzen singuldrer
Linien sind, gegeben, so ist der Complex noch nicht bestimmt, son-
dern es sind noch unendlich viele moglich. Ich lege nimlich eine

*) Es ist sehr leicht, den Vergleich weiter zu fiibren, besonders an der Hand
der Figuren auf 8. 159. Man stelle sich vor, die Geraden s; und s, fallen zusam-
men, anderseits auch s; und s,.
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Schuittebene (vgl. die Figur), welche aus F' den Kegelschnitt K, aus
e, und ¢, die Punkte P, und P, schneidet. Dann habe ich in dieser
Ebene ein Kegelschnittbiischel (mit den
doppelten Grundpunkten P, und P,); jeder
Kegelschnitt desselben kann als Complex-
kegelschnitt gewdhlt werden. Die Wahl des-
selben entspricht der Festsetzung des Werthes
einer absoluten Invariante des Complexes.
Ist der Kegelschnitt gewshlt, so ist die Ey-
zeugung des Complexes sehr einfach. Ich
drehe eine Ebene je um eine der Tangen-
ten dieses Kegelschnittes und habe in jeder
Ebene fiir den darin liegenden Complex-
kegelschnitt fiinf Tangenten gegeben. Hier-
durch wird auch eine gewisse Anschauung
des Complexes erzielt. — Ferner ergiebt
sich aus der Construction, dass der Complex 12 Constante hat, von
denen eine absolute Invariante ist. Hieraus ergiebt sich, dass der
Complex durch vierfach uneundlich viele Transformationen in sich
iibergeht.

5. Fir den Fall [(11)(11)(11)] kann man die Gestalt der Singu-
laritatenfliche leicht iibersehen. Im Vergleich mit fritheren Fillen (n. 1.
und 3.) zeigt es sich, dass sechs Doppelgerade vorhanden sind, nim-
lich die Kanten eines Tetraeders. Dieses Tetraeder ist selbst die Sin-
gularititenfliche und dann folgt auch sofort: Die Seitenfliichen des
Tetraeders sind gebildet von singuliren Punkten und seine Ecken wm-~
Liillt von singuliren Ebenen. Es ist dies der bekannte fetraedrale Com-

/—’——‘_—\

plex®).
Die Ecken und Seitenfiichen des Tetraeders sind Auspahme-Punkte
und Ebenen etc. — Die allgemeine Gleichung eines solchen Complexes

in den Coordinaten p;; ist:
Q=ap, - P3g + bpig - Pao + Py Pos =0,

Die Complexgeraden treffen das Tetraeder unter constamtem Doppelver-
héiltniss, welches eine absolute Invariante des Complexes ist. Das Te-
traeder selbst hat 12 Constante, der Complex ist durch dasselbe und
durch die absolute Invariante vbllig bestimmt, hat also 13 Constante.
Dreifach unendlich viele Raumtransformationen fikren den Complex in
sich selbst dber. (In Punktcoordinaten sind diese Transformationen:

i = a.ys) **).

*) Vgl Chasles, Reye, Miiller, Lie.
) Dieser Complex kann insbesondere (vgl Lie in den Gottinger Nachrich-
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6. Der letzte Fall in dieser kanonischen Form, den wir betrach-
ten, ist [(112)(111)]. Er ist dargestellt durch:

Q=4 (% + 2.2 + %) + 4 (2 + 22 4+ 28 = 0.

Mit Hilfe von P =0 kann man in Q =0 das eine oder das an-
dere Glied fortschaffen und sieht, dass von einer Fliche zweiten Gra-
des beide Erzeugungen vierfache singulire Linien sind. Diese Fliche
bildet doppelt zihlend die Singularititenfliche. Jeder ihrer Punkte
ist Doppelpunkt des Complexes; es gehoren alle ihre Tangenten dem
Complexe an: Der Complex besteht aus allen Tangenten einer Fliche
2weiten Grades*®); er ist emn specieller. Die Erzeugenden sind doppelte
Complezgeraden; er hat 9 Constante.

Ein specieller Complex besteht immer aus den Geraden, die eine
Fliche umhiillen**), wobei Curven und Developpable gleichmissig mit
zu den Flichen gezahlt werden miissen. Jede seiner Geraden ist singu-
Iir ete.

II1.
Zweite kanonische Form.

P=z4 22+ a2+ 22+ 22,2=0
Q= 1,22+ 4,2,° + 4,22 + 4,2 + 2 A 252, + 2> = 0.

In dieser kanonischen Form kommen vier einfache und ein zwei-
facher Elementartheiler vor. Mit dem doppelten Elementartheiler tritt
eine Doppelgerade auf. In dem allgemeinsten Fall [11112] ist sie die
einzig vorhandene; dieser Complex steht von unsern 48 Complexen

ten 1870) auf folgende Weise erzeugt werden: Man wendet auf eine bestimmte
Raumgerade dreifach unendlich viele lineare Raumtransformationen an, die unter
sich vertauschbar sind und die ein vollstindiges Tetraeder in sich iberfihren; der
Ort der Geraden ist ein tetraedraler Complex. Dieser Process giebt auch dann
noch irreducible Complexe zweiten Grades, wenn von den Tetraederebenen be-
liebig welche zusammenfallen, Wir erhalten anf diese Weise vier directe Ausar-
tungen des tetraedralen Complexes. — Fallen zwei Eberen zusammen, so hat man
den Fall [(11){22)], n. 29. Sind drei vereinigt, so wird [(33)], n. 47. erzeugt; bei
vier zusammengefallenen [(123)], n. 38. Sind endlich die vier Ebenen paarweise
identisch, so erscheint [(11)(112)], n. 14. Der erste Fall kommt in der That in der
Mechanik als Ausartung des tetraedralen vor. — Das Tetraeder ist auch bei den
ausgearteten Fallen immer noch die Singularititenfiiche.

Auf diese letzteren Complexe wurden Klein und Lie bei Gelegenheit von
Untersuchungen iiber unendlich kleine Transformationen von Gebilden in sich
selbst gefiihrt, die sie im Auszuge in den Comptes rendus 1870 verdffentlicht
haben. Von Herrn Klein erhielt ich auch die Gleichungen der betr. Complexe.

*) Vgl Klein Math, Annalen II. S. 209.

**) Vol Pasch a. a. 0. § &
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dem allgemeinsten am nichsten. — Indem wir die 3 zerfallenden
Complexe ausschliessen, kommen hier noch die folgenden neun Fille vor:
(111123, {111(12)}, [11(11)2], [11(112), [aanazy, [rame,

[An(1n23, {12y, [(ny(12)].

Von den Fundamentalcomplexen sind zwei, #; =0 uud 2, =0,

speciell. Thre Directricen gehdren den andern an., — Beim Uebergang
zu den p;; benutzen wir die folgende Substitytion:
Zy = Pia + Py » Ty == P13 + Pya » Ty == Py,
1 1
xz-‘=‘{(P12‘1’34)’ ) x4='{(2°1a_£’42)’ Zog=2py.

7. Der Complex [17712] ist dargestellt durch:

Q=4z?® + 4o, + Au? + lx?+ar=0.
Q=12.222+ A2x? + A3z + 12z? =0.

Die Doppelwurzel 2, die zum doppelten Elementartheiler gehért,
ist als Null angenommen. — In dieser Darstellung ist ferner der Fun-
damentalcomplex z, = 0 vor dem urspriinglich gleichberechtigten
xz, = 0 ausgezeichnet. Seine Directrix gehort allen in Q (und Q") vor-
kommenden Fundamentalcomplexen an und ist in Folge dessen Com-
plex-Doppelgerade (und vierfache singuldre Linie). Eine weitere Dop-
pelgerade kommt nicht vor.

Die Singularititenfliche hat die Gleichung:

(A1—2;) (B—2) (v + )
— 42,4 —4,) (Y292 Y7 — 44 4. (As—4) (4 45"+ w)°)
+2 {Gy +4) A3+ 1) — 2 (Aids -+ 44 ‘?'4)} U
+8 {4 4y A+ 1) — 2344 A+ )} 192939, =0.

Es ist y, =y, = 0, die Directrix von p,, = 0, resp. x, = 0, Dop-
pelgerade. Um die Fliche zu untersuchen, lege man durch dieselbe
die Ebene y, = py,. Die Betrachtung der dabei auftretenden Kegel-
schnitte ergiebt die folgenden Resultate:

Jeder Kegelschnitt ergiebt fiir die Doppelgerade (A4, 4;) einen
Pol, dessen Ort eine Gerade (4,4,, Kante unsers Tetraeders) ist.
Diese Gerade sei hier und im Folgenden als die ,adjungirte Gerade"
(zur Doppelgeraden) bezeichnet.

Unter den Kegelschnitten sind vier, die iy Punktepaare zer-
-fallen ete.

Die Singularitiitenfliche ist die allgemeine Pliscker’sche Complex-
fliiche*). — Der Complex hat 18 Constante.

%) Kummer giebt diese Particularisationseiner allgemeinen Fliache pelbst
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Diese Fliche steht zwischen der Kummer’schen Fliche (111111)
und der Singularititenfliche von [1111(11)] in der Mitte. Sie geht
aus der ersteren hervor, wenn in jener 8 Doppelpunkte paarweise in
einer Geraden zusammen fallen. Diese Punkte sind die Cuspidalpunkte
der Complexfiiche. Fallen die iibrigen 8 von den 16 Knotenpunkten
der Kummer’schen Fliche ebenso paarweise in einer weiteren Ge-
raden (in der adjungirten) zusammen, so hat man die Linienfliche des
Falles [1111(11)] mit thren 8 Cuspidalpunkten.

Das Coordinatensystem hat zu der Fliche eine moglichst einfache
Lage. Eine Kante desselben ist die Doppelgerade, ihre gegeniiber-
liegende die adjungirte. Auf beiden hat man die vier Schunittpunkte
mit den einfachen Geraden der Fliche paarweise harmonisch zu den
Coordinatenecken gelegen. Letztere sind also die Doppelpunkte je
einer durch die resp. vier Punkte bestimmten Involution. Da sich aber
die Punkte beider Geraden in bestimmter Weise {durch die einfachen
Geraden) zugeordnet sind, so ist diese Wahl auf drei verschiedene
Weisen moglich. Dem entsprechend kanu man auch die Liniencoor-
dinaten « in die p,; auf drei wesentlich verschiedene Weisen so traus-
formiren, wie es eben geschah.

8. In dem Fall [117(12)] gehdren ein einfacher und der doppelte
Elementartheiler zu derselben dreifachen Wurzel. — Wir wollen diesen
Fall dadurch aus dem vorigen ableiten, dass wir 4, Null setzen. Wir
erhalten insbesondere die folgende Singularititenfliche:

Ay (Ay— &) (1 ") — 4 A Ao 2y (3,93 —¥,9,)°
+ 2 (A (A 42y — 224,2,) y®y? = 0.

An Stelle der friiheren Doppelgeraden y, == y, = O ist hier eine
Selbstberiihrungsgerade der Fliche aufgetreten. Dieselbe hat (fiir den
Complex) die Bedeutung von zwei unendlich nahen Complexgeraden. —
Cayley betrachtete bei Linienflichen zuerst solche zwei unendlich nahe
Doppelgerade, er nennt sie in der Regel ,,doppelte Doppelgeraden‘‘®).
Wir wollen uns nur merken, dass eine solche (fiir den Complex und
die Singularititenfliche) auftritt, wenn ein einfacher und ein doppelter
Elementartheiler zu derselben Wurzel gehbren.

Wir erhalten ein deutliches Bild von der Gestalt der Singula-
rititenfliche in der Nihe dieser Geraden, wenn wir die Fliche zweiter
Ordnung hinzunehmen:

NYs — Yy, = 0.

an. Vgl. a. a. 0. 8. 70. — Eine eingehende Behandlung giebt Plicker in der
»Neuen Geometrie, )
*) Vgl Cayley: ,,0n skew surfaces, otherwise scrolls*. Phil. Trans. 1863, C4.
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Lings y, =y, = O fallen die Fortschreitungsrichtungen dieser Fliche
und unserer Singularititenfiiche zusammen.

Dass unsere Gerade Selbstberiihrungsgerade und nicht etwa drei-
fache Gerade ist, erkennt man aus dem Vorhergehenden in Verbindung
damit, dass eine Ebene durch sie ans der Fliche noch zwei Gerade
ausschneidet. Wir erhalten aunf diese Weise:

Die Singularititenfliche ist eine Linienfliche vierten Grades mit
eimer Cayley’schen doppelten Doppelgeraden, die Gattung XII von
Cremona. Der Complex hat 16 Constante.

Es ist leicht zu beweisen, dass dies die allgemeine Fliche der ge-
nannten Cremona’schen Gattung ist. “— Beim Uebergang von der
allgemeinen Complexfliche zu dieser riickt die adjungirte Gerade an
die Doppelgerade unendlich nahe heran. Die noch vorhandenen 8
Doppelpunkte riicken paarweise in Cuspidalpunkte zusammen.

9. Fir die Verbindung [17(77)2] der Elementaitheiler lisst sich
die Gestalt der Singularititenfliche sofort angeben. Nebhen der Doppel-
geraden und ihrer adjungirten hat man lier noch zwei Doppelgerade,
die von der ersteren geschnitten werden. — I[n dem Fall {1111(11)]
hatte man eine Linienfliche mit zwei doppelten Leitgeradep, hier
tritt ausserdem eine doppelte Erzeugende auf. Von Cremona XI
kommen wir also zu V. Es ist jedoch besonders zu beweisen, dass
wir hier die allgemeine Gattung V vor uns haben. Wir sehen hier
uiimlich, dass der Ort der Pole der Doppelerzeugenden in Bezug auf
die Kegelschnitte der Fliche eine Gerade ist, welche die doppelten
Leitgeraden trifft. Cayley und Cremona geben aber fiir ihre ali-
gemeinen Flichen eine solche Eigenschaft nicht an.

In dem allgemeinsten Fall einer solchen Fliche hat man in jeder
Ebene durch die Doppelerzeugende einen Kegelschnitt und seinen Pol P.
Dieser Pankt P beschreibt eine Raumcurve bei der Drehung der Ebene
des Kegelschnittes; es soll deren Ordnung bestimmt werden. Die Frage
nach der Ordunung ist identisch mit der Frage nach der Anzahl der
Punkte P, die auf der Doppelerzeugenden liegen. Liegen » darauf,
so ist die Ordnung » + 1. — In unserm allgemeinen Fall aber wird
die Doppelerzengende nie von einem Kegelschnitt heriihrt*) als im
uneigentlichen Sinn von den beiden zerfallenden, den Doppelgeraden.
Suchen wir also die Pole fiir diese zerfallenden Kegelschnitte. Indem
wir uns ibnen als Grinzlage annihern, finden wir, dass das Paar der
Cuspidalpunkte auf jeder Doppelgeraden die Scheitel des ausgearteten
Kegelschnitt's vorstellt. Diese Cuspidalpunkte sind aber im allgemeinen
Fall verschieden und keiner liegt auf der Doppelerzeugenden. Der Pol

%y Vgl. Cremona 2. a. 0. §§ 6., 7.
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in dieser Ebene liegt also keinesfalls auf der Doppelerzeugenden, — Es
ist also » =0, die Ordnung unserer Curve 1, d. h. der Ort der Pole
ist auch im allgemeinen Fall eine Gerade, welche die doppelten Leit-
geraden in zwei bekannten Punkten trifft*). — Wir finden ber-
haupt:

Der Complex hat drei Doppelgerade. Die Singularitiitenfliche ist
die allgemeine Fliche der Gattung V von Cremona’s Linienfliichen.
Der Complex hat 16 Constante.

10. Der nun zu behandelnde Fall-[77(112)] ist ganz analog
[111(111)] (S. 158) der ersten kanonischen Form. Wir haben:

Q=22+ a2 4 22=0.
Q= A2+ 4,2z, =0.

Die Congruenz der singuldiren Linien zerfdllt auch hier in die fol-
genden wvier linearen: .

Lyt By == thy 1 Ay VA Ay (Ry—A4,) .

Wir werden unten die Directricen aufsuchen und uns jetzt zur
Singularititenfliche wenden. — Die Leitgerade von z;, = 0 gehort
%, = 0 und z, == 0 an, sie erleidet durch dieselben zwei projectivische
Zuordnungen ihrer Punkte und Ebenen. Zweimal hat man fiir beide
Fille dieselbe Zuordoung von zwei Elementen. Wir erhalten auf diese
Weise die beiden Biischel #, = «, = z; = 0, bestehend aus doppelten
Complexgeraden. Daraus folgt: Der Complex hat zwei Biischel von
Doppelgeraden, deren Mittelpunkte und Ebenen doppelt zihlend die Sin-
gularititenfliche bilden.

Wie wir sehen werden, geht dieser Fall aus [111(111)] direct her-
vor, wenn die dort auftretende Fliche zweiten Grades in zwei Ebenen
und zwei Punkte ihrer Schnittlinie zerfillt. Diese sind an unserm
Coordinatentetraeder y, =0, y, =0, u, =0, u; =0 (4,, 4;). Als
Erzeugende der zerfallenden Fliche sind die vier Biischel (y, =0, u,=0),
(¥, =0, u; = 0) ete. aufzufassen. Zwei von ihnen, (y, = 0, u, =0)
und (y, =0, u; = 0) bilden die ,eine Erzeugung®, die aus Doppel-
geraden besteht, die anderen beiden bilden die zweite Erzeugung der
zerfallenen Fliche (die dem Complex nicht angehort).

Die Directricen der vier Congruenzen singulirer Linien finden
sich wieder beim Uebergang zu den p;;. Sie seien bezeichnet mit
1,15 2,25 3,3 4,4" (wo allemal %, %’ zu derselben Congruenz gehd-
ren). Dann hat man fiir die Coordinaten die Tabelle:

*; In dem allgemeinsten Fall einer Doppelgeraden auf einer bliche vierter
Ordnung wire dieser Ort eine Raumcwive finfter Ordnung mit der Doppelgera-
den als vierfacher Secante.
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P12 yon
1 —2a 0
1 0 —2«
2 42« 0
2’ 0 +42«
3 —2a 0
3 0 —2«
4 S 2« 0
4’ 0 42«

Pis Pr Py Py
0 0 0 (- )
0 0 0 4@+ %)
0 0 0 H(E+1)
0 0 0 HlE-7)
0 0 o0 a4(i+ %)
Y .
0 0 0 K-+
0 o0 0 LGE+7)

Es ist dabei « eine der Grossen +- J/4,4, (1,—4,). — Die neben-
stehende Figur giebt ein Bild von der Lage dieser Directricen im Raume.

1234 liegen in y, = 0
und gehen darin durch
A,. Ferner liegen sie
paarweise harmonisch zu
4,4, und A, 4,. Analog
verhalten sich 1°2'3"4’
in y, =0 durch 4,.

Diese Directricen ge-
horen also derjenigen Er-
zeugung der , Fliche zwei-
ten Grades“ an, die nicht
aus doppelten Complex-
geraden besteht, ganz wie
bei [111(111)]. Die Con-
struetion des Complexes
st wie in jenem allge-
meineren Fall. — Seien
tklm die Zahlen 1234,

so bedeuten ¢,¢", %k, k’, {,1", m,m’ unsere Directricen. Wie bei[111(111)]
sind von thnen wier erfiillt mit singuliren Punkten, die andern vier mit
singuldiren Ebenen. Erstere seien i, k, U, w/, letztere sind dann @', ', I, m.
Wir werden spiter diese Bezeichnung oft anwenden. — In ¢k1'm’
durchsetzen die Complexkegelschnitte die Ebenen gy, = 0 und y, = 0,
und berithren dort die singuldren Linien ihrer Ebenen; ¢" k' 1 m geben
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die Tangentialebenen der Complexkegel an den betreffenden singuli.
ren Geraden ete.

Die Brewnfliiche der singuliiren Geraden hat sich n 8 Strahlen
zusammengezogen, von denen je vier in einer Ebene durch einen Punkt
gehen. Vier von den § Geraden enthalten die singuliren Punkte der
singuldren Linien, die andern vier die singuliren Ebenen. Zwei Bi-
schel von Geraden treffen alle Directricen, sie bestehen aus doppelten
Complexgeraden. — Der Complex hat 13 Constante.

11. Die Complexe unter der Form [1(11)(12)] gestalten sich sehr
einfach. Die Verbindung (12) veranlasst eine ,doppelte Doppelgerade,
ferner (11) zwei Doppelgerade, welche erstere treffen. Der Complex
hat vier Doppelgerade, die ein windschiefes Vierseit bilden, von denen
zwei Gegenseiten benachbart sind. Die Singularititenfliche besteht aus
swei Flichen zweiten Grades, die sich nach einer Erzeugenden beriih-
ren, und die nock zwei verschiedene (der andern Erzeugung) gemein
haben. Der Complex hat 14 Constante.

Das iibrige Verhalten des Complexes ist wie bei [11(11)(11)]
(S. 160). Die Construction ist ganz so wie dort; dabei gelten die be-
nachbarten Doppelgeraden als ein Gegenseitenpaar des Vierseits der
Doppelgeraden, die nicht consecutiven bilden das andere. — Der frithere
Complex hatte 15 Constante, darunter eine absolute Invariante; er er-
laubte also einfach unendlich viele Transformationen in sich selbst.
Hier hat man 14 Constante, wovon eine absolute Invariante ist; dieser
Complex erlaubt also zweifach unendlich viele Transformationen in sich
selbst.

12. Fiir [1(111)2] haben wir die Gleichungen:
Q=422+ 22,2, + 2°=0.
Q=222+ 2 iz, (A xg+ 25)=0.
Es ist hier, im Gegensatz zu den vorigen Fillen, A, nicht als Null

angenommen, dafiir aber die dreifache Wurzel 4,. — Die singuliren
Linien erfiillen insbesondere die Gleichung Q' — 1, Q = 0, also:
2, {2 2 (As — 4,) 2 + (245 — A) ey = 0.

#, = 0 ist ein specieller Complex, dessen Directrix der Regelschaar
&, = x; = x, = O angehort. Die Regelschaar z, — z; = #, = 0,
welche die eben genannte schueidet, besteht aus doppelten Complex-
geraden und vierfachen singuliren Linien, d. h.:

Die Singularititenfliiche ist eine doppelt zu ziihlende Fliche zweiten
Grades. Alle ihre Tangenten, welche eine bestimmte Erzeugende treffen,
sind doppelte singulire Linien. Die Erzeugung unserer Fliche, die
sich unter dieser befindet, besteht aus doppelten Complexgeraden. Ausser-
dem hat man noch zwei allgemeine lineare Congruenzen singuliirer
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Linien, deren Directricen. derselben Erzeugung angehiren, wie die schon
ausgezeichnete Erzeugende. — Der Complex hat 13 Constante.

Wir haben hier eine directe Degeneration des Falles [111(111)]
(S. 158) vor uns. Vier von den 8 dort vorkommenden Directricen,
z.B. 1, 1, 2, 2, fallen zusammen, also in der zweiten Figur auf S. 159,
die Punkte P, P, P,, P,/. Die Kegelschnitte K, und K, berithren
sich. Wie von jenem Complex, haben wir also auch von diesem eine
directe Anschauvung und wir kénnen auch diesen einfach erzeugen. Sind
nur die ausgezeichnete Erzeugende e = (1122") und drei der noch
iibrigen gegeben, so ist die Construction entweder durch Complexkegel-
schnitte (wenn gegeben sind ¢, 3, 3, 4) oder durch Complexkegel (wenn
¢, 3, 3, 4 gegeben) sehr einfach. (Dabei sollen auch hier 3 und 4
Reihen singulérer Punkte, 3" und 4" Axen singulirer Ebenen sein.) —
Die Transformationen des Complexes in sich selbst sind noch wie bei
[111(111)].

Unser Fall giebt als Degeneration den Fall [1(111)(11)] (8. 168),
es fallen dann auch noch 3, 3/, 4, 4" zusammen.

13. Bei der Verbindung [(11)(11)2] der Elementartheiler-werden
wir nebst der urspriinglichen Doppelgeraden noch vier weitere haben,
welche diese schneiden. Die Geraden (11)(11) bilden ein windschiefes
Vierseit, die Gerade 2 soll alle treffen, verbindet also 2 Ecken dieses
Vierseits. Die Doppelgeraden haben demnach eine Gruppiryng wie
finf Kanten eines Tetraeders. Wir finden das folgende Resultat:

Die Singularititenfliche lost sich in eine Fliche zweiten Grades
mit zweien ihrer Punkte und den Tangentialebenen in diesen auf. Die
Punlte liegen wicht auf derselben Erzeugenden. Neben diesen Punlten und
Ebenen Lat man noch eine irreducible Congruenz zwciten Grades von
singuliven Linien, die aus den Tangenten wnserer Fliche durch einen
allgemeinen linearen Complex ausgesclmitten werden, welcher die Kanten
drs windschiefen Vierseits enthilt.

Die irreducible Congruenz singuliirer Linien kann auch als Schnitt
eines allgemeinen linearen mit einem tetraedralen Complex dargestellt
werden, dessen Tetraeder durch die fiinf Doppelgeraden bezeichnet ist.

Der Complex erlaubt zweifach unendlich viele Transformationen in
sich selbst, er ist durch 14 Conmstanten bestimmt (unter denen eine
absolute Invariante vorkommt).

Wir wollen diesen Complex noch mit T11(11)(11)] (8. 160) ver-
gleichen. Eine der dort auftretenden Flichen zweiten Grades zerfillt
in zwei Ebenen und zwei Punkte, Der Vergleich giebt ohne Weiteres
die Construction dieses Complexes; auf S. 162 1ost sich der Kegel-
schnitt K, in zwei Gerade auf. — Aus unserm Fall erhalten wir da-
gegen durch Specialisirung den tetraedralen. Hs 16st sich dann die vorhan-
deneFliche zweiten Grades auch noch in ein Ebenen- bez. Punktepaar auf.

Mathematische Annalem, VIL 12
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14. Der Fall [(11)(112)] verhilt sich analog mehreren schon be-
trachteten killen. Wir haben die Darstellung:

Q=2 (x*+ 2,7) + 2> =42 ppo- Py + 9,7 =0,
‘=247 (20 4 2) =42 py Py -

Fiir die singuliren Linien hat man p,,=p,;=0 und p,, = p,, = 0.
Es sind das zwei doppeltzihlende zerfallende Congruenzen. Thnen sind
zwei Biischel doppelter Complexgeraden gemeinsam.

Der Complex hat zwei Biischel doppelter Complezgeraden.  Ihre
Mittelpunlte und Ebenen (deren Aze dwrch dic Mittelpunktc geht) bil-
den doppelt zihlend die Singularititenfliche; als Liniengebide geben sie,
benfalls doppelt zéhlend, die singuliven Linien. Der Complex besitzt
11 Constante.

Dieser Complex geht aus [1(11)(111)] (8. 168) hervor, wenn die
dort auftretende Fliche zweiten Grades in ein Ebenen- resp. Punkte-
paar sich auflost. — Aus [11(112)] (8. 174) geht dieser Fall hervor,
wenn ¢ und % in A4, 4,, i’k in 4,45, 1 und m in 4,4;, I" und m’
in A,A, hineinfallen. Die Construction des Complexes dndert sich
dem entsprechend. — Einen ihnlichen Fall werden wir ferner spiter
betrachten, niimlich [2(112)] (S. 187); die dort auftretenden Directri-
cen fallen hier theilweise zusammen.

Die Singularititenfiiche kann auch hier als zerfallende Fliche
zweiten Grades aufgefasst werden. Eine Erzeugung, in Gestalt von
awei Biischeln, besteht aus doppelten Complexgeraden. Die Complex-
kegelschuitte beriihren die beiden Ebenen an zwei bestimmten Gera-
den (p,, und p,,) ete.

15. Der letzte Fall dieser kanonischen Form [(111)(12)] ist dar-
gestellt durch die folgenden Gleichungen:

Q= A (2 + 25 5) 27 =0, =2, (#2422, 2,) + 2 4,27 =0.

Wir erhalten als Resultat:

Dic Singularititenfliche ist eine doppelt zihlende Fliche zweiten
Grades. Alle ihre Tangenten lings einer bestimmten Erzeugenden sind
vierfache singuliive Linien. Dic unter ihmen vorkommenden Erzeugenden
zwciter Art, @, =z, = z, =0, sind doppelte Complexgeraden. Der
Complex Lat 11 Constante.

In [111(111)] (8. 159) fallen alle Directricen 1, 1’ - - zusammen.
Wir erhalten als Folge dessen: Diec Complexkegelschnitte osculiren dic
Singularititenfliiche cierpunktiy an der ausgezcichneten Erzeugenden.
Ebenso verhalten sich die Complexkegel. — Sind die Fliche zweiten
Grades und die ausgezeichnete Erzeugende gegeben, so kennt man fiir
jeden Complexkegelschnitt vier Punkte; eine absolute Invariante be-
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stimmt ihn. Wir sehen so, dass der Complex fiinffach uynendlich viel
Transformationen in sich erlaubt. — Ich unterlasse es, an die Zwi-
schenstufen von [111(111)] und diesem Fall zu erinnern,

1V.
Dritte kanonische Form.

P= 4+ 22 4 2> + 2.2 + 2 2,2,
Q= Az + Aywy + Ayw 4, (5 + 2 2ym) + 2 2,2, =0

In dieser kanonischen Form hat man einen dreifachen Elementar-
theller. — Bei einem zweifachen Elementartheiler trat eine Doppel-
gerade und eine adjungirte auf; hier fallen beide zusammen; man er-
hiilt eine Riickkehrgerade.

Von den 7 Fillen dieser kanonischen Form zerfillt einer und es
bleiben die folgenden sechs zu untersuchen:

[1113], [11(13);, [1(1H3], [1(113)], [(H(A3)], [(111)3].

Als Uebergang von den Linien-Cpordinaten z zy den p;; hat man
das Folgende:

1
Zy= Pt P, Zy =7(Z’13 - ) Zy = P11 5
1
s =" (P12 —DPas)y %= Pzt P , L5 =2 py;.
16. Der erste Fall [7713] besitzt folgende Singularititenfliche:

(=2 (U 4 9,%) — A, (4 —2) (4,2 Y:— Y, %3) 44y Ay Ry (Y1 Y3 —Y,92)°
— 4 (Ao Ay Ay — 24, Ao) 1y, (Y Y5 — Yy ¥)+2(A,+2,—224)y,°y,*=0.

Die dreifache Wurzel 4, ist dabei als Null angenommen. — Die Ge-
rade y, = y, == O ist Riickkehrgerade, denn sie gehdrt dem Schnitt
von 4,4, — y,4, = O mit unsererer Fliche dreifach an. Diese Fliche
zweiten Grades giebt die Zuordnung der Punkte und Tangentialebenen
an der Riickkehrgeraden.

Eine nihere Betrachtung der Kegelschnitte der Fliche (welche
die Doppelgerade beriihren) ergiebt das Resultat, dass die Fliche eme
Complexfliiche ist, deren Leitgerade eine Complexgerade ist*).

Es ist eine deutliche Abstufung von [111111], [11112] zu diesem
Fall sichtbar. — Dieser Complex hat 17 Constante.

>

17. Beim Uebergang zu [11(13)] wollen wir im vorigen Fall i,
Null setzen. Die Singularititenfliche wird:

%y Vgl, Plicker, Neue Geometrie.
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(A — ) (" + 9. + 84, 4y, (s + 1y + 2 (L + 4,7y, 2 =0.

¥, =y, =0 ist hier dreifach auf der Fliche, diese also eine Linien-
fiiche. — Die dreifache Gerade ist einfache Axe, hat aber zwei statio-
nire Tangentialebenen, ferner ist sie einfacher Strahl und hat zwei
stationire Punkte. Es sind also auf der einfachen Leitgeraden zwei
Erzeugende zusammengefallen. Der dritte Mantel der Fliche an der -
Doppelgeraden, der nicht iiberall gleiche Richtung hat, ist wie vorhin
bestimmt durch y,y; — 9,4, = 0. — Wir haben:

Dic Singularititenfliche ist die allgemeine Gattung X von Cre-
mona’s Linienflichen®). Der Complex hat 15 Constante.

Die dreifache Linie der Fliche ist natiirlich nicht dreifache Ge-
rade des Complexes, sondern ist als die Vereinigung von dre: Doppel-
gevaden des Complexes aufzufassen. Diese kann man kurz bezeichnen
als die Leitgerade und die beiden singuliren Erzeugenden der Linien-
fliiche (die der ersteren unendlich nahe sind und sie schneiden).

Dieser Complex hat also drei Doppelgerade, die unendlich nahe
sind und wo die eine von den beiden andern geschwitten wird.

Der Beweis dessen liegt darin, dass bei [(11)(13)] S. 182) die-
selben Doppelgeraden auch auftreten, nebst solchen, die von (11) her-
rithren, welch letztere aber bekannt sind.

Unsere stationiiren Ebenen sind %, = 0 und y, = 0, sie sind ver-
schieden, d. h. man hat hier die allgemeine Fliche X vou Cremona.

18. Auch bei [1(11)3] tritt, wie man voraussehen kann, eine Linien-
fliche auf. Zwei Doppelgerade schneiden eine Riickkehrgerade, d. h.

Die Singularititenfliche ist eine Liwienfliche mit zwei doppelten
Leitgeraden und ciner Riickkehrerzeugenden, also e Specialfall von
Cremona’s Gattung V. Der Complex besitzi 15 Constante.

Cremona giebt diesen Specialfall ebenfalls an. Es entsteht, wenn
in seiner Construction der Fliche die doppelte Erzeugende den Leitkegel-
sclmitt berithrt. — Es mag hier noch auf [11(11)2] (8. 173) hingewie-
sen werden, dort hatte man die allgemeine Fliche V von Cremona.

19. Bei [1(113)] ist gegeniiber dem ersten Fall 4, =4, =4, =0,
was die Gleichungen ergiebt:
Qe=diz+22,2,=0, Q=21222+422=
Die Congruenz der singuliiven Linien zerfillt in 2z, — z, = 0 dop-
pelt zihlend, ferner in: (4,2, + iz,)) Lz, —ix) = 24,2, — z,=0.
Die erste Congruenz ist speciell, die andern beiden sind allgemeine

. *) Carl Eichler behandelt in seiner Inanguraldissertation: ,,Uebertragung
eines Steiner’schen Problems von der Ebene auf den Raum®, Gottingen 1871,
Lesonders die Abbildung dieser Fliche,
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lineare. Thre Directricen liegen in den Ebenen ¢, +iy;=0, y, — iy, =0
(welche doppelt zihlend zur Singularititenfliche gehoren). Ferner ver-
laufen je die beiden, in derselben Ebene liegenden, durch einen und
denselben Punkt der Schnittlinie beider Ebenen. Diese Punkte sind
wy + tty =0, uy — u; = 0.

Die untenstehende Figur veranschaulicht die Lage der Directricen
und die nachfolgende Tabelle giebt ihre Coordinaten.

Py Py Dis Dy Dy DPag

1 1 1 4+ i 0 37&7
1 11— — 0 ﬁ
2 1 I +i  4+i 0 —-zii,
2 1 1 —5 —i 0 —‘,ili‘

1, 1" sind die Directricen der einen, 2, 2’ der andern Congruenz.
Die Directrix der doppelten speciellen ist 4,4,. Wir haben wieder
¢ und & erfillt mit
singulidren Punkten, .
¢ und % als Axen
von singuliren Ebe- \\ o
nen ete. i

Zwei Ebenen E,,
E, und zwer Punlte
P,, P, ihrer Schnitt-
linic  bilden doppelt
zihlend die Singula-
rititenfliche. Die Con-
gruenz singuldrer Li-
nien zerfallt in eine
doppelt zihlende, spe-
cielle lineare, deren
Directriz  die Linie
E|'E, ist, ferner in zwei allgemeine lineare, deren Directricen durch P,
und P, in E, und E, verlaufen.

Fiir die Construction des Complexes verweise ich auf [11(112)]
(S. 174). Man lasse dort 7, %, 4", kX’ unverindert, lasse aber I, m, 7
m’" an A, A, heran riicken. Dann hat man auch eine Anschauung
der speciellen Congruenz A, 4;. — Die Construction wird. dadurch
etwas modificirt, bleibt aber im Wesentlichen dieselbe. — Wir kénnen
auch hier die zwei Ebenen und Punkte als zerfallene Fliche zweiten
Grades auffassen, deren cine Erzeugung aus doppelten Complexgeraden
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besteht. — Diesen Fall erhiilt man ferner als eine directe Degeneration
von [1(111)2] (8. 176).
Der Complex hat 12 Constante.

20. Den Fall [(11)(13)] haben wir schon bei [11(13)] erwihnt.
Man hat hier an der Singularititenfiiche fiinf Doppelgerade. Ein ebe-
ner Schnitt besteht aus einem Kegelschnitt und zwei Geraden, die sich
auf demselben schneiden. Wir haben:

Die Singularitiitenfliche besteht aus einer Fliche zweiten Grades
F, mit zweien ihrer Ebenen E, E,, welche eine Erzeugende ¢ gemein
haben, und den Berihrungspunkten P, P, dieser FEbenen. Neben den
zerfallenden linearen Congruenzen singulirer Linien hat man noch eine
irreducible Congruens zweiten Grades, die aus den Tangenten von F,
durch einen allgemeinen linearen Complex ausgeschieden wird. Der
Complezx hat 13 Constante.

Dass man hier fiinf" doppelte Complexgerade hat, ist evident. Die
dreifache Gerade der Singularitiitenfliche ist als drel unendlich nahe
doppelte aufzufassen. Das sieht man sehr deutlich bei der Ableitung
dieses Falles aus dem Fall [(11)(11)2] (8. 177). Dort hat man fiinf
Doppelgerade, von denen drei in unendliche N#he riicken, wenn die
dort auftretenden beiden Punkte der Singularititenfliche in eine Er-
zeugende von F, riicken. Dieser Uebergang giebt auch deutlich die
Gruppirung der drei unendlich nahen Doppelgeraden, ferner die Con-
struction dieses Complexes. Man erhilt z. B. das Resultat, dass alle
Complex-Kegelschnitte und Kegel dic F, an der Erzeugenden e beriih-
ren (und weiterhin natiirlich in noch einem Punkt, die beiden Ebenen
E, und E, aber nur noch uneigentlich).

21. Der Fall {(711) 3] stellt sich zwischen [(111)12] und [(1%1)(12)]
in die Mitte. Wir haben hier:

Die Singularititenfliche ist eine Fliche zweiten Grades F,, doppelt
ziihlend. Alle ilre Tangenten, die eine bestimmte Erzeugende e treffen,
sind dreifach singuliir. Die Erzeugenden unter ihmen sind vierfache
singuldre Linien und doppelte Complexgerade. Es kommt noch eine all-
gemeine lineare Congruenz singulirer Linien vor, die ebenfalls zwei Er-
zeugende von Fy, und zwar von derselben Schaar wie e, su Directricen
hat.  Der Complex hat 12 Constante.

Gegentiber dem oft genannten Fall [111(111)] (S. 158) fallen hier
drei Congruenzen zusammen, also z. B. die Directricen 117, 227, 33"
Wir sehen, dass die Complexkegelschnitte und Complexkegel Fy simmitlich

an e dreipunktig osculiren. Fir alles Weitere sei auf [111(111)] ver-
wiesen.
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V.

Vierte kanonische Form.

P=uz?+ 2+ 2x2 +22,08=0.
Q=4°+ L) + 2 Ly, + 2 42,2, + 2,2 4 22 =

In dieser kanonischen Form haben wir zwei eimfache und zwei dop-
pelte Elementartheiler. In allen Fillen treten also zwei sich schneidende
Doppelgerade auf, welche adjungirte Gerade besitzen. — Es kommen
neun Fille vor, einer zerfillt, es bleiben fiir die Behandlung die fol-
genden acht:

[ne2y, (1122, [12(12], [(1D22], (12021, [(112)2], [1(122], [(11)@2]

Es sind hier nur noch zwei allgemeine Fundamentalcomplexe vor-
handen. Die Directricen x,;, %,, z,, z; der speciellen bilden ein wind-
schiefes Vierseit, von dem z, und #, das eine, z, und z, das andere
Gegenseitenpaar sind. Die beiden Geraden, welche das Vierseit zum
Tetraeder erginzen, sind die Directricen der Complexe &, + iz, = 0,
%, — iz, =0. — Bei dem Uebergang von den z zu den p; wollen
wir setzen:

Ty =P+ Psq, Ty = P13, Ty =Dy
7 1 o
Ly =+ (P12 — 134) ry=2pp, Ty == & Pa3 »

22. In dem allgemeinen Fall [7722] hat man:
Q=22+ e+ 2 dyw,u; + 2,2 + w32 =
und fiir die Singularititenfliche:

(A —2) y* — 422 (4, —4,) (y,*y.* + ?/32.’/42) — 44,2, yﬁyzf
TA Ry, 2, — 22, — 20y Py — 8 4y {A3(2425) — 22, 2o} 4112959, =0.

Die Kanten A4, A4,, A, 4, sind Doppelgerade der Fliche, 4,4,
und 4, 4, deren adjungirte. Unter den durch eine Doppelgerade geleg-
ten Ebenen enthalten, ausser y, = 0, noch je zwei zerfallende Kegel-
schnitte der Fliche. Sie bestehen aus Punktepaaren, resp. Doppelgera-
den. Im Vergleich mit [11112] (S. 171) haben wir:

Die Singularititenfliche besitzt vier (konische) Knoten wund vier
Doppelebenen. Vier Verbindungslinien der ersteren sind einfache Ge-
raden der Fliche, sie besitzen stationdre Tangentialebenen. Zwei Dop- -
pelgerade der Fliche, die sich schneiden, treffen je ein Gegenseitenpaar
des Vierseits der einfachen Geraden, Diese Doppelgeraden besitzen
adjungirte Gerade cte.*). Der Complex hat 17 Constante.

¥} Pliicker nennt diese Fliche a. a. O. S. 539, II. Rie findet sich weiter-
hin bei Sturm, diese Annalen, Bd. 1V, S, 269, n. ¢
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Die nebenstehende Figur soll hier der Anschauung zu Hiilfe kom-
men. Es ist 4,4,4,4, das Coordinatentetraeder. Die Doppelgera-
den sind doppelt gezogen. Die
\/ Punkte 1234 sind Doppelpunkte,
2 12, 34, 14, 23 sind die Geraden
der Fliche, welche constante
Tangentialebenen haben, welch
letztere insbesondere auch durch
die Doppelgeraden gehen. Aus
den harmonischen Punktgrup-
pen der Figur sieht man sofort,
dass die Geraden 4,4;, 4,4,
14, 23 vier harmonische Erzeu-
gende einer Fliche zweiten Gra-
des sind. Dasselbe gilt fiir 4,4,
A 4,, 34, 12, d. h, alle Gera-
den der Fliche und auch die
beiden adjungirten der Doppel-
geraden sind auf eimer Fliche
aweiten Grades als zwei Gruppen von vier harmowisch liegenden Erzeu-
genden gelegen.

Diese Fliche kann leicht aus der allgemeinen Complexfliche (8.172)
abgeleitet werden. Die letztere habe die Knotenpunkte 11', 22’, 33/,
44', wo allemal 77" die Doppelgerade und die adjungirte trifft und
i, ¢ zu diesen Schnittpunkten harmonisch liegen. Man lasse 3 mit 4
und anderseits 3’ mit 4" zusamwmenfallen in Punkte der Geraden 12,
172’, so dass die Verbindungslinie dieser beiden neuen Punkte die vor-
handene Doppelgerade trifft. Auf diese Weise erhilt man gerade das
Singularititensystem, welches bei unserer Fliche vorhanden ist. Um
die Abstufung von der Kummer’schen Fliche zu der allgemeinen
Complexfliche und zu diesem Fall noch deutlicher zu sehen, muss man
auf die Gruppirung der 16 Knotenpunkte der erstgenannten Fliche zu-
rlickgehen, was indess nicht geschehen soll,

23. Der Fall [77(22)] ist der erste vorkommende einer Reihe von
ganz eigenthiimlichen Complexen. Wir haben die Gleichungen :

lex, A 22 L 52 =0
= (o) ik, ) (A7) — idy2) = 0 .
Die singuliren Linien bilden zwei nicht zerfallende Congruenzen

zweiten Grades. Dem entsprechend treten zwei Flichen zweiten Gra-
des als Singularititenfiiche auf. In Punktcoordinaten heissen sie:
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y2 { — 2) 92 — 4 4, (s + yf)} =0.
Es ist dies ein Kegel, dessen Mittelpunkt .4, ist, und eine Ebene
durch diesen, welche doppelt zihlt.

Indem wir die Enveloppe der singuliren Ebenen aafsuchen, fin-
den wir:

v {(3 — LYot — 42,2, (0> + )} =0.
Der erste Factor ergiebt den Kegel in Ebenencoordinaten, der zweite
aber einen Kegelschnitt in der vorhin aufgetretenen Doppelebene. Wir
finden so:

Die Singularititenfliche ist ein Kegel K und ein Kegelschnitt C,
dessen Ebene E durch den Mittelpunkt M von K gelit. Der Kegel-
schwitt beriihrt die beiden FErzeugenden, dic E aus K ausschneidef. Die
nebenstehende Figur giebt ein Bild dieser
Verhiltnisse. — Kegel und Kegelschnitt
haben zunichst zwei Erzeugende gemein,
die fiir den Schnitt doppelt zu zihlen sind.
Doch sieht man aus der Gleichung des
Complexes, dass-man hier ein ganses Bii-
schel von Complex-Doppelgeraden hat.  Die-
ses Biischel heisst in Liniencoordinaten:
Ly = Xy = Xy = x, == 0; es besteht aus den Geraden in der Ebene von
C durch M.

Die Congruenz der singuliiren Linien entsteht nun anf die folgende
Weise. Zunichst ist dem Kegel K ein linearer Complex zugeordnet,
der mit seinen Tangenten die eine quadratische Congruenz ergiebt.
Ein weiterer linearer Complex, der mit dem vorigen in Involution
liegt, schneidet aus den Treffgeraden von C die zweite Congruenz. —-
Die singuléiren Linien sind also nicht etwa die gleichzeitigen Tangen-
ten an K und C (welche auch zwei irreducible quadratische Congruen-
zen bilden). Wir kbnnen sie vielmehr durch folgende Construction
erzeugen: Zu K gehort in dem ersten linearen Complex ein Kegelschnitt
in E durch M. Die Congruenz zwejten Grades seiner Treffgeraden,
die K beriihren, besteht aus singuliren Linien. Die zweite Congruenz
erhdlt man auf duale Weise aus C und einem (im zweiten Complexe
"zugeordneten) Kegel, dessen Mittelpunkt 3 ist*). — Diese Construction
zeigt, wie die Geraden, die in F durch M verlaufen, aus vierfach sin-
guliren Linien bestehen (womit sie ohne Weiteres doppelte Complex-
gerade- sind). — Man vergleiche auch diese Construction mit der des
Falles [11(11)(11)] (8. 164); sie ist im Wesentlichen dieselbe. Eine
beliebige Ebene trifft K in einem Kegelschnitt ¢’ und C in den zwei

*) Vgl. Kummer a. a. 0., Sitze XIII und XIV.
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Punkten P,, P,. Die Complexkegelschnitte gehen durch P; und P,
und beriihren den Kegelschnitt ¢’ zweimal ete.
Der Complex hat 74 Constante.

24. In dem Fall [12(12)] treten drei Doppelgerade auf, wovon
zwei, (12), unendlich nahe liegen, die dritte, 2, aber beide trifft.
Wir kommen also hier wieder auf Linienflichen, und zwar auf Cre-
mona’s Gattung VI. Gegeniiber dem Fall [111(12)] (8. 172) ist hier
einfach eine doppelte Erzeugende aufgetreten. Wir finden zu ihr wie-
der eine adjungirte Gerade, welche beide doppelte Leitgeraden trifft.
Es wiire also auch hier wieder der Beweis zu fithren, dass man hier
die allgemeine Gattung VI hat. Der Beweis ist aber ganz derselbe wie
bei [11(11)2] (S. 173).

Die Singularititenfliche ist die allgemeine Linienfliche, die Cre-
mona als seine VIt Gattung anfithrt. Sie hat eine Selbstberiihrungs-
gerade und eine doppelic Erzeugende. Der Complex hat 15 Constante.

25. Der Complex [1(122)] ist dargestellt durch die folgenden
Gleichungen:

Q=lz ta?tat=0, Q=2122=0.

Die Congruenz der singuliren Linien besteht augenscheinlich aus
zwei doppelt zéhlenden speciellen linearen Congruenzen, deren Directri-
cen (x5 -+ ix;, @, — 14;) sich schneiden. In Punktcoordinaten sind
diese Directricen y, =y, + iy, = 0 und y, =y, — iy, = 0. — Wir
haben hier die directe Degeneration des Falles [11(22)] (S. 184). Der
Kegelschnitt C artet in den doppeltzahlenden Punkt M, der Kegel K
in die doppelte Ebene E aus.

Die singuliiren Linien bilden zwei doppelt zihlende, specielle lineare
Congruenzen, deren Directricen sich schneiden. Ihr Schwittpunkt ist vier-
fach ziiklend dic Ewveloppe der singuliiren Ebenen und die thnen ge-
meinsame Ebene vierfach zihlend die Flicle der singuliren Punkite.
Der Complex besitzt 12 Constante.

Dieser Fall kann auch als directe Specialisirung von [11(112)]
(S. 174) angesehen werden. Man stelle sich vor, es fallen dort die
beiden Ebenen der Directricen, y, = 0 und y, = 0, ebenso die Schnitt--
punkte 4, und 4; je unendlich nahe zusammen. In der einen Ebene
selen ik, ferner Im je vereinigt, ebenso in der zweiten einerseits 7" &/,
anderseits "m’. Diese Vereinigung geschieht so, dass (i %) und (¢"%')
selbst unendlich nahe verlaufen ete. — Indem wir so die Grenzlage
auffassen, kOnnen wir diese Singularititenfliche wieder ansehen als
degenerirte Fliche zweiten Grades, von der eine Erzeugung aus Doppel-
geraden des Complexes besteht.
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26.  Der Fall [(17)22] ist durch die Gruppirung seiner vier Dop-
pelgeraden bemerkenswerth. — Indem wir an Stelle der Gleichung
Q = 0 nehmen: Q — 1, P = 0, erkennt man, dass die Geraden
£y =2, =1u; =x,=0, also 4,4, und 4;4, Complexdoppelgerade
sind. Ebenso fithrt Q — 4, P=0 auf 4,4;, Q — 3, P=0auf 4,4,.
Die Doppelgeraden Az A,, A, A,, A,A; bilden ein Dreieck, 4, 4, geht
durch eine seimer FEcken. — Bis jetzt bildeten allemal vier Doppel-
gerade ein windschiefes Vierseit.

Die Congruenz der singuliiven Lipien zerfdllt in eine lineare, deren
Gerade eine Ebene und cinen darin liegenden Punkt erfiillen, und eine
vom dritten Grad. — Dem entsprechend list sich die Singularititen-
fliche auf in eine allgemeine Linienfliche dritten Grades mit einer ihrer
Doppeltangentialebenen und dem in derselben liegenden Doppelpunkt. —
Der Complex hat 15 Constante.

Beim Uebergang von [(11)112] zu diesem Fall mdgen wir uns
vorstellen, dass dort die Ebene der Doppelerzeugenden (der Cremona’-
schen Gattung V) mit der einen doppelten Leitgeraden und der Schnitt-
punkt der doppelten Erzeugenden mit der andern doppelten Leitgeraden
sich als Fliche ersten Grades absondern.

27. In dem Fall [(172)2] wollen wir ausgehen von:
Q =2 zx, + x° + 22 =
Q' =2 Ax; (x; + A3z,) = 0.

Zunichst haben wir doppelt als singulire Linien zihlend die Con-
gruenz z, = x, = 0, resp. p;y = p;, = 0. Diese "bilden ein Strahl-
biindel und ein Strahlfeld. Eine weitere Congruenz zweiten Grades
ist: (x5 + ¢ x) (w, — cx) = x; + A;4, =0, also das Product von
zwei speciellen linearen Congruenzen, deren Directricen sich treffen.
— Doppelte Complexgeraden sind z, = @, = x; = 0. Bie bilden zwei
Biischel.

Der Complex besitzt eine doppelte Ausnalimeebene und einen i ihr
liegenden doppelten Ausnahmepunkt. Beide bilden doppelt zihlend einen
Theil der Singularititenfliiche, ebenso doppelt zihlend eine Congruenz zwei-
ten Grades von singuliren Linien. In der Ausnahmeebene durch den
Ausnahmepunkt geht eine Gerade, welche sowohl die singuliiren Punkte, als
auch die singuliiren Ebenen dieser singuldiren Geraden bestimmt. — In
ciner weiteren Ebene durch den Ausnakmepunkt hat man zwei Gerade,
Directricen von 2wei speciellen linearen Congruenzen singularer Linien, die
dureh einen Punkt der Ausnahmecbene gehen. Dieser newe Punlit und
diesc meue Ebene gehiren ebenfalls doppelt ziiblend zur Singul ardtéten-
fliche ete. Der Complex hat 12 Constante.

Die Consplexkegelschnitte bertihren die Ebene (z;4;) an z; und
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durchsetzen (2,z;) an den beiden genannten Directricen. Man ver-
gleiche diesen Fall mit [11(112)] (8. 174). Man lasse dort die Direc-
tricen 4 und % in 4, 4, hineinfallen, ferner ¢" und %" in A4, A; riicken.
Die andern bleiben ungedindert.

28. Eine einfache Abstufung ist: [11(11)(11)], [1(11)(12)],
[(12)(12)]. Zuerst ist die Singularititenfliche das Product von zwei
Flichen zweiten Grades, die ein windschiefes Vierseit gemein haben.
Dann riicken in diesem zwel Gegenseiten zusammen. Bei dem nun
zu betrachtenden Complexe [(12)(12)] thun das beide Paare:

Die Singularititenfliche besteht aus zwei Flichen zweiten Grades,
e sich nach zwet sich schneidenden Erzeugenden beriihren. Der Com-
plex hat 13 Constante.

Die singuliiren Linien verhalten sich sehr einfach. Fiir sie finden
wir das Folgende:

Die singuliiren Linien bilden zwei irreducible Congruenzen zweiten
Grades. Die erste wird aus den Tangenten 'der einen F, durch einen
speciellen Unearen Complex ausgeschnitten, dessen Directriz durch den
Schwittpunkt der beiden doppelien Doppelgeraden in deren Ebene ver-
laiuft. Die zu diesen drei Geraden harmonische ist ebenfulls Directriz
eines speciellen Complexes, der mit den Tangenten der zweiten Fliche
die zweite Congruenz ergiebt.

Man erkennt, dass beide Congruenzen ein Biischel gemein haben.
Dasselbe hat als Mittelpunkt und Ebene den Schnittpunkt und die
Ebene der beiden Erzengenden, nach denen sich die F, beriihren.
Dasselbe ist Biischel von doppelten singuliren Linien, die einfache Com-
plexgerade sind.

29. In dem Fall {(27)(22)] hat man:
Q=120+ &)+ 22+ =0, =47+ 5Y)=0.

Die singuldren Linien werden aus den speciellen Complexen x, 4-¢; =0,
Zy — 12y == 0, deren Directricen sich schneiden, durch z, + 12, =0,
Zy — ix, = 0, die ebenfalls speciell sind, ausgeschunitten. Drei dieser
Directricen liegen in einer Ebene und drei gehen durch einen Punkt ete.
— Wir erhalten eine doppelte und zwei einfache Ausnahmeebenen, fer-
ner je damit vercinigt eimen doppelten und zwei einfache Ausnahme-
punkte. — Damit hat man die singuliren Linien und die Singulari-
titenfliche vollstindig.

Man vergleiche mit [11(22)] (8. 184). Der dort genannte Kegel-
schnitt zerfillt hier in ein Punktepaar, der Kegel in ein Ebenenpaar.
Der Complex ist wie jener zu construiren. Die Complexkegelschnitte
berithren die doppelte Ausnahmeebene an einer bestimmten Geraden,
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namlich an der Verbindungslinie der heiden einfachen Ausnabme-
punkte ete. Der Complex hat 12 Constante. Das Biischel der Gera-
den in der Doppelebene durch den Doppelpunkt besteht auch hier aus
doppelten. Complezgeraden. Eine weitere doppelte Complexgerade in der
doppelten Ausnakmecbene, dic nicht durch den doppelten Ausnalomepunkt
gehit, st die Verbindungslinie der einfachen Doppelpunkte. Ebenso ge-
hirt die Schmittlinie der einfacken Ausnalimeebenen doppelt dem Com-
pleze an.

Das Letztere ergiebt sich sofort, wepn man in Q die zweifache
Wurzel 2, gleich Null setzt und die vierfache 4, als von Null verschie-
den annimmt.

VL
Fiinfte kanonische Form.

P=z?+ a2+ 2z,0,+ 222, =0.
Q=4+ e’ + L gz, + 0t =
In dieser kanonischen Yorm kommt ein wvierfacher Elementartheiler
vor. Die vierfache Wurzel, die zu ihm gehort, ist hier als Null an-
genommen.
Es kommen keine zerfallenden Complexe yor; wir haben die fol-
genden wier Moglichkeiten:

[114], [1(14)], [(ODH4], [(114)].
Die Forni P geht in die Bedingungsgleichung der Coordinaten pi;
tiber bei folgender Substitution:
@y =Py + Pyy > Ly =Pz = 2p,,

1 b7, % I
Ly = r (P12 — 131 » =29, &L, == Py -

30. In dem Fall [774] haben wir die Singularititenfliche:
(hy—A)y,t — dy2y + 8 4 A iy, + 4 (4 +42) Y5 9,7 Y,
—8 (A — )y Py, + 16 4, A,y Y, =
y, =y, = O ist Doppelgerade, y, =y, =y, = 0 dreifacher Punkt.
Die Kegelschnitte berithren die Doppelgerade im dreifachen Punkte etc.
Die Singularititenfliche st die Complexfliche, deren Leitgerade
(im allgemeinen Complex zweiten Grades) cine singuliire Complezyerade
ist. Diese Gerade ist die einzige Doppelyerade des Complexes, der 16
Constante besitat.
31. Fir 4, = 0 erhilt man aus dem vorigen Fall [1(14)]. Die
Singularititenfliche ist:

‘
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952 (2 — 4 9,°) + 8 4,9 (W9, — YY) = 0.

Die Gerade ¢, = y, = O ist dreifach geworden, die Fliche also
eine Linienfliche. Es ergiebt sich:

Die Singularitiitenfliiche ist derjewige Specialfall vom Cremona’s
Gattung X, bei dem die beiden stationdren Tangentencbenen zusammen-
fallen. Der Complex hat 14 Constante.

Cremona erzeugt die allgemeine Gattung X durch eine ebene
Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt und eine Gerade, welche durch
den Doppelpunkt geht. In diesem Fall ist aus dem Doppelpunkt eine
Spitze geworden.

Wie [11(13)] (S. 179) hat auch dieser Complex drei unendlich
nahe Doppelgerade. Sie sind dargestellt wie bei [11(13)] durch die
Leitgerade und die singuliren Erzeugenden der Linienfliche. (Nur
die gegenseitige Lage ist anders, da hier diese beiden Erzeugenden
zusammentallen).

32. In dem Fall /(17)4] hat man:

Die Singularititenfliche besteht aus der allgemeinen Linienflicle
dritten Grades wid einer threr Cuspidalebenen mit dem darin liegenden
Cuspidalpunkt. Der Complex hat 14 Constante.

Die wier Doppelgeraden des Complexes haben eine Anordnung wie
bei [(11)22] (8. 187). Zwei sind in einer Ebene unendlich benach-
bart, eine dritte liegt in ihrer Ebene und geht nicht durch den Schnitt-
punkt, die vierte thut das Umgekehrte. .

33. Fir [(774)] hat man:
Q=2uw2, +22>=0, Q=2x2%=0.

Die singuliiven Linien bestchen aus der dresfach zdhlenden zerfal-
lenden Congruens 2, = x, = 0 und aus der allgemeinen lnearen
x, ==u; ==0. Die beiden Biischel 2, = x, = x; == 0 bestehen aus dop-
pelten Complexgeraden, sie geben doppelt ziblend die Singularitiitenfliche.
Dey Complex hat 11 Constante.

Vergleichen wir mit "1(113)] (S. 180). Die Congruenz 2, 2’ falle
dort in die doppelt zihlende specielle hinein; 1, 1” lasse man unver-
indert. Man findet so, dass die Complexkegelschnitte die Ebene,
welche dreifache singnlire Linien enthilt, an der Schnittlinie unserer
beiden Ebenen beriihren, die andere aber an einer bestimmten Ge-
raden in bekannter Richtung durchsetzen, Das Duale gilt fir .die
Complexkegel.
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VIL
Sechste kanonische Form,
P=z?+ 22,2, 2225 +22=0.
Q=242+ 24x,2, + 2>+ 22,2, =0.
Man hat hier einen einfachen, einen doppelien und cinen dreifachen
Elementartheiler. Die dreifache Wurzel ist in @ als Null angenom-

men. Es kommen die folgenden fiinf I'ille vor, von denen keiner
einen zerfallenden Complex ergiebt:

n23), [123)], [203), (193], [(123)].
Durch die folgende Substitution wollen wir in die p; transfor-
miren:

1
”1=7@12’“1734)7 Ly = P, Ty= P>
&y == Do+ Pay Ly ==2p, Zg =2,y .

34. Die Singularititenfliiche des Falles [723] hat die folgende
Gleichung:

— =4,y Y4 A A2 (5, Y — YY)+ 8 (A — )Y Y, (W 9. — 13 9)
- 4 — )ty = 0.

Wir sehen, dass #; = y, = 0 Doppelgerade, y, =y, =0 die zu ilr

adjungirte, y, = y, = O endlich Rickkehrgerade ist. Wir suchen

wieder die zerfallenden Kegelschnitte und finden:

Die Singularititenfliche besitet eine Doppelgerade mit adjungirter
Geraden und eine Riickkehrgerade, welche die adjungirte trifft. Die
Verbindungslinie der zwei cowischen Knoten der Fliche trifft die Doppel-
gerade und gehirt der Fliche an; ferner gehen durch die Knoten woch
swe; Geraden der Fliche, die wie

die eben genannte Gerade constante . A{
Tangentialebene haben. Der Com- \ 4 f
plex hat 16 Constante. \ / \ AN

Die Lagenbeziehung der Ge- W AN
raden der Fliche ist durch die / LEAN /
nebenstehende Figur deutlich ge- ? ~o /e 4,

macht. A, 4, ist die Riickkehr- / A5y

sind conische Knoten. 23 ist eine 2.
einfache Gerade der Fliche, sie

trifft Doppelgerade und adjungirte Gerade, ihre constante ’{‘ange.ntialebeﬂe
geht durch 4, 4,. — Die Geraden 4,4, 24, 4, A,, 13 sind vier harmo-
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nische Erzeugende einer Fliche zweiten Grades, der auch A4, 4; und 23
angehoren — Man stelle sich in [1122] (8. 183) vor, dass dxe Punkte
1 und 4 in 4,4, fallen. Die adjungirte von 4,4, riickt mit heran
und macht die Doppelgerade zur Riickkehrgeraden.

35. In dem Fall [1(25)] haben wir:
Q=22+ 22+ 222, QL=i2242>=

Die Geraden z, = 2, = x, = z; = 0 bilden in y, = O ein Buschel
durch den Punkt A,, bestehend aus doppelten Complexgeraden. —
Aus Q = 0 werden die singuliren Linien durch zwei allgemeine, in
Involution liegende lineare Complexe ausgeschieden. Dem entsprechend
zerfillt auch die Singularititenfliche. In Punkt- und Ebenencoordina-
ten erhalten wir:

Pt 4y, —44yH=0,
2,2 (0,2 — 4 Av, v, — 4 A 05,) =0.

Die Singularititenfliiche zerfillt in einen Kegel und einen Kegel-
schitt, welch’ letzterer in eimer Tangentialebene des crsteren liegt und
die Erzeugende des Kegels, dic in seiner Ebene liegt, an der Kegelspitze
beriihrt. Dem Kegel und dem Kegelschnitt sind lneare, in Involution
liegende Compleze zugeordnet, die aus ihren Treffgeraden, bez. Tangenten
die singuliiven Linien ausschneiden. Der Complex besitzt 13 Constante.

Dieser Complex verhiilt sich wie [11(22)] (S. 184). Die Con-
struction ist noch genau dieselbe, nur die gegenseitige Lage von C
und K hat sich verindert.

36. In dem Fall [2(13)] tritt wegen 2 eine Complexdoppelgerade,
wegen (13) aber treten drei solche auf, die unendlich benachbart
sind. Wir finden das Folgende:

Dic Singularititenfliche ist die Cayley’sche Linienfliiche dritten
Grades mit einer Ebene ihrer Doppeldeveloppabeln und dem zu dieser
gehirenden Punkt der Doppelgeraden. Der Complex lLat vier Doppel-
gerade, er hat 14 Constante.

Die Doppelgeraden bilden augenscheinlich zuniichst in der Doppel-
tangentialebene ein ausgeartetes Dreieck und die vierte geht durch
eine seiner Kcken. Man vergleiche die Fille: [(11)22] (S. 187) und
(1147 (8. 190). .

37. Fir den Fall [(12)3] ergiebt sich das folgende Resultat:
Die Singularititenfliche ist eine Linienfliiche mat einer Selbstberiil-
rungsgeraden und einer Riickkehrerzeugenden, also ein Unterfall von

der Gattung Cremona VI. Der Complex hat drei Doppelgerade und
14 Constante,
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38. Sehr einfache Verhiltnisse sind bei [(123)].  Es ist:
Q=2+ 22,8,=0, Q=ua2=

Die Geraden z, ==z, =0 bilden den Ausnahmepunkt A, und die
Ausnahmeebene y, =0. Diese Linien sind doppelte singulare. Diejeni-
gen von ihnen, die in y, =0 durch A, gehen, sind vierfach singulir.

Der Complex besitst ein Biischel von doppelten Complexgeraden : sein
Blittelpuriit ist vierfach zihlend dic Enveloppe der singuliren Ebenen
und seine Fbene ebenfalls wierfach ziklend der Ort der singuliren
Punkte. Die Zahl der Constanten ist 11.

Vergleichen wir hiermit {1(122)] (8. 186). Es riicken dort die
Directricen der speciellen Congruenzen in eine Gerade g zusammen.
Sei E die Ausnahmeebene, P in ihr der Ausnahmepunkt, so liegt y
in F und geht durch P. Alle Complexkegelschnitte berithren £ an g,
die Complexkegel ¢ in P.

VIIL
_ Siebenté kanonische Form.

P=ux, 4 2,2 + 2,8, = Ppopsy + P3Py + 21y Py =0
Q=242 + 24 z,2, + 2 Lyz,2, + v + 22 F 4> =0

Es sind drei zweifache Elementartheiler vorhanden. Damit treten
drei Doppelgerade auf, die sich alle schneiden, die also entweder in
einer Ebene ein Dreieck bilden, oder durch einen Punkt gehend ein
Trieder bilden. Das sehen wir auch bei Q. Ersetzen wir dort die
drei quadratischen Glieder durch p,,?, p,;*, p,*, so tritt der erstere
Fall ein, da die Directricen p,, etc. diese Doppelgeraden sind. Setzen
wir dagegen p,,%, p,»?, Py,? hin, so haben wir den zweiten Fall. Wei-
terhin werden wir iiberall diese zwei dual gegeniiberstehenden Mog-
lichkeiten auseinanderhalten.

Es gehoren die folgenden dre: Gattungen hieher:

222, 202, (222
39. In dem ersten Fall, [222], haben wir:
(A.) Die Doppelgeraden licgen in emer Ebene. Es ist:
Q =24, PPy + 242033002 +012° + 21’ + 21* = 0.

Die Directricen von p,, =0 etc. sind Complexdoppelgerade. Sie
machen die Ebene y, = O, in der sie liegen, zur Ausnakmeebene. Die
noch bleibende Fliche dritter Ordnung, vierter Klasse hat die Glei-
chung: .

Y {%2"’;'2?/22_'}'1?/3?— (12—}'1)2?/42} —22, 4y (A, — A1 Y39 = 0.
Die Untersuchung der Kegelschnitte der Fliche, deren Ebenen durch
Y, = ¢y, = O etc. gehen, ergiebt das Resultat:

Mathematische Annalen, VI . 13
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Die Singularititenfliiche ist die bekannte Fliche dritter Ordnung
vierter Klasse mit vier conischen Knotenpunkten (deren €6 Verbindungs-
linien einfache Geraden der Fliche mit constanter Tangentialebene sind).
Als erginzende Ebene kommt dic Ebene der drei Doppelaxen (die im
Pentaeder der Fliche ausgezeichnete Ebene) hivizu.

(B.) Die drei Doppelgeraden gehen durch eimen Punkt. Es ist:

Q=249 - Doy + 20003 P+ D3+ Pi® + 002 =

Wir haben hier vollstindig den dualen Fall des Vorigen.

Die Singularititenfliche besteht aus eimem Punkt und einer Fliche
vierter Ordnung, dritter Klasse, welche drei Doppelgerade besitzt, die
sich in einem dreifachen Punlkt treffen. Sie besitat ausserdem vier Doppel-
ehenen ete. wnd 45t die sog. ,,Steiner’sche Fliche* (,,romische Fliche
con Steiner®). Ihr dreifacher Punkt ist der ergiinzende Complex-
Ausnahmepunkt.

In beiden Fillen, A. und B., hat der Complex 76 Constante.

40, Setzen wir im vorigen Fall eines der 4 Null, oder beide
einander gleich, so erhalten wir fiir den Fall [2(22)/:

(A.) Die Singularititenfliche ist ein Kegel zweiter Ordnung K mit
ewmer doppelt zéillenden Ebene E durch seine Spitze P.  Als Klassenfliiche
hat man zu betrackten: P doppelt zihlend und zwei Punkte Py, P, der
wm E liegenden Erzeugenden von K. Das Biischel von Geraden durch
P in E besteht aus doppelten Complexgeraden.

Die singuliren Linien sind:

{pm = (py3 + ip1) (1 — ipy)) =0.
Py =10+ p5° + 0,7 =0.

Di> ersten beiden Congruenzen geben P,, P, und doppelt die Ebene
E. (Die Geraden in E sind also doppelte
singuléire Linien, einfache Complexgerade,
ausgenommen das Biischel durch P.) Die
zweite Congruenz besteht aus den Geraden
des speciellen Complexes p,, =0, welche
die Ebene E (5, ==0) in einem Kegelschnitt
(92* + %? + 4, = 0) treffen (s. Fall [(222)]).
Die Construction des Complexes ist sehr ein-
fach.

(B.) Die Singulartiitenfliiche besteht dop-
pelt zihlend aus der Ebene T und zwei Ebenen T1,, T,. Als Klassen-
gebilde hat man dagegen einen Kegelschnitt C in 1, den TI, und T, be-
riihren, ferner einen Punkt E, in dem sich die drei Ebenen TT schnei-
den, leteteren doppelt zéiihlend.
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Die singuliren Linien bestehen aus den Geraden in TI, und TT,,
ferner aus demen in TT doppelt zihlend. Eine weitere Congrueny
sweiten Grades (eine irreducible) wird
gebildet durch die Geraden, welche die
Verbindungslinie der Berithrungspunkte
von TI, und TI, mit C treffen, und
ausserdem einen Kegel (v, 0,24 v,%=0)
berithren. Die Mitte dieses Kegels istE.
Die Ebene TT ist die auf ihn beziigliche
Polarebene fiir die Gerade (TT,, TT,). Er
berithrt ferner die Geraden TTTT, und
TTT, in den Berithrungspunkten der-
selben mit O ete. Y

Der Complex hat ein Biischel von \pnr
Doppelgeraden. Diese liegen im Fall (A) ’
in E und gehen durch P, bei (B) gehen sie durch E und liegen in TI.
Die Geraden P, P, und (TI,TT,) sind ebenfalls Doppelgerade des Com-
plexes und der Singularitﬁtenﬂache — Der Complex hat 13 Constante.

Man vergleiche die Complexe mit [11(22)] (S. 184). Bei (A) zer-
fillt dort der Kegelschnitt in zwei Biischel, bei (B) der Kegel. Nimmt
man im letzteren Fall C als imaginiren Kugelkreis, so stehen in un-
serm gewohnlichen Raum TT, und TT, zu einander senkrecht. Diese
Specmhswuno' kommt in der Mechanik vor*). Der Complex hat die Be-
weglichkeit des tetraedralen, er lisst dreifach unendlich viel Trans-
formationen in sich zu.

41. Der noch einzig zu behandelnde Fall ist [(222)].
(A) Q=p +nm’+p.=0, Q=0.
Da Q' =0 ist, so ist jede Complexgerade singulir, der Complex ist
speciell. — Eine Raumgerade p;; trifft bekanntlich die Coordinatenebene
%, =0 in dem Punkt:

Y3t Yy = Pia Pyt Py
Q = 0 sagt also, dass aHe Complexgerade die Ebene g, = 0 in Punkten
des Kegelschnittes 4,2 + 4,2 + 9,2 =0 (y, = 0) treffen. D. h.:

Der Complex besteht aus allen Treffgeraden  eines Kegelschnittes.
Derselbe bildet doppelt zihlend die Smgwlantaknﬂache Alle zweifach
unendlich vielen Geraden in der Ebene des Kegdschnittes sind Conplex-
Doppelgerade. (Die Tangenten des Kegelschmtts sind unter ihnen mcht
weiter ausgezeichnet.)

(B.) Durch duale Uebersetzung des Vorigen erhalten wir:

#) Man vergleiche u. A. Chasles, Comptes rendus, 1843.
13*
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Der Complex besteht aus allen Tamgenten eines Kegels: Alle Ge-
raden durch den Mittelpunkt desselben sind doppelte Complezgerade.
Diese beiden Complexe haben 8 Constante. .

IX.
Achte kanonische Form.
P=z2+2x2; + 222, + 2> =
Q=222+ 2z,2, + 2232, = 0.

Es kommt ein finffacher Elementartheiler vor. Wir haben hier
die folgenden zwei Fille.
(15], [(15)] .

Als Substitution der z in die p;; wihlen wir die folgende:

1
Ty = (P12 — Ps4) 5 Zy = P13 Ly = Pis
Zy = (P12 + Ps4) s Ty =2p,, £y = 2Py,
42, Der Fall [15] wird uns iiber den Einfluss' eines fiinffachen
Elementartheilers Aufschluss geben. — Die Singularititenfliche wird:

MYyt — 2953y, — 22, 42y Y — 4 A 9 Y Y Y — Y Y+ A 92y, =0

4, ==y, =0 ist doppelt auf der Fliche, y, = y; =y, = O dreifach.
y, = O ist stationire Tangentialebene an der Doppelgeraden. Dieses
Verhalten ist noch wie bei [114] (8. 189). Es giebt jedoch hier nur
noch einen conischen Knoten. In [114] lasse man einfach einen
Knoten in den dreifachen Punkt hineinriicken, so hat man diese Fliche.

Die Singularititenfliiche ist eine Fliche vierter Ordnung. Dieselbe
besitzt eine Doppelgerade, auf ihr einen dreifachen Puwnlkt, lings ihr eine
stationdre Tangentialebene. Es kommi noch ein conischer Knoten wvor,
dessen Verbindungslinien mit dem dreifachen Punlt einfache Gerade der
Fliiche mit stationdrer Tangentialebene ist. Diese letztere Ebene enthilt
auch die Doppelgerade etc. — Der Complex besitzt 15 Constante.

43. Tir [(15)] ist oben 4, = 0 und es tritt das Folgende ein: ’

Die Singularitiitenfliiche ist eine Cayley’sche Linienfliiche dritten
Grades mit deren stationdrer Ebene und deren stationirem Punkie. Der
Complex besitzt 13 Constante.

Der Complex besitzt vier unendlich nahe liegende Doppelgerade.
Sie bilden ein Dreieck, die vierte geht durch eine seiner Ecken. Dies
Verhalten ist wie bei [(1)14] (8. 189); nur riickt die eine dort unter-
schiedene Doppelgerade den drei andern unendlich nahe, da man hier
die Cayley’sche Linienfliche hat.
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X.
Neunte kanonische Form.

P =22, + 4325 + 2,2, = Py - Poy + Py - Pys + P2 p5 = 0.
Q=242+ 2’ + 222, + 22 =0.

Es kommen hier emn zweifacher und ein vierfacher Elementartheiler
vor. (Die zum letztern gehorige vierfache Wurzel ist hier als Null
angenommen.) — Wir haben die zwei Migliclkeiten:

(24], (@4)]
44. In dem Fall /24] hat man einen fuswalmepunkt. Er ist:
4, = = x5 =10, resp. p,, = p,, = p,, = 0. Eine Ausnahmeebene
tritt jedoch nicht auf. Wir erhalten also auch hier zwei sich dual
gegeniiberstehende Complexe. Zunichst erhalten wir bei obensteheu-
dem Q die Singularititenfiiche:

(8 4Y29° = 20, 02°Y, + 22°0.9,9,° + 1y + 9, = 0.

Die Singularititenfliche ist vierter Ordnung, dritter Klasse, sie hat
zwes Doppelgerade, die sich in einem dreifachen Punkt schneiden. FEine
von thnen besitzt eine stationdrve Tangentialebene, die zweite hat eine
adjungirte Gerade, welche die Vorige trifft. Der erginzende Theil nullter
Ordnung erster Klasse ist der dreifache Punkt.

Man sieht deutlich, wie diese Fliche zwischen "114] (8. 189) und
{(11)4] in der Mitte steht. Sie ist eine der Pliicker’schen Meridian-
tlichen*).

(B.) In dem dualen Fall des vorigen erhalten wir fiir die Singu-
larititenfliche in Ebenencoordinaten eben die vorige Gleichung, statt
y; iiberall »; gesetzt. In Punkt-Coordinaten dagegen schreibt sie sich:

Y5 {0 — L9 + 20(A Pyt — yt)p = 0.

Die Discussion dieser Gleichung giebt:

Die Singularititenfliche besteht aus einer Ebene und comer Fliche
dritter Ordnung, cierter Klasse. Letatere besitet einen biplanaren Knoten
und zwei conische. Die Seiten des durch diese gebildeten Dreiecks sind
einfache Geraden der Fliche mit stationiiren Tangentialebenen. Eine
Gerade durch den biplanaren Knoten st ebenfalls einfache Gerade, null-
fache Aze der Fliche. Eine fiinfte Gerade endlich trifft diese letztere und
die Verbindungslinie der conischen Knoten und ist einfacher Strahl und
Doppelaxe der Fliiche. Die erginzende Ebene geht durch den bzplana; 2
Knoten und die viertgenannte Gerade.

#) Unter den Modellen ven Eigel, Sohn, in C8ln (,Modelle der Pliicker’-
schen Flichen*) ist sie die Nr. 24.

-
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Macht man alle Knoten zu Coordinatenecken, so erhdlt man als
kiirzere Gleichungsform dieser Fliche:
. (W — ¥y, + 49,90, =0. *
Diese Fliche kann kurz bezeichnet werden als Gattung VIII von
Schlifli’s Flichen dritter Ordnung.*)
Der Complex hat 15 Constante. In beiden Fillen erhilt man aus

Q = 0 die beiden Doppelgeraden, wenn man das eine Mal die vier-
fache Wurzel 4,, das andere Mal die doppelte 1, als Null annimmt.

45. Fir [(24)) ist im vorigen Fall 4, =0 zu nehmen. Wir
erhalten fiir die Singularititenfliche

(A)  y2( 4y =0 wnd: v?(v?® — 2v,0) =0.
Das ist ein Kegelschnitt C mit einem seiner Punkte P doppelt zil-
lend, und wit zwe: seiner Tangentialebenen E,, E, durch P.

Yiir die singuliren Linien erhilt man:

Po=pF 200 Py =0, pp= 0y + ipp)(py —ip,) =0. )
Die erste Congruenz bestcht aus denjewigen Treffgeraden unseres Kegel-
selmitts C, welche dic Gerade Ay A, (s. die Figur) treffen. Die ziceite
besteht aus den zwei Ebenen E,, E,,
ferner doppelt zithlend aus den Geraden
durch P. — Das Biischel der Geraden
dwrely P in der Ebene von C besteht aus
doppelten. Complexgeraden. (Die Ebenen
E,, E,, die Kegelschnittebene und y,=0
liegen harmonisch.)

Die Complexkegelschuitte werden
von den Geraden der ersten Congruenz
an ( berithrt. In jeder Ebene hat man,

~ wenn die Singularititenfliche bekannt

" ist, fir den Complexkegelschnitt sechs
L£r4, bekannte Tangenten, ndmlich die vier

. singuliren Linien und von zweien die
Beriihrungspunkte. Der Complex ist damit sehr einfach construirbar.
— Man erkennt die Aehnlichkeit mit fritheren Fillen z. B mit [11(22)]
(S. 184).

(B.) Die duale Uebersetzung des Vorigen giebt:

Die Singularititenfliche be.sl(*ht aus eimem Kegel K mit einer seiner
Tangentialebenen YU doppelt zihlend und mit zwei Punkten E,, E, der
Erzeugenden in TI.

*) Vgl. die Abhandlung von Sc¢hlifli in den Phil, Transactions 1863, vol. 153.
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Die singuldrer Linten sind: \ .
Poy =0 F 2015 - P1a =0, D3 = (a5 1P3) (Do — ipy,) ==
Die erste Congruenz besteht aus denjenigen Tangenten unseres Kegels
K, welche eine feste Tangente ps, treffen.
Diese Tangente liegt in T und trifft die Er-
zeugende E, E, des Kegels in cinem Punkt,
der zur Kegelspitze in Bezug auf E, und E,
harmonisch licgt. Die zweite Congruyenz be-
steht aus allen Geraden, die in TI liegen (die-
selben ziihlen doppelt), sowie aus denjenigen,
*die durch P, oder P, gehen.

Wie vorhin die Geraden durch P sind
hier die Geraden in TT dreifache singulire
Linien und einfache Complexgerade. Das
Biischel der Geraden in TT, die durch den Berithrungspunkt von p,,
mit K gehen, besteht aus doppelten Complexgeraden.

Die Construction dieses Complexes aus Complexkegeln ist die duale
Uebersetzung der oben angefiihrten Construction. Die Complexkegel-
schnitte beruhren den Kegel K zweimal, erstens an F, E, und noch
in einem Punkt, dem Beriihrungspunkt der einfach- sanularen Linie
der betreffenden Ebene mit K. Der Kegelschnitt ist also durch die
Singularititenfliche nicht direct bestimmt, wiahrend der Complexkegel
uberbeatlmmt wire. (Derselbe geht namhch durch E; und E,, beriihrt
ferner K an den singuliren Geraden der oben 7uer:,t angefiihrten

Congruenz.
Der Complex hat 12 Constante.

XI.
Zehnte kanonische Formi.
P=2zu,+ 2+ 225, + 22 =0.
Q= A, (24,2504 2,0 + 22,2, + 22,2, = 0.
Man hat hier %wei dreifache Elementartheiler. Es treten nur die
folgenden zwes Fille anf: ’

(335, [((33).

Als Uebergang zu den p;; haben wir:

1 3 . .
#y= (P2 + D)y T = 1D =P

Ly == Pga — P31 Zy = 24Py, Ly = — 2Pas-

bl

46. Die Singularititenfiiche des Falles [33] ist:
25 Y+ Us9) + Ayt @Yy — U5y + (s + 9) = 0.
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y, ==y, = 0 und y;= y, = 0 sind die Riickkehrgeraden, die man
von vorne herein zu erwarten hatte. Thr Schnittpunkt ist uniplanar,
Die projectivische Zuordnung an beiden Riickkehrgeraden ist gegeben
durch y,9, + %5y, = 0. Dadurch erkennt man den uriplanaren Knoten
deutlich. — Unsere Fliche zweiten Grades schneidet neben den Riick-
kehrgeraden noch einen Kegelschnitt aus, der nicht zerfillt. — Es
giebt eine Schaar von Flichen zweiten Grades, die alle unsere Fliche
an beiden Riickkehrgeraden berithren und ausserdem Kegelschnitte aus-
schneiden. Sie heissen:

v+ w % + ys9) =0.
.Eipe einzige von ihnen, abgesehen von g = 0, giebt einen zerfallen-
den Kegelschnitt. Er besteht aus Geraden der Fliche, die ihrer gan-
zen Linge nach constante Tangentialebenen besitzen etc. Wir fin-
den so:

Die Singularititenfliiche besitet swei Riickkehrgerade, die sich in
einem uniplanaren Knoten schmeiden. Ferner hat sie einen conischen
Kunoten, von dem aus zwei einfache Gerade an die Riickkehrgeraden
gehen, dic. constante Tangentialebenen besitzen. Fine covariante Fliche
aweiten Grades beriihrt nach den Riickkehrgeraden wnd enthdlt ausser-
dem diese einfachen Geraden der Fliche. — Der Complex hat 15
Constante.

Man moge hier die Abstufung betrachten von_[11227 (8. 183) zu
[123] (8. 191) und diesen Fall. Bei [123] stelle man sich vor, die
ganze Gerade 13 falle in 4, A4, hinein.

47, Setzt man im vorigen Fall 2, = 0, so hat man [(33)], dar-
gestellt durch:

Q= x, + 2, =0, "=t 22=0.-

Die Singularititenfliche besteht dreifach zéhlend aus einem Punkt
P, mit viner durch ihn gehenden Ebene E. Als Ergénzung hat man
eine weitere Ebene durch P und einen weiteren Punkt in' E. — Die
singuliiren Linicn bestehen aus zwei speciellen lineaven Congruenzen,
deren Directricen in E durch P gehen und aus der doppelt 2w zihlen-
den, zerfallenden Congruenz, deren Geraden E und P erfiillen. — Der
Complex hat 12 Constante.

Das Biischel (E P) besteht aus doppelten Complexgeraden.

Es seien E; P und die beiden Directricen d,, d, beliebig angenom-
men. Eine zu d, unendlich nahe Gerade d," (die nicht in E verlauft)
treffe d,. Dasselbe thue die Gerade d,’ gegeniiber d,, resp. ¢,. In
einer beliebigen Ebene des Raumes hat man dann von dem Complex-
kegelschuitt zwei Tangenten, die Verbindungslinien der Schnittpunkte
mit d;, d; und deren Berihrungspunkte, die an d; liegen, gegeben.
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Eine .absolute Invariante bestimmt einen solchen Kegelschuitt. Man
erhalt zweifach unendlich viele Kegelschnitte, wenn man um seine
Tangenten die Ebene dreht. Jeder ist durch fiinf Gerade gegeben,
Die Construction dieses Complexes ist also wieder besonders einfach,
im Uebrigen ganz Zhnlich wie bei gewissen fritheren Fillen.

XI1,
Elfte kanonische Form.

P=uz2, + 2 + 232, = 0.
Q=2u2, + 2x,2, + 2>=0.

Hier ist eim sechsfacher Elementartheiler vorhanden. Die sechs-
fache Wurzel ist Null gesetzt. — Alle Fundamentalcomplexe sind
speciell und wir diirfen setzen:

(A) @ =p3;, @, =p, &3=7Dgn, Ly =Py 3 == Payy Ls== P12
(B @ =112, & =Py, Ty =15, & =DPp, & =Dy, Ts=DPy-

48. Der Fall /6] ist der einzige hier vorkommende.

(A) Q=2ps - Pos + 2P - P13 + > =0.

Pyg == Py, == p;, ist Ausnahmeebene, ein Ausnahmepunkt tritt nicht
auf. Die Singularititenfliche ist:

400y + 2905y, — 29551 = 0.

Diese Fliche dritter Ordnung vierter Klasse besitzt den biplanaren
Knoten 4, und den conischen A,. Ihre Verbindungslinie hat die
constante Tangentialebene y, = 0. Eine weitere Gerade 4, 4,, die
durch den conischen Knoten geht, hat eine stationire dreifache Tan-
gentialebene y, = 0, an der jeder ebene Schnitt der Fliche eine Wen-
dung hat. Andere Singularititen kommen nicht vor. —— Wir finden
durch Vergleich:

Die Singularititenfliche besteht aus der Gattung XIX der Flichen
dritter Ordnung, vierter Klasse von Sclhldfli, mit ihrer stationdiren
dreifachen Tangentialebene.

Schlafli hat die Fliche auf dasselbe Coordinatensystem bezogen.
— Der Complex hat drei Doppelgerade, die in einer Ebene unendlich
nahe liegen.

(B.) In dem dualen Fall hat man,
Q=2py p,+ 2.1’23 P+ Pt =0.
Der Punkt p,, = py5 = p,; ist hier Ausnahmepunkt. — Die Glei-
chung der Singularititenfliche in Ebenencoordinaten ist die obenstehende,
wenn man statt der y die » setzt; in Punkicoordinaten lautet sie:

4+ 292995 + 293y, + 9.7yt =0.
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Ein Punkt und eine Fliche vierter Ordnung, dritter Klasse.bilden
die Singularititenfliiche. Letztere hat eimen dreifachen Punkt, der wni-
planar ist und durch den eine Doppelgerade der Fliche geht, die eine
zweifache stationiire Tangentialebene hat. Die Ergiinzung ist der drei-
fache Punkt. ’

Der Complex hat 14 Constante.

XIIIL

In diesem letzten Abschnitt soil es sich darum handeln, eine Ueber-
sicht iiber die 48 nunmehr einzeln untersuchte Complexe zu bekommen.
Zuerst sollen allgemein geltende Sitze fiir sich ausgesprochen werden
und nachher werden die einzelnen Fille durch Tabellen verbunden.

Es treten in allen Fillen Gerade auf, die dem Complex doppelt
angehoren. Fiir jede solche ist sowohl Q = 0 als auch Q" = 0 doppelt
erfiillt und wir haben:

In allen den 48 Fillen treten Complexdoppelgerade auf, welche der
Congruenz der singuliren Liwien je vierfach zdhlend angehoren.

Die Bedeutung der Doppelgeraden fiir den Complex ist die fol-
gende:

Jede Doppelgerade des Complexes st Doppelgerade der Singulari-
titenfliiche.  Umgekehrt ist auch jede Doppelgerade der Singularititen-
fliiche eine doppelte Complexgerade.

Den ersten dieser Satze haben wir frither bewiesen, der zweite ist
eiustweilen Erfahrungssatz. — Fiir diese Doppelgeraden gilt weiterhin
der folgende Satz:

Ist die Zahl der Doppelg Jeradm discret, so gruppiren sie sich wie
eine entsprechende Anzahl von Kanten eines Tctmeders Mehr als sechs,
ausser unendlich viele, kommen wicht vor.

Die Tetraederkanten kann man z B. auf drei wesentlich verschie-
dene Weisen zu je drei gruppiren. Entweder liegen sie in einer Seiten-
fliche, oder sie gehen durch eine Ecke oder endlich zwei von ihnen
sind Gegenkanten und werden von der dritten getroffen. Alle diese
drei Gruppen (wovon die beiden ersten linien-geometrisch gleichwer-
thig sind) kommen auch wirklich vor*).

Ist cime cinfach unendliche Anzall von Doppelgeraden wirklich
vorhanden, so ist der am nichsten liegende Fall, dass sie eine Er-
zeuguny einer Fliche zweiten Grades bilden. Diese F, ist dann doppelt
zihlend die Singularititenfliche. Sie kann allgemein sein, ausarten,
iusbesondere zerfallen. Wenn sie in eine sich selbst dualistische Form

*+) In einer vorliufigen Mittheilung in den Sitzungsberichten der phys.-med.
Societiit zu Erlangen vom Juli 1873 habe ich die 48 Complexe nach der Anzahl
der Doppelgera.den geqrdnet. -
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ausarten soll, so zerfillt sie in zwei Ebénen, resp. zwei Punkte auf
deren Schnittlinie. Die Erzeugenden' bilden vier Biischel, die in den
Ebenen E,, E, durch die Punkte P,, P, gehen. Die Biischel E, P,
und E, P, bilden dann die eine Erzengung dieser gerfallenen Fliche,
E,P, und E, P, die andere. Zwei so zusammengehirige Buischel
reprasentiren- dann die doppelten Complexgeraden. — In moch speciel-
leren Killen konnen E, und E,, P, und P, zusammenriicken.

Es kann auch sein, dass wur ein Biischel von Doppelgeraden auf-
tritt, das nicht mehr als eine Erzeugung einer F, aufgefasst werden
kann. Die Ebene des Biischels gehort der Singularititenfiiche doppelt
an, ebenso der Mittelpunkt des Biischels. In der ersteren hat man
einen Kegelschnitt, durch den letztern einen Kegel, der den genann-
ten Kegelschnitt beriihrt.

Sind einfach unendlich viel Doppelgerade vorhanden, welche beide
Erzeugungen einer F, ausmachen, so besieht der Complex aus allen
Tangenten von F,.

Ist dann F, ein Kegelschnitt, sa besteht der Complex aus allen
Treffgeraden desselben (dual aus allen Tangenten eines Kegels). Dann
giebt es zweifach unendlich viele Doppelgerade des Complezes, sie liegen
in der Ebene des Kegelschnittes. (Im dualen Fall sind sie die Geraden
durch die Kegelspitze.) — Andere Fille mit zweifach unendlich vielen
Doppelgeraden kommen nicht vor, wenn wir zerfallende Complexe aus-
schliessen.

Das Zerfallen der Singularititenfliche geschieht stets zusammen
mit dem der Congruenz der singuliren Linien. Es gilt hiefiir das
folgende Gesetz:

Ist éine Fliche mte Ordnung n' Klasse Theil der Singularitiiten-
fliche, so gehirt von ihren Tangenten einc Congruens w'r Ordnung,
mter Klasse den singuliren Linien an, und umgekehrt.

Zerfallt also die Singularititenfliche nicht, so thut das anch die
Congruenz der singuliren Linien nicht. Es haben daher gerade die
Fille ein besonderes liniengeometrisches Interesse, bei denen die Singu-
larititenfliche zerfillt.

In den meisten Fillen ist die Abzihlung der Constanten sehr leicht.
Es diirfen hier shnliche Inductionsschliisse angewandt werden, wie bei
den Doppelgeraden. Wenn z. B. das Auftreten eines zweifachen Elemen-
tartheilers die Coustantenzahl um eins verringert, so vermindert ein
neu auftretender doppelter Elementartheiler (vorausgesetzt, dass in bei-
den Fillen derselbe an Stelle von zwei einfachen Elementartheilern
tritt) diese Zahl nochmals um eins.

Die Abzihlung der absoluten Tnvarianten ist etwas weniger einfach,
bietet jedoch keine Schwierigkeiten. Klein giebt eine Formel an fiir
die willkiirlichen Constanten, die bei der Transformation in die kano-
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nische Form auftreten®). Hat der Complex m Constante und ist die
Zahl dieser willkiirlichen Constanten n, so ist die Zahl der absoluten
Invarianten m — 15 4 n. Dabei ist jedoch die erste kanonische Form
vorausgesetzt, resp. es.tritt als Bedingung auf, dass alle Elementar-
theiler einfach sind. Fir die erste kanonische Form findet man so
die Zahlen:
[y, [, @Ay, (nanani, anan,
4 3, 2 2, 1

f[ananany, [Lnn].
1, 0.

Fiir spitere Fille habe ich diese Abzihlung unterlassen.

Die Emtheilung der Compleze kann von ganz verschiedenen Ge-
sichtspunkten aus geschehen. In der Arbeit selbst sind die Elementar-
theiler obenangestellt, sie gaben die Eintheilung in die kanonischen
Formen, was fiir die Behandlung das einfachste ist, da sie eine ijber-
sichtliche und erschopfende Eintheilung geben. Wir sagten auch frither
schon, dass man ganz cbenso erst nach den Wurzeln A und innerhalb
dessen nach den Elementartheilern eintheilen konnte. Hierauf geheu
wir auch hier nicht weiter ein. Dagegen soll die Anzahl der doppelten
Complexgeraden fiir die erste Tabelle die Unterscheidung abgeben. In
der zweiten, austiibrlicheren Tabelle soll nach den Flichengattungen, die
als Singularititenflichen auftreten, geordnet werden. Fiir jeden Complex
ist die Constantenzahl angegeben. Man erkennt nach den oben ausge-
sprochenen Sitzen iiber die Doppelgeraden, dass beide Eintheilungen
sich nahe berilhren. In der letzten Tabelle sind alle Complexe mit je
gleich viel Constanten zusammengestellt,

>

Tabelle I.
Eintheilung nach der Zahl der Doppelgeraden.

1 Doppelgerade . . . . . [11112], [1113], [114], [15]
2, sich schneidende . . . (1122}, |123], [24], [33]
2 windschiefe . . . . . [1111(11)], {111(12)]

3, als Dreieck resp. Trieder [2227, [6)] '
5 9 wi e [(ILAD2], 113, [(1D4], [1202),
3, 2 windsch. treffen die dritte {[302)]’ [11(13)]

4, Vierseit . . . . . . [11(11)(1D], [1AD12)], [(12)(12)]
4, Dreieck und Trieder . . [(11)22], [2(13)], [1(14)], [(15)]
5 Doppelgerade . . . . . [(11)(11)2], [(11)(13)]

6 Doppelgerade . . . . . [(11)(11)(11)]

*) Vgl. 8. 42 der Dissertation. 4
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e ((aneE], [2@2)], 11@2)], [1(23),
Ein Biisehel . . . . . . @9, [(33)

{111(11D)], [11 (112}, [1(113)], [(114);,
[ranaiy, {(11)(112)], [(a2)(1y;,
[12011)], BA], 2(12)], [1(122)),
[(123)] '

Beide Erzeugungen yon F,. [(111)(111)]

Strahlfeld oder Strahlbiindel [(222)].

Eine Erzeugung von F, .

Tabelle 11.
Aufzihlung der Singularititenfidchen.

Nicht-Linienflachen 4. Ordnung und Klasse.

EL-Th. Nr. Coast.
- 111111 — 19 Aligemeine Kummersche Fliche, .
11112 7 18 Complexfiiche, als Leitgerade eine beliebige

Raumgerade.
1113 16 17 Complexfliche, alsLeitgerade eine Complexgerade,
114 30 16 Complexfliche, als Leitgerade eine singulire Linie.
15 42 15 Fliche mit 1 Doppelgeraden und 1 con. Knoten.
1122 22 17 Fliche mit 2 Doppelgeraden und 4 con. Knoten.
123 34 16 1 Rickkehrgerade, 1 Doppelgerade, 2 con. Knoten
33 46 15 2 Riickkehrgerade, 1 con. Knoten.

Linienflichen vierten Grades.

El-Th. Nr. Const.
1111 (1 1 17 Cremona XI, die allgemeine.
111(12) 8 16 ’ XII, die allgemeine (Lie 1)*}.
11(13) 17 15 " X, die allgemeine (Lie 7).
1(14) 31 14 » X, die stationiren Ebenen vereinigt
(Lie 10).
11112 9 16 " V, die allgemeine."
1(11)3 18 15 » V, mit Riickkehrerzeugender.

12(12) 24 15 »” VI, die allgemeine (Lie 2).
3(12) 37 14 ” VI, mitRickkehrerzeugender (Lie).

Flichen 3. (4) Ordnung, 4. (3.) Klasse.
EL-Th. Nr. Const.
222 39 16 Fliche mit 4 conischen Knoten etc. Dual: Stei-
ner’sche Fliche.
24 44 15 Fliche mit 2 conischen Knoten, 1 biplanarem,
Schlafli XVIIL

*) Vgl. Lie: ,,Ueber Complexe ..." Diese Annalen, Bd. V, 8. 223,
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F1.-Th.

" EL-Th,

(11)22

(11)4
2(13)
(15)

El-1Th,
(1) (1)
1(11)(12)
(12)(12)
11(22)
1(23)

Aporr WeiLez.

Nr. Const.
48 14 Flache mit 1 comschen Knoten, 1 biplanarem,
Sehlifli XIX.

Linienflichen dritten Grades.
Nr. Const. .
26 15 Allgemeine, als Ergiinzung ein beliebiger Doppel-
punkt ete.
32 14 Allgemeine, als Ergiinzung ein Cuspidalpunkt.:
36 14 Cayley’sche, mit bel. Doppelpunkt (Lie 8).
43 13 - , mit Cuspidalpunkt (Lie 11),

Zwei Flichen zweiten Grades.
Nr. Const.

3 15 Die ¥, haben ein riumliches Vierseit gemein ete.
11 14 Die F, beriibren sich nach einer Erzeugenden.,
28 13 Die F, beriihren sich nach zwei Erzeugenden.
23 14 Kegel und Kegelschnitt.

35 13 Kegel und Kegelschnitt, der letztere durch die
Spitze des ersteren.

Eine Fliche zweiten Grades (F},) und zwei KEbenen (X, E,)

EL-Th
a1(11)2
(11)(13)

2(22)
(24)

nebst zwei Punkten (P,, P,).
Nr. Const.
13 14 E, und E, tangiren F, in P, und P,.
20 13 E, und E, gehen durch dieselbe Erzeugende
von F Y P, und P, liegen auf ibr.
40 13 F, ist Kegel, F, = F, durch dessen Spitze ete.
45 13 F, ist herrel E = F; lst Tangentialebene.

Eine doppelt zihlende Fliche zweiten Grades.

EL-Th.

111(111)
S 1(11)(111)

(111)(111)
12(111)

(12)(111)
3(111)

(222)

Nr. Const. .

2 14 4 lineare Congruenzen singulirer Linien, die 8
Directricen gehoren einer Erzeugung v, Fan. -

4 12 2 lineare Congruenzen singulirer Linien, die 3
Directricen zu je 4 vereinigt.

6 9 Der Complex besteht aus den Tangenten von F,.

12 13 3 lin. Congruenzen sing. Linien, 1 davon specie]l .
und dopp zablend

15 11 1 lin. Cong. sing. Lin, 4fach zihlend und spec.

21 12 2lin. boncrruenzen sing. Linien, 1 davon speciell
und 3fach z?ihlend.

41 8 Complex besteht aus den Tangenten eines Kegels

résp. den Treffgeraden eines Kegelschnittes.
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Vier Ebenen (E| .- E,) und vier Punkte (P, .- P,).
EL-Th. Nr. Const,
(11)(11)(11) 5 13 Tetraedraler Compl., K und P bild. ein Tetraeder.
11(112) 10 13 E, = E_, E, = E,, 4 lineare Cong. sing. Lin.
1(113) 19 1 E, =E,, E;=F,, 3lineare Cong. sing. Lin. (1
davon speciell).
(1)(112) 14 11 E, = E:,, E, = E,, 2 dopp. Biischel sing. Lin.
1(122) 25 12 E, =..= E,, 2 dopp. zihl. spec. lin. Cong.
. 2(112) 27 12 E, .—-Ei,, E;=E,, 3 lin. Cong. (1 dopp. zihl.
- zerfall. und 2 spec.)
1nE2)y 29 12 =UE,, E,, E,. E, erfiillt mit dopp., F, und E,
mit einf. sing. Lin.
(114) 33 11- E,=E,, erfiillt mit dreif. sing. Lin., ausserdem 1
Long. sing. Lin.
(123) 38 11 E, =..=E,, erfullt mit vierf. sing. Lin,
(33) 47 ‘12 E, = E = E,, erfiillt mit dopp. sing. Lin, 2
spec. Cong. (die Directricen in E, durch P,).
Tabelle 111,
Aufzihlung nach der Constantenzahl.
Const. 19 18 17 16 15 14 13 12 1 10 9 8
EL-Th. 111111 11112 ms3 114 15 6
1111(11)  111(22) 11(13) 114) (13
1122 282 (122
123 33 {12)3
naynz o oys a4
24 2(13) 2(22) 2(112)
LO1I()En 1ana2) (113(13)
12(12) 11(22) 1(23) (33)
210)(11) (11)(1111) D)Ll (12)(111) ()
111{L11) 11(112) 1(113) (114)
1502 aneE @)
1111)2 s
1{122) (123) (222)
. @9 .

Erlangen, im Juli 1873.



