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Sur quelques théorémes fondamentaux de 'algebre moderne.

Par J. P. Grax & COPENHAGUE.

Dans un mémoire inséré au volume 62 du journal de Crelle¥),
M. Aronhold a cherché de déduire directement de la théorie des
transformations linéaires les principes fondamentaux de la théorie des
invariants, en montrant, comment ces fonctions se présentent naturel-
lement, quand on cherche les conditions pour la transformation d’une
forme donnée en une autre. Cette méthode a des avantages essentiel-
les sur celle de commencer par une définition des invariants, sans
montrer A priori Vexistence des fonctions en question. Clebsch
a fait usage du méme procédé**) et quoiqu’il Pait simplifié en quel-
ques parties, la méthode n’a pas encore été rendue assez simple et
élémentaire pour qu'on puisse s'en servir pour donner le fondament
générale d'un développement élémentaire de la théorie des invariants et
covariants.

(’est pour cette raison que j'ai essayé, dans ce qui va suivre, de
pousser i fin la méthode de Aronhold, en appliquant: seulement des
considéralions élémentaires. — La premitre partie se rattache donc
assez prées au mémoire cité de Aronhold, dans la seconde partie
jintroduis les covariants, dont ensuite je démontre les propriétés les
plus importantes par rapport aux transformations linéaires.

Quoique donc la plupart des théoremes démontrés ne soient pas )
nouveaux, jespere que dans les démonstrations de ceuxci il y aura
quelque chose digne d'intérét.

1.
Soit proposée une forme générale de lordre p et de n variables
Ly, &y *++ %,. — Dans la notation symbolique®**) cette forme sera

représentée par

%) Ueber eine fundamentale Begriindung der Invariantentheorie. Crelle 62,
p- 281 .
=) Clebsch, Theorie der biniren Formen, §§ 79., 80., p. 300.
=) Voir Clebsch, Ueber symbolische Darstellung algebraischer Formen,
Crelle Bd. 59, et Bindre Formen p. 28,
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1

ab = (a;a, + a&, + - -+ - @, 27,
cest & dire par la puissance p*~ d'une forme lindaire ofi, pour toutes
les valeurs des indices ¢, %, 4 -+ - -, Oon pose .
@waidd - o=a.... (FEt A= p).
Si Von transforme les variables. () *) par les formules
Z; = “ilg‘l + 28> + AR “zngn >
la forme @ sera transformée en une autre de méme ordre et, pourvu
que le déterminant de transformation ne sannulle pas, aussi du méme

nombre de variables. Cette forme, la forme transformée, sera repré-
sentée par aZ, de sorte quon aura

Soit encore 3! une forme quelconque de Yordre p des variables (£).
Si par une transformation linéaire il sera possible de transformer
a? en bF, il faut et il suffit que, pour toutes les valeurs des indices
L%A .-, on puisse avoir
( ) Wexi... == bz ..
an4+Dn+2) - wfp—1

1-2.3- P
tiennent dans les premiers membres les coefficients (a) et les coeffi-
cients (), encore indéterminés. Par lélimination de ces derniers,
dont le nombre est n?, on obtient u — n* éynations finales dans les-
quelles entrent seulement les (a) et les (1), et qui en général seront
les conditions nécessaires et suffisantes pour que la transformation soit
possible.
Pour pouvoir mieux étudier les ¢quations de condition, on forme

des équations (1) un systeme nouveau dquivalent de la forme

R &

—

Ces équations, en nombre y = , €on-

@) bixs ... Ugoz... == bgaz...a:r:?.. .

Ces dquations seront homogenes par rapport a tous les coefficients
(a), tous les () et tous les («). Ils donnent comme le systeme pri-
mitif encore @ — n? résultants indépendentes, qui serout homogenes,
soit par rapport & tous les (a), soit & tous les (b).

Chacun de ces résultants peut étre mis sous la forme
3) R— A,B,+ A4'B, + - 4/B, =0,
les (A’) désignant des fonctions entitres et homoggues de mgme degré
seulement des (a), les (B) des fontions ayant les mémes propriétés
par rapport aux (b).

) En général, je dénote par (x) tout le systéme des variables z; marqués des
indices différents, également par {«) tous les coefficients de transformation «;,, ete.
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Le résultant BB peut étre supposé irreductible, de sorte qu’il n’existe
aucune relation linéaire plus simple entre les mémes fonctions (4%,
dont les coefficients dépendent des (B).

De chaque résultant E on peut alors dériver au moins un autre
plus simple.

Soit ¢/ une troisitme forme, qui par une transformation linéaire
peut se transformer en aZ. Entre les coefficients (¢) et (a) il sub-
siste alors une relation analogue & Il = 0, savoir
4) B =A4/Cy+ A/C + - -- 4,0, =0,
les fonetions (C) étant semblables aux (). Du méme, entre les coef-
ficients (b) et (¢) on a la relation
®) L =DB/C + B/C + - BC, =0,
ot (') sout analogues aux (A4’) dans R.

En résolvant les dgalités (3) et (4) par rapport & A et en égalant
les deux valeurs, on obtient

, . B, B . e C
(6) 4, B;+A2 Bv"ll'"’AvE:‘”:/x Ci‘!_A;Ui‘{‘"'Ai@rj'
Cette relation doit étre identique. — Car par une transformation li-

néaire, dont les coefficients soient (), on peut transformer bf en-cf,
supposé que @’ puisse se transformer en bf , ce qui doit étre le cas
selon les relations (3). Si donc on exprime les (¢) par (b) et (8), on
obtient de (6) une relation entre les (a), les (&) et les coefficients ()
parfaitement arbitraires. Cette relation qui ne contient que v fone-
tions (4") ne peut donc avoir lieu, & moins qu'elle ne soit identique.
Ulest & dire, il faut que

B C B, C

B; = C\l,’ 5= 'Oj etc.,
pour quon puisse transformer 4 en ¢/. Du méme on aura entre les
coefficients de « et de 4{ des égalités semblables, savoir

- A4, B, 4, B,
(7) 4, =18’ 4,=B ete.,
les (4) étant les mémes fonctions des («) que les (B) des (7).

(est dvident, que ces égalités seront les conditions nécessaires et
suffisantes pour la possibilité de la transformation de a? en b7, car
leur nombre est au moins égal au nombre des résultants primitifs

L==0.
. . 4 g I
Les quotients rationels I ont done la propricté caractéristique de
0

rester invariables, soit qlon les forme de coefficients dune forme quel-
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conque al , soit de cocfficients dune forme qui, par une transformation
lindaire, peut ére divivée de a?.

Par cette raison on les nomme les invariants absolus de la forme a®.

L/égalité des invariants absolus est donc la condition nécessaire
et suffisante pour que, par une transformation linéaire, deux formes
générales se puissent réduire l'une a l'autre.

De 1a il suit aussi, que tous les invariants absolus seront des
fonctions de w — »n? entre elles.

Si de la méme maniere on cherchait les conditions de la trans-
formation d'un systeme de formes en uue autre par la méme trans-
formation linéaire, on trouverait aussi des équations de la forme (7),
cest i dire 'égalité des invariants absolus.

Soi g—% un invariant absolu d'un systeme de formes, donc je dé-
signe les coefficients par («). Si Von désigne par (a’) les coefficients
transformés, ¢-a - d- les coefficients des formes transformées, on a
I'égalité -

P’y _ I'(a)
Q@) @y’

d’ou il suit que *)
®) Pla)y=9-Pla); R(a)=190 Q).

Par une transformation linéaire quelconque le numérateur et le
dénominateur des invariants absolus ne sont par couséquent altérés que
par un facteur, qui évidemment ne peut dépendre des coefficients (a),
mais seulemeut des coefficients de trapsformation.

Toutes les fonctions des coefficients d'un systeme de formes, qui
ont cette propriété, sont nommées ncariands.

Le facteur o étant une fonction des («), nous le représenterons
par @ (c) ou par ¢(e,;). — Les invariants pouvant étre supposés homo-
génes, ¢(«) doit Vétre aussi par rapport a tous les coefficients ().
On a done

Pla"y=¢(a) - Pla) .

Si Yon transforme de nouveau les formes une fois transformées, et
désigne par (a”) les nouveaux coefficients transformés, par (f) les
coefficients de la derniere transformation, on obtient

Pa") =9 () Pla") = ¢ (B) ¢(a) Pa) -

Supposons que la dernitre transformation soit la réciproque de la pre-
miere, P(a”) est donc égal & P(a) et Yon aura

) B pl@=1.

%) Voir Clebsch, Bindre Formen p. 306.
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Mais pour la transformation réciproque on a
Bor= Tk,
kT T
en posant le déterminant X 4 ey - - - €un =7, €b 1y, désignant le
sous-déterminant de «;; dans 7.
Légalité (9) peut done s'écrire ainsi

Tri
gl -9 (E)=1,
ou, en dénotant par v le degré de la fonction homogene ¢

(10) @ (ein) @ (re) =17

Dot il suit, que ¢(«) doit &tre un facteur rationel du degré v
de ¥, Vautre facteur est du degré (» — 1) - v.

Les ¢léments du déterminant r étant supposés indépendents entre
elles, » nest pas résoluble en facteurs rationels. Les deux facteurs
de v doivent donc étre des puissances entitres de », multipliées par
un méme constant numérique, qui pourtant ne peut étre que l'unité
positive, — Done il faut que » =n4, i étant un nombre entier, et
Ton aura
(11 gla)=rt;  @u) =004
Dot résulte le théoreme suivant #).

Quand unc fonction des coefficients d'un systéme de formes par une
transformation linéaire des formes w'est alterée que par la multiplication
par un factewr constant, alors ce factewr est nécessairement une puis-
sance du déterminant de la transformation.

La définition complete des invariants est donc donnée par lidentité
(12) J(a')y =r*-J(a),

J(a) étant un invariant quelconque.

Le théoreme subsiste encore quand P contient, non seulement des
coefficients, mais aussi des variables. On peut directement appliquer
la méme démonstration.

2

- <. .

Une transformation linéaire des variables d'une forme comporte
également une transformation linéaire des coefficients, les coefficients
transformés (a’) étant des fonctions, linéaires par rapport aux (a),
homogenes du degré » par rapport aux («). Pour déterminer la forme

<} Voir la mémoire citée de Aronhold, le théoréme V; Clebsch: Binire
Formen p. 306.
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générale de ces fonctions, nous considérofis en premier lieu des formes
linéaires.

Soit (a@,) un systeme de formes linéaires contenant des variables
(x) ou (), (2) - - - -, cogrédients avec ceux-la. Les coefficients trans-
formés seront alors déterminés par ce que pour toutes les formes on
doit avoir identiquement
=a,.
8i Ton écrit les formules de transformation des (2) ainsi

(13) o=k + b F b+ vk, (=122

on trouve pour les coefficients transformés les expressions suivantes

a

gre N

a = aq, az’—._—_a,[;’ a3'=ay ..... oy =, .

En vésolvant ces équations par rapport aux (e), on obtient les (a)
exprimés par (a’). Le déterminant de la transformation dite est
re=XA o fyyy - va={(afy-

Les coefficients symboliques dune forme de Tordre p etant trans-
formés par les mémes formules que ceyx de la puissance prc d’une
forme linéaire a@,, on trouvera pour les coefficients transformés de
a? les expressions syrmboliques suivantes

(14) a;‘a;"’(é"....=a‘uajaf/'---» (bt dd e =p).

Si done dans l'identité

T(@) =24,

J(a) désignant un invariant quelconque d’uy sysieme de formes, on
remplace les coefficients de transformation (), (8), () - - - respective-
ment par les n systemes différents (), (4), (#) - - - de variables co-
grédients, le déterminant («fy - - ) devient (xyz - - -) ef les coefficients
transformés deviendront toutes les polaires des formes primitives par
rapport aux n systémes de variables.

De 13 sunit le théoreme suivant:

On peut exprimer rationellement tous les mvariants dun systeme de
formes par toutes les polaires des form('s donndes par rapport aux n
systémes de variables (z), ( ﬂ (@) - - -, en remplacant pour chagque forme
le coefficient symbolique a; a3 -+« par la polaire corréspondante a,, ay a -,
¢t en divisant ensuite par une puissance du déterminant (Y2 - - ), Rc’
ciproquement toute fonction rationelle enticre, obtenue en divisunt par une
puissance de (xyz - - -) un aggrégat de polairves, ayra toujours la pro-
pridté caractéristique des invariants: savoir que la fouction, furmée des
dléments transformds, ne différe queé par un factewr, qui est une puissance
du déterminant de transformation r, de celle formée des éléments pri-
mitifs.
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Si une telle fonction ne contient que des coefficients elle est donc
un invariant, si elle contient des variables elle s’appelle un covariant.

Le théoréme énoncé se démontre facilement. Soit " une fonction
rationelle entiere des polaires, divisible par (zyz .- ), K le quotient
de division, K’ la transformée de celle-ci. Par une transformation
quelconque F reste invariable, toutes les polaires restant invariables,
tandisque, selon la regle de la multiplication des déterminants,
(xyz - Yy =7r(Ent---), (§)(n) (§)--- étant les variables transformés,
corréspondents aux («), (y), (¢) - --. On aura donc \

K= - . = = ‘F"““[ = *”ﬁ—,i = K,
(Eng--) @y sy (Y2

ce qui fut a démoutrer.

Parmi les covariants il faut compter, soit les formes elles mémes
et leurs polaires, pour lesquelles 2 = 0O, soit le déterminant (zyz .- ),
quon nomme le covariant identique.

Tous les covariants, qui ne contiennent plus de 5 systémes de
variables cogrédients, peuvent étre obtenus par la méthode développée,
ce quon peut vérifier en remplagant dans un covariant quelconque
comme ci-dessus («), (8), (y) - - - réspectivement.par (z), (), (&) - - --
Les coefficients {«') deviennent alors des polaires, les variables (&) () (§ -+,
qu'on obtient en résolvant les équatiors de transformation (13), devien-
nent égaux i lunité ou s'annullent, et le covariant transformé se ré-
duit & une fonction des polaires, qui divisée par (zyz---)* donne le
covariant primitif.

Pour les covariants qui contiennent un nombre quelconque de sy-
stemes de variables, on peut appliquer la méme représentation, ce qui
est évident selon le théoreme de Clebsch sur la réprésentation sym-
bolique des covariants et invariants®*). — Je n'insisterai pas sur ce
sujet.

La représentation développée a quelque interét comme se ratta-
chant immédiatement 4 la définition des fonctions en question; j'en
donnerai ensuite une application importante.

3.
Jusqu’ici nous avons supposé que toutes les formes considérées
soient des formes générales, considérons A présent des formes spéciales.
Si entre les coefficients @unc forme ouw dun systeme de formes i
cxiste une seule relation homogine, ¢ (a) =0, invariable par une trans-

#) Crelle’s Journal Bd. 59. TUne démonstration élémentaire de ce théoreme
important est donnée par M. Zeuthen dans le , Tidesskrift for Mathematik*
Copenhague 1872.
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formation linduive, il faut nécessaivement que @ (a) doit &re un in-
variant.

Car @(a) = 0 devant entrainer ¢ (") = 0 on aura

pla)=c-g(a),
done ¢@(a) est un invariant.

Sil-y-avait une relation homogene ¢ («) = 0, @(@) n'étant pas un
invariant, il-y-aura nécessairement d’autres relations -analogues, afin que
la méme relation puisse subsister pour une forme quelconque trans-
formée. )

Car on aura pour toute transformation ¢ (a’) = 0. 8i pour (a")
nous substituous leurs expressions en (a) et en les coefficients de trans-
formation («), nous obtiendrons ¢ (a’) sous la forme

@) =069 + ae,+ -,
les (¢) étant fonctions des (&), les (@) des (). -
La transformation étant completement arbitraire, les (¢) sont des
constants arbitraires. Afin que @(g") soit donc égal & zéro il faut
nécessairement que simultanément

P (@) =0, @(a)=0"---- @u (@) = 0.

Remplagons, comme nous l'avons fait plus haut,.les coetficients de
transformation par % systémes de variables (x) (y) (2) - - -, alors p(a’)
devient une fonction invariable composée des polaires, conséquemment
un covariant, dont les coefficients évidemment seront ¢,(a), @,(a)
-+ - @u(a). On voit ainsi que ce covariant doit s’évanouir identique-
ment si la relation ¢ (a) =0 aura lieu pour toute transformation li-
néaire.

@ (a) est du reste elleméme un des coefficients du covariant ob-
tenu, ou au moins une fonction linéaire a coefficients numériques de
cenx-ci. Car on lobtient de g(a”) en posant

1 pour 4 ==k
Ui = -
‘ 0 , %k,
ce qui est le méme que dans le covariant trouvé de poser
x|=J2=ZJ=""=1-
en égalant tous les autres variables & zéro.

Si la fonction proposée ¢ (&) n'était pas homogene, on verrait fa-
cilement en la résolvant en des parties homogénes que chacune de
celles-¢i donnerait naissance & un covariant, qui devrait s'annuller sé-

parément. )
Ordinairement un covariant ainsi obtenu contient comme facteur
une puissance du covariant identique (xyz - - -); en divisant par celle-ci
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on obtient un covariant plus simple, dont les coefficients sont les
mémes que ceux du covariant obtenu en premier lieu.

Du développement précédent suit immédiatement le théoréme sui-
vant bien connu#), mais tant que je sais pas encore démontié. -

Toutes les relations entre les coefficients d'wn systéme de formes,
qui sont invariables par des transformations linéaires seront exprimées
par Véounouissement identique d'un certain nombre de covariants, qui
ne contiennent plus de w systemes de variables cogrédients. — Particu-
Licrement ces covariants peuvent devenir des invariants.

Réciproquement, si un covariant dun systéme de formes s annulle-
identiquement, le méme sera le cas pour le covariant corréspondant d'un
systéme transformé.

Cela suit immédiatement de lidentité K’ = r* K, les coefficients
de K’ étant des fonctions linéaires des coefficients de K, ce que l'on
voit en introduisant pour les variables (z) (y) {#) leurs expressions
en (£) () (§), et en comparant ensuite les coefficients des mémes com-
binaisons des variables transformés.

Le théordme énoncé montre aussi, que c’est une condition néces-
saire, afin qu'on puisse transformer deux systemes de formes speciales
Pune dans Pautre, que pour les deux systémes les mémes covariants
s'anuullent identiquement. .

Cette condition sera du reste en méme temps que I'égalité des in-
variants absolus la condition suffisante.

Soit effectivement proposé un systeme de formes dont les coeffi-
cients soient au nombre u, et un autre systeme de formes réspective-
ment des mémes ordres. Les mémes covariants (invariants) sont sup-
posés de s'annuller pour tous les deux systemes, ce qui corréspond pour
chacun d'eux A v relations indépendentes entre les coefficients. Con-
séquemment on doit avoir g — v —»* conditions pour la possibilité
de la transformation.

En méme temps, entre les u — »* invariants absolus de chaque
systtme de formes il subsistera » relations en conséquence des v re-
lations entre les coefficients; il n'y-a donc pour chaque systeme que
g — v — n® indépendents entre les invariants absolus. I/égalité des
invariants absolus indépendents, qui seront formés de la méme ma-
niere des coefficients de chaque systéme, sera donc la condition né-
cessaire et suffisante pour la transformation en question. — Dot le
théoreme suivant™¥):

#) Voir par exemple Clebsch: Binire Formen p. 91.

#*) Cfr. Clebsch: Bindre Formen p. 365. Il faut remarquer, que 1'égalité
des invariants absolus renferme que les mémes tnvariants s'annullent, mais point
toujours que les mémes covariants s'évanouissent identiquement. De I3 viennent
les cas spéciales par la théoreme comme l'a énoncé Clebsch.
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Les conditions nécessaires et suffisantes powr qu’on puisse transfor-
mer Vun & Uautre deux systémes de formes quelconques, sont I1°, que les
mémes covariants (et invariants) sanpullent identiquement pour toys les
deus systémes et 2°, que les invariants absolus soient égauz. ’

Ce théoreme montre comment la théorie des covariants et inva-
riants suffit pour discuter complétement la théorie des transformations
linéaires.

Toutes les formes, qui ont les mémes covariants et invariants zéro,
auront toutes les mémes propriétés caractéristiques, indépendentes des
transformations linéaires. On peut done sur cette circonstance fonder
une classification naturelle des formes de méme ordre suivant leurs
covariants et invariants zéro; ce qui au fond revient au méme prin-
cipe que la classification des courbes suivant leurs singnlarités.

Si Von connait pour une forme proposée les relations invariables
@, =0, ¢, =0 ... qui doivent subsister entre les coefficients, la
méthode indiquée plus haut donne le moyen de déterminer directement
les covariants ou invariants, qui doivent s’'annuller.

Dans une des fonctions ¢ on n'a qu'a substituer des polaires pour
les coefficients (@) et a reduire par division par (zyz---) tant que
possible. On obtient par l& un covariant, qui corréspond 3 un certain
nombre de relations. — Des relations non contenues dans le covariant
trouvé, on prend une nouvelle et la traite de la méme maniere, ce qui
donne un deuxiéme covariant qui corréspond également & plusieurs
relations; et ainsi de suite, jusqua ce que toutes les relations soient
consommées. — Par 13 on verra aussi, si quelqu'yne des fonctions ¢
serait un invariant.

Quand le nombre % des variables surpasse deux, il peut étre avan-
tageux pour les sous-déterminants d'ordres différents de (zyz - - -) d'in-
troduire des variables cogrédients de différents classes, aiusi comme
Clebsch l'a indiqué®). 11 faut alors, que tous les coefficients de
la forme intermédiaire, ainsi obtenue, s'annullent. On peut ensuite, si
cette forme contiendrait plusieurs systémes de variables de méme classe,
égaler tous ces systemes, pourvu que lévanouissement de la derniere
forme entraine nécessairement que la premiére s'évanouisse aussi.

Pour illustrer la méthode expliquée par un simple exemple connu,
nous cherchons le covariant qui doit s'annuller identiquement, afin
qu'une forme ternaire cubique soit un cube parfait®#).

On aura entre les coefficients d'un cube de la forme linéaire ter-
naire a, des relations suivantes de second degré

=) Clebsch: Ueber ein Fundamentalproblem der Invariantentheorie, Schrif-
ten der k. Gesellschaft der Wissenschalten zu Gottingen, 1872,
##) Voir Gundelfinger: Mathematische Annalen Bd. 1V, p. 571,
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. , ) s s )
(maya)? = aa, - a,a*,  a-a"=a’a, a,a°,

o

et les autres analogues & celle-ci. Si done la forme symbolique a,®
soit un cube parfait, on doit avoir les relations symboliques suivantes

@y, - bbby = aa, - bb?; a b} =a’a,-bb? ete
La premiere donne le covariaut
@ty by b, — ala, byht = a.0,b,b, la;by — a, ..
Bu vosant (22 y) =2, 1, 4 2.1, 2,1, on alidentité ¢, b,— a, b, =(abu
} Y K T aE L e R AL Yy Gy s
et on peut done reduire le covariant trouvé a
) {abu) aya,b,b,,
qui est égal a
3 (wbu) a,b, a b, — abe, = § (abu) (abv) a,by,,
(v) étant cogrédient & (u). Ce covariant est la polaire de («bu)’a,b,
par rapport & «, donc il s’annulle avec ce-ci, et la relation proposée
doune ainsi la forme intermédiaire
0 = (abu)?a,b,,

qui doit s’évanouir identiquement.

De méme la relation «*b,> — «,*a,b,0,* = 0 donne le covariant

alb) — ala,b bt = al bt la b, —a,b, = (abu) a7
=1 (abu) wlrbp—arb? =L (abu) Tab, 4 aybe_,

qui est une polaire par rapport a (y) de la forme © obtenue en pre-
mier lien. Toutes les autres relations étant tout a fait analogues aux
deux relations considérées, elles ne peuvent donner quelque forme nou-
velle. — La condition nécessaire et suffisante, afin quune forme ter-
naive cubique soit un cube parfait, est donc que la forme intermé-
diaive @ = (abw)?a,b, soit identiquement égale a zéro.

Copenhague, Mai 1873.



