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Ueber die sprungweisen Werthanderungen analytischer
Functionen.

Von Pavr pu Bois-Rermoxp in Freisore i Br.

Lejeune-Dirichlet’s Resultat, dass die Fourier’sche Reihe
fir einen Werth z, von z, an dessen beiden Seiten die darzustellende
Function um ein Endliches verschiedene Werthe

lim f(z; — &) =f(z, —0), lim f (%, + &) =f (2, + 0)
besitzt, deren Mittelwerth

%(f(xj —0) + [z, + 0))

annehme, ist einige Mal Gegenstand kritischer Bemerkungen gewesen ™).
Eine etwas eingehendere Untersuchung der sprungweisen Werthinde-
rungen analytisch dargestellter Functionen wird daher nicht iiberfliissig
erscheinen. Sie fiihrt zu einem allgemeinen Satze iiber die Spriinge will-
kiirliche Functionen darstellender Integrale und Reihen.

I. Allgemeine Bemerkungen iiber sprungweise Werthinderungen der
Funetionen.

1.

Die im Endlichen sprungweise sich findernden expliciten Fanctionen
einer reellen Verinderlichen sind Grenzwerthe analytischer Ausdriicke,
z. B. Reihen mit in’s Unendliche wachsender Gliederzahl oder Inte-
grale, bei denen ein Parameter oder eine Grenze einen numerischen
Grenzwerth annimmt, Bei unstetigen Funetionen wie:

1

f@=5"1, f0—0=—1, [O+0=+1,
e® 4+ 1
ist die unendliche Operation nur durch die Bezeichung verdeckt. Denn
f(x) ist der Limes (n = oo) der fiir # = 0 stetigen Function:

¥ Siehe u. A. H. Schlafli, Borchardt's Journal, Bd. 72, S. 284.
Mathematische Annalen. VII, 16
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Wir kbnnen also allgemein die unstetige Function mit
flo)y=1lm,- f(z, k)
bezeichnen, wo im Falle z. B. einer Reihe / die unendlich werdende
Gliederzahl vorstellt. Von der Function f(x) werden wir annehmen,
dass sie vor und nach der Sprungstelle stetig ist und nicht unendlich
viele Maxima hat. Es wird zweckmiissig sein, unsere Betrachtungen
an ein einfaches Beispiel zu kniipfen und wir wiihlen dazu die bekannte
Function: N
[(z, by = arctg h (2, — ).

2

.

Um die Unstetigkeit von lim f(z, 4) = lim aretg / (z, — #) fiir
# =z, wohl zu verstehen, haben wir zu beachten, in welcher Weise
die unbestimmten Grossen z und % die bestimmten Werthe 2, und oo
annehmen. Wir kionnen x den Werth x, ertheilen:

1) nachdem % = oo gesetzt worden,

2) bevor dies geschehen,

3) konnen wir gleichzeitig 7 unendlich und z, — z Null werden
lassen.

Diese drei Operationen schreiben wir in Formeln, wie folgt:

lim,—o im, = f(z, ¢, h), limy = lim,=o f(x, 4 ¢, ),
lim5=0, A== f(x1 i &, h) .
Sie fiihren zu folgenden drei Werthbestimmungen des lim arctg & (x, — )
fir o = 2,.
1) Beschrinkt man die unbestimmte Grosse z dahin, dass sie
kleiner oder dass sie grosser als x, ist, so ergeben sich fiir den

lim f{x, k) die Werthe 4- 3; und — %« Wenn man jetzt nachtrig-
lich (also nachdem lim f (z, %) einen der Werthe 4 % angenom-
men) z von seinem unbestimmt gelassenen Werthe aus, den wir z. B.
als %l uns denken konnen, bis #, wachsen lisst, so wird der lim f(z, k),
welcher gleich 7 ist und 2 gar nicht mehr enthilt, auch nur % Dleiben
konnen. Daker fallen nach dem ersten Verfahren auf z = x, nur die
Werthe + %, — % von lim f (2, k). Noch evidenter wird dies, wenn
wir dafiir sorgen, dass der Limes nicht unabhingig von « wird, indem
wir z. B. f(z, k) = arctg b (z; — ) + 2 setzen.
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2) Nach dem zweiten Verfahren setzen wir zuerst v = %, wo-
durch f(z, h) Null wird. Setzt man darauf , = oo, so bleibt fiir
z =2, der Werth Null bestehen. Es kommen aber auf die nimliche

Weise wie unter 1) die Werthe — 3, + % hinzu, so dass lim f(z, I)
fiir « =z, jetet die drei Werthe - 3;— , 0, — —73 reprisentivt.

3) Nach dem dritten Verfahren endlich selzt man gleichzeitig
# =1, h=o0. Wird dabei keipe besondere Beziehung zwischen
dem Wachsthum von % und der Abnahme von %, — & angenommen,
so kann das Produkt % (#, — ) an der Grenze jeden beliebigen Werth
zwischen — oo und - oo erhalten, und lim f(z, &) stellt fir & = «,
alle Werthe zwischen — Z- und + Z vor.

Den eben entwickelten drei Auffassungen entsprechen die drei
Darstellongen :

Fig. 1. Fig. 2

-

[ENNCIUNY S

.

RIS SR S

3.

Falls der lim f(z, 2) in einem bestimmtem Problem auftritt, so
wird dieses dariiber entscheiden, wie man ihu aufzufassen hat. 'Tritt
16%
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aber die Frage an uns heran, was man sich, ganz allgemein zu reden,
daranter zu denken habe, so ist dies Sache individuellen Beliebens.
Mir personlich sagt es am meisten zu, Fig. 3 als Darstellung des
lim arctg 2 (#, — ) mir zu denken. Ich kann meine Wahl durch
folgende Griinde rechtfertigen.

Die gebrochene Linie ist offenbar die Grenzgestalt der stetigen
Curve y = arctg h (#, — z), wenn h noch nicht unendlich ist, wie
dies Fig. 4 andeutet:

Fig. 4.

N

Dann Hisst sich nach der dritten Auffassung die Gleichung
y = [ () = lim arctg A (z, — )
umkehren. D. 3. man kann daraus 2 = ¢ (y) darstellen, was nach den
heiden ersten Auffassungen nicht moglich ist. Denn, wie die Figur 3

zeigt, 8t 2= z, im Intervall — 1‘;» gy < 4 g—, Nun ist auch

tg
L= — ==, .

welches im nimlichen Intervalle den néimlichen lim z ergiebt.

Die dritte Auffassung erschopft den ganzen inlim f(2,%) enthaltenen
Werthevorrath*), und wahrt die Stetigkeit der Reihenfolge dieser Werthe.

Diese Stetigkeit betreffend féllt noch Folgendes ins Gewicht. Die
Unstetigkeiten der Fourier’schen Darstellungen willkitrlicher Functio-
uen (Rethen und Integral) sind, worauf bald des Genaueren eingegangen
werden soll, ganz von derselben Beschaffenheit, wie die des lim arctg
h(z, — x). Hier lisst sich aber die dritte Auffassung besser den
physikalischen Anschauungen anpassen als die beiden anderen. Denn
wenn z. B. eine plotzliche Dichtigkeitsinderung eines Mediums dar-
zustellen ist, so wird die erste Vorstellungsweise der Idee entsprechen,
dass absolut ohne Uebergang zwei verschiedene Dichtigkeiten aneinander
stossen. Die zweite wird in der Trennungsfliche ohne physikalischen
Grund das Mittel der aungrenzenden Dichtigkeiten setzen. Die dritte

*) Wie sich Hr. C. Neumann treflend ausdriickt,
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wird einem in einer unendlich diinnen Schicht stattfindenden continuir-
lichen Uebergang der einen Dichtigkeit in die andere mathematisch
sich anschliessen, und so dem ,natura non facit saltum® in der analy-
tischen Darstellung zu seinem Recht verhelfen. Hiernach ist die ersie
zur Noth, die dritte Vorstellung durchaus, die zweite gar nicht physi-
kalisch gerechtfertigt. Aehnliches gilt von dem durch Fourier’sche
Darstellungen auszudriickenden Anfangszustand einer Saite, der Grenz-
linie einer elastischen Membran, u. s. w.

Aus allen diesen Griinden halte ich den Dirichlet’schen Mittel-
werth an der Unstetigkeitsstelle — so lange man in der allgemeinen
Theorie bleibt — fiir eine weniger natiirliche Auffassung, als die gerad-
linige Verbindung der an die Unstetigkeitsstelle angrenzenden Werthe.

Ganz Aehnliches gilt auch von der sprungweisen Werthinderung
des Differentialquotienten einer stetigen Function, wie im folgenden
Artikel erortert wird.

4

Es moge bis zum Punkte x, der Differentialquotient % == " ()

stetig sein und von da ab wieder, aber die Grisse [’ (z, 4 Q) sei nicht
gleich /" (z, — 0): die Curve y = f(2) hat alsdann an der Stelle z,
ginen Knick. Eine kleine Verinderung der gewbhnlichen Definition
des Differentialquotienten fiihrt dazu, auch diese Unstetigkeit nach den
obigen Principien behandeln zu konnen.

Statt unter der Ableitung f (x) den Limes (¢ =0) einer der
Grossen:

flz+8 — fla) , @) —fx —2

€ &

zu verstehen, wollen wir sie symmetrisch als:
(&) = 1@

hm r=x'=x" “5" Tz

auffassen, wo der Limes bedeutet, dass die unbestimmten Grissen
« und 2" auf beliebige Weise in den Werth z iibergehen. Oder, was
damit gleichbedeutend ist, wir setzen:
f (@) = tim g, oo iﬁiiili:_élﬁ&t;m

wo die Grossen ¢ und & (die auch in Bezug auf ihre Zeichen beliebig
sind) auf alle erdenklichen Weisen gleichzeitig oder nacheinander Null
werden. Dies ist offenbar der allgemeinsle, jeden anderen als speciel-
len Fall enthaltende Begriff vom Differentialquotienten.

Bilden wir nach dieser Definition den Differentialquotienten fiir
eine Bcke «,, so wird er, & und &, positiv vorausgesetzt:

lim ef @+ m)+ &f (€, — ) s

e g
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wo die Mittelwerthe n und 5, den Bedingungen 07 <¢, 0 <y, < ¢
geniigen, oder unter Vernachlissignng von Grossen hoherer Ordnung
in Bezug auf ¢ und &, wird er:

limff'ﬁxn'f"o)j‘j af (#—0)

£t & ’

stellt also, wenn iiber das Nullwerden von & und & gar nichts voraus-
gesetzt wird, jeden Werth zwischen f*(z, — 0) und /" (z, + 0), diese
incl., vor. Daher diese Darstellung des Differentialquotienten der Vor-
stellung entspricht, dass die Ecke einen Uebergang der einen Tangen-
tenneiguug in die andere bei unendlich kleiner Kriimmung vermittelt.
Fiir ¢ = ¢, geht der Differentialquotient an der Ecke in das Mittel
1 (f (2, 4+ 0) + " (z, — 0)) iiber, indessen ist die Annahme &= &,
eine ganz willkiirliche Beschrinkung.

Es mag sich z B. um die zweiten Differentialquotienten des
Potentials V einer homogenen Kugel an deren Oberfliche handeln.
Man hat:

oV V4

im Innern der Kugel == = — $4nDx, i — — saD

: 14 34 2V 3(3 22— 2

im Aeusseren Z)T s_%,;l)lisrf, ff_z_=%”Dk(3:cb ).
oz T ox 7

-

An der Oberfliche entsprechen f* (z, 4 0):

ynD 2R

und " (w, — 0): >
_%gz

Der Ditferentialquotient —%2; in seiner allgemeinsten Auffassung ist somit:
. 3u2 — R? .
ATy
ynD—gr—
Wenu &, == 0 gesetet wird, ist sein Werth:
—%— nD 3————x’2R—2 R* ]
so dass dieSumme A ¥'=0 wird. Dies ist der dussere Differentialquotient.
Setzt man erst e=0, so wird %:z——%yzD und A V=—4xD. Essind

das also die extremen Fille. Durch alle iibrigen Annahmen iiber das Null-
werden von & und ¢, erhilt man alle Ueberginge von AV = — 4D
in AV =0. Die Annahme &= ¢, ergiebt wieder den Mittelwerth
AV =14(—2D+0)=—2xzD, ist indessen, wie bemerkt, eine
willkiirliche Beschrinkung. Wenn also Gauss den Mittelwerth —2zD
in der Oberfliche der Kugel offenbar mit Recht verwirft, so vermag
ich doch nicht die der ersten Auffassung der vorigen Artikel ent-
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sprechende unvermittelte Folge der Werthe AV —=—4xD und A V=0
fir die richtige oder doch die allein richtige Vorstellung zu halten.
Sondern die unendlich rasche aber stetige Verwandlung von A ¥ aus
— 42D in Null, wie sie der dritten Auffassung entspricht, erscheint
gleichberechtigt und ist mir die angenehmere Vorstellung.

Ich habe nun noch zu zeigen, inwiefern diese Betrachtungen auf
alle Integrale und Reihen Anwendung finden, welche willkiirliche
Functionen darstellen.

I1. Ueber die sprungweisen Werthéinderungen der willkiirliche Functionen
darstellenden Integrale und Reihen.

5.

Die Formel, um welche es sich handeln wird, lautet:

M (G- + G4) [(@) = J da f 1B (e, f—1) ®).

Sie setzt voraus, dass

@y =Jdafdﬁ¢(a, 8, 6 =5j11aj2iﬁqo<a, 8

von @ und b unabhiingig sind, und dass A<z <B. Ist x ausserhalb
des Intervalls 4 - - - B gelegen, so ist das Integral rechts in (I) Null.
Man kann die Formel auch schreiben:

) B
m (6- + G fla)=lim_[BF)OF—2, 1

wo der lim bedeutet, dass im vollzogenen Inlegral / = oo zu setzen

ist und wo:
A

& (B, 1) = Jdeg(e, B)-

6.

- An ein paar Beispielen werde ich zunichst die Beziehungen dieser
Formeln zum Gegenstand dieses Aufsatzes erliutern.
Man hat:

* Borchardt’s Journal, Bd. 69, S. 65 und diese Annalen Bd. [V, 8, 362
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arctg hb —-jd afdﬁ(ll_:::g,;z

arctg ha ~jdufdﬁ(11;;;€;z

Beide Integrale werden also 3:— fiir & = oo und von a und b unabhingig.
Nach (I) hat man mithin!

L — — )2
/(@) —Jd";/dﬂf(m =
Die Unstetigkeiten des Integrals sind also nur die der Function f(2),

wenn man diese ausserhalb des Integrals 4 - . - B Null annimmt. Falls
z. B. f(z) im Intervall 4 - .. B Eins ist, hat man:

Ojd ajdﬂ(ll_:::((g"g)zy = arctg h (B — z) — arctg h (4 — z)

. W(B — A)
=AM T IREE 2 d— )

woraus sofort klar ist, dass bei dieser besonderen Annahme iiber f(x)
die Spriinge von f(2) fir x = A und # = B ganz wie im Art. L. be-
handelt werden konnen.
Das zweite Beispiel sei eine jener Unstetigkeiten, die ,,durch Ab-
anderung eines Functionalwerthes hebbare genannt worden sind.
Durch geeignete Specialisirung von Formel (II) findet man:

F0) 29 du — by, fauf(ey 2R
O &

Setzen wir @ («) = sin «? und schreiben f(x 4 o) statt f'(«), so ergiebt
sich voraus:

nm./'*‘i“——gi‘f fo + a)da =% f(@ +0).
0

Ferner

limf“_‘;f‘ii’f(x+a)da=-—§f(x—0).
Also: -

lin fdefo + &) BEE 2 % {1 4 0) — i@ — 0)}

waraus:
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P e
2+ 0)—fo—0)} = [da [ap1(B)e(B—a) cos w28 —ay .
0 —_—

Diese Formel hat folgende eigenthiimliche Beschaffenheit. Das Integral
rechter Hand ist Null iiberall, wo f(z) stetig ist, und hat einen Werth
nur, wo f(«) springt. Setzen wir f(z) Null von — oo bis a, und gleich

8 . .
5 von @ bis 0o, so kann der Limes von

o, ) =2 fda fapap—a) cos a3 —ay =2 [H2¢aa,

« A (a2}

wie aus der zweiten f(x, h) gegebenen Form ohne Weiteres zu ersehen,
auf folgende drei Weisen aufgefasst werden. Setzt man f(a) = lin,—,
lim = f(z, k) so ist f(x) fir alle Werthe von z incl. z =a Null
Setzt man f(a) = lim,—, lim,—, f (z, k) so ist /() sonst iberall Null
nur fir # =a ist f(z) = 1. Setst man endlich f(a) = lim,—;, 4=«
f(z, k), so ist f(x) sonst Null, nur fiic £ = a reprisentirt f(a) alle
Werthe von Null bis Eins.

Es sei z. B. a = 0, ferner sei 2 = f(2? + y*) die Gleichung einer

Fliche, also:
s=lm > (B gq,
B+ 5
so ist diese Fliche nach der ersten Auffassung des Limes die zy-Ebene,
nach der zweiten die xy-Ebene mit dem Punkt 2 =0, y =0, 2 =1,
nach der dritten die zy-Ebene mit einem Loth von der Linge 1 im
Punkt z = 0, y = O errichtet.

Was wir bei besondern willkiirliche Functionen darstellenden In-
tegralen und besonderen Annahmen iiber die willkiirlichen Functionen
oben gesehen, nimlich die Giiltigkeit der drei Auffassungen des Art. 1.
ist bei den allgemeinen Formeln (I) und (II) weiter zu verfolgen, wobei
sich die Aufgabe stellt, wie tolgt:

Wir schreiben statt I.:
B e
G+ G) (@, W) = [de [apr@)p(e, p— ),

wo lim f(z, k) = f (z), und statt 4 und B — oo und -+ oo gesetzt
wurde, unter der Voraussetzung, dass das Integral nach f dann ver-
mbge der Beschaffenheit von f(B) convergirt, was z. B. der Fall sein
wird, wenn f(f), ausser in einem im Endlichen gelegenen Intervall,
Null ist. Nun sei f'(z; — 0) fir einen Werth =z, nicht gleich
f(x, 4 0)e Es ist der Limes von f(z,h) zu finden, wenn die un-
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bestimmien Grossen z; — x und h auf irgend eine vorgeschriebene Weise
die bestimmten Werthe O und oc annehmen.

1.

Wir setzen, um die Aufgabe des vorigen Artikels zu lsen:

b e +e e
Jae fas1® 9 (w8-2)= [1818)0 (5—2,— [3876-+2) 06,1

und schreiben y(B) statt £(8 + =,), so dass ¥(B) fir f — O springt.
Wir haben dann den Limes des Integrals:

:{-w

Jasus + 90, 1

-0

zu untersuchen, wenn ¢ und % Null und Unendlick werden.
Es sei zunichst ¢ > 0, und wir untersuchen einzeln die Integrale:

Jo= [aBu+a0@,n), J,= [aeE+o)0@B,h),
1 0'/ €) v m‘f

auf ihre Grenzwerthe. Das erste lisst sich auf die Form

Jase@ro6,m + [apeB+a—v )o@, 1

bringen, deren erster Theil fiir 1 = oo
¥ (+0) Gy
wird, wihrend der zweite fiir ¢ = 0, h = oo, wie mit Hiilfe des zweiten
Mittelwerthsatzes leicht festzustellen, Null wird. So dass also:
hm J, = ¢(+ 0) G
Um nun das Integral:

T, = [apy@+a0(,

an der Grenze & =0, /i == co zu bestimmen, schreiben wir es zu-
nichst so: :

Jaso, 1) (v (B+4) + 0B) (= 0)—w(+0)}

+ @0 —#(=0) [apo@, 1.

Hierin stellt ¢(8) eine unstetige Function vor, die Npll ist fiir
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— o0 < B < ¢ und Eins fiir e << 0. Dann ist die Function
vE+ )+ e®{e(—=0)—v(+0},

vorausgesetzt, dass ¢ (B) nur fiir § = O unstetig wird, im ganzen In-
tervall — oo bis O stetig. Denn wenn ¢ (8 4 &) fir § = — & plotalich
den Zuwachs ¥ (+ 0) — ¢ (— O) erhilt, so wird dieser Zuwachs durch
das zweite Glied gerade aufgehoben. Der Limes von

Japo @, 1) {68 + ) + o (A (¥ (—0) — (+ )}

ist hiernach unabhingig von der Art des Nullwerdens von ¢ und 71‘-,
wie dies bei dem Integral J, schon gezeigt wurde, und wird:

. P (—0)G_.
Es ist also

tim [ BB+ (8, 1) = v(—0)G—+ @(+0)— #(~0)) lim [ap0(8,1).

Setzen wir die urspriinglichen Bezeichnungen zuriick, so ergiebt sich
fiir ein positives e:

b e
tim fde [287(8)9(a, f—2—2)

—1(01+0) Gt £(5—0) Grb {f(2H0) —F(2—0)} b [ dc [ (e ).

Ganz ebenso wiirde man fiir ein negatives & erhalten haben:

v e
tin fde [aBrB)pe, B -2+ 9
t P
=100 G+ 1010 G et O = (50 im f de [ aB ().
Beide Formeln vereinigt geben den Satz: ’

Wenn f(z) fir x = z, den Zuwachs [ (x, + 0) — f(x, — 0) erhiilt,
und Lim einen ganz beliebigen Grenzibergany der unbestimmten Grossen
%, — x, b in dic Werthe 0, co bezeichnet, so ist:

k e

Lim 6j da [ap1B)9 (e, — )
(1)

-0
X —Z
‘L

)3
—F6,+0) G+ @, —0) G—— {(5,+0)— [ (&,—0)} Lim Aj da B9 (@p)

welcher die am Schlusse des vorigen Artikels gestellte Aufgabe lost.
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8.

Es ist zunichst leicht den Satz des vorigen Artikels im Falle
eines successiven Grenziibergangs zu bestitigen. Setzt man erst z = z,
und dann % = oo, so wird das Integral rechts Null und der Werth .
des Integrals links ist:

f(xx + O)G+ + f(xx - O)G— )
welcher, falls G4 = G_ ist, in das Dirichlet’sche Mittel:

“ % fa, + O + fla, — )

itbergeht. Ist z <, und man setst zuerst b = oo, so wird das Integral
rechts hierdurch schon von vornherein G, und die rechte Seite wird:

G+ G [ (2, —0),
welches also der Werth des Integrals links ist, wenn z bis x, wiichst.
Fiir x, <« und h = oo ist das Integral rechts — G_, so dass das
Integral links, wenn z bis #, abnimmt, gleich:

(G4 + G) (&, + 0)
wird, wie dies Alles’ mit der bisherigen Theorie iibereinstimmt.

Zu den drei Auffassungen des Art, 2. verhilt sich also die all-
gemeine Formel (IIT) so. Setzt man:

.h +w
@, 1) = [ [ap7@)9( §— o)
0 —w
o Got G (@, —0), 2 <
. . ( + )&y —V), 252
B £9 = (G 6300 10, o2 5
lim o Vi o, (@, 1) = G 1+ 0) + G (&, — 0)

Hm,=,, 4=, f(x, b)) reprisentirt eine stetige Folge von Werthen, die

Ia x.—z

je nach der Beschaffenheit des Integrals j da J dBo(e, ) die Werthe
0 8

(G+ + G f(x, — 0), (G4 + G-) f(z, 4 0) entweder nur verbinden,

oder noch ausserhalb des Intervalls, welche diese Werthe einschliessen,

sich erstrecken konnen. Denn das in der Formel (III) rechts auf-

tretende Iutegral:
B
Jaefisoem,
0

wie wir es kurz schreiben wollen, kann auf die-Form

Hm gz lim g \lf (& h)—F(&,y)—F ("’)}‘)‘!'-F(x)f'/)} wo @(z,y)= axayﬂ
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gebracht werden*). Hierin kann die Grdsse F(¢, h) wenn & und 7}‘—

gleichzeitig verschwinden, vermdge geeigneter Beschaffenheit der Fune-
tion F jeden beliebigen Werth erhalten, der durchaus nicht an das

Intervall
® LA © q
S fapo, 8- faafipo, )
0 ] [

gebunden ist, wie ich dies in einer Abhandlung, deren Gegenstand
die Stetigvieldeutigkeit der Functionen ist, an mehreren Beispielen gezeigt
und erklirt habe. *¥)

9.

ImPFalle der gemeinen Fourier’schen Formel lautet die Formel (IIT)

A e 00
Limfd_agfdﬂf(ﬁ) cos & (ff — z)
(2~ 2}

=5 {f(@,4+0)+fl@,—0)} — {f(@,+0)—/(2,—0)} Lim f e L

und im Falle der Sinus-Cosinus-Reihe:

+=
) sin?ﬁéﬂ(ﬁ_@
Lim fa871(B) B =
. o sm(?w—f—l)g
=7 {f(e,+0)+1&,— 0} — {f(&,+0)—fl&,—0)} Lim [ - ——2da,

sm 3
0 2

wo der Lim den beliebigen Grenziibergang 2, — 2 == 0, n == 0o be-
deutet. Das in dieser Formel auftretende Integral rechter Hand schrei-

ben wir:

‘.13'(2.—::)
‘)Ji’{@l"_'f‘ De @ g,
- « sina

0
2~ ( , ;i(x.;z) oy

— 9 [sn@rt e (@ —x g [sin(Cn-+1)a _
"‘)‘.f P +Q;n%2x,_m>*‘)'?if—-; du, 0<E< $(@,—17),
¢ *

*) Borchardt’s Journal, Bd. 69, S. 70.
*#) Borchardt’s Journal, Bd. 70, S. 10,
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nach dem zweiten Mittelwerthsatz. Das zweite Glied wird stets Null
fiir , — 2 =0. Also ist:

2 —2z %(21;—!—1)(2.—:) 7z, —x)

sin (2n+ 1) — sin .
Lim ] —— % da—Lim? “da="Lim2 [ ™% dq.
Sln -g— « &

0 0 ]

Mithin findet man:

Lim J[ff(a) da + cos xﬁ(a)cosada—}— cow»xjf(a) cos ne da}
n(z—z,)

=3 = {1+ 00 1, ~0) e 0)— 5, —0) Lin [£5 du.

Diese Formel enthilt das Eingangs dieses Aufsatzes angefiihrte
Dirichlet’sche Resultat vom Mittel der an die Sprungstelle angren-
zenden Werthe als speciellen Fall, und muss als die eigentliche Werth-
bestimmung der Fourier’schen Reihe fiir Sprungstellen der darzu-
stellenden Function angesehen werden, da sie jeden Werth des Limes
der Reihe liefert, wie man auch der Sprungstelle sich nihern und
dazu die Gliederzahl unendlich werden lassen méoge.

Die in den Formeln fiir Sprungstellen der Fourier’schen Dar-
stellungen auftretenden Integrale

h (:cl—z) % (x, —1)
sin sin
sne g, 2 da

konnen je nach der gegenseitigen Beziehung, gemiss welcher 4 und

#, — z oder » und 7, — unendhch und Null werden, jeden Werth
von — Z- bis + % 5 annehmen. Also sind alle Werthe, welche die

Fourier’sche Formel und die Fourier’sche Reihe an der Sprung-
stelle repriisentirt, eingeschlossen zwischen den Grenzen zf (2, — 0)
und zf (2, + 0), ein Intervall, das sie continuirlich ausfiillen, und kein
Werth liegt ausserhalb. Diese Eigenschaft kommt, wie im vorigen
Artikel betont wurde, nicht allen darstellenden Formeln zu.

Die allgemeine Formel (III) hat eine gewisse Bedeutung in der
Theorie der lineiiren partiellen Differentialgleichungen, die ich zum
Abschluss dieser Betrachtungen im folgenden Capitel entwickeln will.
Es wird mir dadurch Gelegenheit gegeben, zunichst mit einigen Wor-
ten den Zusammenhang der Lehrée von den darstellenden Integralen
(I) und. (IT) Art. 5 mit jener Theorie anzudeuten.
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III. Bemerkungen iiber Spriinge der Randfunctionen bei partiellen
Differentialgleichungen.

10,
Die Auflosungen partieller Diﬁ'erentialgleiehungen der Form;

R0u+283x3y+2’ '!'P‘m‘f'Q +Z‘“==
wo die Coefficienten v nicht enthalten, pflegen bestlmmt zu sein durch
willkiirlich gegebene Werthe von « und ag% anf einer gegebenen

Curve s}, deren Normale mit N bezeichnet sei. Es ist dann die Form
der Losung:

w= [ as1)0 (55, 0) + [ 451,900, 65, 5,9),

die Integrale lings der Curve s genommen. Durch Stetigkeitsbe-
dingungen etc. kann eines der Integrale in Wegfall kommen. Wenn
die unbestimmten Verinderlichen z, y Werthe z,, y, erhalten, welche
einem Punkte s, der Curve s enisprechen, so muss das erste Integral
sich auf f(s,), das zweite auf Null reduciren, wihrend in:

2 — [ast0 25 + [ast) 5
das erste Integral fiir # = x,, y = y, Null wird und das zweite
gleich £, (s).

Statt z, ¥ wollen wir andere Coordinaten einfithren, némlich Cur-
ven v, die senkrecht durch die Curve s hindurchgehen, und Curven ¢,
die senkrecht durch die » gehen. Zu diesen wird s gehdren und wir
betrachten nur das erste Integral, welches werden moge:

Sastov 6.

Wir wollen die » so rechnen, dass sie in der Curve s gleich Null
seien, wihrend die Curven s von einer Curve » an gerechnet werden.

Giebt man dem ¢ im vorstehenden Integral einen Werth 6, und
macht dann » = 0, so wird, wie bemerkt:

av) Flo) =limomo f a7 ¥ 5, 61, ) -
Aus der Formel (II) folgt: i
f(x) = llm;‘~‘,,fdﬁf B -

Ein Blick auf beide Formeln zeigt, dass sie ganz dasselbe sind. Denn
es entsprechen sich 6, v, s und z, —hl-, 8. Wenn ¥ die Grossen s und

oB-ol),
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6, in allgemeinerer Form enthilt, so ist dies nur scheinbar, da ¢ die
Grésse z ausser in § — # noch als Parameter enthalten darf. Es ist
iiberdies nicht schwer nachzuweisen, dass, wenn eine Formel, wie
(IV) bestehen soll, ¥ ganz denselben Bedingungen zu unterwerfen ist
wie ®. Die Unmboglichkeit, mit den bekannten Methoden Ausdriicke
wie den obigen (IV) zu beherrschen, die Schwierigkeit sie nur zu
verificiren (wovon neuere Abhandlungen Zeugniss ablegen), hat mich
seiner Zeit bestimmt, die Analogie zwischen Formel (IV) und der Um-
formung der Fourier’schen Formel:

~+ @
2 (0) = limye [ apf(5)2LL=D

welche mich sebr iiberraschte, bis zu Aufstellung der Formeln (I) und
(1) zu verfolgen. Diese Art der Auffassung der Fourier’schen Fo

mel und der ihr nachgebildeten ist, beﬂauﬁg bemerkt, versclneden
von den Anwendungen, die Fourier selbst gemacht, und deren
Princip darin bestand, dass er seinem Doppelintegral einen Factor

X (ﬁl z, ?}) ga-bi
b 4w
%J (l“fdﬂf(ﬁ) 1 (B, z, ) cos a (§ — ),
0 —%

der an der Grenze 1 wird, so dass das Integral dort in f(x) iibergeht,
und dass g (8, z, y) cos « (8 — z) der Differentialgleichung geniigte.

11.

Um nun zum Gegenstand dieses Aufsatzes zurlickzukehren, wol-
len wir den Ikall ins Auge fassen, wo die in der Grenzcurve will-
kiirlich gegebene Function f(s) fiir s == 6, springt. Deshalb wird die
Function

= f{lsf(s) Y (s, 6, v)

nicht unstetig zu sein brauchen. Fiir die vollstindige Erledigung des
Problems der partiellen Differentialgleichung ist es aber nothig fest-
zustellen, zu welchem Werth man gelangt, wenn man auf irgend einem
Wege 4 (6, ») =0 das Integral « zum Punkte 6 = 6,, v =0 der
Grenzeurve fithvt. Diesen Werth findet man auf Grund der allgemei-
nen Formel (III) zu:

V) F(8 0) G o+ (6, — 06—~ {£(6,4-0)— £ (6,— O} Lim [ ds¥(5,6,9),
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weil:
o,~0a

fdsw(s-;- 6,6,v)=]ds‘i’(s,6,v).

) [ 4

Es bedeutet in (V):

b 0
Gy =lim,=oj ds¥(s+o, 6,v), G..::lim,:oj ds¥(s+o,6,v),
0 —-a

‘welche Grossen von o und b abhingig sind, und ausserdem ist ja die
Formel (V) so geschrieben, dass Gy + G— =1 angenommen.

Als Beispiel wollen wir die schon bfter behandelte Losung von

g}:—: 2—3—: == ( fiir die Kreisfliche betrachten.

12.
Die mit den bekannten Stetigkeitsbedingungen der Differential-
2u
oy
pherie des Kreises z* 4 y* = 1 willkiihrlich gegeben ist, lautet:

gleichung g}: + %= =0 geniigende Function 4, welche in der Peri-

-j—a

_ A—f(pdp
2ﬂu—,/1—2r605(p--¢p)+r2 ’
-—_7

WO & ==17r cos @, ¥ =+ sin ¢. Hierin entspricht 1 — » der Variabcln
v in (IV), r¢ der Variabeln 6, p dem s.

Um den Werth dieses Integrals fiir » = 1 zu finden, betrachten
wir das einfachere: .

a

dpl—r L G-iga
fT«?rcosp+7__ar0tg MR T

0 cosa

Es ist also nur der Werth des arctg fiir » = 1 festzustellen, ob er
Null oder welches Vielfache von 7 er sei. Null ist er wahrscheinlich

nicht, weil fiir p = 0 das Argument des Integrals dp ;{ —; wird, also

fiir r = 1 einen unendlichen Werth annimmt®). Da ausserdem r < 1,
muss der arctg positiv sein.

#) In einer Abhandlung, Borchardt’s Journal Bd. 73, S, 3857, stellt Herr
Pryw die Behauptung auf, dass das Eingangs des Artikels verzeichnete In-
tegral ,auf dem Rande (fiir r = 1) versagt, indem es dort allenthalben den
Werth Null liefert“. Wenn man unter jenem Integral, unter dem doch 7 noch

Mathematische Apnalen. VIL 17
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Es sind die Werthe zu untersuchen , welche das Argument des

aretg:
{(t—rtga
F(r,a)= ““—'2‘7;‘;

1 —
cos a

durchliutt, wenn o von Null bis zu einem davon verschiedenen Werthe
a; geht und v von einem von Eins verschiedenen Werth »; < 1 bis 1

steht, sich das denkt, was das Zeichen bedeutet, niimlich das Resultat des voll-
zogenen, Integration genannten Grenziibergangs, so wird das Integral fiir r =1
nicht versagen, sondern ist, wie im Texte gezeigt wird, gleich 2 zf (). Wollte
man einwenden, unter Integral auf dem Rande sei das zu verstehen, was aus
dem Integral wird, wenn vor der Integration, also in der noch endlich zu den-
kenden Summe, r = 1 gesetzt wird, so wiirde jenes Integral dann doch nicht Null,
sondern unbestimmt, weil der Nenner eines seiner Elemente Null ist.

Ich glaube jedoch nicht, dass es dem iiblichen Sinne unserer mathematischen
Bezeichnungen entspriiche, wenn man sagte, das in Rede stehende Integral sei
auf dem Rande unbestimmt. Genau mit demselben Rechte kéonnte man von dem

Ausdruck: .
n
< sin2"j1(6~—zc)
. sin =

—7

behaupten, duss er fiir n = o versage,-indem er dort fiir jeden Werth von z
einen unbestimmten Werth liefere, und dies ist auch wirklich von Hrn. From-
beck in Wien aufgestellt worden.

Wenn in dem Integral einer Function f(x, k) der Parameter & einen Grenz-
werth, z. B. den Werth & = « erhilt, so kann man, da hier zwei Grenziiberginge
vorliegen (der von der Summe zum Integral, und der Grenzibergang h =), wie
im Art, 2, dreierlei Auffassungen mit diesen beiden Grenziibergingen verbinden
und unterscheiden:

1 limy_g limy_,, 2, F(03,B), 2. limy_, lims_, 3, f(03, %)
3. Hmd:(),h::w Zp f(ps, h) .

Nach der ersten Auffassung wird vorstehendes Integral (% fiir n gesetzt) unbestimmt,
nach der zweiten = f(z), nach der dritten wird es verschiedener bestimmter und
unbestimmter Werthe fihig sein.

Glebriuchlich ist wohl bis jetzt, dass ein Autor, der ohne genauere Augaben

das Zeichen f vor einen Ausdruck setzt, dem Leser damit anzeigen will, er denke
sich den Grenziilbergang, der Integration genannt wird, bereits vollzogen. Das
Resultat dieses Grenziibergangs fiir ein unbestimmtes r im Integral des Textes,
oder fiir ein solches » im Integral dieser Anmerkung, erhilt aber keinen un-
bestimmten Werth, wenn man r = 1, #n = » setat.

Will man jedoch mit dem lim f f(z,h)dx einen von dem gebriuchlichen
(dem zweitgn) abweichenden jenmer drei Begriffe verbinden, so ist dagegen nichts
einzuwenden, und rein analytisch gedacht, wiirde ich der dritten Auffassung con-
sequenter Weise den Vorzug geben. Nur muss man dann sich und dem Leser zum
Bewusstséin bringen, dass dem alten Zeichen eine neue Bedeutung beigelegt wird.
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geht. Diese Werthefolge muss mit a = 0, r = r, anfangen, weil man
das Integral bildet, bevor r = 1 gesetzt wird.

Die Werthefolge von F (r, a) beginnt also und endigt mit Null.
Statt sie von lim o F (r;, @) bis lim,=¢F(r,a,) gehen zu lassen, kén-
nen wir sie nur von

lim ,—o (lim 4= o F(, @)) bis lim,—o(lim,— F(7, a))

gehen lassen, weil durch diese neue Begrenzung nur Nullwerthe ans-
geschlossen sind. Um die zwischenliegenden Werthe zu finden, habe
ich in der Art. 8. citirten Abhandlung iiber Stetigvieldentigkeit Metho-
den angegeben, welche hier vollstindig gentigen. Fiir ihre Anwendung
ist es bequemer F'(7, @) algebraisch zu machen, Setzen wir cos g=1~—1y,
¢ =1—z, so folgt:

2p—a) Vg =4
Flo6) = F(o,9) = — roay oty

~ Unm jetzt alle zwischen ,ersty = O dann z = 0% und erst # =0
dann y = 0% liegenden Werthe zu finden, hat man in F nach den
Vorschriften jener Abhandlung (§ 6.) fiir y eine Function der Form:

a2+ a2 - .

einzufithren, wo g, < g, < - -+, und hat alsdann alle Werthe aufzp-
suchen, die F annimmt fiir £ = O und fiir alle moglichen Annahmen
iiber &, &,, -+ - Wy, Uy, ---. Man ibersieht aber in allen solchen
Fillen sehr schuell, welche Functionen y von z neue Werthe liefern.
Hier ist es y = ax? welche den ganzen Werthevorrath von F(z,y)
erschopft. Man findet:

P - — 22

F (@, az’) = 1(: 2;)-;/Zijaxx2

und fiir £ = 0, mithin y = 0:

2)2
F (z, 0x?)p0 = T——2Z’ .

Um die stetige Reihenfolge der Werthe F (0,0) za erhalten, hat man
« von O bis oo gehen zu lassen. Man erhilt also die Werthe:

Substitution F(0,0)
0

1. erst y=0, dann 2 =0

2. y=uax? dann z = 0 ergiebt:
’ 0

von O bis - co
von — oo bis 0

0

fiir e=10
fiir « von Null bis 4
fiir & von % bis oo

3. erst z=0, dann y =0
17%
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In dem in Rede stehenden arctg F'(r,a) durchlduft also von o =0
bis ¢ =g fiir r =1 F(r,a) die Werthe von O bis 4 o, von — oo

bis Null, mithin ist
b

. (1—rd)dp o
lim,=s J r—gremp+r — 72— G+
Ebenso findet man:
0
. (1—1r%)dp I
]]mr_—_—x‘/"l—‘m—ﬂ—G...

Nach Formel (I) und (II) folgt, weil G und G4 von a und b unab-
bangig sind:

3
T T a—rf(pdp
27‘f(¢)—hm’=‘_/1——2rcos(p—q))+'r"
4

falls 4 < @ < B. Also ist in der That die Auflssung

O —rf(p)dp
2 ==
T f 27 cos (p— @)+ 72

nichts weiter als ein darstellendes Integral von der in Formel (I) Art. 5.

enthaltenen Art.
Bestimmen wir noch den Grenzwerth von u, falls # und @ sich

einem Punkte 1, ¢, der Grenze nihern, in dem f(p) springt.

13.

Formel (V) wird in unserem Falle:
h—9
2x Limu=x {f(9,+0)+/(9—0)} — {f(:+0) —f(9,—0)} Lim j e

wo der Limes sich auf die Relation 2 (r, ) = O bezieht, der gemiss
r==1, ¢ = ¢, werden.

Den nimlichen Werth hat Hr. Prym in der Art. 12. citirten Ab-
handlung S. 351 unter einer anderen Form erhalten, die wir noch aus
der obigen ableiten wollen. Wir setzen ¢, — ¢ = Ag, so dass das
Integral rechts wird:

— ) to
arctg _LL)L"_AQW

Das Argument dieses arctg geht vermoge der Substitutionen:

QCOsS T

r=¥1—2psnz+ @2, tgA¢=1—gsint’

1—opsint
COSDQp = >
14 Vl—-‘lgsinz—}-q“’
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die einfache in der citirten Abhandlung des Hrn. Prym angegebene
Bedeutungen haben, tiber in:

2sinzcost— gcost
r(@)"’)— 2sin9t<—-1-+'95iut

und fiir g =0 in
ig(—21)=tg(nx —21).

Der arctg muss, wie die Discussion des vorigen Artikels lehrt, als
# — 2 v anfgefasst werden, Denn lassen wir in T (g, 7), ohne Ag
zu verindern, r = 1 werden, so ist wie oben lim aretg [ (g, 7) = x.
Lassen wir darauf ¢ = O werden, so wird noch 7 == 0, und der
arctg, der schon = x ist, bleibt bei diesem Werth. Also muss in
aretg T (0, t) =nmx — 27, n =1 sein. Sonit ergiebt sich

2 m Lim w="n {f (¢, + 0) + [ (9, — O)}
- {f(9’1+0)_f(9’1 ”'0)} (¢ —27)
=2af (g, — 0+ 27 {f (9, + 0) — f(p, — O},

welches die von Hrn. Prym gefundene Form ist,

Das in den beiden letzten Artikeln behandelte Beispiel gestattet,
wie Hr. Christophel gezeigt hat¥*), eine allgemejnere andere Lo-
sungen der Differentialgleichung A = 0 umfassende Behandlung, die
sich auf die Eigenschaften dieser Differentialgleichung stiitzt. Ich habe
mich indessen an ein Beispiel halten wollen, das zu einer rein analy-
tischen, gerade von der Betrachtyng der Differentialgleichung unab-
hingigén Durchfiithrong geeignet ist.

Freiburg, September 1873.

*) Nachrichten der K, Gesellschaft in Gottingen, 1871, S. 438 sqq.



