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Ueber die algebraischen Functionen und ihre Anwendung in
der Geometrie.

Von A. Bricr. und M. NoTrEr®).

Die Riemann’sche Theorie der Abel’schen Functionen und das
Werk von Clebsch und Gordan iiber denselben Gegenstand bieten
eine reiche und fiir die Geometrie theilweise noch unbenutzte Quelle
werthvoller algebraischer Sitze und Begriffe. Indem dieser Theorie der
Begriff der algebraischen Function zu Grunde liegt, geht die Unter-
suchung auf solche Beziehungen zwischen algebraischen Gebilden, deren
wesentliche Eigenschaft die Unabhingigkeit von rationalen Transfor-
mationen ist. Es ist aber die Aufgabe der Algebra, diese interessanten
Beziehungen direct und ohne die in den genannten Theorien angewandte
Beihilfe transcendenter Sitze zu beweisen, um dieselben einerseits fiir
ihr eigenes Gebiet zu erwerben, andererseits auch der Geometrie leichter
zuginglich zu machen.

Indem die Verfasser sich die Aufgabe stellten, fiir die wichtigsten
jener Sitze die algebraische Form und den algebraischen Beweis zu
finden, war es ihre Absicht, einen Ausgangspunkt fiir die Entwicklung
jenes theilweise einem fremden Gebiete entwachsenen Zweiges der
Algebra zu finden**). Es geniigte in dieser Beziehung, den bekannten
Hilfsmitteln der Algebra einige wenige Begriffe hinzuzufiigen. Um
aber der Darstellung eine grossere Uebersichtlichkeit und Kiirze zu
verleihen, war es nothig, auch einige neue Bezeichnungen einzufiihren,
welche man in den §§. 1. 2. 5. definirt finden wird.

*) Der vorliegende Aufsatz ist die Ausfihraung einer in den Géottinger Nach-
richten (Febr. 1873) enthaltenen Note der Verfasser. — Ein Auszug aus dem Fol-
genden ist von Herrn Fiedler in die soeben erschienene Uebersetzupg der 2.
Ausgabe des Salmon’schen Werkes iber hohere ebene Curven aufgenommen
worden.

*¥) Wir bemerken, dass dieser Ausgangspunkt ganz verschieden ist von dem
ebenfalls algebraischen, welchen Herr Weigrstrass zur Aufstellung der Zahl p
in gseinen Vorlesungen nimmt.

¥
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Nach dem Vorgang von Clebsch und Gordan mdge im Nach-
folgenden die Gleichung, durch welche eine algebraische Function y
der Variabeln z definirt wird, als Gleichung einer Cuwrve, in den
Cartesischen Coordinaten z, y (oder den homogenen Coordinaten
Xy, Doy Ty, WO Xy 1%, : &y =& :Yy:1) geschrieben, aufgefasst werden
(selbstverstindlich ohne iiber die Realitit der Variabeln, oder der in
der Gleichung auftretenden Coefficienten irgend eine Voraussetzung zu
machen). Die Vorziige der an ein geometrisches Bild sich anlehnen-
den Darstellungsweise sind an anderen Orten geniigend hervorgehoben
worden, weshalb dies hier iibergangen werden kann; ebensowenig'
scheint es nothwenig, an dieser Stelle iiber die mit den elementaren
geometrischen Begriffen verbundenen Operationen an der Gleichung
etwas zuzufiigen. Wenn die hier gewihlte Form der Definitionsglei-
chung fiir eine algebraische Function — die allgemeine Form der
Gleichung einer Curve »n.Ordnung — von der von Riemann gewihl-
ten Normalform abweicht, so sei erwdhnt, dass micht nur, vermdge
der Annahme des § 1., diese letztere in unserer Darstellung mit in-
begriffen ist, sondern dass auch alle Ausartungen der Riemann’schen
Form, wie z. B. die auf hyperelliptische Functionen fithrenden Glei-
chungen, durch den letzten § (§ 7.) des I. Theiles in die Betrachtungen
desselben mit hereingezogen worden sind. Diese Betrachtungen erfil-
len die wesentliche Forderung, vollig unabhingig von Constantenzih-
lung und somit auch fiir Curven mit beliebig speciellen Eigenschaften
giiltig zu sein.

Der erste Theil handelt von den Eigenschaften der Gruppe von
Schnittpunkten; welche eine algebraische Curve mit irgend einer ,,ihr
adjungirten “, d. h. mit einer solchen Curve, die durch jeden ihrer
Doppelpunkte einfach, durch einen i-fachen Punkt (;—1)-fach u. s. w.
hindurchgeht, ausser diesen noch besitzt. Betrachtet man die Schaaren
von Punkt-Gruppen, welche auf der gegebenen Curve durch beweg-
liche adjungirte Curven ausgeschnitten werden, so gelangt man zu einer
Geometrie auf der Curve, vermbdge deren es moglich wird, die bei
eindeutiger Transformation der Curve ungeiindert bleibenden Eigen-
schaften in einfacher Weise zu definiren. — Den Ausgangspunkt fiir
diese Betrachtungen bildet der , Restsatz* (§ 1.), ein Satz iiber Punkt-
gruppen auf einer Curve, welcher, dem Abel’schen Theorem nahe
verwandt, dasselbe in seinen Anwendungen auf Geometrie in vielfacher
Hinsicht zu vertreten geeignet ist. Sofern sich vermoge dieses Satzes
aus einem vollstindigen Schnittpunktsystem Theile desselben als selb-
stindige Punktgruppen ausscheiden lassen, wird eine besondere Be-
trachtung der Schaaren von Punktgruppen, welche Curven verschiede-
ner Ordnung aus der gegebemen Curve ausschneiden, nothwendig
(88 2. 3.). Von besonderer Bedeutung erscheinen hierbei solche
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. Special“-Gruppen, welche einer gewissen Ungleichung geniigen (§ 3.
a. E.). Von diesen wird (§ 4.) gezeigt, dass sie immer durch adjun-
girte Curven (n — 3). Ordnung (wenn % den Grad der gegebenen Curve
bedeutet) ausgeschnitten werden konnen. - Hieran ankniipfend .wird
(§ 5.) ein Satz bewiesen, der nach Riemann, von dem er zuerst
ausgesprochen, und nach Roch, von dem er allgemein bewiesen wurde,
im Nachstehenden der ,,Riemann-Roch’sche Satz“ genannt wird.
Dieser Satz, der von hervortretender Wichtigkeit ist, ermdglicht den
algebraischen Beweis aller der bereits aus der Theorie der Abel'schen
Functionen bekannten Sitze iiber die Anzahl der linear unabhingigen
adjungirten Curven (n — 3). Ordnung, iiber die bei eindeutiger Trans-
formation erhaltenen Eigenschaften einer Curve uund der ihr adjungir-
ten Curven (n — 3). Ordnung, die Erhaltung des Geschlechtes n. s. f.
§ 6.)-

Im zweiten Theil, der sich vorzugsweise mit einer allgemeinen
Curve ihres Geschlechtes beschiftigt, wird (§ 9.) das Problem der
Special-Gruppen in algebraischer Form aofgestellt und zur Herstellung
einer Ungleichung fiir dieselben benutzt. Fiir einen Grenzfall (§ 10.),
der durch diese Ungleichung bezeichnet ist, ldsst sich die Anzahl der
Losungen (§ 11.) jenes algebraischen Problems bestimmen und in ein-
zelnen Fillen auf indirectem Wege bestitigen (§ 12.). In den §§ 13—16.
werden die Moduln fiir eine Klasse von Curven definirt und in mehr-
facher Weise, je anschliessend an eine der Normalformen (§ 10.), auf
die man eine allgemeine Curve ihres Geschlechtes eindeutig transfor-
miren kann, bestimmt und gezihlt. Die gegen die Riemann’sche
Zahl 3p — 3 fiir die Moduln erhobenen Bedenken werden zerstreut
und damit diese Frage, wie die Verfasser glauben, endgiltig erledigt.

Das Vorstehende gestattet noch einen Schluss auf die Anzahl
der freien Bestimmungsstiicke einer Raumcurve von gegebenem Grad
und Geschlecht (zwischen denen jedoch eine Ungleichung besteht).
(§17)

Zum Schluss folgt eine uneingeschriinkt giiltige Anwendung der
Theorie der Special-Gruppen auf die Definition der besonderen Punkt-
gruppen in der Ebene, deren Untersuchung durch eine Bemerkung
von Cayley (Proceed. Math. Soc. Dec. 1870) veranlasst worden war,

I. Theil.

§ 1.
Der Restsatz.

Die nachfolgenden Betrachtungen handeln von den Eigenschaften
von Punktsystemen einer ebenen irreducibeln algebraischen Curve mit
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beliebigen Doppel- und vielfachen Punkten®), die durch ihre Gleichung
f(z,y) = 0 (in homogenen Coordinaten f (2, 2,, #3) = 0), /=0, oder
kiirzer durch f bezeichnet werden moge, und zwar beziehen sich die-
selben insbesondere auf solche Punktsysteme, welche eine durch die
Doppelpunkte von f einfach, die i-fachen Punkte (¢ — 1)-fach hin-
durchgehende, im Uebrigen aber willkiihrliche algebraische Curve (welche
auch zerfallen kann) ausserdem noch ausschneidet. Curven dieser Art
wollen wir ,, der Curve [ adjungirte® oder kurzweg ,,adjungirte Curven“
nennen**). Wenn wir uns in der Folge ausschliesslich mit den durch
adjungirte Curven ausgeschnittenen Punktgruppen beschiftigen (unter
. Punktgruppe’ ein beliebiges Aggregat von einer endlichen Anzahl von
Punkten auf f verstanden), so ist diese Beschrinkung nur eine schein-
bare; denn man braucht einer nicht adjungirten Curve nur eine solche
feste Curve zuzufiigen, welche das Aggregat Beider zu einer (zerfallen-
den) adjungirten Curve vervollstindigt.

Man theile das System der Schnittpunkte, welche eine adjungirte
Curve mit 7 ausser den (zur Charakterisirung der adjungirten Curve als
solcher) in die ,singuliiren Punkte von f (wir fassen unter dieser Be-
zeichnung Doppel- und vielfache Punkte zusammen) fallenden Schoitt-
punkten besitzt, beliebig in zwei Gruppen G und G4 von bez. E und
@ Punkten. Mit Sylvester®*) nennen wir dann die Gruppe G4 das
,, Residuum von G oder die zu Gy residuale Gruppe und umgekehrt,
indem wir als Residuum einer Gruppe, die von einer adjungirten Curve
ausgeschnitten wird, jede Gruppe von Punkten bezeichnen, welche
mit den Punkten jener Gruppe und den singuliren Punkten von f (jeden
i-fachen Punkt von f als ¢ — 1-fachen der adj. C. gerechnet) ein voll-
stindiges Schuittpunktsystem bilden. Legt man nun durch G irgend eine
andere adjungirte Curve (was immer moglich ist, wenn man nur den
Grad hoch genug wihlt) und nennt die Gruppe Gr von R’ Punkten,
welche diese noch ausserhalb der singuliren Punkte ausschneidet, der
Gruppe Gg ,corresidual® in Bezug auf die Gruppe Go (weil sie das-

*) Wir setzen zun#chst noch vielfache Punkte mit getrennten Tangenten
voraus, werden indess in § 7. zeigen, wie man diese Beschrinkung autheben
kann.

*+) In unserer Note in den Gottinger Nachrichten werden dieselben ,,Curven
vom Charakter der @“ genannt, indem dort ucter ,,Curven @“ adjungirte Curven
(» — 3+t Ordnung verstanden werden.

s«+) Man vergl. die Vorrede zu der (gleichzeitig mit dem Erscheinen unserer
Note verdffentlichten) zweiten Ausgabe des Werkes von G. Salmon: Higher plane
curves, woselbst jene Bezeichnung auf Curven 3. Ordnung angewendet wird; oder
den Literaturnachweis zu Cap. V. der Uebersetzung dieses Werkes von Fiedler. —
In Uebereinstimmung mit der hier adoptirten Bezeichnung wiblten wir den Namen
»Restsatz® statt des in unserer Note gebrauchten Wortes: ,,Aequivalenzsatz®.
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selbe Residuum G wie jene besitzt), so kany man den folgenden Satz
aussprechen:

Sind auf einer algebraischen Curve die Punktgruppen Gg, Gy, - -
rinander corresidual in Bezug cuf eine Punktgruppe Gg, so sind sie es
wn Bezug auf jede andere Punktgruppe Gy, welche zu einer von ihnen
(ctwa -Gy) residual ist. Mit anderen Worten: corresiduale Gruppent
ist ein Begriff, welcher von einem speciellen Hesiduum pnabhingig ist.
— Dabei ist noch zu bemerken, dass es gleichgiltig ist, ob dje Gruppen
Gp, Gr, --- und ebenso die Gruppen G, Gg, - - - lauter verschie-
dene, oder theilweise je dieselben (festen) Punkte enthalten.

Um jenen Satz zu beweisen, nehmen wir an, die gegebene Curve
sel {'==0; auf dieser werden ausgeschnitten die Punktgruppen:

Gg und G darch 4=0,
GQ und GR‘ 9 B = 0,
Gg und Gy ,, a =0,

wo A=0, B=0, ¢ =0 [ adjungirte Curven seien. Wir werden
nun zeigen, dass auch die Gruppen G¢ und Gp auf einer und der-
selben adjungirten Curve liegen. Zuniichst lassen sich®) immer zwei
Carven § ==0, y = 0 finden von der Beschaffenheit, dass man iden-

tisch hat:
e-B=g.A4A+yf

Denn die Gleichung « - B = 0 repriisentirt eine (zerfallende) Curve,
welche durch alle nicht in die singuliren Punkte fallenden Schnitt-
punkte von 4 =0 und /=0 hindurchgeht. Ausserdem aber erfiillt
das Produkt « - B auch in den singuliren Punkten von f= 0 die Be-
dingungen®), an welche noch weiter die Moglichkeit gekniipft ist,
dasselbe auf die Form der rechten Seite zu bringen. Dasselbe ver-
schwindet nimlich in jedem ¢-fachen Punkte von f=0 (wo 4 =0
einen (i — 1)-fachen Punkt besitzt) (2 i — 2)-fach, und besitzt somit, -
alle Eigenschaften, um in die Form der rechten Seite iibergefiihrt zu
werden. Die hierbei sich ergebende Curve § =0 ist nun aber noth-
wendig eine adjungirte. Denn das Verhalten von §- 4 muss, wenn
die obige Identitidt besteht, dem von « - B in jedem i-fachen Punkte

#) Diese Schlussweise ist zwar schon lange bekannt (vgl z B. Pliicker,
Theorie der algebr. Curven; Einleitung.); die Girenzen ihrer Berechtigung sind
indessen erst in jiingerer Zeit angegeben worden. (S. d. folgende Note.)

**), NOther, Math. Annalen Bd. VL 8. 351, wo gezeigt wird, dass die Curve
« B=0, wenn sie auf die Form der rechten Seite soll gebracht werden kénnen,
in jedem ¢-fachen Pankt von f= 0, in welchem A = 0 einen Z-fachen Punkt be-
sitzt, entweder gewisse specielle Singularititen oder wenigstens einen £+ ¢ — 1-
fachen Punkt haben muss,

Mathematische Annalen. VII, 18
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von f==0 auch den einzelnen Zweigen dieses Punktes gegeniiber das-
selbe sein. In einem solchen Punkte wird aber jeder Zweig von f= 0
von der Curve « - B=0 in 2¢— 2 Punkten getroffen. Die Curve
B =0 muss somit jeden Zweig noch in ¢ — 1 Punkten schneiden, der
Punkt also ein (5 — 1)-facher sein. Denn wire derselbe etwa ein
(¢ — 2)-facher Punkt von B =0, dessen Zweige einzeln i — 2 Zweige
von f==0 beriihrten, so wiirden 2 Zweige nur in 24 — 3 Punkten ge-
troffen werden. Noch weniger konnte der Punkt ein (4 — 3) - - -facher
sein. Da nun der Ausdruck B ausser in den singuliiren Punkten bloss
noch in den Punkten der Gruppen Gz und G verschwindet, so liegen
diese auf der adjungirten Curve 8 =0, q. e. & - Tritt aw Stelle von
B = 0 eine Schaar von Curven B =0, welche alle durch G4 gehen
und f in einer Schaar von G, residualen Gruppen Gy treffen, so liefert
derselbe Satz an Stelle von § == 0 eine Schaar von Curven 8 = 0, die
alle durch G¢ gehen und = 0 in derselben Schaar von Gruppen G
schneiden. Diese zweite Schaar hat dieselben willkithrlichen Parameter,
wie die erstere, und in derselben Form; sie ist in Bezug auf f=0
der ersteren vollstindig ,,dquivalent®. Insbesondere gilt dies fiir die
linearen Schaaren von Curven B =0 und § = 0, die man durch G,,
bez. G legen kann; die Anzahl der linear von emander unabhiingigen
Curven B =0 und ﬁ = () ist somit die gleiche, und chalakterlstlsclx
fiir die Schaar der Gruppen Gr, der wir sie spiter als Index beifiigen
werden.

Zur Aufstellung einer der Schaar der Curven B == 0 #dquivalenten
Schaar f ==0 kann fiir die Basisgruppe G¢ dieser letzteren eine be-
liebig specielle, der Gruppe G residuale Gruppe gewiihlt werden; in-
dessen muss, wenn die Schaar B = 0 die allgemeinste lineare Schaar
durch G, war, auch fiir § = 0 die allgemeinste lineare Schaar gew#hlt
werden, welche =0 in der Gruppe Gy schueidet. So sind die all-
gemeinsten adjungirten Curven 4. Ordnung zu einer Curve 5. Ordnung
f==0 mit 3-fachem Punkt P, fiir welche im Ganzen 12 Schuittpunkte
in den letzteren fallen, nicht die in 4 Gerade zerfallenden Curven mit
4-fachem Punkt in P, denn diese bilden nur eine 4-fach unendliche
Schaar, sondern diejenigen Curven 4. Ordnung, welche in P einen
3-fachen Punkt haben, dessen Tangenten mit denen von f= 0 iber-
einstimmen. Dieselben bilden noeh eine 5-fach unendliche Schaar;
und somit ist auch die Schaar der zu jenen 12 in P fallenden Schnitt-
punkten residualen Gruppen Gy noch eine 5-fach unendliche.

Es mag hier noch bemerkt werden, dass, obgleich Irreducibilitit
der Glelchuno =0 vorausgesetzt 1st doch in dem Vorstehenden
hiervon an kemer Stelle Gebrauch cremacht wurde und demnach der
Restsatz auch fér reducibéle Curven scine Geltung behilt.
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Schaaren von Punktghuppen.

Durch den im Vorstehenden bewiesenen Restsatz sind Gruppen
von Punkten, auch wenn dieselben nicht vollstindige Schnittpunki-
systeme bilden, in solcher Weise unabhingig von der sie ausschnei-
denden Schaar von Curven definirt, dass eipe Betrachtung derselben
an und fiir sich nicht umgangen werden kann.

Die beweglichen Schnittpunkte einer durch irgend welche Be-
dingungen nicht vollstindig festgelegten adjungirfen Curve bilden auf
[ eine ein~ oder melrfach unendliche Schaar von Punkigruppen, fir
welche sich folgende zuniichstliegenden Unterscheidungsmerkmale auf-
stellen lassen:

1. Die Zahl der in jeder Gruppe der Schaar befindlichen Punkte
(die Zahl der beweglichen Schnittpunkte der adjungirten Curve).

2. Die Mannigfaltigkeit der Schaar (die Zahl der willkiibrlichen
Parameter in der Gleichung jener Curve).

3. Der Grad, bezw. die Form, in welcher diese Parameter in die
Gleichung eingehen.

Mit Riicksicht auf den Grad kann man z. B. von ,linearen’,
squadratischen®, - - - Schaaren von Punktgruppen reden, So bilden dje
Gruppen von je 3 Punkten, welche alle Geraden aus einer Curve 3.
Ordnung ausschneiden, eine lineare 2-fach unendliche (00?-)Schaar
von je 3 Punkten. Die Punkte, in welchen die Tangenten eines
Kegelschnitts eine Curve 3. Ordnung treffen, eine quadratische I-fach
unendliche (co!-)Schaar von je 3 Punkten; ein einzelner gegebener
Punkt einer solchen Curve eine lineare oc’-Schaar von 1 Punkt. Da-
gegen gehort ein Punkt einer Curve 3. Ordnung mit Doppelpunki einer
linearen oo!-Schaar von je 1 Punkte an, u. s. w.

Sei jede der Gruppen von je @ Punkten, welche die Schaar bilden
sollen, ¢ Bedingungen unterworfen, so wird die Schaar eine (¢ — o)-
fach unendliche, da durch ¢ — 6 heliebig anzunehmende Punkte einer
Gruppe auf f= 0 die tibrigen ¢ Punkte der Gruppe auf eine endliche
Anzahl von Arten bestimmt sind.

Mit Hilfe des Restsatzes ist es nun mdglich, insbesondere die
linearen Schaaren, mit denen wir uns in der Fplge vorzugsweise zu
beschiiftigen haben, vor den iibrigen noch weiter auszuzeichnen. Jede
lineare Schaar ist offenbar zugleich eine Schaar corresidualer Gruppen.
Irgend eine Gruppe Gy, welche ¢ Bedingungen geniigt, mdge durch
den Restsatz zu einer linearen ¢-fach (¢ < @ — ¢) unendlichen Schaar
vou Gruppen von je ¢ Punkten fiihren, die alle G¢ corresidual sind
und zugleich den ¢ Bedingungen geniigen. Jede Gruppe innerhalb
dieser Schaar ist alsdann durch irgend ¢ Punkte von f= 0 eindeutig

’ 18+
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festgelegt. Von den Punkten irgend einer Gruppe, welche den 6 Be-
dingungen geniigt, waren gber ) — ¢ Punkte ganz willkiihrlich an-
zunehmen, die daraus hervorgehende oo%—9-Schaar von Gruppen zex-
fallt also in 0o* Systeme von linearen co?-Schaaren, wobel 7=(Q —¢) —¢
ist. Fiir © == 0 erbilt man so eine endliche Anzahl von linearen Schaa-
ren, die im Allgemeinen einander nicht corresidval sind; und zwar
dieselben, von welchen Q — o == ¢ Punkten man auch ausgegangen ist.

Die ¢ Punkie einer Gruppe kann man sich demnach in 3 Theile
serlegt denken: ¢ Punkte, welche die Gruppe innerhalb der Schaar
festlegen, = Punkte, welche sodann die Schaar, eindeutig oder mehr-
deutig, bestimmen, die iibrigen ¢ Punkte, welche durch die ¢ Be-
dingungen mit bestimmt sind.

So gehbren irgend 3 Punkte einer Curve 3. Ordnung einer oo®-
*Schaar von je 3 Punkten an, fiir welche bei beliebiger Lage der
Punkte 6 =0, also t =3 — 2 =1 ist. Es giebt demnach noch et
ac'-System von solchen oo?-Schaaren. Darunter befindet sich auch
die Schaar der durch die Geraden der Ebene ausgeachmttenen Gruppen,
fir welche 6 =1, r =0 ist.

Der Kiirze halbel mdge in der Folge cine lmeare oo?-Schaar von
(iruppen von je @ Punkten durch g%, p&, ..., und die emzelne
Gruppe einer solchen Schaar entsprecheud durch G G, I9, - - be
zeichnet werden. Auch modge, wenn nicht Anderes ausdriicklich zu-
gefiigt ist, unter einer oo?-Schaar eine lineare oo?-Schaar verstanden
werden, — Die durch die Geraden der Ebene auf einer Curve 3. Ord-
nung ausgeschnittene Schaar von Gruppen ist demnach eine Schaar g,®.

8 3.
Die linearen Schaaren.

Sind durch den Restsatz die linearen Schaaren von Punktgruppen
von den sie ausschneidenden Curvenschaaren unabhingig gemacht, so
giebt es doch eine gewisse Grenze fir den Grad derjenigen Curven,
durch die eine gegebene Schaar ausgeschnitten werden kann. Ehe wir
indess auf diese Frage eingehen, betrachten wir die durch gegebene
adjungirte Curve,ausschneidbaren Schaaren, um einen Ueberblick iiber
die einfachsten Punktgruppen iiberhaupt zu erhalten.

Die Curve /=0 sei von der n. Ordnung (n > 3), nicht zerfallend,
und besitze &, Doppel-, «; dreifache-, - - - «; ¢-fache Punkte je mit
getrennten Tangenten. Sei die adjungirte Curve @ =0 von der s.
Ordoung, und setzt man zuniichst s > # voraus, so geht durch die
Schmttpunkte derselben mit /= 0 auch noch die Lurve

y=¢+4-f=0



Ueber algebraische Functionen. 291

hindurch, wo A ein noch unbestimmter Ausdruck (s — %). Ordnung
ist. Ist es nun moglich, mit Hilfe der

Fe—n+1HEs—n4+2)=2
Coefficienten von A ebensovielen Coefficienten von ¢ specielle Werthe
zu ertheilen, so kann man an Stelle des Ausdrucks ¢, welcher wenig-
stens¥) ) iG—1)

— e, - -—-—4-— =y
willkiihrliche Loefﬁcxenten besitzt, den Auadruck ¥ (mit idbrigens den-
selben Eigenschaften gegeniiber /= 0) mit wenigstens
y—ax=mns— Za;-1({ — 1)——p
(wo p= (—"—:-112&——2} —Xa,- 1(1 geseut wird)

noch unbestimmten Coefficienten setzen. Im Ball also, dass man iber
alle Coefficienten in 4 = O in der gewiinschten Weise verfiigen kann,
sind von den nicht in die singuliren Punkte von f= 0 fallenden
Schnittpunkten von @ = 0 mit f = O hochstens p durch die Uebrigen
bestimmt, sofern diese nicht eine besondere Lage haben. T Falle
jedoch, dass jene Voraussetzung beziiglich A == 0 nicht eintritt (wo
dann statt y — z eine grossere Zahl steht), sowie fiir besondere Lagen
der y — x ersten Schnittpunkte (wenn eine oder mehrere Gleichungen
eine Folge der Uebrigen sind) werden jedenfalls weniger als p Punkte
durch die Uebrigen bestimmt sein.

Eine Verminderung der Coefficientenanzahl der adjungirten Curve
wird nicht mehr mdglich, wenn s < n ist. Nichtsdestoweniger gelten
fir die Fille s=mn—1 und s = — 2 die obigen Betrachtungen
noch, weil fiir sie die Zahl z verschwindet.

Fir s = »n — 3 wird die Zahl y = p — 1; und weil dann die An-
zahl der nicht in die singuliren Punkte fallenden Schuittpunkte =2p —2
wird, so sind hochstens p — 1 Punkte durch die Uebrigen bestimmt**),
sofern diese Letzteren nicht eine besondere Lage besitzen *#%),

*) Fir besondere Lage der vielfachen Punkte von f=0 kopnte z. B. die
Zah! der Bedingungen dafiir, dass ¢ = 0 eine adjungirte Curve ist, geringer als
(e

e —:1) sein, und alsdann ¢ mehr als y willkiihrliche Coefficienten besitzen.

T
*¢) Fiir besondere Curven f= 0 kann es eintreten, dass Jeder der p — 1 an-
genommenen Punkte je noch einen anderen mit bestimmt, wie fiir die (hyper-
elliptische) Curve 5, Ordnung mit einem dreifachen Punkt, wo die adj. Curven
(n — 3). Ordnung zerfallen, fir eine gewissc (hyperelliptische; Curve 6. Ordoung
mit ¥ Doppelpunkten u. s w.
Die nachfolgenden Betrachtungen haben iibrigens fiir Curven, fir welche die
Zahl p = 0 oder = 1 ist, keine Bedeutung mehr, wexl im 1. Fall iiberbaupt keine,
im 2, keine Schaarcn von adjungirten Curven (n — 3). Ordnung existiren, Es
gelten dann jedoch analoge Betrachtungen fir adj. Curven (n — 2). Ordnung.
=) Auf einer Curve 3. Ordnung mit 2 Doppelpunkten (p = 4) nchme man
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Man kann das Vorstehende dahin zusammenfassen, dass von den
nicht in die singuliren Punkte fallenden Schniftpunkien einer adjungir-
ten Curve s. Ordnung mit [ = 0:

I. Fir s> n — 3: hochstens p durch die ubrigen
ns—Zu; it — 1) —p=nae+p—2 (a=s—(n~—3)
Schnittpunkte bestimmt sind;

. fir s=n— 3: hichstens p — 1 durch die dibrigen p — 1 Schnitt-
punkte bestimmt sind.

Legt man also durch gewisse Punkte einer Curve f= 0 eine ad-
jungirte Curvenschaar, so wird fiir die durch diese Curven ausgeschnit-
tene Schaar g%

im Fall 1, ¢>@ —p
im Fall 1., ¢ > Q@ —p+ 1
sein.

Wir setzen hierbei keineswegs voraus, dass die adjungirten Curven
nicht zerfallen. Darum ist es aber auch nicht nothwendig, Curven vou
niederer, als der (# — 3). Ordpung besonders zu betrachten, da man
solche durch Zufiigen einer festen Curve immer zu einer adjungirten
Curve der (» — 3). oder hoherer Ordnung machen kann.

§ 4.
Adjungirte Curven (» — 3). Ordnung.

Im vorstehenden § werden Ungleichungen zwischen dem oberen
und unteren Index einer linearen Schaar hergeleitet, welche den Fall,
wo die adjungirte Schnittcurve von der (n — 3). Ordnung ist, vor den
iibrigen Fillen in gewisser Weise auszeichnet. In diese Ungleichungen
ging eine bloss von den Eigenschaften von f abhingige Zahl ein, die
wir nach dem Vorgang von Riemann, Clebsch u. A, mit dem Buch-
otaben p bezeichnet haben und in der Folge mit Clebsch das Geschlecht
der Curve f nennen wollen, indem wir uns vorbehalten, an spiterer
Stelle die eigentliche Bedeutung dieser Zahl zu erdrtern.

In diesem § soll nun die Umkehrung des am Ende des vorigen
entwickelten Satzes bewiesen werden, nimlich: dass eme ¢-fach un-
endliche Schaar g(0 von Punktgruppen von je @ Punkten (unter welchen
sich anch solche befinden kouneu die fiir alle Gruppen dieselben sind)
vmmer dann durch eine Schaar von adjungirten Curven (n—3). Ordnung
ausgeschnitten werden kann, wenn:

¢2Q@—pr+1, also Q—¢<p—1
'p—1=3 Pugkte in einer Geraden durch cinen der Doppelpunkte an, dann

bilden die 3 iibrigen Schnittpunkte noch eine gi¥. Wegen aunderer Beispiele vgl.
Clebsch und Gordan, Abel’sche Functionen, S. 213.
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ist*). Wir werden diesen Satz fiir alle durch Curven von hoherer
als der (n — 3). Ordnung ausgeschnittenen Gruppen zu beweisen haben.

Ist zunichst @ <2p — 2, so kann man zeigen:

1. Dass der Satz richtig ist fiir jede Schaar g{?, wenn er richtig
ist fiir Schaaren gf2—», immer vorausgesetzt, dass ¢ > @ — p 4 1 ist.

2. Ist sofort klar, dass derselbe fir @ <p — 1 und ¢ = 0 giltig
ist; denn durch eine vollstindig bestimmte einzelne Gruppe von p —1
und weniger Punkten ldsst sich immer eine adjungirte Curve (n — 3).
Ordnung legen.

Um nun auch die erste Behauptung zu erweisen, bemerken wir
cunichst, dass, wenn die Schaar giz=» durch Curven (n —3). Ord-
nung ausgeschnitten werden, die Schaar ¢ durch ein System (n — 2).
Ordnung ausgeschnitten werden kann. "Denn man nehme irgend eine
Gruppe @ der letzten Schaar, lege durch einen beweglichen Punkt
« derselben eine Gerade 4 und durch die ibrigen @ — 1 Punkte,
welche eine Gruppe 2" bilden, eine adjungirte Curve (n — 3). Ord-
nung C,_;. Das Residuum R der Gruppe [y, welches aus den wei-
teren 2p — 2 — (@ — 1) Schuittpunkten von C,_; und den iibrigen
n — 1 Schnittpunkten der Geraden A besteht, ist zugleich Residuum
tir jede Gruppe der Schaar g§, weil es dies fir eme derselben ist
(§ 1.); die Schaar g/’ wird somit in der That durch eine Schaar von
durch R gehenden Curven (n — 2). Ordnung C;_, ausgeschnitten, die
noch zudem Alle in die Gerade 4 und eine Curve (% — 3). Ordnung
zerfallen, weil » — 1 Punkte einer Curve (x» — 2), Ordnung nicht auf
einer Geraden liegen konnen, ohne dass Zerfallen eintritt. Betrachtet
man nun statt der Gruppe '@ irgend eine beliebige der corresidualen
94, welche dew Punkt « nicht entldlt, die aber gleichfalls durch eine der
zerfallenden C;_, muss ausgeschnitten werden kdnnen, so erkennt mau,
dass, da A unbeweglich ist, dies nur durch eine adjungirte Curve
(» — 3). Ordnung geschebp kaun. Q. e. d.

Der vorstehende Beweis macht an keiner Stelle Gebrauch von der
Ungleichung @ <2p — 2. Er gilt demnach auch fir den Fall, dass
dieselbe nicht erfiillt ist. Weil nun aber adjungirte Curveu (n — 3).
Ordnung nicht existiren, welche in mehr als 2p — 2 Punkten die
Curve f (wenn diese nicht zerfillt) schneiden, so schliesst man riick-
wirts, dass Punktgruppen G von mehr als 2p — 2 Punkten, [ur
*; Nach diesem Satz lisst sich beispielsweise jede Schaar o auf einer Curve
5 Ordnung mit 2 Doppelpunkten, fir welche also p = 4 ist, durch adjungirte
Kegelschnitte ausschneiden. Soll aber ein Kegelschnitibischel mit der Curve
5, Ordoung ausser den beiden Doppelpunkten noch 3 feste Schnittpunkte besitzen,
s0 muss jeder Kegelschnitt der Schaar zerfallen. Daher siad die einzigen Gruppen
95" auf der Curve diejenigen beiden Schaaren, welche von den durch die Doppel-
punkte gehenden Strahlen ausgeschnitten werden.
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welche q> @ — p + 1 ist, nicht existiren; und die eingangs des Beweises
ausgesprochene Beschrinkung ¢ < 2p — 2 fillt somit von selbst weg.

Die zuletzt ausgesprochene Bemerkung kann man zum Beweis
eines wichtigen Satzes gebrauchen. Gruppen G, welche von einer
adjungirten Curve (n — 3). Ordnung ausgesehnitten werden, bilden,
dem § 3. zufolge, mindestens eine (@ — p -+ 1)-fach unendliche
Schaar; also Gruppen G»,_o mindestens eine oo?—!-Schaar. Wir wol-
len nun zeigen, dass sie zugleich hichstens eine solche Schaar bilden.
Deun bildeten sie z. B. eine oc?-Schaar, so konnte man durch Hinzu-
nahme eines willkiihrlichen fester Punktes B von f eine Schaar ¢ g,
(in deren Gruppen allen der Punkt g vorkime) herstellen, welche in-
dess zufolge der oben gemachten Bemerkung wuicht ex1st|ren kann,
Somit glebt es auch keine Séhaar ¢ J”’) 27 und umsoweniger solche
9i2*D, u.s. w. Es giebt also nur cine (p——l) fach unendliche Schaar
. b nur p linear von einander unabhingige adjungirte Curven (n—3).
Ordnunyg.

§ 5.
Der Riemann-Roch’sche Satz.

Wir haben oben in § 3. solcher Punktgruppen gedacht, fiir welche
g > @ —p-41ist. Dieselben werden nach dem vorstehenden § im-
mer durch adjungirte Curven (n — 3). Ordnung ausgeschnitten, be-
sitzen indess auch diesen gegeniiber einen speciellen Charakter, wie
wir unten niher sehen werden, indem die Lage der einzelnen Punkte
einer jeden Gruppe der Schaar nicht beliebig ist, sondern durch Einige
derselben die Uebrigen bestimmt sind. Wir wollen daher eine solche
Punktgruppe, welche einer co?-Schaar g angehdrt, fir die

¢>Q@—p+1
ist, eine ,,Specialgruppe’, und die Schaar selbst eine ,,Special-Schaar
nennen. Beispiele folgen unten (vgl. z. B. § 10.). Die Systeme der
Specialgruppen auf einer gegebenen Curve lassen sich nun in merk-
wiirdiger Form zu je zweien in der Weise gruppiren, dass jedes aus
dem anderen eindeutig abgeleitet werden kann.

Der Satz, nach welchem diese Gruppirung vorgenommen werden
kann, ist von Riemann in Nr. 5 seiner Abel’schen Functionen
(Borch. Journ. Bd. 54) fiir den Fall ¢ =1 gegeben, und von Roch
(Borch. J. Bd. 64) auf dem von Riemann eingeschlagenen Wege
allgemein bewiesen worden. Riemann hat in Nr. 3 seiner Abhand-
lung ,,Ueber das Verschwinden der Thetafunctionen“ einen zweiten
Beweis des Satzes, ebenfalls fiir einen speciellen Fall: @ =p, p — 1
und p — 2 gegeben, der sich iudess ohne wesentliche Aenderung auf
den allgemeinen Fall ausdehnen lisst. Ausserdem kann man den Satz
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aus den Differentialgleichungen des Umkehrproblems, fiir den unbestimm-
ten Fall desselben, schliessen. Wir geben hier zwei algebraische Be-
weise. In seiner allgemeinen Form lautet der Riemann-Roch’sche
Satz folgendermassen :

Legt man durch die Gruppe G{) einer Special-Schaar 99 auf der Curve
1, fiir welche g=Q —p+ 1 4 r sein mag (r irgend eine ganze positive
Zahl < p — 1), eine adjungirte Curve (n — 3) Ordnu,ng , 50 Schneidet
dieselbe in 2p — 2 — Q = R weiteren Punlten, dic ihrerseits wiederum
einer Special-Schaar gl7) von Gruppen G angehiren, fiir welche r den
aus obiger Gleichung sich ergebenden Werth v = R — p 4+ 1 4 ¢ be-
sitat™).

Zum Beweis dieses Satzes fiige man zu jeder Gruppe der Schaar
g noch 7 festliegende, aber beliebig gewihlte (und zwar zu jeder
Gruppe dieselben) Punkte von f==0 hinzu. Man erhilt so eine Schaar
98 ,, fir welche die Anzahl der willkiihrlichen Parameter sich nicht
vermehrt hat, wohl aber die Anzahl der Punkte in den einzelnen
Gruppen. Duu.h eine Gruppe G (0 = dieser Schaar lisst sich noch eine
adjungirte Curve (» — 3). Ordnung legen, weil die Bedingung des
§ 4. erfiillt ist. Da nun aber die Lage jener r festen Punkte belie-
big ist, so muss sich durch die Gruppe G noch mindestens eine
ac”-Schaar von adjungirten Curven (» — 3). Ordnung legen lassen,
und die durch dieselben ausgeschnittenen Gruppen G/ bilden minde-
stens eine oo”-Schaar, d. h. es ist ¢ mindestens = r. Dass aber
andererseits ¢ nicht > r sein kann, erkennt man aus der Umkelhrung
der eben angestellten Betrachtungen, indem man von ciner Gruppe
G} ausgeht. Man gelangt so zu Gruppen G{®, wo wieder x minde-
stens = @ — p + 1 4 o sein muss. Dieselben konnen aber nach dem
Restsatze von der Schaar g{» nicht verschieden sein. Man hat somit
% == ¢, daher auch ¢ =r, q. e. d.

Corollar. Haben R Punkte Gr auf ciner nichizerfallenden Curve
{ eine solche specielle Lage, dass dic durcl sie gehenden adjungirten™*)
Curven (n — 3). Ordnung noch eine q [>(p — 1 — R)]-fach unendliche
Schaar bilden (q eine positive ganze Zahl), wobei sic dic Schaar y$

*) Auf einer Curve 7. Ordnung mit 9 Dp. (p = 6) kann wan (wie weiter
unten gezeigt wird) Gruppen von 4 Punkten &'y so bestimmen, dass durch sie
noch eine 0o?-Schaar von adjungirten C, geht. Diese schneiden in einer Schaar
J,,(Z), die demnach eine Specialschaar ist. Nach dem oben ausgesprochenen Sate
gehort aber dann auch die Gruppe Gy einer Special-Schaar gV an; d. h. durch
Jede Gruppe der Schaar g lisst sich noch etn oO!- Biischel von adj. Cy legen.

*$) Was unter ,adjungirten Curven* fiir den Fall einer Curve f mit beson-
deren Singularititen zu verstehen ist, wird unten (§ 7.) ndher definirt. Mit Riick-
sicht hierauf haben wir den obigen Satz gleick in seiner allgemeinen Form aus-

esprochen.



282 Brrir und Norsez.

ausschneiden (@ ==2p — 2 — R), so gehirt die Gruppe G einer oor-
Schaar gi an, fir weldze re=R—p+14+q¢g=p—1—@Q-4yqg
ist, indem durch jede Gruppe TD der Schaar y noch eine oor-
Schaar von adjungirten Curven (w — 3). Ordnung lindurchgeht, welche
9 ausschneidet.

Dies Corollar folgt unmittelbar aus dem vorstehenden Satze. Das-
selbe ist insofern weniger allgemein, wie dieser, als es nur von Punkt-
gruppen handelt, die von Curven (» — 3). Ordnung ausgeschnitten
werden. Freilich folgt aus § 4., dass dies die allgemeinsten Special-
gruppen sind. Man kann indess auf diese Erkenntniss, wie iiberhaupt
auf den Iuhalt der §§ 4. und 5. verzichten und doch das vorstehende
Corollar allgemein beweisen.

Man fiige niimlich zu der Gruppe G eine andere G4, von g - 1
beliebigen Punkten und bilde daraus die Gruppe Ggryg,4:. Alsdann
kann man eine mindestens r-fach unendliche Schaar von Gruppen
Fogp (es ist » + p= I + g+ 1) finden, welche Ggy 1 corresidual
ist. Denn man lege durch diese Gruppe eine adjungirte Curve C (von
geniigend hoher Ordnunn), und durch deren iibrige Schnittpunkte und
r \Vlllkuhrhche Punkte eine andere adjungirte ¢’ derselben Ordnung;
so ist (§ 3.) die (xruppe [, der p noch iibrigen Schnittpunkte unmit-
telbar [oder doch, in besonderen Fillen, nach willkiihrlicher Annahme
einer Anzahl, etwa von =, weiteren Punktenj vollstindig bestimmt,
und bilden mlt Jenen r zusammen eine Gruppe [¢) [in jenen Fillen
eine Gruppe M#m ;. Man kann nun zeigen, dass unter obigen Vor-
aussetzungen dle (xruppe Go41, welche ein Beatandthul vou Gpygy:
ist, ein solcher auch von I, und somit von Iy, ist. Alsdann bilden
aber die iibrigen » 4 p — (¢ + 1) = R Punkte von [,4, noch eine
r-fach [(r 4 =)-fach] unendliche Schaar, welche der Gruppe G cor-
residual ist, und von einer oc” [oo”+7-] Schaar von adjungirten Curven
(1 — 3). Ordnung ausgeschnitten wird. — Dass aber auch in jedem
besonderen Fall # = O sein muss, erkenut man, indem man noch die
obigen Betrachtungen auf die erhaltenen Gruppen i+= anwendet,
von denen man denn zu einer mindestens oot+7-Schaar gelancrt welche
aber mit der oof-Schaar y@, von der wir oben ausgingen, iberein-
stimmen muss. Man schliesst so w = 0.

Es muss noch bewiesen werden, dass die Gruppe G,4: ein Be-
standtheil von [, ist [wie man auch jene » Punkte angenommen hat].
Nach dem Restsatz ist die Wahl der Curve C ohne Einfluss auf
die Lage der p Punkte I, [nachdem die = Punkte fest angenommen
sind], es geniigt somit, fiir eine specielle Schnittcurve nachzuweisen,
dass ein beliebiger Punkt z von G,y in [, auftritt; was von diesem
gilt, gilt von allen ¢ 4+ 1. Lisst man aber C aus einer durch @
gehenden beliebigen Geraden und einer dureh die iibrigen ¢ Punkte
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von G,p; und durch Gy gehenden adjungirten Curve (s — 3). Ordnung
bestehn (letztere ist nach Voraussetzung construirbar), so enthilt auch
die an die Stelle der obigen Curve (» — 2). Ordnung €’ tretende Curve
diese Gerade, und somit den Punkt 2 als Bestandtheil (wihrend die
zn €' gehorige Curve (n — 3). Ordnung durch die r 4 z willkiihr-
lichen Punkte anderweitig bestimmt ist). Der Punkt z ist somit ein
Bestandtheil der Gruppe [,. Q. e. d.

Die Gleichungen des Riemaun-Rocl'schen Safzes lassen sich
in folgende fibersichtliche Gestalt bringen:

Q+B=2p—2;
Q—BR=2¢g—27.

Zu jedem Werthepaar @, g, welches der Bedingung gentigt, einer
Special-Punktgruppe der erwiihnten Art zuzugehren, ldsst sich dem-
nach nur ein Werthepaar R, r der entsprechenden Schaar G be:
stimmen.

Selbstverstiindlich sind indess nur solche Special-Schaaren G}l‘l) ,
GY in dieser Weise eindeutig einander zugeordnet, fir welche zwi-
schen den @, bez. R Punkten der einzelnen Gruppen keine weiteren
Bedingungen bestehen, als die, dass sie einer gegebenen unter ihnen
corresidual sind, mit anderen Worten: solche Schaaren, welche alle
Gruppen umfassen, die einer unter ihnen corresidual sind.

§ 6.
Die eindeutigen Transformationen.

Die im Vorstehenden entwickelten Sitze iiber Punktgruppen ge-
winnen ein weiteres Interesse durch das Verhalter der Punktgrup-
pen bei der Ueberfiihrung der gegebenen Curve in eine andere,
welche ihr eindeutig und Puukt fiir Punkt (wie der Curve die Evolute)
entspricht.

Hat man die Gleichung einer algebraischen Curve in homogenen
Coordinaten: f(z,2,%;) = 0 oder kiirzer f(2) = 0 gegeben, so kann
man die Coordinaten eines Punktes y einer neuen Curve mit denen
eines Punktes x der gegebenen in Beziehung setzen durch die Re-
lationen:

(1) Yyt Yyt Yy = 0, (x) : 0,(%) : 04(2) ,

wo die © (z) ganze homogene Functionen der Coordinaten des Punktes
# sind. Eliminirt man dann mit Hilfe der Gleichung:

@ f(z)=0

die Coordinaten z, so gelangt man zu der Gleichung einer Curve

3) F(y) =0,
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welche der gegebenen eindeutig entspricht, sofern nicht zwischen den
Coefficienten der © und der Gleichung /== 0 solche Relationen be-
stehen, dass die eindeutige Darstellung der Verhiltnisse z,:z,:z,
darch die y aus den Gleichungen (1), (2) wnmdglich wird. Wir wer-
den unten ein Beispiel dieses Ausnahmefalls, von dem wir zunichst
abstrahiren, kennen lernen.

Den beweglichen Schnittpunkten der oco®-Curvenschaar:

0, + 0, + 2,0, =0
entsprechen. alsdann die Schnittpunkte der Geraden

@Yy + @Yy + ayy; =10
mit F (y) =0, deren Grad somit gleich der Anzall jener beweglichen
Punkte der Schaar ist. Setzt man in (3) die aus (1) sich ergebenden
Werthe der y ein, so muss wiederum (2) bis auf einen Factor zum
Vorschein kommen, wenn Eindeutigkeit stattfindet, man hat also:

FOw@)=M-f(). _
Wird auf der Curve F(y) == O durch eine Schaar von linearen (adjun-
girten) Curven:

Za®(y) = a; &, () + P (0) + « - - 11 Ppya () =0
eine Schaar g von Gruppen ausgeschnitten, und transformirt man
jene Schaar mit Hilfe der Gleichungen (1) in:

Zad(0(x) = 0,

50 besitzt diese, somit auch die trausformirte Schaar von Punktgruppen,
dieselbe Mannigfaltigkeit wie jene; zugleich muss die Anzahl der be-
weglichen Punkte fiir beide Schaaren iibereinstimmen, wie gleichfalls
aus dem Begriff der eindeutigen Transformation folgt, und man kann
demnach sagen, dass bei cindeutiger Transformation ciner Curve [ eine
lineare oc1-Schaar g auf f von @ beweglichen Punkien in eine eben-
solche y @ auf F iibergehd.

Kin bemerkenswerthes Verhalten bel eindeutiger Transformation
von f zeigen die adjungirten Curven (# — 3). Orduung. Punktgruppeun,
welche von diesen Curven auf f= 0 ausgeschnitten werden, gehen in
solche iiber, welche aus der transformirten Curve ¥ (wenn diese vom
Grad N ist) von adjungirten Curven (N — 3). Ordnung ausgeschnitten
werden, oder, wie man sagen kann:

Die Anzahl p der verschiedenen lincar von einander unabhingigen
Curven (n — 3). Ordnung, die zu eimer gegebenen Curve n. Ordnung
gehbren (eine Zahl, die wir als ,,Geschleclt dieser Curve bezeichnet
baben), ist fiir alle durch cindewtige Transformation auseinander her-
leitbaren Curven dieselbe,

Sei p das Geschlecht von f, P das von F. Wire nun P > p,
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so liesse sich zu einer Gruppe G, von P auf f= 0 beliebig angenom-
menen Punkten immer eine corresiduale mindestens oo?—»-Schaar finden
(vgl. § 3.), welcher nach Obigem auf F =0 eine ebensolche ent-
spriche. Fir diese wire fir P > p zugleich die Bedingung erfillt,
dass die Mannigfaltigkeit der Schaar > P— P4-1, also > 1 ist, so dass
sich (§ 3.) dieselbe durch adjungirte Curven (N — 3). Ordnung aus-
schneiden liesse. Eine solche Curve besitzt aber nur P — 1 Bestim-
mungsstiicke (§ 4.), und es wire demnach unméglich, mehr als P—1
Punkte einer der corresidualen Gruppen, also mehr als P — 1 Punkte
von Gp anzunehmen, wihrend wir P willkiirlich angenommen haben.

Somit liegt in der Annahme P > p ein Widerspruch. Von der
umgekehrten Annahme p > P lisst sich das nimlicbe auf demselben
Wege nachweisen, es bleibt also nur P =p*)

Der hLiermit bewiesene fundamentale Satz von der Erhaltung des
(eschlechtes einer Curve bei eindeutiger Transformation Iisst den in-
varianten Charakter der adjungirten Curven (» — 3). Ordnung deutlich
hervortreten und auf einen engen Zusammenhang dieser Curven mit
den Invarianten bei eindeutiger Transformation schliessen. Wir wer-
den weiter unten noch hiervon zu sprechen haben.

Man iiberzeugt sich iibrigens leicht davon, dass die p linear un-
abhiingigen Curven (n — 3). Ordnung ausser in den singuliren Punkten
auf f keinen Allen gemeinsamen Punkt besitzen. Denn wire dies der
Fall, so bildeten die iibrigen 2 p — 3 Schnittpunkte eine Schaar von
Gruppen G{—Y, deren jede nach dem Riemann-Roch’schen Salz
die Basispunkte einer (s. d. Corollar): (p—1)—(2Zp—3)+(p—1)=1-
fach unendlichen Schaar von adjungirten Curven (n — 3). Ordnung
liefern kénnte, was der Annahme, dass auch der (2p — 2). Punkt
fest ist, widerspriche.

Sind die Gleichungen von p linear unabhingigen der Curve
F (y) = 0 adjungirten Curven (N — 3). Ordnung, in beliebiger Aus-
wahl:

O, (y) =0, Py =0---P(y) =0,
ebenso die von ebensolchen (n — 3). Ordnung, welche f(x) =0 ad-
jungirt sind:

*) Bin gleichfalls die invarianten Eigenschaften der Curven (n — 3). Ovdnung
henutzender Beweis dieses Satzes griindet sich auf den Nachweis der Identitdt:
D) -¢(0@)=M- @)+ C-f(z),
wo @(x) =0 eine zu [(x) =0, ®(y) =0 eine zu F'(y) = 0 adjungirte Curve ist,
D(z) die Functionaldeterminante der Transformationsausdriicke ©/(x) nach den
Coordinaten x; M der oben ebeuso bezeighnete Factor von f(x) ist {vgl. Clebsch

und Gordan, Abel’sche Functionen § 14, (S. 52) und N6ther, Math. Annalen I,
S. 314 und VI, S. 351
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9 (@) =0, @@)=0,--- ¢(x)=0,
so kann man, wenn [ und F sich eindeutig entsprechen, immer die
unbestimmten Factoren « so bestimmen, dass man hat:

Py () : Pay) i Qp(Y) = Dz i (@) : Teeara(®) 1 - -+ 2 Zeipr i (),
wo

F=1,2,.--p.
Von diesen Gleichungen konnen je zwei die Transformationsgleichun-
gen (1) ersetzen, was von Bedeutung ist, wenn es sich z. B. darum
handelt, zu untersucheu, ob zwei gegeben vorliegende Curvengleichungen
eindeutig in einander transformirbar sind.

Die durch adjungirte Curven (# — 3). Ordnung ausgeschnittenen
Gruppen G{ haben (§ 3.) die Eigenschaft, dass fiir einen gegebenen
Werth von ¢ die Zahl ¢ mbglichst klein wird.

Handelt es sich also darum, die Formeln (1) so zu bestimmen,
dass, fir ¢ =2, @, d. h. der Grad der transformirten Curve, ein mog-
lichst niedriger wird, so hat man adjungirte Curven (n — 3). Ordnung
an Stelle der © zu setzen. Wir werden weiter unten die niheren Be-
dingungen angeben, denen diese Curven dann noch zu unterwerfen
sind, wollen aber hier eines Ausnahmefalles gedenken, fiir welchen
eine eindeutige Transformation durch adjungirte Curven (» — 3). Ord-
nung unmdglich wird.

Wenn nimlich auf der Curve f je zwei Punkte einander derart
zugeordnet sind, dass (wie dies z. B. bei Curven 4. Ordnung mit einem
Doppelpunkt der Fall ist) alle adjungirten Curven (» — 3). Ordnung,
welche durch einen beliebigen Punkt gehn, damit von selbst durch
einen oder mehrere diesem zugeordnete Punkte gehen, so wird die
eindentige Umkehrung der Formeln (1) auch mit Hilfe von f in der
Weise unmoglich, dass sich die Variabeln z durch die y nicht mehr
rational, sondern nur noch mit Hilfe von Wurzelzeichen (oder iiber-
haupt Irrationalititen) ausdriicken lassen, und das Entsprechen hort
anf eindeutig zu sein. ]

Man iiberzeugt sich indess leicht davon, dass man hohere Irratio-
nalititen, als Quadratwurzeln (also den Uebergang zu meho als zwei-
deutig entsprechenden Curven) vermeiden kann. Denn wenn jedem
beliebig gegebenen Punkte « auf f etwa ¢ Punkte in der Weise ent-
sprechen konnten, dass alle adjungirten Curven durch « auch durch
jene Punkte hindurchgingen, so konute man, da eine solche Curve
p — 1 Bestimmungsstiicke besitzt, ({ 4 1) (p — 1) Schuittpunkte durch
Annabme von p — 1 bestimmen, wihrend es doch nur 2(p — 1)
Schnittpunkte giebt. Daher ist ¢ hochstens = 1.

In der angegebenen Weise kann also hichstens ein weiterer Punkt
einer Curve durch einen gegebenen mit bestimmt sein. Die Curven,
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-

fiir welche dies eintritt, sind nun aber keine anderen als die Ayper-
elliptischen. Denn diese sind definirt durch die Bedingung, eine Schaar
¢, zu besitzen. Die beiden Punkte einer einzelnen Gruppe ¢,® sind
dann nach dem Riemann-Roch’schen Satz die Basispunkte von
oo?—? adjungirten Curven (# — 3). Ordnung, d. h. jede durch einen
beliebigen Punkt von f= O gelegte adjungirte Curve (z—-3). Ordnung
weht noch durch einen zweiten, durch den ersten eindentig bestimmten
Punkt. Simmtliche adjungirte Curven (# — 3). Ordnung schneiden [
also in Punktepaaren, von welchen es eine oo'-Schaar giebt. Soll
nun die Transformation einer hyperelliptischen Curve f = 0 eine eindeu-
tige sein, so muss man demnach adjungirte Curven von mindestens der
(n — 2). Ordnung an Stelle der 3 Apsdriicke © == O selzen. Legt man
denselben noch die Bedingung auf, durch # - p — 4 feste Punkte von
"= 0 zu gehen, so sind noch 2 Bestimmungsstiicke derselben will-
kiihrlich, durch welche dann noch p 4 2 weitere Schnittpunkte be-
stimmt sind. Die Ordnung der transformirten Curve ist demnach
== p + 2, und zwar besitzt die letztere einen p-fachen Punkt, wie der
Restsatz ergiebt. Alle Curven vom Geschlecht p, mit Ausnahme der
hyperelliptischen, konnen ihnlich durch adjungirte Transformations-
curven © =0 von der (n — 3). Ordnung mit p — 3 gemeinsamen
Basispunkten, die indess beliebig auf / angenommen sein konnen, auf
eine Curve (p 4 1). Ordnung mit i (p — 3) Doppelpunkten trans-
formirt werden.

§ 7.
Beriicksichtigung der singuliren Punkte.

Wir haben bisher beziiglich der Singularititen der Cuarve f die
Voraussetzung gemacht, dass die einzelnen Zweige vielfacher Punkte
yelrennt seien.

In diesem § wollen wir zeigen, wie man durch eine von Nother®)
angegebene Methode in den Stand gesetzt wird, diese Beschriinkuny
aufzuheben. .

Wendet man auf eine Curve f, die einen singuliren Punkt in P
hesitzt, eine beliebige eindeutige Transformation an, fiir welche P ein
gemeinsamer Punkt der 3 Transformationscurven © ist, so entsprechen
dem j-fachen Punkt von f, der in P fallen mag, j Punkte der trans-
formirten Curve F, welche getrennt liegen, wenn die j Zweige von
P getrennte Tangenten besitzen. Wir wollen der Einfachheit halber an-
nehmen, der Punkt P liege in dem Eckpunkte des Coordinatendreiecks
#,=0, 2,=0, und die angewandte Transformation sei die quadratische:

*) Gott. Nachrichten 1871, S. 217,
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Yyt Yy LYy == Lyl P Ly Xy Ty
Dann entspricht dem Punkt z, = #, == 0 das Werthsystem:

Y 0 _ 4, —
=T = am YB=0-
Den j Zweigen in P entsprechen somit die j Punkte g—:z-— % auf der

Geraden g, = 0. Fallen zwei oder mehrere Tangenten in P zusam-
men (also in Riickkehrpunkten), so beriihrt 7 die Gerade %, = 0 ein-
oder mehrfach. )

Weil nun durch das Zusammenriicken zweiler oder mehrerer Schnitt-
punkte dieser Geraden mit F den F adjungirten Curven keine Be-
dingung auferlegt wird, so haben auch die diesen Curven entsprechen-
den f adjungirten Curven wegen des einfachen Zusammenfallens meh-
rerer Tangenten der Zweige des vielfachen Punktes keinerlei Be-
dingungen zu geniigen, und in die frithere Definition der Zahl p, der
adjungirten Curven etec. ist keine Modification aufzunehmen.

Es kann nun aber weiter vorkommen, dass die Schuittpunkte der
Geraden 4, = 0 mit I, welche den Zweigen von P entsprechen, sich
selbst theilweise oder alle wieder zu singuliren Punkten vereinigen.
Sie entsprechen alsdann Punkten von derselben Beschaffenheit, welche
man als in P hereingeriickt sich vorstellen muss, und welche durch
die Transformation von P selbst und von einander getrennt werden. Die
Fortsetzung des Transformationsverfahrens 19st auch diese entweder in
einzelne Punkte oder in einfachere Singularititen auf. Ein ginzliches
Auflosen der Singularititen der Curve wird aber darum unmioglich, weil
sich bei der Transformation immer wieder neue vielfache Punkte bilden,
welche man indess, durch solche Wahl der Seiten des Transformations-
dreiecks, dass dieselben ausser in den Eckpunkten des Dreiecks keine
Singularititen der zu transformirenden Curve enthalten, von allen
aussergewdhnlichen Eigenthiimlichkeiten frei erhalten kann.

Hat man auf diesem Wege die einzelnen vielfachen Punkte, aus
welchen sich eine hihere Singularitit P auf [ zusammensetzt, erkannt,
so ist damit die Curve auf eine solche, wie wir sie in dem Fritheren
vorausgesetzt haben, zuriickgefithrt, und es ist nunmehr leicht, das
Verhalten einer adjungirten Curve in dem Punkt P so zu fixiren, dass
alle Siitze, die wir oben abgeleitet haben, namentlich also auch der
Restsatz, noch giltig sind. Wiére nimlich in Bezug auf ¥ eine
Curvenschaar durch eine #Hquivalente mit Hiilfe des Restsatzes zu er-
setzen, so hiitte diese zweite Schaar, was die besonderen singuléiren
Punkte auf 9y = O betrifft, nur der Bedingung zu geniigen, auch m
diesen Punkten F adjungirt zu sein. Die quadratische Transformation
zeigt nun sogleich, dass, wenn es sich darum handelt, in Bezug auf
f eine Curvenschaar durch eine iquivalente zn ersetzen, das Verhalten



Ueber algebraische Functionen. 289

dieser zweiten Schaar in dem singuliren vielfachen Punkte ebenfalls
keiner andern Bedingung unterliegt, als der, ein adjungirtes zu sein;
niimlich dass die zweite Schaar in dem zusammengertickten vielfachen
Punkte sich ebenso verhalten muss, als ob die Punkte getreunt ligen.
Die adjungirte Curve muss also in jedem j-fachen Punkte von f einen
(j — 1)-fachen Punkt besitzen; wenn noch weiter ein ¢-facher Punkt
mit diesem vereinigt liegt, in demselben noch einen (¢ — 1)-fachen
Punkt etec. In einem Selbstberilhrungspunkt von /' muss demnach die
adjungirte Curve die gemeinsame Tangente beriihren; ebenso in einem
Riickkehrpunkt 2. Art, u. s. w.

Beriicksichtigt man in dieser Weise die einzelnen Bestandtheile
eines hoheren singuliren Punktes, sp behalten der Restsatz und damit
alle im Vorhergehenden entwickelten Sitze ihre upeingeschriinkte
Giltigkeit.

IL Theil. .
§ 8

Begrenzung der nachfolgenden Betrachtungen.

Die im I. Theil dieses Aufsatzes entwickelten Siitze iiber Punkt-
gruppen auf einer Curve bedurfiten ihrer Natur nach keiner besonderen
Voraussetzungen iiber den Grad der Allgemeinheit der Curve, auf
welche sich dieselben bezogen.

Wenn wir in diesem II. Theil (mit Ausnahme der geometrischen
Anwendung des letzten § 18.) zur Aufsychung der im § 4. definirten
Special-Punktgruppen auf einer gegebenen Curve f iibergehn, so bedarf
es einer Unterscheidung zwischen solchen Curven, welche die all-
geneinsten ihres Geschlechtes sind und Curven mit speciellen Moduln,
d. h. Curven, auf welchen Schaaren von Gruppen existiren, die nicht
auf jeder ihres Geschlechtes ebenfalls vorkommen. Wihrend diese
letzteren Schaaren zur Charakterisiruug der besonderen Curve von
vornherein mit gegeben sein miissen, fithrt die Aufsuchung jener
Special-Gruppen auf der allgemeinen Curve zu algebraischen Problemen,
mit denen wir uns insbesondere im Nachfolgenden beschiftigen werden.

Beispielsweise sind demnach von der folgenden Untersuchung aus-
geschlossen die im Fritheren schon als , hyperelliptische* bezeichneten
Curven, welche Schaaren ¢, besifzen. Ausgeschlossen sind ferner
alle Curven, deren Ordnungszahl unfer einer gewissen von p abhingi-
gen Zahl m liegt (wo wm spiter bestimmt werden wird), Cuyrven,
welche eine Schaar g& (¢ > 0) besitzen, die in der aligemeinen Curve
vom Geschlecht p nicht vorkommt. — Durch eine eindeutige Trans-

formation kann, wie wir gesehen haben, jede Curve vom Geschlecht,
Mathematische Annalen. VII. 19
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2, mit Ausnahme der hyperelliptischen, in eine Curve (p -+ 1). Ord-
nung mit 4 p (p — 3) Doppelpunkten transformirt werden. Schliessen
wir also jene aus, so konnen wir unsere Betrachtungen auf Curven
(p + 1). Ordnung vom Geschlecht p, oder vielmehr auf die durch
beliebige eindeutige Transformation aus ihnen hervorgehenden Curven
beschriinken. Dabei ist natiirlich nicht ausgeschlossen, dass auch fiir
Curven mit speciellen Moduln je eine Reihe der Resultate ihre Giltig-
keit behalte.
§ 9.

Das Problem der Special-Gruppen.

Die algebraische Aufgabe, auf einer gegebenen Curve f=0, #.
Ordnung mit je «, ¢-fachen Punkten, die nun eine allgemeine ihres
Geschlechtes sein soll, Schaaren von Special-Gruppen G (fir + > R
—p-+1 und jedenfalls » > 0) aufzufinden, fithrt nach dem Riemann-
Roch’schen Satze auf die andere zuriick, Gruppen G zu finden, durch
die, als Basispunkte genommen, noch co? adjungirte Curven 5 — 3.
Ordnung gelegt werden kénnen, wo

g=r— (B —p+1)
ist; und ebenso umgekehrt. Die letztere Aufgabe verallgemeinern wir
noch zu folgender:

Gegeben sei eine oof-Schaar von adjungirten Curven. Man soll
auf f= 0 R Punkte Gy so bestimmen, dass die durch sie gehenden
Curven der Schaar noch eine oo?-Schaar bilden.

Die R Punkte sind demnach durch die Lage von ¢ — ¢ unter
ihnen eindeutig bestimmt,

Sei die Gleichung der oo’-Schaar:

O=¢¢ +wp,+ -+ i@ =.
Dieselbe erfiillt die B Gleichungen:
(A) Pz =0 O@E®)=0... O«®) =0,
wo unter 2 (homogene Coordinaten: z,®, 2,®, 2,®) & ... z®
die Punkte der Gruppe G verstanden sind, fiir welche uoch weiter
die Gleichungen bestehn: f(zM)==0 ... f(2®)=0. Von jenen
Gleichungen (A) sind zur Bestimmung der Verhiltnisse der « nur
t — q verwendbar, weil aus je t — ¢ } 1 Jede eine identische Folge
der Uebrigen sein soll. Aus dieser letzten Bemerkung folgt aber
weiter, dass in dem aus den Coefficienten dev «; der Gleichungen (A)
zu bildenden System:

(@) @ (@®) - g (29)
(B) g (x(z)y P, (1"9)) P (x"’) i

(p,(x(")) P2 (x(R)\ 'Pt+1 (ﬂ'?(R)) l{
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simmtliche (t — ¢ -+ 1)-gliedrige Determinanten verschwinden. Wie
bekanut (vgl. Kronecker in Baltzer’s Determinanten, 3. Aufl.
S. 42) ist hierzu nothwendig, dass z. B. alle Determinanten von der
Form:

Dogu(@)  @(@®) - @ug(@®)  pula) ‘k
o | PED wE g e
91(&6=0) @, (1) -+ Gy (D) Gilat—D) }
P (@®) @ (@®) - @ey(@®)  @@®) |
wo
fiiv ¢ alle Werthe der Rethe { — ¢+ 1, ¢t —q+2, .- -t 1,
nk 2 » T 2] t‘—Q‘*'l;t_Q'i‘?J"" R

zu setzen sind, zugleich verschwinden. Aus dem System der so erhal-
tenen Losungen sind dann nur noch die iiberfliissigen, welche nicht
zugleich auch sdmmiliche (¢ — g + 1) gliedrigen Determinanten des
Systems (B) befriedigen, auszuschejden.

Nun liefert aber das Schema (C)

@+ ER—1t4+9

von einander unabhingige Gleichungen mit B Unbekannten (die Coor-
dinaten der R Punkte sind je durch die Gleichungen: f(z¥) = O ver-
bunden). Von diesen bleiben also willkiihrlich:

—@+HE~—-t+ 9,

eine Zahl, die jedenfalls nicht negativ sein darf:
(D) E>(g+ 1 (RB—t+q)-

Fiir den Fall, dass die Curven ¢ = 0 von der (» — 3). Ordnung
sind, fiir welche dann der Riemann-Roch’sche Satz gilt, erhilt man
noch eine andere Grenze fiir die Moglichkeit des Problems. Wir wollen
dieselben bestimmen unter der weiteren Voraussetzung, dass ¢ =p — 1
ist, indem wir hiermit zu der frither gestellten Aufgabe, Gruppen GY,
fiir welche # > R — p - 1 ist, zu finden, zuriickkehren. Die Determi-
nanten (C) werden in diesem Fall (p — ¢)-gliedrige, und von den
R Punkten, welche in den durch das Verschwinden dieser Determinanten
des Systems (B) gelieferten Gleichungen auftreten, sind noch:

R—(@g+H(R+qg—p+1)

willkithrlich annehmbar. Diese Zahl kann indess nicht beliebig klein
angenommen werden. Denn wenn jene R Punkte yoch einer oo”-BSchaar
von Gruppen angehtren sollen, so darf die obige Zahl nicht unter r
herabsinken, wenn das Problem keinen Widerspruch (nicht Null Lo-
sungen) enthalten soll, oder man hat:

19%
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(E) B—(g+Y)-rzr,
und hieraus: )

. )~ "(7 +p+1)
(E) [ r41
oder auch:
(B9 P2+ +1)-

Die Differenz der rechten und linken Seite dieser Ungleichnungen:
(F) r=E— (gl —r—= RO+ —r it p+D=p— (1) (1)
kann nunmehr beliebig auf Null herabgedriickt werden. Diese Zahl
7 giebt (vgl. § 2., wo 7 dieselbe Bedeutung hat) die Anzahl derjeni-
gen noch willkiihrlich annehmbaren Punkte einer Gruppe Gr an,
welche nachdem die iibrigen » willkiihrlichen fest angenommen sind,
aus einem oc%-System von co’-Schaaren, die alle den gegebenen Bedmgun-
gen geniigen, eine endliche Anzahl solcher oo’-Schaaren ausscheidet.

Den Gruppen G sind durch den Riemann-Roch’schen Sats
Gruppen G residual zugeordnet in der Weise, dass, wenn K und »
der obigen Ungleichung (E') entsprechend angenommen sind, sich ¢
und ¢ aus den Gleichungen bestimmen:

O+ R=2(p—1),
Q—RBR=2(q—r).
Jeder Schaar g{” von corresidualen Gruppen Gr entspricht somit eine
ebensolche ¢& und umgekehrt, und zwar so, dass jede Gruppe der
einen Schaar jeder der anderen residual ist. Nun giebt es nach Vor-
stehendem oo?-Schaaren g von Gruppen G(7; mithin ebenso viele
Schaaren g0, welche einzeln den g entsprechen. Die oo?-Schaaren
von Gruppen G haben die Eigenschaft, dass keine mit der andern
eine vollstindige Gruppe gemein hat (da irgend eine Gruppe die Schaar,
der sie angehort, vollstindig und eindeutig bestimmt); Aehnliches giit
von den Schaaren G (.

Fir 7 = 0 findet man aus den Gleichungen (A), bez. aus dem
Verschwinden der Determinanten (C), zu r gegebenen Punkten eine
endliche Anzahl « von Gruppen von je R — 7 =7 (¢ + 1) Punkten
(von denen jede mit den » zusammen eine Gruppe G )’ blldet), weni
man eine Gleichung e« Grades lost, deren Coefﬁcxenten noch die
Coordinaten von r willkﬁhrlichen Punkten enthalten. Alle mdglichen
Gruppen G/ theilen sich demnach hierbei in «-Schaaren, welche den
« Wurzeln dxe;el Gleichung zugeordnet sind, und, von emander vollig
getrennt, aunch nicht durch unendhch kleine Vex anderunaen (continuir-
lich) in einander iibergefithrt werden konnen. Den « Schaaren von
Gruppen G sind alsdann ebensoviele Schaaren von Gruppen G auf
=0 als Res1duen eindeutig zugeordnet, und umgekehrt. Dle Auf-
suchung dieser Schaaren fﬁhrt somit auf eine Gleichung desselben
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Grades wie die der G{’; die Anzahl der Losungen ist fiir beide Pro-
bleme gleich gross, und die Losungen der bexden Gleichungen gehen
emdeutlg aus einander hervor, wenn gleich die Probleme vom alge-
braischen Standpunkte als vollig v&rschiedene erscheinen.

Ist dagegen 7 von Null verschieden, so findet ein derartiges Ent-
sprechen zweier bestimmter Probleme nicht mehr statt. Denn existirt
auch eine endliche Anzahl von Gruppen G wu # 4 7 gegebenen
Punkten, so fihren diese durch den Riemann-Roch’schen Satz auf
Gruppen G, welche zwar ¢, aber keine ¢ -+ = Punkte gemeinsam
haben kénnen. Nimmt man demnach ¢ -+ z Punkte beliebig an, und
sucht zu diesen die Gruppen G, so sind sie zwar in endlicher, aber
von jener Zahl verschiedener Anzahl vorhanden. Wohl aber existiren,
wie oben bemerkt, zu gegebenen r Punkten oo?-Losungen fiir die Be-
stimmung von Gruppen G, welchen zu beliebig 7egebenen g Punkten
oo?-Losungen fiir die Bestlmmunﬂ von Gruppen G (9 eindeutig ent-
sprechen.

§ 10.
Grenzfélle,

Die Gleichung (E) des vorigen §. giebt die Minimalwerthe der
Zahl R von Punkten an, fiir welche eine Special-Gruppe G bei ge-
gebenem » auf der Curve [ = O bestehen kann. Wir ordnen, der
Ueberswhthchke:t halber, diese Zahlen in einer Tabelle an, indem wir
die zugehorigen Werthe von ¢ und ¢ fir die Residualgruppen hinzn-
fiigen. Die letzte Colonne enthilt noch die Zahl z der Maunigfaltig-
Lelt der Doppelschaar von Gruppen G, G (vgl. den vorstehenden
§.). Sollen ganze Zahlen fiir E u. s. w. Aum Vorschein kommen, so
muss man auf die Gestalt der Zahl p Riicksicht nehmen. = sei eine

ganze positive Zahl.

Minimal- Zugehoriger Werth van

filir p = r werth von - — e

i ! ;Ef) i QW_Q - @ - —
2z | ! o 1)
2x41 }1 p—w+1 m—1 p+n { 1
3x . Q
3z4+1 }2 p—nt2f z—1 1)+w 47 1
3x+2 ; L2
in ? I 0
iii; 3 p—=+43, 7—1 p-{-n——ai ;
47!+3‘ I 3‘

t

i ete.
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So existiren z. B. auf einer Curve 5. Ordnung mit 2 Doppel-
punkten (p = 4) zwei von einander verschiedene oc'-Schaaren von
Gruppen G,, ausgeschuitten von den Geradenbiischeln durch je einen
der Doppelpunkte. Sind auch diese beiden Geradenschaaren durch die
Gerade, welche beide Doppelpunkte verbindet, stetig in einander iiber-
fiihrbar, so ist dies doch mit den durch sie ausgeschnittenen Gruppen
keineswegs der Fall. — Die beiden Schaaren lassen sich iibrigens zu-
gleich als durch den Riemann-Roch’schen Satz einander zugeordnete
Schaaren aufzufassen. Denn sie gehdren einer oc?-Schaar von Kegel-
schnitten an, welche durch die beiden Doppelpunkte und einen belie-
bigen weiteren Punkt der Curve 5. Ordnung gelegt werden kann.

Auf der Curve 6. Ordnung C, mit 5 Doppelpunkten a, -+ -«
existiren zu 2 willkiihrlichen Punkten der Curve 5 bpeelal Gruppen G,
Denn transformirt man die Curve mittelst der oo® Curven 3. Ordmmrv
welche durch die o und die 2 Punkte & gelegt werden konnen, so er-
hilt man wieder eine Curve 6. Ordnung, die 5 Doppelpunkte haben
muss, und deren auf der Curve C; entsprechende Punktepaare bilden
mit b, b, zusammen die Basispunkte fiir Curven 3. Ordnung, die C; in
Schaaren ¢, schneiden. Man erhdlt auf C, im Ganzen oo! Systeme
von Schaaren ¢,®. Eine derselben besteht z. B. aus den Gruppen,
welche von dem durch @, gehenden Geradenbiischel ausgeschnitten
werden; die Residualschaar derselben sind die Grauppen G, welche
von dem durch «,a,a,a; gehenden Kegelschnittbiischel ausgeschnitten
werden.

§ 11.
Ueber die Losung des Problems der Special-Gruppen.

Wir haben oben (§ 9.) das Problem der Special-Punktgruppen in
algebraischer Form aufgestellt, ohne weiter zu untersuchen — abge-
sehen von der in Formel (E) desselben § aufgestellten Bedingung —
ob auch die angegebenen tileichungen (mit ebensovielen Unbekannten),
auf welche das Problem fiihrt, keinen Widerspruch enthalten, oder,
auf der anderen Seite, ob dieselben nicht etwa unendlich viele Lb-
sungen zulassen. Auch die letztere Moglichkeit, welche der Zahl
einen anderen Werth ertheilen wiirde, als wir oben (§ 9.) festgestelit,
muss, wenn die spiteren Anwendungen zuldssig sein sollen, aus-
geschlossen sein.

Man hat nun aber zweierlel Wege, um die Widerspruchslosigkeit
und die Endlichkeit der Anzahl von Losungen eines algebraischen
Problems festzustellen: entweder, indem man aus der Discussion der
Gleichungen selbst den numerischen Ausdruck fiir die Anzahl der Lo-
sungen ableitet, oder indem man an dem durch irgend welche beson-
dere Annahme der Constanten specialisirten Problem, bei welchem
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man sich von der Existenz von Losungen direct iberzeugen kann,
nachweist, dass dasselbe nicht unendlich viele Losungen besitzt. Denn
wenn durch Specialisirung der Constanten eine etwa vorhandene Fune-
tionalbedingung zwischen den Gleichungen (vermdge deren im all-
gemeinen Problem Feine Losungen vorhanden sind) identisch erfiillt
wird, so wird die Anzahl der Gleichungen vermindert und die der
Losungen somit unendlich.

Darch die Formel (E, § 9.):
B—r@+1) 27

haben wir bereits alle diejenigen Probleme als unmdglich ausgeschlos-
sen, bei welchen die beiden Ungleichungen:

[A] r>RB—r(g+1)=0

zugleich erfilllt sind, Probleme, fiir welche nach dem Riemann-
Roch’schen Satz sich im Voraus erkennen liess, dass sie unendlich
viele Losungen besitzen miissen, wenn sie cine haben, die also im All-
gemeinen Null Losungen besitzen.

Was nun zunichst die Anwendung der ersfen der oben erwihnten
Methoden auf unser Problem angeht, so scheinen die Schwierigkeiten,
die sich der allgemeinen Discussion des Gleichungssystems, auf welches
das angegebene Problem fiihrt, entgegenstellen, dermalen noch uniiber-
windlich. Diese Discussion und die Aufstellung der Anzahl der Lo-
sungen ist bisher nur fiir einige der hierher gehdrigen Probleme mog-
lich gewesen*®), jedoch in der Weise, dass sich aus den erhaltenen
Formeln auf die fiir eine wichtige Classe der obigen Probleme be-
stehende allgemeine Formel schliessen lasst.

Diese Formeln bezichen sich auf den Fall der Special-Gruppen
G Y, fir den das Problem als solches auch von Clebsch und Gordan
(Abel’sche Functionen § 61.) schon algebraisch formulirt worden
war; und zwar handelt es sich um Gruppen Gy, durch die noch
oot == cor—F® adjungirte Curven gehn. Jene Formeln umfassen somit
den von Riemann (Abel’sche Functionen § 5.) betrachteten Fall (r=1
derTabelle), in welchem R zugleich moglichst klein, nimlich =} (p~-2),
bez. = }(p—+3) wird, wihrend ¢ bez. =4 (p—2) und =4{'p —3) wird.

Bezeichnet man die Anzahl der Losungen, welche die E-gliedrigen
Determinanten eines Systems von der Form (B, § 9.), das aus B
Horizoutalreihen und (R - i) Verticalreihen (¢ > 0) besteht, simmtlich

«) 8. Brill, Math. Apnalen, Bd. VI. 8. 61 #. (Einen in der Formel fiir (7',
(8. 63) befindlichen Fehler verbessere man nach dem Druckfebler-Verzeichniss des
V1. Bandes.)
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zum Verschwinden bringen (wobei die Punkte z® immer auf f= 0 zu
liegen haben), mit (R + %)z, ist ferner M die Anzahl der nicht allen
Curven @ = 0 gemeinsamen Schnittpunkte einer derselben mit f (fiir
den erwihnten Fall eines Minimalwerthes von R ist im System (B)
t=p—1, oder i = p — R == g zu setzen, sowie M = 2p — 2), ist
endlich:
E=M-— R4 1, (fiir jenen Fall =2p —1 —FE =@+ 1)

und:

( ) 1@—-1) (l——m+1)’
so hat man fur die Anzahl der gemeinsamen Losungen:
B E+a=(i)—OCID+OGID
(— 1)%; ) (}ZPZ) .(7J - L) .. (igerade)

(— 1) (% g +1)) - - - -(tungerade).

Die directe Ableitung dieser Formel sei fiir eine andere Gelegen-
heit vorbehalten, indem es hier geniigen mdge, darauf hinzuweisen,
dass a. a. O. bereits ein strenger Beweis derselben fiir die Fille
i==0,1,2,3 gegeben worden ist. Wir wollen jedoch hervorheben,
dass sich eine leicht ausfiihrbare Verification dieser Formel [B] aus der
Bemerkung ergiebt, dass fir den (in der Tabelle des § 10. nicht mehr
enthaltenen) Fall: p ungerade und:

p+1 . p—1 . 2p—3
r=1, R= 5 (=¢="5, b=5—=,

die Zahl der Losungen (R - i)z Null sein muss, weil fir diesen Fall,
welches auch der Werth von p sein mag, die beiden obigen Unglei-
chungen [A]

r>RBR—r(g+1)=0
erfilllt sind. In der That erhélt man Null, wie man leicht erkennt,
wenn man die Formel, welche fiir diesen Fall aus [B] hervorgeht,
durchaus in 4 anschreibt, und dann, vom ersten (ilied anfangend, addirt.
Die Summe der 4 4 1 ersten Glieder der rechten Seite ldsst sich nim-
lich alsdann durch die Formel darstellen:
- 27 31—21 (e —224+1)(E—21
[B] ( )(-21-;-1 z‘(f—ﬁf) )’
wie man durch einen Schluss von A4 auf A - 1 beweist. Dieser Aus-

druck wird aber = 0 fiir 1 = —4—‘—1 und A = —; (fir welche Werthe

der zweite Klammerausdruck in [B] bez. den Werth 1 und 2 ¢ erhilt),
d. h. wenn man die Summe (fiir ungerade, bez. gerade 7) bis zum
letzten Glied erstreckt. Q. e. d.
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Mit der Formel [B.] ist nun die Frage sowohl nach der Mbglich-
keit, wie nach der Bestimmtheit des Problems fiir » =1 und p > 1
erledigt, indem dann der Ausdruck (R - ¢)z eine positive, ganze Zahl
ergiebt, sofern nur die Constanten, die in den Gleichungen auftreten,
allgemeine Werthe besitzen.

In gleicher Weise ist durch Vermjttlung des Riemann-Roch’-
schen Satzes die Existenz der residualen Punktgruppen Ggi-—p ) ins-
besondere auch der Maximalgruppen, durch welche noch eine einfach
unendliche Schaar von adjungirten Curven (n — 3). Ordnung mdglich
ist, und fiir die Q= {B3p —6), bez. L Bp— Nundg=14(p —2),
bez. = § (p — B) ist, erwiesen, was durch directe Inangriffnahme des
betr. algebraischen Problems ungleich schwieriger gewesen wire.

Der zweite im Fritheren erwihnte Weg, um die Moglichkeit der
auftretenden algebraischen Probleme zu erkeunen, nimlich der der Un-
tersuchung der Curve unter Voraussetzung einer Losung des Problems,
fithrt in vielen einzelnen Fillen zum Ziel, ohne dass sich deshalb eine
zusammenfassende Methode angeben liesse. Wir erwithnen hier nur
der Bestimmung der Gruppen G@ fiir p =6, die, an der Curve 6.
Ordnung mit 4 Doppelpunkten ausgefithrt, auf die Zahl 5 der Losungen
sogleich fiihrt.

§ 12, :
Ueber eine indirecte Bestimmungsweise der Minimal-Gruppen G(;:)-

Weun eine Special-Grappe G aus der kleiusten Anzahl R=1 (p+2),
bez. § (p + 3), von Punkten besteht, welche nach der Tabelle des
§ 10. noch fiir » = 1 zuléissig ist, so kann man das Problem, die An-
zahl « der zu 1 gegebenen Punkte moglichen Gruppen Gx zu finden,
anf ein anderes zuriickfiihren, welches zuweilen leichter zu 16sen ist
als das erstere, und umgekehrt.

Sei zuniichst p gerade, also I' = § (p + 2). Wir nehmen an, es
seien 2 verschiedene der « zu einem gegebenen Punkt construirbaren
Gruppen Gy gegeben, so gehort die Gruppe G2k, welche sich aus bei-
den zusammensetzt, einer oc3-Schaar an, welche durch adjungirte Cur-
ven (» — 3). Ordnung ausgeschnjtten werden kann. Denn seien
o —%¢@ =0, » —24 yp = 0 die beiden Biischel von adjungirten
Curven (n — 3). Ordnung, welche bez. die Schaaren, welchen jene bei-
den Gruppen Gy angehoren, ausschneiden, so wird die Gruppe G
ausgeschnitten von einer Curve der oco®Schaar:

w-9p+v-9v +eo-gv+o-9y=0,
ist also eine Gruppe GV). Eine solche kann aber nach dem Satze des
§ 4. durch eine Curve (n — 3). Ordnung ausgeschnitten werden, welche
in noch p — 4 weiteren Punkten schneidet, die ihrerseits wiederum
einer oo®-Schaar angehoren, wie sich sofort aus dem Riemann-
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Roch’schen Satz ergiebt. Zu jedem Paar von Gruppen Gg, die einem
Paar von Wurzeln jener Gleichung «. Grades entsprechen, gehort so-
nach eine-einzige Gruppe ,_;. Andererseits ordnen sich jeder ein-
zelnen der « Gruppen G die @« — 1 iibrigen durch Vermittlung von
« — 1 Gruppen [,_, zu. Geht man also von einer einzelnen Gruppe
Gr aus, und fragt nach denjenigen Gruppen G,_ 4, welche mit Gy zusam-
men die Basispunkte einer oo'-Schaar von adjungirten Curven (n — 3),
Ordnung bilden, so muss man zu jenen « — 1 Gruppen ,_, gelangen.
Dass aber diese Aufgabe andererseits auch in der algebraischen Form,
in welche dieselbe nach § 9. gebracht werden kann, eine vollig be-
stimmte und endliche ist, geht daraus hervor, dass die fiir diesen Fall
in Betracht kommende Ungleichung (D) des § 9. (in welcher R= p—4,
g==1, t=14 (p —2) zu setzen ist) erfiillt ist. Das Problem, die
bruppen lp—4 zu einer gegebenen Gruppe Gy zu finden, enthalt somzt
cine Lisung weniger, als das Problem, die Gruppen Gy selbst zu finden.
Diese Bemerkung kann in vielen Fillen fiir die indirecte Bestimmung
der Anzahl der Lisungen des einen oder des anderen Problems von
Nutzen sein; und es ist interessant, dass auch die Gleichung (¢ — 1).
Grades, welche nach Ausscheidung eines Factors iibrig bleibt, noch
diese geometrische Deutung zulisst.

Aehnliche Betrachtungen lassen sich fiir ungerade p anstellen.
Dort existirt zu jeder Gruppe Gy noch eine endliche Anzahl von Grup-
pen [,_5 von p — 5 Punkten, die mit G4 zusammen die Basispunkte
einer oc!-Schaar von adjungirten Curven (n — 3). Ordnung bilden,
welche noch in weiteren Gruppen Gy schneiden. Duarch eine einzelne
Gruppe [,_; geht eine oc*-Schaar von adjungirten Curven (n — 3).
Ordnung, die f in Punktgruppen schneiden, unter welchen die von
(p —x%9") (¥ — Ap’) = 0 ausgeschnittenen enthalten sind. Es giebt
aber oc? solcher Gruppen [,_;, die einander nicht corresidual sind.

§ 13
Normaleurven.

Die im § 11. (am Ende) erwihnten Maximal-Punktgruppen
GfQQ-” +2 gind es, welche Riemann zur Transformation der Curve [
auf eine Normalform benutzt hat: eine Curve (p 4 2). Ordnung (bez.
(p + 3). Ordnung) mit zwei § (p + 2)- (bez. § (p + 3)-)fachen Punk-
ten und noch § p (p —4) (bez. § (p — 1)?) Doppelpunkten. Die
Punkte einer solchen Gruppe sind nimlich die Basispunkte eines Bii-
schels von adjungirten Curven (n-—— 3). Ordnung, welches in der Mi-
nimalzahl B = { (p + 2) (bez. £ (p 4+ 3)) von beweghchen Punkten
die Curve fschneidet. Seien ¢ — xp’ =0, ¥ — Ay’ = 0 zwei solche
Biischel, deren Basispunkte jedoch nicht corresidual sein diirfen. Diese
Gleichungen, mit f'= 0 verbunden, ergeben in den neuen Coordinaten
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-
#, 2 die Riemann’sche Normalcurve, deren vielfache Punkte in » = oo
und 4 = oo liegen. Man kann indess, indem man x =2, 1 =2
&y

setzt, die beiden Biischel auch mittelst: ®

T X Wik, =Y 1YY 10y,
wo noch:
Zy %y — L3y =0

ist, zur Transformation von fin eine auf dem Hyperboloid 2, —x,2,=0
gelegene Raumcurve (p + 2). (bez. (p -+ 3).) Ordnung benutzen (die
ebenfalls noch wirkliche Doppelpunkte erhilt). Diese Transformatio-
uen sind eindeutig, d. h. die beiden Biischel ¢ —x¢p =0, p— A9'=10
haben immer nur je einen beweglichen Punkt gemein; denn die Ba-
sispunkte sollen nicht corresidual sein, und man kann immer Curven
schon direct angeben, bei welchen dann jene Eigenschaft wirklich ein-
tritt, wie bei der oben genannten Normalcurve selbst, bei denen die
beiden Geradenbiischel in den vielfachen Punkten dieselbe besitzen.
(Ausgenommen sind die Fille p=1 und p == 2.)

Projicirt man diese Raumcurve von einem ihver Doppelpunkte aus
auf eine Ebene, so ergiebt sich eine Normalcurve p. (bez. (p + 1))
Ordnung mit zwei § (p — 2)- (bez, 4 (p — 1)-)fachen Punkten und
tp(p—4)—1 (bez. L (p — 1)* — 1) Doppelpunkten. (Ausgenom-
men von dieser Transformation ist noch der Fall p = 4.)

Diese Umformung ist identisch mit einer quadratischen Transfor-
mation. der Riemann’schen Normalform, deren drei Fundamental-
punkte in die beiden vielfachen Punkte und einen Doppelpunkt der-
selben gelegt werden. Es ist noch zu bemerken (worauf wir spiter
zuriickkommen werden), dass fiir die Transformation von Curven mit unge-
radem p in jedem der beiden Biischel noch =1 willkiihrliche Punkte zur
Bestimmung der betreffenden Schaar vorhanden sind, denen entsprechend
noch zwei willkiihrlich zu bestimmende Parameter zur Verfiigung stehen.

Wie der Fall » =1 der obigen Tabelle zur Transformation von
f auf eine Curve fiihrt, bei der Geradenbiischel existiren, welche in
Gruppen von moglichst wenigen beweglichen Punkten schneiden, so
dient der Fall » = 2 zur Transformation von f auf eine Curve, bei
der die oo?-Schaar der Geraden der Ebepe in moglichst wenigen Punk-
ten schneidet, also zur Transformation auf die .Normalcm‘ve‘néalrig-
ster Ordnung. Man hat zu diesem Zwecke nur die durch eine der
dort angegebenen (¢ gehenden adjungirten Curven (n — 3). Ordnung
den Geraden der Ebene entsprechen zu lassen. Die Normalcurve wird
also eine Curve der Ordnung p—=-+2, mit § (p—z-+1) (p—m)—p
Doppelpunkten, wo p =3 7, bez. = 3x-+1 und =32 gesetzt ist.
Diesen 3 Fillen entsprechend hat man zur Wahl der Schaar der Trans-
formationscurven keinen, einen oder zwei Parameter zur Verfiigung.
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Die allgemeine Formel zur Bestimmung der Anzahl der Schaaren
(wenn 7 4 r Bestimmungsstiicke gegeben sind), von denen eine hier
zur Transformation angewendet wird, ist noch nicht aufgestellt. Die
niedrigsten Fille, insbesondere fiir p = 6, 7, 8, sind indess schon mit-
telst der obigen Formel ([B] in § 11.) erledigt. Zu beachten ist je-
doch, dass die Gleichungen, auf welche das Problem fithrt, von der-
selben Art sind, wie die im Vorigen betrachteten, dass also die Schwie-
rigkeit der Abzihlung nur eine formelle ist, und d@ss eine Formel
von der Art der [B] offenbar auch hier existiren muss. Da die bis-
her bekannten Formeln fiir wachsende p rasch steigende Zahlenwerthe
ergeben, fiir p = 6, 7, 8 aber hier schon ganze, steigende Zahlen er-
halten werden, so diirfen wir annehmen, dass die hier giiltige Formel
diese Eigenschaft ebenfalls besitzen muss.

Man kann zufiigen, dass man auch hier durch besondere Betrach-
tungen an speciellen Curven einzelne dieser Zahlen leicht erhalten
kann, die nach dem frither Gesagten alsdann auch fiir die allgemeinen
Fille ihre Geltung behalten.

Fiir den vorliegenden Fall gilt dasselbe, was wir im Fritheren tiber
die Verwendbarkeit der betreffenden Schaaren zu eindeutigen Trans-
formationen bemerkt haben; es lassen sich schon immer zu speciellen
Curven wirklich existirende Schaaren angeben, welche die zur Trans-
formation erforderlichen Eigenschaften besitzen, wie z. B. die Geraden
bei der Normalcurve.

In #hnlicher Weise kann man die weiteren Curvenschaaren:
r=3,4, --., welche die Tabelle liefert, zur Transformation von f in
Normalcurven benutzen, welche in einem Raum von bez. 3, 4, - --
Dimensionen gelegen sind. So ist also in einem Raum von 3 Dimen-
sionen die Raumcurve niedrigster Ordnung bei gegebenem p, welche
einer ebenen Curve mit aligemeinen Moduln (s. den folgenden §) ent-
spricht, von der Ordnung p —w + 3, wo p=4 =, bez. =4 = + 1,
47w+ 2, 4 x4+ 3 gesetzt ist. Fir p =4 = kann dabei, abgesehen
von den linearen Transformationen im Raum, die Transformation nur
auf eine endliche Anzahl von Arten stattfinden.

§ 14.

o Die Moduln einer Classe vonfalgebraischen Curven.
Riemann’s Bestimmungsweise.

Riemann hat die algebraischen Curven vom Geschlechte p in
Classen geordnet. In dieselbe Classe gehoren alle diejenigen Curven,
welche sich eindeutig in einander transformiren, also auch aus irgend
einer Curve der Classe durch eindeutige Transformation ableiten las-
sen. Eine Classe eindeutig einander entsprechender Curven hingt von
einer bestimmten Anzahl von stetiz verinderlichen Parametern ab,
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die als Moduln dieser Classe bezeichuet werden {(Riemann, Abel'sche
Functionen, Nr. 12 in Bd. 54 des Journ. Crelle-Borchardt). Wenn
ein genan definirter algebraischer Process®) auf irgend eine der ein-
deutig in einander transformirbaren Curven der Classe angewendet,
auf dieselben Werthe einer endlichen Anzahl von Parametern fihrt,
und wmgekehrt durch diese Werthe auch eine soiche Classe von Cur-
ven eindeutig oder doch endlich vieldeutig bestimmt ist, so sind diese
Parameter als die Moduln dieser Classe zu betrachten. Dieselben haben
somit Invarianten-Eigenschaft bei eindeutiger Transformation. Je nach
der Art der im Voraus zu definivenden algebraischen Operation erhiilt
man verschiedene Systeme von Grossen als Moduln.

Offenbar muss nach dem, was (in § 6.) iiber den Invarjanten-
Charakter der adjungirten Curven (» — 3). Ordpung gesagt worden
ist, dieser Process sich auf das Verhalten der Curve f 2w diesen Cup-
ven beziehen. Wir werden mehrere solcher Operationen (bei welchen
es gleichgiiltig ist, von welcher Curve der Classe man ausgeht) nach
einander anfilhren und zeigen, dass dicselben simmtlich auf die Zahl
Sp — 3 von Moduln filren.

Des Zusammenhangs wegen erwihnen wir zuniichst die bisher in
dieser Frage angestellten Betrachtungen, und beginnen mit dem Ver-
fahren Riemann’s. Dasselbe bezieht sich auf das Verhalten von [
zu einer oo'-Schaar von adjungirten Curven (n — 3). Ordnung, die
man durch p — 2 feste Punkte z,, z,, - -- 2,2 von [ gelegt hat.
Die oc!-Schaar der Gruppen von p weiteren Schnittpunkten hiingt von
p — 2 Parametern ab, denn durch Verinderung der Lage auch nur
eines der p — 2 Punkte z geht die oc!-Schaar in eine andere ihr nicht
corresiduale, das Biischel also in ein nicht Hquivalentes iiber. ln dem
Biischel giebt es 4 p — 2 Curven, welche [ beriihren. Denn die Be-
riihrungspunkte werden durch den Schnitt von f mit der Jacobi’-
schen Curve (Functionaldeterminante) von f; ¢, ¢’ (wenn ¢ — dg' =0
das Biischel ist) bestimmt, einer Curve von der Ordnung 3 # — 9, die
[ in jedem der ¢-fachen Punkte 3¢ (¢ — 1)-punktig, in jedem der
Punkte « 2-punktig trifft. Seilen 4,, 4,, - -+ d4,—; irgend 4p —5
von einander unabhiingige Doppelverhiltnisse der 4 p — 2 Parameter
4 dieser Curven; dieselben werden zwar von linearen Transformatio-
nen unabhingig, aber im Allgemeinen noch Functionen der p — 2
Punkte z sein. Unter der Voraussetzung nun, dass es p — 2 unter
ihnen giebt, welche als von einander unabhiingige Functionen der Co-
ordinaten dieser p — 2 Punkte auftreten, kann man, mittelst Elimi-
nation dieser Coordinaten, (4p —5) — (p — 2) = 3 p — 3 Functio-

¥, An sich sind hierbei auch transcendente Operatioven {von denen Rie-
mann ebenfalls Gebrauch macht) zalissig. Wir sehen jedoch mn unseren alge-
braischen Betrachtungen von denselben ab,
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nen der Doppelverhiltnisse angeben, welche unabhiingig sind von dem
speciellen Biischel, das hier benutzt wird. Nimmt man den Rije-
mann’schen, freilich transcendenten (aber auch leicht direct alge-
braisch durchfiihrbaren (siehe unten)) Nachweis hinzu, dass sich zu
beliebigen Werthen der 4; eine endliche®) Zahl von Classen in einander
transformirbarer Curven finden lisst, so kann man also die 3p — 3
Functionen der 4; als Moduln ansehn.

Wiire die erwiihnte Voraussetzung nicht erfiillt, wiren also die Coor-
dinaten der p — 2 Punkte nur in weniger als p — 2 Combinationen in
den Gleichungen enthalten, so wiirde die Zahl der Moduln 3p — 3
iibersteigen. Wie sich diese Zahl in der That in speciellen Fillen
modificiren kann, zeigt z. B. der Fall der hyperelliptischen Curven,
Irgend ein Biischel von adjungirten Curven (# — 3). Ordnung durch
p — 2 Punkte von [ geht hierbei noch durch p — 2 weitere feste
Punkte von f, und in demselben giebt es nur 2 p 4 2 Beriihrungs-
curven. Da diese simmtlichen Biischel hier weiter fquivalent sind,
so sind die 2 p — 1 Doppelverhiltnisse der Parameter dieser Beriih-
rungscurven unabhiingig von der Wahl der festen Punkte, und sie
sind die 2 p — 1 Moduln der hyperelliptischen Curve.

§ 15.
Modification der Riemann’schen Bestimmungsweise der Moduln.

Riemann hat den algebraischen Beweis der Zahl 3 p — 3 fallen
gelassen wegen der Schwierigkeit, die oben erwihnte Voraussetzung
im allgemeinen Fall direct zu untersuchen. Wir wollen zeigen, dass
diese Untersuchung in der That und zwar auf mehrfache Weise ge-
leistet werden kann.

Wir schreiben der adjungirten Curve (% — 3). Ordnung vor, die
gegebene Curve [ in einem Punkte p-punktig zu treffen**). Diese Auf-
gabe hat, fiir »p > 1, immer eine endliche Anzahl von Losungen.
Denn sie kann nie, auch wenn man eine Losung voraussetzt, unend-
lieh viele Losungen zulassen, da es alsdann oo adjungirte Curven
# — 3). Ordnung geben miisste. Uebrigens kann die Zahl der Lo-
sungen selbst¥) durch die Formel angegeben werden:

*) Ist ndmlich nur die Lage der Verzweigungspunkte der Riemann’schen
Fliche gegeben, so kinuen zwar fiir jede der zugehdrigen algebraischen Functio-
nen diese Punkte als dieselben Blitter verbindend angesehen werden (s. Liiroth,
Math. Ann. Bd. IV, 8. 181 und Clebsch ibid. Bd. V1, S. 216), aber die Art des
Zusammenhangs der einzelnen Blitter (die Lage der ,, Verzweigungsschunitte®)
kann immer noch eine wesentlich verschiedene sein. Vgl. Thomae, Borchardt's
Journal Bd, 75, S. 224

++) Dieser Weg ist vor lingerer Zeit schon von Herrn Weierstrass einge-
schlagen worden,

*+) Vgl Jonquidres, in Borchardt’s Journal Bd. 66, wo indess der vorlie-



Ueber algebraische Functionen. 303

—Dpp+D.

Sei nun C,_; eine der hier gefundenen Curven. Dieselbe trifft f noch
in p — 2 Punkten, welche wir als Basispunkte 2 der oben bezeichne-
ten oo!-Schaar annehmen. Unter den 4 p — 2 Beriihrungscurven die-
ser Schaar fallen jetzt p — 1 in die C,_s zusammen. Wir haben da-
her die p — 2 Basispunkte des Biischels nun so bestimmt, dass von
den 4 p — 5 Doppelverhilltnissen der Parameter ‘4; p — 1 gleiche
Werthe annehmen. Die 3 p — 3 Parameter, die hier noch die Classe
bestimmen, sind die Moduln.

Dass umgekehrt durch die Werthe dieser 3 p — 3 Parameter eine
Classe endlich bestimmt ist, kann man gleichfalls algebraiseh und zwar
durch die folgenden, einer Schlussweise des Herrn Cayley (in den
Proceedings of the London Math. Soc. Vol. I. Oct. 1865) nachgebilde-
ten Betrachtungen zeigen. Die Curve, fiir welche man jene 3p — 3 -
Parameter als bekannt annehmen will, mdge in folgender Weise aus
f hergeleitet werden: Man transformire f durch eine 0o®-Schaar von
adjungirten Curven (# — 3). Ordnung, die man durch p — 3 der zu-
letzt bestimmien p — 2 Punkte gehn lisst. Die transformirte Curve
I wird von der (p -+ 1). Ordnung sein, mit }p(p—3) Doppelpunkten
und der Eigenthiimlichkeit, dass sie einen Punkt P besitzt, in welchem
eine Gerade p-punktig beriihrt, eine Eigenschaft, die p — 3 Beziehungen
zwischen den absoluten Invarianten der Curve darstellt. Die in P
berithrende Gerade trifft die Curve F noch in einem Punkte P’, wel-
cher der Scheitel des Geradenbiischels ist, der dem im Vorhergehenden
gefundenen Biischel von adjungirten Curven (» — 3). Ordnung fiir f
entspricht. Nun hat diese Curve F, welche den Bedingungen geniigt,
von der (p 4 1). Orduung zu sein, }p (p — 3) Doppelpunkte zu be-
sitzen, durch den Punkt P’ hindurchzugehn und die gegebenen 3 p
Geraden des durch P’ gehenden Biischels, und zwar eine derselben in
der (p — 1). Ordnung, zu berithren, noch:

sp+D@+) —tp(@—3)—@Ep—2—-1=3
Constanten. Sei aber F’' = 0 die Gleichung einer belielagen Curve,
welche diesen Bedingungen geniigt, in den homogenen Coordinaten
%,, ,, %, geschrieben, und seien z, =0, z, = 0 die Coordinaten des
Punktes P’. Jede Curve F =0, die aus F’ =0 durch die lineare
"I'ransformation, bei der &, z, + «,2, + @,z an Stelle von z; in F'=0
eingesetzt wird, hervorgeht, erfiillt ebenfalls noch die Bedingungen
und enthiilt 3 willkithrliche Constanten, woraus folgt, dass alle Cur-
ven, welche den Bedingungen geniigen, aus einer endlichen Zahl von

gende Fall adjungirter Beriihrungscurven nicht unmittelbar beriicksichtigt ist, so-
wie Brill, Ueber zwei Beriihrungsprobleme, Math, Annalen IV, S. 530.
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Curven F” durch lineare Transformation miissen abgeleitet werden
konnen. Wenn eine solche Curve F' noch irgend 3 durch lineave
Transformation zerstérbare Bedingungen erfiillt (z. B. durch irgend 3
Punkte hindurchgeht, deren Coordinaten Zahlenwerthe sind), so besitzt
sie nur 3 p — 3 Constanten, welche dann bestimmte (irrationale)
Functionen der 3 p— 3 Parameter 4; sind, was zu beweisen war.
Statt dieser konnte man auch irgend 3 p — 3 von einander unab-
hiingige absolute Invarianten der Curve F' (welche von den 3 in der
Gleichung noch vorhandenen durch lineare Transformation zerstor-
baren Constanten unabhiingig sein miissen) oder endlich die 3p — 3
Counstanten der Curve F' als Moduln definiren; die letztere Bestim-
mungsweise zeichnet sich vor den beiden anderen noch insofern aus,
als sie, wenn die Coefficienten der Gleichung der Curve, also diese
vollstiindig gegeben ist, die Classe eindeutiy bestimmt.

Wir mogen hier anschliessend kurz den Einwand erledigen, den
Herr Cayley in der oben citirten Note gegen die Zahl 3 p — 3 er-
hoben hat. Sei eine der eben angefilhrten analoge Transformation
von  aaf eine Curve F' mittelst einer co®-Schaar von adjungirten Cur-
ven (n — 3). Ordnung, die aber durch p — 3 beliebige Punkte z,, z,,

- x,_3 von [ gehen, ausgefithrt. Dann ergiebt sich durch den oben
benutzten Schluss, dass 4 p — 6 Functionen der 4 p — 5 Parameter 4,
der Beriihrungscurven, welche durch noch einen festen Punkt z,_»
gehen, existiren, die unabhiingig sind von der Wahl des Basispunktes
«,_»; denn die 4 p — 6 absoluten Invarianten von F'sind unabhingig
von der Wahl des dem Punkt z, . entsprechenden Scheitels des Tan-
gentenbiischels. Da nun die Punkte z,, z,, « -+ 2,3, Z—2 fir den
Curvenbiischel auf f, welcher dem Tangentenbiischel entspricht, sym-
metrisch eingehen, so schliesst Cayley, dass jene 4 p — 6 Functionen
unabhiingig seien von der Lage der p — 2 Punkte. Dies wire gerecht-
fertigt, wenn auch die 4 p — 6 Functionen selbst symmetrisch abhiingen
von den p — 2 Punkten, wie die 4 p — 5 Doppelverhiltnisse, aus denen
sic eben durch Elimination cines der Punlite sich ergaben. Dass diess in
der That nicht der Fall ist, ergiebt sich gerade aus dieser Elimination.
Hiernach aber erscheint es auch nicht erforderlich, zur Hebung des
gedachten Widerspruchs auf den Begriff der imperfecten Invarianten
(Cayley, Math. Annalen Bd. 3, 8. 270) einzugehen.

§ 16.
Andere Bestimmungsweise der Moduln.

Ein Mittel anderer Art, um die von Riemann angedeutete
Schwierigkeit zu erledigen, blldet die im Fritheren (§ 11.) durchge-
fithrte Uutexauchunw der aut einer allgemeinen Curve [ liegenden Mi-
nimalgruppeu Gm Sie fiihrt fiir oexa.de p direct auf die Zahl 3 p — 3
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fiir ungerade p bleibt noch ein weilerer Parameter zuriick, dessen Be-
seitigung durch anderweitige Betrachtungen erfolgt.

Wir bedienen uns eines Biischels von adjungirten Curven (n — 3).
Ordnung, dessen Basispunkte eine der Gruppen G der Tabelle § 10,
fiir # == 1, bildet. In diesem Biischel giebt es noch 3 p, bez. 3p 1
(fiir p gerade, bez. ungerade), Beriihrungscurven. Die 3 p — 3 Dop-
pelverhiltnisse der Parameter 1; dieser Curven sind, wenn p gerade ist,
als Moduln aufzufassen. In der That gelangt man nyr zu einer end-
lichen Anzahl von Werthen dieser 3 p — 3 Grissen, wie auch die
Basispunkte G gewdhlt sein modgen; denn es giebt npr eine endliche
Anzahl von Schaaren corresidualer Gruppen Gg; die Curven Zquiva-
lenter Biischel entsprechen einander aber projectivisch, jene 3 p — 3
Doppelverhiltnisse sind daher fiir corresiduale Gruppen G dieselben
und nur fiir die Gruppen aus verschiedenen Schaaren verschieden.
Weiterhin ist aber auch umgekehrt durch 3 p — 3 gegebene Werthe
der Doppelverhiltnisse die Classe endlich vieldeatig bestimmt. Der
algebraische Nachweis dieser Behauptung ist fir p > 6 identisch mit
dem Nachweis, dass die (frither aus der Riemann’schen Normalform
abgeleitete) Curve p. Ordn. mit zwei § (p—2)-fachen und {p(p—4)—1
Doppelpunkten, welche eben durch Benutzyng zweier der Minimal-
schaaren gg) entstanden ist (abgesehen von 8 durch die linearen Trans-
formationen einzufithrenden Constanten), noch 3p — 3 Constanten hesitzt,
welch’ letzteres durch directe Abzihlung bestitigt wird. Eine Curve
der erwihnten Art geniigt somit auf eine endliche Aneahl von Arten
der Bedingung, dass 3 p — 3 Doppelverhiltnisse der Tangenten, die
sich von einem ihrer vielfachen Punkte aus legen lassen, vorgeschriebene
Werthe haben.

Ebenso hitte man auch die 3 p—3 absoluten Invarianten der Rie-
mann’schen Normalform als die Moduln der aus ihr ableitbaren Classe
bezeichnen konnen.

Fiir den Fall der ungeraden p hingen die 3 p — 2 Doppelverhilt-
nisse der Parameter A; der Berithrungscurven des piedrigsten Biischels,
welcher oben erwihnt wurde, von dem einen willkithrlichen Parameter
ab, der die Schaar der Basispunkte ¢fq bestimmt (z =1 in der Tabelle).

Diesen Parameter kann man nun (ihnlich wie oben § 15.) dazu
verwenden, um in den Beriihrungscurven zwei zusammenfallen zu las-
sen. Dies kann auf zwei verschiedene Arten geschehen, entweder so,
dass in dem DBiischel eine Curve vorkommt, die in 2 verschiedenen
Punkten beriihrt, oder so, dass eine solche die gegebene Curve in 3
auf einander folgenden Punkten trifft, also osculirt. Diese Aufgaben
sind also eine Verallgemeinerung der Anfgabe, die Doppeltangenten,
bez. die Wendetangenten einer gegebenen Curve zu finden; auf welch
letztere Aufgabe sie auch fiir p = 3 direct zuriickkommen. Algebraisch

- Mathematische Annalen. VIL 20
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fihrt das Problem wieder auf ein simultanes System von Gleichungen
von der Form des Systems (B. § 9.), wobei indess entweder zweimal
zwei Punkte oder drei Punkte als unendlich benachbart anzunehmen
sind. Fiir den Fall p = 5 fiihren diese Aufgaben auf die Bestim-
mung der Werthe B,,, bez. M,; des Aufsatzes ,iiber zwei Beriih-
rungsprobleme“ (im IV. Bd. der Math. Ann. 8. 548, Formel 6., und
S. 547 unten) zuriick, und ergeben beide 120 fiir die Zahl der Lb-
sungen. — Wenn man fiir p > 5 zwei solcher speciellen Biischel zur
Transformation von f auf die § 13. erwdbnte Normalform, eine
Curve F (p-+1). Ordnung mit zwei P~g~1--fachen und $(p—1)2—1
Doppelpunkten, anwendet, so erhilt diese Curve die Eigenschaft, dass
in dem Strahlenbiischel von jedem der beiden vielfachen Punkte aus sich
je eine Gerade befindet, welche F' doppelt, bez. in einem Wendepunkte
beriihrt. Die Curve hat dann ebenfalls nur 3 p — 3 Parameter, welche
hier als die Moduln der aus F' ahgeleiteten Classe zu betrachten sind.

Man kann noch andere dem Riemann’schen analoge Wege zur
Bestimmung der Moduln einschlagen, jedoch unter Anwendung von
oo?-Schaaren adjungirter Curven. So ist oben bereits gezeigt worden,
wie man die p — 3 Basispunkte einer solchen Schaar auf f derart
wiihlen kann, dass die transformirte Curve (p + 1). Ordnung einen
Punkt besitzt, in welchem eine Gerade p-punktig trifft.

Cremona hat (in einer gemeinschaftlich mit Casorati verfass-
ten Note: osservazioni etc. Rend. Ist. Lombard. 1869) die p — 3 Ba-
sispunkte so zu bestimmen versucht, dass in der transformirten Curve
(p + 1). Ordnung von den § p (p — 3) Doppelpunkten p — 3 solche
zu Riickkehrpunkten werden. Indess sind die Gleichungen, auf welche
dieses Problem fiihrt, zu verwickelt, um die Mdglichkeit und Bestimmt-
heit des Problems im allgemeineren Fall untersuchen zu kénnen®).

Die oben (§ 13.) aufgestellten Normalcurven niedrigster Ordnung
von der (p — m 4+ 2). Ordnung, wo p bez. =3 =, 3z + 1 oder
3w 4 2 ist, eignen sich gleichfalls zur Definition der Moduln. Diese
Curven enthalten nimlich noch:

y(p—7+2) 0—7+3) — { (p~n) (p—a+1) —p; —8=
=3p—3 (bez. 3p—2, 3p—1)
Parameter. Fiir p = 3 = sind diese Grossen direct als Moduln anzu-
sehn. Fiirp = 3 @ 4 1 (bez. 3 w 4 2) hat man dagegen fiir die Wahl
der oo?-Schaar des Transformationscurven noch einen (bez. zwei) Pa-
rameter zur Verfiigung. Diese Parameter wird man wieder so bestim-
men, dass in der oo?-Schaar eine Curve enthalten ist, welche f in 4

*) Selbst der Fall p = 5 kann noch nicht als auf diesem Wege erledigt an-
gesehen werden, da, wie es scheint, in den bez. Betrachtungen der erwahnten
Note ein Versehen mit untergelaufen ist.
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(bez. 5) benachbarten Punkten trifft. Die Normalcurve enthilt dann
noch einen Punkt, in welchem eine Gerade 4- (bez. 5-) punktig be-
rilhrt, eine Bedingung, die noch einen (bez. zwei) Parameter absor-
birt. Fiir p =5 kommt diese Bestimmung genau apf die oben ge-
gebene zuriick. Der allgemeine Fall lisst sich aber auch anf diesem
Wege nicht vollig durchfithren.

§ 17.
Die zu einer Classe gehdrigen Raumcurven.

Wir benutzen die hier bewiesenen Constantenzihlungen noch dazu,
um die Gesammtheit der Raumcurven von gegebener Ordnung R mit
gegebenem Geschlecht p, welche derselben ebenen Curve f(x) =0
eindeutig entsprechen, welche also einer gegebenen Classe von alge-
braischen Curven zugehtren, zu ermitteln.

In § 13. (am Ende) ist eine der Tabelle (r = 3) des § 10. ent-
nommene untere Grenze fiir den Grad R einer Raymecurve, welche einer
ebenen Curve f von gegebenem Geschlecht entspricht, angegeben. Sei
diese Bedingung erfillt, und seien die Transformationsgleichungen
durch irgend eine oo®-Schaar von Curven ¢ in folgender Weise gegeben :

Y% Yy i ¥y =01(2) : 92(2) 1 93 (2) 1y (%) ;5 [(2) =0,
so hat man zu bestimmen, wie viele Constanten (ausser den 3p — 3
Parametern der Classe) durch die Transformation eingefiihrt werden
konnen. Zunichst hingt jene oc®-Schaar der Transformationscurven
ab von irgend einer der Gruppen G, in welchen f von einer der-
selben geschnitten wird. Fir B <p 4 2 sind adjungirte Curven
(n — 8). Ordnung (% sei der Grad von f) zur Transformation zu be-
nutzen. Es giebt aber (nach § 9., Formel (F.)) noch:

t=4R—-3(p+4)
solcher Schaaren; und durch lineare Transformation sind noch 15
weitere Constanten einzufihren. Fir R > p + 2 (wo Curvenschaaren
von hoherer als der (n — 3). Ordnung benutzt werden miissen, fiir
welche denn erst p Punkte durch die iibrigen bestimmt sind) hat man
die R Punkte einer Gruppe ganz willkithrlich zu nehmen, und diese
bestimmen sodann eine oof—?#-Schaar. Fiir die erste dér 4 Transfor-
mationscurven ¢,, ®,, @3, @, kann man dabher hier alle B Punkte
willkiihrlich annehmen, fiir die zweite, dritte und vierte, die ans der
oof—7-Schaar zu nehmen sind, noch je B — p Punkte, welche sie
dann vollstindig bestimmen. Endlich kann man diesen 3 Curven noch
je einen willkithrlichen Factor geben. Im Gapzen hat man alsp

ebenfalls:
R+3R—p)+3=4R—3p-+3

Constanten eingefithrt. Oder man kann sagen: die oc®-Schaar hiingt
20%
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ab von (B — 3) + 3 (B — p — 3) Parametern, zu denen sodann noch
die 15 Parameter der linearen Transformation hinzutreten.

Zu, derselben Classe von algebraischen Curven wit allgemeinen Weyr-
then der Moduln gehiren demnach oo*2—3#+3 Roumcurven vom Ge-
schlecht p und der Ordnung B (4 (p 4+ 4); und dberhaupt giebt es
oot® Raumewrven R Ordnung vom Geschlecht p (X4 B — 4).

§ 18.
Special-Punktgruppen in der Ebene.

In vielen Anwendungen, insbesondere bei den eindeutigen Abbil-
dungen von Flichen auf Ebenen, stosst man auf Systeme einer end-
lichen Anzahl von Punkten der Ebene von einer solchen speciellen
Lage, dass sie von Curven einer gegebenen Ordnung, welche diese
Punkte zu einfachen oder vielfachen festen Punkten besitzen sollen,
eine hohere Schaar zulassen, als die directe Abzihlung ergeben wiirde.
Der Restsatz, sowie die §§ 3., 4. liefern die Mittel, die Construction
solcher Curvenschaaren aus den Eigenschaften einer einzelnen Curve
der Schaar abzuleiten.

Ist ndmlich irgend eine Curve der Schaar, oder ein irreducibeler
Theil f (n. Ordoung) einer zerfallenden Curve derselben gegeben, so
geht die Aufgabe zuerst in die bisher behandelte tiber, auf f selbst
diejenigen Gruppen, bez. Specialgruppen G4 anzugeben, in welchen [
von den tbrigen Curven der Schaar geschnitten wird; erst dann sind
die etwa noch vorhandenen die Schaar beschrinkenden Bedingungen,
welche von dem Schnitt mit f unabhiingig sind, zuzufiigen.

Seien die Punktgruppen Ggq, in welchen [ von den iibrigen Cur-
ven der Schaar geschnitten wird, zu einer oo?-Schaar gehorig. Wel-
cher Art dieselben auch sein mogen, ob sie durch den Schunitt von
Curven hoherer oder, wenn es Specialgruppen auf f sind, von adjun-
girten Curven (# — 3). Ordnung definirt sind: die sie ausschneidenden
Curven lassen sich vermdge des Restsatzes immer durch Hquivalente
Curven s* Ordnung ersetzen, wenn s (> #) die Ordnung der Curven
der gesuchten Schaar bedeutet. Wie wir indess schon frither bemerkd
haben, sind diese Curven C,, deren feste Basispunkte auf f in dieser
Weise bestimmt sind, noch nicht vollig gegeben; vielmehr kann man
statt ihrer auch:

C+ 4o - [=0
setzen (wo A,_, =0 die Gleichung einer beliebigen Curve (s — #).
Ordnung ist), ohne den Schnitt der C; mit f zu #ndern. Es ist daher
moglich, den Curven C; noch:

6=3—nt ) —n+2
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sussere lineare Bedingungen vorzuschreiben, welche den Schnitt mit f,
soweit derselbe von beliebig und fest anzunehmenden Schuittpunkten
der C, mit f abhiingt, nicht beeinflussen — den ¢ Constanten von 4 ent-
sprechend. Erst durch Einfihrung von mehr als ¢ linearen Be-
dingungen wird die Mannigfaltigkeit ¢ der Schaar in Bezug auf f= 0
selbst reducirt.

Die Bedingungen, welche man den Curven C; vorschreiben kann,
mbgen nun von der Art sein, dass dieselben einen ¢-fachen Punkt von
f zum k-fachen (k> i) Punkt besitzen sollen. Das System von Cur-
ven C,, welches [ in einem solchen Punkte i%-punktig treffen soll,
geniigt aber dann schon der Bedingung, welche der Restsatz stellt,
wenn die Curven C, den i#fachen Punkt von f ebenfalls znm ¢-fachen
Punkt besitzen, und ausserdem jeden Zweig von f noch in £ — ¢ un-
endlich nahen Punkten treffen®). Soll an Stelle eines derartigen Ver-
haltens ein eigentlicher %-facher Punkt treten, so sind noch:

o=4bE+ D —HiG+ D +iG—0f =4 E—)E—i+D
sussere Bedingungen von den Curven C, zu erfiillen.

Sei Xo, auf alle vielfachen Pnnkte ausgedehnt, die Gesammizahl
der #usseren Bedingungen. Ist X9 < 6, so haben dieselben weder
einen Einfluss auf die iibrigen festen Basispunkte der C, noch apf
die Gruppen der beweglichen Punkte, in welchen f von diesen Curven
geschnitten wird. Ist aber Zg > 6, so bilden diejenigen Curven C,
welche allen jenen Bedingungen geniigen, mit Hiilfe von f= 0 nur
noch eine oct—Ze+0.Schaar, welche linear aus der oc?-Schaar aus-
scheidet. '

Die Gleichung der Gesammtschaar von Curven C;, welche den
oben vorgeschriebenen Bedingungen geniigen, hat die Form:

Cs'f“As——n'f""'"_"Ov
wo A,_» noch die allgemeinste Curve (s — #). Ordnung ist, welche
die ¢-fachen Punkte von 7, die fiir C, k-fache Punkte sein sollen, zu
(k — 4)-fachen Punkten besitzt. Fiir o > 6 wird 4;—, zu Null; die
Gesammtschaar selbst ist aber immer eine oct—=¢+-Schaar.

Nimmt man zur Curve f beispielsweise die hyperelliptische Curve
6. Ordnung fiir p = 3, deren Gleichung die Form besitzt: Xe,cpe=0
— wo die « Constante sind, 7 und % die Werthe 1, 2, 3 annehmen,
und ¢, =0, ¢, =0, ¢, = 0 die Gleichungen von 3 durch 7 gemein-
same Punkte a,, @,, - - - a, gehenden Curven 3. Ordnung sind — so.
kann man, fir speciellere Fille mit Hiilfe der Punktepaare, in welchen
f von den Curven der Schaar ¢, + ¢, + pe; =0 getroffen wird,

*) Vgl. die Schlussbemerkungen zum Restsatz, § 1.
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auf dieser Curve f Gruppen von Basispunkten fiir besondere Schaaren
von Curven 7. Ordnung C; angeben. Es bedeute z. B. {[4,%]a,’ ay---a}
eine Curve 7. Ordnung, welche @, zum Doppelpunkt mit denselben
Tangenten wie f, a, zum 3-fachen, a, - -+ @, zu einfachen Punkten
besitze. Dann bilden die Curven C:

{[“12] g - a7} 3 {[0'12] [a,71ay - “7} 3 {[“12] (@] (a1 @y - - “7}§
{{a*) (0,1 [05] [@,% s -~ @y},

bezijglich eine
oo ooy ool®;  oco!?-Schaar.

Dagegen bilden die Curven C;

{“13“2“”7}5 {%3“23“3"“7}5 {a13a?3a33a4~a7}; {a13“23“33“43%"az})
beziiglich eine
ooy ooy 00'%;  oo®-Schaar.
Mit Hiilfe von f= 0 aber bilden jene Curven eine
oo¥; '3 ocol®;  o0®-Schaar;
die letztern Curven dagegen eine
ooy o073 oo;  oo8-Schaar.

Specieller aber giebt es eine co®-Schaar von C; {a, - - a,} und durch
24 weitere feste Punkte (mit Hiilfe von f= O eine oo?-Schaar, die
f gerade so trifft, wie die Schaar der ¢;). Ebenso eine ocot-Schaar
{a, - - a,}, durch 26 weitere feste Punkte (mit Hiilfe von f= 0 eine
oo!-Schaar). Dies bleibt ungeiindert, wenn ein Theil der weiteren
festen Punkte so in die Punkte @; hineinriickt, dass man Curven
{{a], [a,%], - -} erhilt. Und auch hier #ndert sich wieder der
Schnitt der C; mit /" nicht, wenn sodann einer, zwei oder drei der
Punkte [«,*], [a,*], - - zu dreifachen Punkten a3, a,3 - - werden;
wohl aber, sobald dies noch bei einem vierten Punkte eintritt.

Im September 1873.



