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Untersuchungen tber die Theilwerthe der Jacobi’schen Theta-
functionen und die im Gauss’schen Nachlasse mitgetheilten
Beziehungen derselben.

Von W. Gérixg in RuporsTapr.

Nachstehende Untersuchungen iiber die Jacobi’sche Theta-
function sind hervorgegangen durch die Anregung, welche ich aus den
Arbeiten im mathematischen Seminar zu Breslau unter Leitung des
Herrn Prof. Dr. Schréter geschopft habe. Diese ganze Untersnchung
hat ein ein doppeltes Ziel im Auge.

In seinem handschriftlichen Nachlasse hat Gauss gewisse unend-
liche Reihen und Producte untersucht, mit Hiilfe deren er zu einer
Rethe sebr eleganter und eigenthiimlicher Beziehungen zwischen Grossen
-gelangt, die er die neuen Transcendenten napnte (vgl. Gauss’ Werke,
herausgegeben von der Gesellschaft der Wiss. zu Géttingen Bd. 111,
S. 436—479).

Es stellt sich nun heraus, dass diese Grossen nichts anderes sind
als die Jacobi’schen Functionen 9,(0, g), &(0,¢) und 9,(0, ¢), resp.
diese Functionen in der Weise verindert, dass man statt ¢ ¢° resp. ¢°
setzt. Dabei ist nicht mbglich, dass Gauss diese Jacobi'schen
Functionen schon gekannt hat, denn seine Abhandlungen tragen die
Zeitangaben 1827 August 6 und August 29, wihrend die Fund. nov.
bekanntlich 1829 erschienen sind. Es lassen sich jedoch diese For-
meln, welche Gauss meist zusammenhanglos und ohne Beweis ange-
geben hat, aus der Theorie der Thetafunction ableiten. Durch die gii-
tige Erlaubniss des Herrn Prof. Dr. Schroter ist es mir vergénnt,
eine einheitliche und an manchen Stellen erweiterte Darstellung dieser
Beziehungen, welche den Hauptgegenstand der Arbeiten des mathe-
matischen Seminars ausmachten, zugleich mit meinen eigenen Resul-
taten, die in dieser Richtung eine Erweiterung der Gauss’schen For-
meln fiir die Sieben anstreben, zu verdffentlichen,

In diese ganze Entwicklung gehen aber fortwihrend die Theil-
werthe der 9-Functionen ein, und diese bilden den anderen Theil der
Untersuchungen. Es haben bekanntlich die Jacobi’schen Functionen
eine reelle Periode (w) und eine imagindre (¢ log ¢), wenn man bei
letzterer von dem dabei auftretenden Exponentialfactor absieht. Dann
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treten fiir die reelle Periode die Grossen 4 (‘;—”, q), fiir die imaginire
Periode die Grossen o, (E;—s , q) oder 9, (4@, ¢“) als Theilwerthe auf,
" wenn @ == ¢ log ¢ und man fir g die Reihe der ganzen Zahlen
1,20 55 !

iibrigen Theilwerthe &, (9-* o T ¢) und & (o %7 — % ¢) lassen sich mit Hiilfe

, wobel « eine ungerade Zahl sein soll. Alle

der bekannten Periodenformeln auf diese “—~—~ Grundwerthe reduciren.

Die Untersuchung geht nun dahin, den Zusammenhang dieser Grossen
wit jenen Gauss achen Fundamentalwerthen & (0,4%), ,(0,9%), 9, (0,4%),
a0, ¢), 9,(0,¢), & (0, ¢) aufzudecken, wo bei Gauss einmal =3,
sodann «==5 ist. Nachdem ich auch von diesen Grossen die Beziehungen
bei der Siebentheilung (also fiir « == 7) aufgesucht und die vollkommene
Analogie mit den Resultaten der Drei- und Finf-Theilung entdeckt
hatte, liess sich wohl ein allgemeines, dem zu Grunde liegendes Ge-
setz vermuthen. In der That werden wir dann darch eine fiir alle un-
geraden Zahlen giiltige Untersuchung finden, dass sich die Producte
aus allen Theilwerthen immer auf eine elegante und einfache Weise
durch die Gauss’schen Fundamentalwerthe darstellen lassen.

In Bezug auf alle diese Beziehungen werden wir hier vor unms
ein Gebiet erdffnet finden, das in der hiheren Analysis ein ebenso
abgeschlossenes Ganze ausmacht, wie in den Klementen der Mathe-
natik die Trigonometrie. Ebenso wie in dieser fir die sin- und cos-
Reihen etc. werden wir hier fiir die Jacobi’schen Transcendenten
gewisse charakteristische Abhdngigkeiten bestehend finden, nur dass
von beiden Gebieten das unsere eine viel grossere Reichhaltigkeit be-

sitzt, da wir es hier mit Functionen von doppelter Periode zu thun
haben.

§ 1.
Zusammenstellung des gesammten zu Grunde liegenden Materials.

Es sind von Jacobi folgende 4 Functionen eingefiihrt worden:

3 (2,q)==1—2q9c0s2242¢* cosdz — 2¢* cosb62 2910 cos Bz~

Az

2 (—1)* g** cos2hz
he=—w

it

— 2 (—1)bgbh g2tz

R — e

ho=oo

(1—g%) (1—2g2=1 cos 24 g4+
=1
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9, (2,9)=2¢% sinz — 2¢¥sin 3 2 + 24% sinbz—2¢¥sin Tz 4.

h==-}w
= 2 (— 1 ger+y sin (2h4-1)2
h=—c
he=r} o
LS oo e

A=
=2¢tsinz n (1—g*%) (1—2¢%% cos 224 ¢*%)
h=1

89
9, (7,9)=2¢t cos £ +-2¢t cos 32+ 2% cos 5z + 2¢¥ cos T4 ---
h=—-®
gt@I+D cos h4-1)

b=~
b=

— q%(zh-;-xy @iz
A=—

h=co
=2qgtcosz H (1— 2% (1 4+24¢2% cos 2z g*4)
r=1
B3(0,9)=1-42g cos2x-}2¢* cosdx42¢° cos 62-4-2¢'% cos8x -+

h==4®

= 2 g** cos 2hx
h=—x
he=+»

— 2 gih ghiz
hi=—o

h=c0 -
=[] @—¢" a+2¢2 cos2a+ )

et g

Es bedeutet hierin ¢ — 3 =1 und Zf’f(h), dass in (k) fir b

BT e 0

die Werthe aller ganzen positiven und negativen Zahlen zu setzen und
die so erhaltenen Glieder simmtlich zu addiren sind.
Es ergeben sich hieraus die Specialformeln:

#0,9)= Z/ﬁi—71 =1-—2q4 2¢* — 2¢* + 218 .

A==

2 (—1p g

k:

H (1 — g24) (1—g2r—1)2

1=

g w

& o

*%I*.,
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'8'1 (0: q)=0
X
2,0, = ) E2— agh 420t +24% £ 2% 4.
b= 4o
J— 2 gt a1
h=—cw
h=w
—2g [ (=9 a4
=1
h=co 4
=24 1—g
(2) 4 =1 1—‘4“_2
9,0,0)= V2 E =14 220 + 200 + 20 + -
b=
=M g
h=—
h=w
T acen e
hA=1
= — " 14 g
=H +q2" 1— g+t
a9y (,
mmm—['“ = (0,0 9,(0,0) 9, 0,9) -
’ilé
Die Reihen in (1), in denen g =¢ , haben bekanntlich eine

doppelte Periode, nimlich = und ¢ log g. Setzen wir der Kiirze wegen
ilog = @, s0 haben wir die bekannten Beziehungen, in denen m eine
beliebige ganze Zahl ist:

& (xtmm,q) = ? (2, 9)
9y (@+mn,q) = (—1)9 (2, 9
d(x+mn,q) = (— 19, q)
¥y(z+m=n,q) = 93 (2 9)

@) ] gvm @mizd (5 —mw, g) = (— 19 (z, q)
gnm e?m'“fﬁl (x—m®, q) = (— 19, (z, ¢)
g Gy (2 — mT, g) = 8,(@, 9)
g EmiE By (£ —m T, g) = 32 ) -

Ferner ist bekannt, dass diese 4 Functionen simmtlich in einander
ibergehen, wenn man ihre Argumente um die Vielfachen der halben
Periode vermehrt oder vermindert; denn es ist:
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¢ (a4 ,q) = 3,@9)
9, (z +2m2+17z,q) =(—1)» 9, (2,9)
7u(z 4+ 22 a,q) =(—1)+1 9 (z,q)
9y (e+ 2% 7, g) = 9 (%,9)

(gi’iil)z .
2/ entizg (x__e.inzi'_lm',q) =i(—1" 8 (z,q)

(2m+l)
q (2m+1)sx8 (x ,m+lm, ) =1 (-“l)m ¥ {I)Q)
2m~1
) =) iz g (g — —_'ﬁj:lﬁy q) = 95 (2,9
(‘217&-{-1)2
q 2 e(?m-l-l)iz ,3,3 (x-—-Qm‘jlﬁ,q) — 82 (x, q)
(2—'"—;+—1)2 2 mp1)i 2m—1 2n+1
¢ LBz g (x+_.2__ n—-—T—'E',q)"——— 2y (2,9)
(Zﬂ;l:!) atni 2m41 2n+4-1
e-m-f— lxa, (x_'__ r— 2 ’a"q)=(—- l)m 13-3(33’9)

("m+1) 2 9
q (2"‘—'—1)”:'3' ($+ m-4-1 _-"+15,q)=i(~l)m+n+18 (x,q)

2

lm+l

q ) Dy (o Ty Pl i (— 1) 9, (zg)

2

Diese Formeln zeigen auch, wie schliesslich alle 4 Functionen sich
auf eine einzige, z. B. 9, («,¢), welche die einfachste ist, zuriick-
fithren lassen.

Ferner ist zu beachten, dass:

(—a49)= &zq)
s [81(—x,q)=—'31(x»9)
®) l H(—zq) = 949
(— 29 = B 9.

Aus den Reihen (1) ergeben sieh ferner folgende bekannte, spiter
sehr hiufig angewendete Beziehungen:
(6 (28,22 ¢ ) =% (@9 + %49

/ 120, (20,0) =9 (5, )~ ¥ (% 0)-

Wir legen nun ferner folgende wichtige Formel zu Grunde:
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otz 4 sry, @) Fy(sx — tpy, ¢7)
p=rs+pf—1

M = 2 qurerit=tsd g, {(rst 4 ptt) & — rptuw,gees+20}
u=0 -9, {(rsz—}—pt?)y-—-rsy’rb‘,q""*‘””}
(vgl. Schroter, Ueber die Entwicklung der Potenzen der elliptischen
Transcendenten & und die Theilung dieser Functionen; Breslau 1855, S. 6).
Bedingung ist hierin, dass 7, s, ¢, p keinen gemeinsamen Factor
haben, sonst kionnen sie beliebige ganze Zahlen sein.
Als specielle Fille fliessen aus dieser Formel:
MH—ct-3—1
(8) &5 (0% 94 ¢7) = gerreniz gy (¢ 4y — ap®, g*+é)
=0 - 8y {ﬁx-—ay——aﬁpﬁf,ga(ﬁa-l-ﬂ)}
und aus dieser, wenn 4 eine ungerade Zahl bedeutet:

u=2

#3(2,9) 8, (y,4°) =2 ghe e Oy (B4 y— u @, ¢t
= By (Ao —y — piw, FO+Y)
u=2
8(2,0) B@,0) =) (— 1 gie @vi=d, (s +y — pw, ¢+
(9) = 3 (A —y—pdw, g 4+)
v y:l
9,(@,0) 9,049 =, gureni= 9, (oL y—pw, ¢+
i=o 85 (ko —y— pd,gHé+)
u=2
9,@,0) 9, (4, = ) (— L grreni= 9, (z4y — uw, F+1)
L =0 F 9y (Az—y — pd v, g ¢+Y).
ferner:
Btz +5Y,9) 95 (s — 1y, 9)
p=g42—1
10 = > gueenitstn o, {(@+ ) o —tuw, ¢+
“=0

oy {3+ By — suw, g7 +0}
endlich noch die beiden Formeln:

pu=p—1
P32, ¢7) = 2 QrEErE 9y (px — ppd T, §77)
u“u=0
(11) p=p—1
&3 (2, Q) = GrRERE By (px — Pu®, 97F) ,
u=0

worin p und 4 ganz beliebige ganze Zahlen sind (vgl. die schon an-
gefiithrte Schrift S. 4 und 6, sowie: Schriter, de aequationibus mo-
dularibus, Konigsberg 1854, S. 6—8).
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Es fliessen auns diesen Formeln eine Menge bekannter Beziehungen
fiir den speciellen Fall, dass ¢ =1, =1, die, da sie im Folgenden
fortwihrend benutzt werden, hier zusammengestellt sind.

Von diesen Formeln sind einige sehon von Jacobi angegeben
worden (Crelle Bd. 3, S. 305, Bd. 26, S. 103), die iibrigen finden
sich in der zuletzt citirten Abhandlung (de aequ. mod. S. 9—11),
oder sind doch unmittelbare Folgerungen daraus. Zunichst folgt aus
(9) fiir 2 =1 das bekannte System von 24 Formeln fiir die Producte
je zweier #-Functionen, von denen wir folgende acht als die einfach-
sten und wichtigsten anfiihren:

9, (@49, 0) 95 (2—v, @) =95(22,9) 9, 2y, ¢4+ 9. 22,0% 8,2y, ¢")
U (x—l_ Y, Q) 8(‘” —Y, Q)='&3 (2'7") q’l) '&3 (2?/: ql) - 8‘2 (Qx; qz)'&.’ (2.% 22)
8, (@+1,9)8: (23— 4,0 = 8,226 9,29, 8+ 8:122,¢) 9,2 4,49
8,09, (¢ -9,9)="9,22,¢)9.29,9% —9,22,¢°)9;129,¢°)
9 (xFv,0)9,(z—y, @)= ?(2z,¢") #24,9)+322,¢)9, 29,9
8 (z+4,9) ¥ —y,9)= (22,49 (29, ) — 122,49 (29,4°)
B (2 49,0) 9z —y, ) =5,22,6%) 22y, ¢4+ 2,999,y ¢)
& @4y, 00 (z—y, =9 (22,09 ¥2y,¢%— 9122,¢)9,(29,4°)-
Hieraus gehen folgende wichtige specielle Formeln hervor:

g (;Z, Q) '&3 (.’l?, Q) = 4 (07 qz) ¥ (2 z, Q?)

'&1 (x: )] '92 (x; Q) = ¥ (O; QZ) '31 (2 z, qg)
2 '33 (x: q?) ’9'2 (x, 42) = '3'2 (0; .(1) '3‘2 ('57 Q)
29 (x, ¢%) 9 (z, ¢ =B, ©,9) 8 (z, q),
ferner fiir z =y =0
29,20, ¢)=2a(0,9)+ 9 0,9
28,2 (0,¢)=20,9) — 9 (0,9

9 0, )= 90,9 9049

(13)

(14) 9,2 0, gy = 9,2 (0, ¢) + 9,2 (0, @)
9 (0,q%) =2 (0, 9 — 82 (0, 9)
8,7 (0, q}) =248,09- 9049,
ferner:
2 ":—: Q) = 8, ('li’ Q) = &0, ¢ 9.0 ¢)
- a2 %: Q) = &y? (‘7’45') Q) = 900,49 9,0, ¢
(13)

2 q% U 't:—’ 4)=2q%8x?(%: Q)# A (O,Q‘}) 8(O,qi)

2gt o2 (2, 0) =24 92(%, ) =2.00,¢) 8,0, &).
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Die in (15) untersuchten Reihen sind folgende: |
9(Z, Q) = (2, =1+ + P+ + ¥+ ¥ + ¥ ...
i&,(%,q)=«9 (%,q)=1_qé_q%+q%+q‘é’_q*z”_q‘a’ + ..
d (o) =0(F =1-2¢"+2¢° —2¢° +2¢" F ...
5(Z,)=0(F.)=V2@ - — ¥+ ¥ +d%—-.. ),

(16)

Bemerkenswerth ist in den ersten beiden Reihen das Fortschreiten
der Exponenten nach den Triangularzahlen. Auch setzen wir die
Producte von 4 9-Functionen voraus, welche resultiren, wenn man in
(12) je 2 Gleichungen multiplicirt und dann umformt. Ist:

2 =z+y+2+ o0
2y =z—y+2z—0
2 =z +y—2—o
20 =zx—y—2+4+ 0o
und bezeichnen wir zur Abkiirzung das Product

& @ q) @9 859 9 (09

'8‘3 (.’I?, Y, 2, w) ’

mit
so ist:
"9'3 (.77, Y2, w) + 8(‘777 Y,%, m) = '33 (x/7 y” Z'y a)') + U (xl) yly zl; wl)
(17) Dy (x,9,2,0) — ¥(2,9,2,0) =, («, 3/, Z,0) + 9, &, y,7,)
\ & (2,9,2,0) + 9, (2,y,2,0) = 9 (x/a v, Z,0) — & 9,7, G)')
& (7,9, 2,0) — &, (2,Y,2,0) = & (Y, 7, 0) — & @, ¥, 2, &).

Vermehrt man in diesen Formeln je 2 Argumente um -2’5— , oder

@ = ] . . ,
um —, oder auch um 5+ 5, 80 ergeben sich eine grosse Menge

von Beziehungen, unter denen folgende 3 bemerkenswerth sind:

8(x,2) 93 (y,0) — 9,(2,2) By, 0)="9,(x,y) ¥, (¢,0)+ 9, (&,y) % (7,a)
(18) ] 8,(2,2) 9, (4, 0) — 9,(2,2) F5(3,0)="9,(2,¥) ¥(5,0)+ #(Y) & (zl':‘"?
43(33,2’) '32 (.7/, ﬁ)) - '3'2 (x)z> ‘3(?/)w)='a'x (x’r?/,) "?3 (z,: w’)+83(x;yl) 81 (Z ’m)
Von besonderer Wichtigkeit und Einfachheit ist jedoch eine For-
mel, die man erhilt, wenn man in (17) setzt statt z, y, 2, @ resp.
e +5, s+ 5 +—_§1, z 4 %, . Dann ist:

(19) 28 (z,9) 9,(2,9) 9:(2,9) 3;(2,9) =(0,9) #(0,9) ¥, (0,9) #,(2%,9)-
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Da wir sie spiter brauchen werden, so fithren wir noch folgende
Formeln an, die aus (17) und (18) durch Gleichsetzung zweier Argu-
mente hervorgehen, und die in gewisser Weise den Beziehungen in
(12) entsprechen:

90,9)% @+y,9) o@—y9="25(2,9 95,9 — 92,9 &y, 9)
= 9*(z,9) 9*y,9)— 9%, 93,9
20) {72 00822+ 5,0) 9, (2—y, ) =8.(5, )85, 9 — 8°2,9) °,9)
==, 2(‘”)@’8’ 2(?/3 — z, } ywq,
832(0,9) 83 +Y,9) 95 (x—y,0) =3 (z, 9 95°(y, O + 97, 9) «91 4,9
=8,(z,9) 9.y, 9+ 9*(z,9) 9,

ferner:
o* (07 Q) ’31 (x—{-y, Q> ”31 (x—y:Q)=’3'3?(x7 Q) 22 } '&)0\337 Q) '&3?@; Q)
=%z, 9 y,9)— W(w,q)@.’( ,49)
9,°0,9) 9, (x 1+ 9,9) 9, (v—1,9) = 9*(2,9)9,* (4,9) — ¥5°(x,¢) *(y,4)
=3%z,9) %}y, ) — «% @,9)9,*y,9)

B8 0.200,0)9, (041,09, o —y,0) = 9°(5,0)9,2,0) — 0 %5.) #t0,0)
=38z, q) 9,*(y,9) — 9y’ x,9) 9,24, 9)
83?(()1Q) Pz+y,9 @—yq+ 90,9 9 2+y 9 - %, 49)
= 8%(z,9) 5*W, 9+ 9%z, 9) 9°(4,9),
endlich:

2 9(r,q) #,0)95(2,909;4,9
= 90,9)950,9) { e+v,9)9,(x—v,9)+35(z+v,9) dHz—v,9)}

22) 29, (%,9)9,(y,9) «‘f 3(#,4) 75 4,9)
= 9,00,0) 950, {?y(z+1,0) ¥4 —y,q)+ 33w+ y,q) Halo—y,)}

2 9(z,q) oy, )«w,qa ,q)
= 9(0,¢)3:(0,0) {92w+4,0) ¥(@—y,0) + ¥ @+y,0) Nle—v,9) -

Aus allen diesen Formeln leuchtet noch ein, dass:
(23) 80, 9) + 9, (0, ¢) = &, (0, ¢,

welche Gleichung auch schon aus (2) sich bietet, da sie nichts anderes
aussagt, als dass * + %,>==1, was a priori klar ist.

Ausser den aufgestellten Beziehungen sind noch von Wichtigkeit
die Jacobi’schen Uebergangsformeln zwischen der reellen und jmagi-
niren Periode. Ist p = log ¢, also da

so 1st:
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& (¢, er) = ]/—”e” &2("”: )
Dy (x, 7)) =i l/—— e"’ o, (2 eT)
24) -

o, (zyer) = ]/—Tfe—; ";x, et )

/—_7:'— X7
ﬁg(x,el’)= 778’) ’8’; T ep ),

Dieses ist das gesammte den nachfolgenden Untersuchungen zu
Grunde gelegte Material.

Gauss hat nun die Reihen, von denen er ausgeht und die sich
bei der Vergleichung als identisch mit den Reihen in (2) erweisen,
mit P, @, R, p, ¢q, r bezeichnet, dergestalt dass:

{ﬂs 0,¢)=P, 380, ¢)=0¢, 9 0,¢)=R
'33(0;4)=P; '9(0>Q)=Q) '3'2(07Q)=r7

wo bei Gauss das eine Mal « = 3, das andere Mal ¢ =5 ist. Wir
werden diese Bezeichnung in der ganzen Untersuchung beibehalten,
da sie in der That eine sehr anschauliche Darstellung der Beziehungen
ermbglicht. Eine Verwechslung der Function ¢ = # (0,9) und des
Moduls ¢ der Reihen ist dabei nicht gut méglich.

(25)

§ 2.
Die Dreitheilung.

Gemiss § 1. (25) ist in dieser Untersuchung bezeichnet:
83 (0, =P, 3(0,¢)=¢, 5 0F =R
0,9 =p, 90,9 =¢q, H0,9 =r.

Die hier zu untersuchenden Reihen, wie sie aus § 1. (1) und (2)
hervorgehen, sind dann folgende:

p=904g)=14+2g+2¢ +2¢ 29"
g=9(0,g)=1—2¢+24 —2¢ +2¢"
r==9,04)= 2¢d4+2¢ +2¢¥42¢%
M N P=5,0,)=1+20+2¢"+2¢7 + 2%
Q=9 (0,8®)=1—-2¢"+2¢2—2¢"+2¢%
R=19,0,¢9= 2¢+24¥+2¢%+ 247

+H
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F8H@ = ¢ +¢ +d¥+d¥ +¢¥ ¥ Y+

B @)= @ —qt —g¥ 4% fg¥ — ¥ g

Qé&z(5:43)= Q‘E"*‘Q‘}%%’qﬁ—%—q%—{-q‘@-}.qz&a_{_..

19, (@, )= ghr—gl g BT
'&3( :Q)—'l" — gt +2¢°— g% — ¢¥ +-.‘2q3‘5-—g~19 Fo-.
2 (5, 0)=14q —¢" —20— g% +9® +2¢%+¢% F---
% (5 0)= o 20+ 4% +g¥ —2¥ + 4P

a0 (5,0 =r3{dt — ¥ — ¥ +q¥+ ¥~}

Es soll also nun nachgewiesen werden, dass sich die eigenthiim-

lichen Reihen (2) durch die Reihen (1) darstellen lassen, und es sol-
len ferner die Beziehungen untersucht werden, die zwischen den Rei-
hen (1) selbst bestehen. Diese letzteren Beziehungen sind es, die von
Gauss ohne Beweis angegeben worden sind.

Es lassen sich 2 wichtige Systeme von Formeln aufstellen. Setzen

wir ndmlich in § 1. (9) 4 =2, so ist:

@)

&y (2,9) 309,04 = T3z 4y, ¢°) &2z —y,¢%)
+ q = de+y—7,¢5) HLr—y—27,9°)

(@
+ q4e41:c,3- ( +y——2 ai’)qs) '3'2(9,;5 Yy— 4’55‘ Qb)

oy x4+, ¢ B3 2z—1y,4%
+ g ¢ 9, (H—y-— ') By 2a—y —2,4)
+ g'eti= a4y —2,¢%) 9,22 —y—47,¢)
@9 94,9 = — Bty ¥ (20—y,9°)

+ g &9, zt+y— B, 9 22—y—2®,¢%

: — gt By +y— 2,6 & Qu—y—4,4)
3 w9 & (¢) = 8, @+, ¢) & 2z—y,q")
— g #E(a+y—T,0%) ¥ Rz—y—27,4)
+ 't 94y —~2,9°) & Bu—y—4D,¢") -

& (z,q) 90,4 =

Ein weit eleganteres System yon Beziehungen ergiebt sich aber,

wenn in § 1. (9) 4 = 3 gesetzt wird, und je 2 der dortigen Gleichungen
addirt, resp. subtrahirt werden. Rechts erhilt man scheinbar die Mo-
duln ¢* und ¢'%, allein diese gehen mit Hiilfe der Formeln § 1. (6) in
die Moduln ¢ und ¢3 éiber. Wir erhalten dann:

Math tigche A 1 VI 21
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o 27,9) P22y, +9,22,9) 9,2y,¢% =¥ (219,99 Br—y,¢*)

+ & @+ 9,99, Bz —y,¢%)

o 27,9 229,95 —9,2Qx,q) 9,29,0% =9 @+9,4)9;8x—y,¢°)

— B (2+9,99,82—y,¢°)
9 22,9 92y,¢)+ 9229 9,29,¢°)=9 (z+y,9¥ Br—y,q°)
+ 5@ +9,9)9;82—y,4
G (2x7Q) '9(2%413 — (Qx:Q) '9'3(2?/)43)”“"&1(%""% \31(333*9,43)
— & z+9,9) ¥ B2—y,¢%
o 2z,9) 92v,9%+, 22,9 9, 2y,¢°) =5z +v,99,82—y,¢°)
+ 9@ +y,49)9682—y,¢%)
9 (2x,9) ¥2y,¢0—9,2%,9) 9, 2y,6%) = @-+y,9 % Bz—y,¢")
— @ +9,9) 9Bz —y, %)
9,22,9)9, (29, 6% +9,22,9) 9,2y, ¢°) = (z+9,0) 8, Bz —y,¢°)
+«f>2 (@+y,9) 2(3x %9%
9,22,9) 9 (29,5 —0,22,9) 9,29,6°) =9 (&-+y,9% Bz—y,¢)
— &z +y,99,82—1y,¢%
(Qx,q)«‘h 2y, +9522,9) 9329, =2 @+4,99 Bz—y,4)
+8,z+9,9) 9 B82—y,9%
&y (27'74)’31(2?/743)'—83(256;4) &3(2%413)—’8'1 (z+y,9 8 Bz—y, %)
o (249,99 Br—y,¢°)
8,224,019, Qy, %) + 85 22,9) 83 2y, ¢°) = (z+4,0) 9, B2 —y,4%)
+ 8312 4-4,9) 9 B2 —y, ¢°)
9,22,0)9,2y,¢%)— 9,229 952y, 6% =, (z+¥,9) 1<3x —%,9°)
— & x+% 3x'_?/7q3)

(vgl. Schroter, de aequ. mod. S. 13 und 14).

Aus (4) resultiren zuniichst fir £ = 0 und y = @, ferner fiir

x::—-—g« und y =0 nach Anwendung der Formeln § 1. (3) und fiir

=0 und y =0 folgende 3 Beziehungen:

®

q® (@, ¢) — 79, (@, ) + p93 (¥, ¢°) =0
Q’ﬁ'('?;i) ) — B, (‘3;—, Q) — Py (';; 4) =0
gQ+rR—pP=20.

Die letate Gleichung involvirt bekanntlich die schon von Legendre
angegebene Modulargleichung fiir die Tranformation dritter Ordnung,
namlich:

(vgl

Vad +Vxd =1
Schréter a. a. 0. 8. 14).
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Wir gehen pun aus von der zweiten Formel in (3) und setzen
hierein fir y: y + £ — —_?—, so ist mit Hilfe von § 1. (3) und (4):

—ie g 9,(2,9) 9(y,¢") = — & (x+y - ©,¢%) ¥Q@z—y+T,¢")
—q &= 9 (z+y—23,¢%) 9 2r—y—7,¢%
— et B (z+y —39,¢% 82 —y—3D,¢%.
Hierein setzen wir £ = @, y =0, dann ist nach § 1. (4):

9@, ¢5 =it 9 2@, ¢,
also:

(62) oy 0nd0,¢H=—2¢8(@,¢)9 27,9,
also mit Hiilfe von § 1. (13):
6% 90,9 90,49 (0,¢)=—2¢8* ( ,9°) 9. (@,4% .

Setzt man in (6°) statt ¢ ¢* und wendet § 1. (4) und (13) an, so
folgt:
(6°) 9, ©, Q%) 2, (0, 9%) =—2q9 (@, ¢® (@, ?),

Multipliciren wir (6°) mit &, (0, g), (6¢) mit & (0, ¢), subtrahiren
und beachten (5), so ist:

(64) —2¢85(0,q) 9,*(@,q% 9;(®,¢%
= 9,20,9) #(0,¢% 8(0,¢°) — $9°(0,9) 9,(0,4%) 8,10,¢}) = 4 .

Es lisst sich nun 4 auf doppelte Art darstellen. Setzt man ein-
mal direct die Werthe aus § 1. (14) fiir 9 (0, ¢°) etc. ein, so ist:

A=ryYpgPQ—¢yYrpRP.
Andrerseits aber ist:
#(0,¢% 0,4% = 9,10,¢% 9,10, ¢%) — 8, (0,¢%) 9, (0, q aus (D)

= 3 {90, ¢} 9,0, ¢1) + 9,(0,4%) & (0,4H } nach § 1. (6)
und

8,(0,q%) 8,(0,4h) = ,(0,4%) ,:0,¢1) — 8(0,4%) (0,43 aus ().
Setzt man dieses in 4 ein, so wie dje Werthe fiir $,2(0, ¢) und 9% (0,¢)
aus § 1. (14), so ist:

A=1 {82004 4+ 9°0,gh} {8,004 90,88 — 20,3 2,0, } .
Da nun aus § 1. (14):
£{9:,0,¢5 20,48 — 2(0,6h 2,0,4h))
=3V2(0* P* — "R — ¢*Q%) = Vrq RO,
da nach (5):
21%
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PP =@ + "R+ 274QR,

so folgt schliesslich:
A=p*VrqRQ.

Also haben wir jetzt aus (64) die ILdentitit
) ?YpqPQ—~ ¢ YrpRP=p'YrqgR@,
so wie aus (6%), (6¢) und (64) die 3 Beziehungen:

— 2¢9,2(®,¢°) 9 (@,¢°) =pVrqRQ
8) —2¢92(®,¢%) 9,(9,¢°) = r Vpg PQ

—2¢ 97 (®,¢%) & (W,0") =qVrpEP.
3 shnliche Formeln bestenen auch fiir die reelle Periode, denn nach

§ 1. (11) ist:

p—1

By (2, q) = 2 e T By (px — pud, gP7) .

0
. _ % @ :
Setzt man hierein statt x z 4 - — —, so ist:

p—1

N o oui 1
8, (e, =igte D) (— 1y gretrenic oy (plat 5)— ut)pa, 7).

0
Wird hierin statt ¢ g% und p =3, # = % gesetat, so folgt:
) 2 (2, 0t)=iV34 9, (@,
Dann folgt aus (6°) mit Anwendung von § 1. (13):
390,45 9,0,020,¢)=292(3, ) 5.(%, ¢%),
ferner aus (62):
19,00,4) 8,0,¢) 80,9 =2972(F, ¢h) #(3, ¢F)

und durch eine dhnliche Betrachtung, wie fiir die imaginire Periode:

3.9,0,0) V 8,0,0) 90,0) 9,00,a) 9(0,0) = 29,2 (%, 48) 9,(%, &),

-so dass, wenu wir schliesslich fiir ¢ ¢% setzen und die linken Seiten
geméss § 1. (14) reduciren, sich ergiebt:

2902(%,9) %(%,9) =3 PyrgRQ
10) 29:2(3,9) (3, 0) =3 RV/paPQ
282(5,9) 9 (5,9) =3 QVprPR.
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Multipliciren wir nun simmtliche § Gleichungen in (8) und wen-

den die Formel § 1. (19) an, so ergiebt sich:
20,9 9°(0,9) 970, 9) = —4¢*9°(@,¢%

Damit ist &, (@, ¢°) berechnet. Trigt man seinen Werth dann in (8)
ein, so sind auch 94(@, ¢*) etc. dargestellt. Ebenso verfihrt man mit den
Gleichungen (10) und erhilt nun folgende Darstellung der Fundamen-
talwerthe der Dreitheilung, nimlich der oben in (2) angegebenen Reihen
durch die in (1) aufgestellten:

igh o, (@, ¢) = (L)

do @ ¢) =2 @)

¢ 0,(, ) = )/ 22 (2 anyt

¢t 9,(®, ¢°) = VRQ L q’)
o (%0 =7/3 LB’
o (%,0) — /T2 (2eB)
82( ) l//pq (PQR%

193( :Q) /rq — &

Der Grundgedanke zur Herleltung d1eser Resultaﬁe ist von Herrn
Prof. Dr. Schroter angegeben worden.

§ 3.
Die Gauss’schen Formeln,

(11)

Wir gehen nun zom 2. Theile, nimlich zur Herleitung der Gauss’
schen Beziehungen, oder solcher, die ihnen analog sind (vgl. Gauss’
Werke Bd. III, S. 470, 471, 476 und 479).

Wir hatten schon in § 2. (7) eine solche Beziehung zwischen
p, ¢, r und P, @, R allein gefunden. Dieselbe Beziehung, so wie
noch eine zweite shnliche ergiebt sich auch, wenn man die Werthe aus
§ 2. (11) in § 2. (5) substituirt. Beide Beziehungen lassen sich aof
eine etwas andere Form bringen und lauten:

I/E Y =0
]/9“ B _o.

@)
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Aus den 3 Formeln § 1. (18) folgt nun, wenn man 2 =z = w,
y=ow=0 setzt, also 2 =y =&, / =& =0 ist:

92(@, ¢°) 95200, ¢°) = 9 (@, ¢%) ,%(0, ¢*) — 8, (@, &) 9* (0, ¢*)
9,2(@, ¢*) 8° (0, ¢®) = 9,.2(®, ¢*) 9,°(0, ¢*) — B,%(D, ¢°) 9,°(0, ¢%)
9.2(@, ¢%) 9,20, ¢®) = 9 (@, ¢%) 8%(0, ¢*) — ¥,3(@, ¢°) 9.0, ¢%).

Trigt man in diese Formeln die Werthe aus § 2. (11) ein, so
resultirt:

—Q3 _R3

. _ PR
@) Q=% %
Rr=9¢ _F,

q P

Wenn man dieselben Gleichungen § 1. (18) nimmt, jetzt aber

Z =2z = : setzt, so resultiren nach den Eintragungen aus § 2. (11):

31’p="-3——£

kR Q

—r_2

3) 3Qe=% — %
: __ P '

3RV—P———Q—,

also durch die Combination von (2) und (3)

= ¢ _ 3¢ 3R

3pP—R—Q— q T

3 3 3P 3R3

(4) 3gQ=fR_%___37_iT

(vergl. Gauss, a. a. 0. S. 471).

Wir konnten nun durch Eintragen in die 4fachen Produkte ebenso
leicht alle iibrigen Beziehungen ableiten, ziehen es aber vor, der Ab-
wechslung wegen einen andern Weg einzuschlagen.

Vorher aber will ich noch eine Bemerkung machen, welche zeigt,
in wie naher Bezichuug diese Gauss’schen Formeln zu der Modular-
gleichung in & 2. (5) stehen, ja wie die Produkte derselben merk-
wiirdiger Weise einzig und allein aus dieser abgeleitet werden konnen.

In § 2. (5) war:

. pP=pQ+rE.
Hieraus folgt:
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P’P2=pqPQ -+ prPR

*Q*=pePQ— qr QR

r?R*=prPR —qr QR
und hieraus: )

(22 P g @+ 7 B=2(pt P Q-1 BY)
2(p4P4“74R4+q4Q4)=(p2P2+Q2Q2+3R?’1'2)(szg-i‘—q?Q?—T?R?)
2(1)41)4__g-iQ4+,AR-i)_._(p‘lP"_},‘aq?Q?_’(_}z? "’)(p‘lP?_q' Q?+7'2-R")
2(¢' Q'—p' P47 B)=(3p* P*+ ¢ @+ B)( ¢ @—p* P4 1 BY).

Nun folgt aber aus § 1. (23):
(' —4") (P1—@H = r' Rt
P+ ¢ Pt =p' Pt — RS O
rQ + PRt = p' P4 — p Rt — gAQ
qéR% + réQ-l =p4_P4 — q4Q4 + 7~4R~$ ,

pP=qQ+rR
2pqPRQ=p*P’ — B>+ ¢ @?
2grQR=p>P? — 2R — ¢*@*
2pr PR = p*P? 4 r*R* — ¢* Q2.
Trigt man dieses auf beiden Seiten ein, so sieht man, dass sich er-
giebt:

ferner aus

e+ LE _pp_gpe=3rp

und ebenso in den iibrigen Fillen, also:
(@_'_Pf) (ﬂf - l'f)_____g,.zR:’
®) L Y G W Y
Q3 R P\ _ o
i ':)(R' - 3-31”1’2-
Wir hitten schliesslich dieses selbe Resultat noch auf eine dritte

Weise aus § 2. (4) herleiten konnen, iibergehen es aber der Kiirze

halber.
Zerlegt man nun die Formeln (2) und (3) in der Weise, dass z. B.

VE+1VD)0F -1 =

und beachtet die Beziehungen (1), so ergeben sich folgende neue irra-
tionale Abhingigkeiten¥):

%) Vergl. Schering: Mittheilungen dber den III. Bd. von Gauss’ Werken.
Math, Ann, Bd. 1. S. 139.
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/&* B_ /¢ _g
P r
/3 ¢ ~
» T I/ q o

Ve 4y R

(6) ; iy
3 7 /_pS
T -
"’+// ~VE=o.

Es lassen sich nun die Resultate (1) und (6) immer za je zweien com-
biniren und es ergeben sich daraus 3 rationale Beziehungen zwischen
je vier dieser Grossen. So ist z. B.

Qz pe _3 pz qz 3Q° p?

Hieraus aber folgt.
ﬂ@_lﬁmliﬁ
99  @+¢  2¢°
und dhnlich noch 2 andere Bezichungen. Wie man sieht, folgt aus

diesen:
99PP +ppRQ +ppgg —3PPQE =0
(N ppRE+ rrPP—rrpp +3RRPP=10
99BR —rrQQ +rrgqg +3RRQQ =0
(vergl. Gauss, a. a. 0. 8. 471).
Andrerseits folgt ebenso aus (6) und (1):

Qq 2 Pp sPP—p?
T P Qq 29
also:
3P2—pt _ 2Q* pP
T R T
(P —=3P)(pP+ P)=—4pgPQ

nebst den beiden entsprechenden Formeln; so dass wir hieraus erhalten:
(2 =3P =2pP(Rr — Qg
) 3@'—¢* =2¢Q(Pp+ Rr)
l r#*—3R'=2Rr(Pp+ Qq).
Noch eine Gauss’sche Bezichung ergiebt sich aus der Combina-
tion der Formeln in (6) und (1) unter einander. Es ist:
Qe__@+a __ 3¢ +¢
Pp 2Pz — 3P4 p??
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also:
Qe _ 3¢ +a+igq
al Pp 2@ P 4Py
50:
‘PS ‘ 1
(a) 3 +H2pP=2GE0 4 4qq,
ferner: -
Vﬂ=f~@=3W%z
" Pp P p? 2pt
SO:
Qe __ 3¢ +q'—19¢
. .Pp QP"“ 2pgpz ?
also:
v) i —2pP="8kL 4q,

also durch Addition der Gleichungen (a) und (b)
3P +pt  3Q'+¢
Pp Qe

Auf gleiche Weise stellt man die Identitit her:
3P 4t 3R A

“Pp T Rr

so dass schliesslich:

9 M4 3R g 43Q° _ p43 P
) : rR T pP

(vgl. Gauss, a. a. 0. 8. 471).
Setzt man fernerin § 1. (20) z =y = ~_’5 und trigt die betreffen-

den Werthe aus § 2. (11) ein, so ergeben sich nachstehende 3 For-
meln:

ppQ@—qqPP =2y Py

PP —4q0
PP RR B
(10) QT?:%T——BMERP
179Q + qgBRR __ , —p7
TrRyeg  —2Vreke

(vgl. Gauss, a. a. 0. 8. 479).
Aus der Formel § 1. (17)

'314(1', g) + '8.34(177 ) - &4(xy g) - 824(‘7"7 q) =0
resultiren fiir x = _3_5 und r == 1; noch folgende 2 Beziehungen:
2 p2 R O?
pe + szz - ﬁfz 1

PR gpt B¢ g
BT R m@T Y

Gauss hat diese beiden Beziehungen fiir die Dreitheilung nicht
angegeben. Doch finden sich die analogen Formeln bei der Fiinfthet

an
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lang (vgl. § 4. (21), so wie wir auch schon in (12) 2 Abhingigkeiten
ganz gleicher Natur antreffen werden.

Wohl aber hat Gauss noch 2 eigenthiimliche Formeln ohne Be-
weis angegeben, indem er die Grossen:

P, = 94(0, q%) ,  @y=29(0, q%) »  By=19.(0, Q*)
einfiihrt, welche den Grossen P, @, B coordinirt sind. Diese Formeln
finden sich Band TII, S. 476 und sind: .

3PP—P,P,\? pgr\
(SRESBBY — p— 4 (%)

3Q0Q— 2 4
(L@} — g4 ()

Indem ich mich bemiihte, auch diese Formeln, die etwas tiefer liegen,
aus der Theorie der &- Functionen abzuleiten, bin ich auf eine Menge
eigenthiimlicher Beziehungen gestossen, die Gauss nicht angegeben
hat, aus denen dann aber schhesshch nicht nur die belden obigen
Gauss schen Beziehungen, sondern noch 4 andere ebensolche swh
ergeben. Es sind diese Formeln bemerkenswerth, da links 2. B. nichts
weiter als P, und P, resp. @ und @, etc., rechts aber allein die iber-
haupt fir dxe ganze Theone der elhptlschen Transcendenten fundamen-
talen Grossen p, ¢ und r stehen.

Setzt man in die Formeln § 2. (4) einmal x=-§i, y=0, so-
dann aber £ =0, y = g und im zweiten Fall fiir ¢ ¢}, so ergeben
sich nach den ndthigen Vereinfachungen folgende Beziehungen:

&g
ar+ 1/1% o V&G

B | ’/POQO . ROQ,, _3
vgl. hiermit (11), sowie § 4. (21); ferner:
Pyri=0E0'{ vEC + VG
pyri= (L) 3V EC + VR
¢ m=(f".—?—’)*{ VEF— VEP )
0, V7 = (2 { B P,— 3V EP }
RVqu=(’—’{f—’) { VPQ — VPQ)
Ry =(2) 35y PG — VERG)

=1

(12)

(13)
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Aus diesen Formeln folgt nun einerseits:
3PP —PyPy _ (’ﬂ)§ RQ.—3RQ
2LE — Tl ) Sxe—tt

2 rq

(14) 3Q0—QQ _ g»_q_rf R,Py~ 3RP
2 2 pr

SER—RB, __ (ggr)g Py —3PQ
2 2 g

als auch andrerseits:
sp— 7, —2)/R0(g)
30— —9}/R°P°(%)
—~GBR— R)_Ql/PoQo (qu)
— (P— Po)-_2}/RQ pg’
0— 0 __2]/1»13 pg'l
— (B— Ro)_-2]/PQ par)

(1) i

3

und hieraus:

{(31’ P)BQ— Q) (BE— B)=—4FQF,
(P—P) (@-0Q) (B—R)= 4PQE.

Andrerseits aber folgen aus (13) mit Hiilfe von (12), da:
VP/EBQ+ VR =VEAVEQ+VEQ :

die 3 Beziehungen: ;
VPP vra =) (VOE +VEG)
a7 V@« Vpr——(pq’) {yPR,—VEP,)
YRR, Vg = (M) {VOP, —VPq,) .

Combiniren wir diese Resultate mit (13), so haben wir folgende Be-
zichungen:

VBTGPV =CE) T+ G B VR
VBT P—VE)=CL) T~V @) IV E —VE}
VB i 0/ Pt V3P = (L) {304V G} (VER+VEy)
VB PP = (L) (/30— V@) SRV B

(16)
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VO VT V) =) P V) Vs —V R}
VO T -V =L B~V PI W E V)
VT G+ V30—(L) VTPV B} Y E, —V/3E)
VOB G V3O = (L) Y B, —VB) IV +V/3R)

(18)

VRV E V)= (L) WP+ VBT~V
VRV E—VF) = (L) (Y B~V PV E +1F)
VE Bt VIR =LY (5P B} VT — 1V G
Vi B VR = () 3P~ VB V301V @)

und hieraus:

—2YV PQR =(V PHVP)¥ @ =V WV R -VE)
—2)VPQR =W P—VP)Y Q@ +VWV E +VE)
2V P @Ry = V3P+VP)(V3Q—V@)(VR,—V3R)
2V P @Ry = W3P—YP)(V3Q+V Q) V3E+VE)
(vgl. hiermit die Resultate der Finftheilung § 4. (17) und § 5. (3)

und (5)).
Setzen wir nun in die Formeln § 1. (17)

(19)

Axw 2
?, 2 =

]

X = y Y=w=—,

v
w| 8

also:

a

& .,
'—‘—,;, Z =W ==

w’ﬁ

‘:h

==+ ’? ’
Dann ist:
832(%7 Q) 832(%_7 Q)_"&g(%y Q) "?‘)(?7 Q)
="‘5x?(‘-’;’) Q) 31?(%; g)-}-%f(%, g) ‘922(%7 Q),
so dass nach § 2. (11):
20)  r'¢'PP,—r'p’QQ,—p*¢*RR, =3PQRP,Q R,

und hieraus:



Ueber die Theilwerthe der Jacobi'schen Thetafunctionen. 333

77, Q0+ ¢ RE) = — 3RQR, @+ r°¢*
@1) @% (" PP,—p*RR) = 3PRP,R,+ rp’
7, @PP— 5 Q0) = 3PQPQ+p¢.
Ferner folgen aus § 1. (18) die Formeln:
2:(5,0)9 (5,9) -2 §.9)9.2(5,0) =27(5.0)22(5.0) ~22(3.9) 950
8(5.0)95(3,0) 02 ,0) 92(5.6) = 9C.0)9* (5.0) =5* (3,0)0: (o)
¥ (5,0)92(5,0) =92 (5:9)9* (3,9) = 9.2(3,0)9.2G,9) —2:(5,0) 97, 9)
und hieraus mit Hiilfe von § 2. (11)
#p- (R, — RQ) =3QR + R,Q,
(22) @25: (PR,— RP)=3RP+R,P,
wm (0P — PQ) —3PQ+ P,Q,.

Bildet man nun aber aus den Kormein (13) den Complex

r(@* PPy — p’QQ,),

indem mau die zugehdrigen Formeln multiplicirl, sowie denselbeu
Ausdruck aus (17), indem man quadrirt, und zieht von dem doppelten
letzteren den ersten ab, so folgt nach Beachtung der Bezichung § 2. (5)

PP, — pPP, — (2£) 3R + R — 4RR,).

Wendet man fir 3 R? 4+ R,* — 4 R R, die Bezichungen (15) an, und
combinirt zugleich damit (21), so folgt:

S VPOP.O.
¢ PP —p @@ = 4("Y) TY =T 3PQR 041

23) {r2PP,—p?RR, = 4 P;—")“VRI; fo —=€% (3PRP, Byt rip?)

4
Q@+ RE, = 4(2L) VERQ _Flofnp_3RQR,0,}.

Erhebt man nun die 1.-Formel in (22) ins Quadrat, so ist:

QR2Q2+RO"Q(,2+GRQRoQo=p'p—;%e{RQO QR,}?,
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also, wenn man hierzu aus (23) addirt:
—12RQR,Q, +41r2¢*=16p (pqr)* Vﬁgﬁq@o
so folgt:
(BRQ— R Q)+ 4r¢
— s (B Q— QR+ 1657112 VEGRG,

= s (RGu+ QR — s ROR, Ot 169 (ngr) LRSS

Beachtet man nun, dass nach (17):
2 \¥ —_—
RQo'i"QRo:’qPPo(ITz;) — 2/ RQR,Q,,

und entwickelt hiervon das Quadrat, so fillt in der Gleichung das
letzte Glied gegen das doppelte Product, das vorletzte Glied gegen das
letzte Glied des Quadrates fort, und wir haben:

2
3
(3 RQ—R, Q)2+ 472¢* =p'r’ g’ (M,) —~4pr(PL) .
Hieraus folgt jetzt:
3RQ—RyQo)? 22 | i
{& 02 oQo} =—T2Q’+p’(L‘§7'>
und hieraus in Folge der Formeln (14)
3PP—P,Py\* 4
PEETRR) = - 1 ()

Ebenso behandelt man nun die beiden anderen Gleichungen in (22)
und (23) und man erhilt aus jeder wieder 2 Formelsn, so dass wir
nun im Ganzen folgende sechs Formeln haben, von denen die ersten
beiden von Gauss (vgl. Bd. 1II, S. 476) angegeben sind:

pt — 4 (5

(24)




1)

Ueber die Theilwerthe der Jacobi’schen ‘I'hetafunctionen. 335

§ 4.

Die Fiinftheilung.
Gemiss § 1. (25) ist hier bezeichnet

P= 83(0’ ((5), Q= (0, qb): k= Fa(0, qa)’

Die Reihen, mit denen wir es dann zu thun haben, sind folgende:

P=9,(0,¢") =1+42¢" +2¢°+2¢% 2¢*° +2¢" ..
Q=,ﬁ (O, qb) =__1__2q5 +29?0~2945 +2q‘30 ___2q'.'25i...
R=%8,(0, ¢®) = 29t 4240424424 . ..

4+ ¥ +

q.} &,(@, ¢°) = qé -+

¥ + P

#9,2,¢)= ¢ + ¢+ ¢ + ¥+ I+
A8 @) = b — q¥— g 4 ¥ B gt
#9270 = ¢t — # — ¥ 4 ¥+ VP
qéa?._,(’(b’,q"’) = (1295—}- q%g—{— rj"ﬁ'cao-}-- 92‘1569.{_ q%g_*....
F9.2T¢) = a4 B+ g B

i 9,(@, ¢®) = g — g M W S
igt9,(29,¢%) = o — ¢H— ¢4

Beachten wir den eigenthiimlichen Bau dieser Reihen. In &, (@, ¢°),
(@, ¢°), 9,(F, ¢°) und & (@, ¢*) stehen die Quadrate simmtlicher
Zahlen (resp. simmtlicher ungerader Zahlen in den letzten beiden
Reiben), die iiber oder unter einem Vielfachen von 5 liegen. In den
4 andern Reilien aber stehen die Quadrate der iibrigen Zahlen. Die
Reihen fiir die reelle Periode haben folgendes Aussehen:

0 (Z, Q) =142¢"+ 20" -+ 2c0s T {g+ ¢+ + -}
—2cos Z(¢+ ¢+ v+

8(Z, )= 14247+ 24"+ + 2008 ¢+ 0+ a" + -}
~2cs g+ g+ ¢*+)

Die tibrigen, welche analog gebildet sind, iibergeben wir der Kiirze
halber.

Nun setzen wir in die Grundformel § 1. (10) ¢=1, s==2, so
folgen durch passende Verinderung der Argumente um die halben
Perioden folgende 6 Beziehungen:
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&5(x+2y, q) (2z—y, q) =
4
=2 gerer ety 9 (du--u®, ¢°) H(dy—2uT, ¢%)
0
& (x+2y,9) ¥ Cz—y, 9
4
=D (—lpguasict & (Br—pT, ¢) & (5y—2T, ¢)
0
o, @42y, 9) HQRz—Y9)

4
=D grenietin 9,(6z—uT, ) ,6y—2u7, %)
0

4
8 (z4+2y,9) 922—y 9

=2 (—Lpgereeicty § dr—u®,¢°) 9,0y —2u®, ¢°)
0
By (2429, 9) 95(27—y, 9
=24 gureriatn 9, (bz—u®, ¢°) 9 (5y—2uT,¢°)
0
9 (2+2y,9) 22—y, 9)

4
= D (—1prigmesiet 3 (5z—pT, ¢7) 8 (Gy—20T, ).
0

Setzt man hierein z = y = 0, =o folgt nach einigen Umformungen:

49 9,(®, ¢®) 9,29, ¢") =pp — PP
(3) 4q ¥ ('E’, g% o (2 @, [15) = QQ — qq
49 8,(@, ¢°) #,(2®, ¢®) =rr — RR;
ferner:
2¢{9,(, ") & 2, ¢) — 9 (®, ¢®) (29, ¢*)} =pg—PQ
@) 1249 @, ¢) 8,27,¢°) — 9,(®, ¢) ¥ 29, ¢°)} =rq+RQ
2q {'92(75: ® i’3(2'5; ¢®) + 9(@, ) 9,(2®, qs)} =P"—PR .

Es braucht wobl nicht noch besonders darauf aufmerksam gemacht
zu werden, dass ¢ auf der linken Seite der Modul ist, wihrend ¢ auf
der rechten Seite das Gauss’sche Zeichen fir & (0, ¢) bedeutet.
Achnliche Formeln wie in (3) ergeben sich aber auch sehr leicht fir

die reelle Periode. Setzt man in (2) z = 1; , y =0, so ist:
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; S
(%, )9, (5, 0) = P2+ ) qoe 5 0w, 0) 9,20, )

pm=1
L 2@ ”:74 i
9! &(Z,q)® ?,q)= @ -l-Z ge > & (uw,0°) & 2u®,¢P)
. u=1
Buin

u=s )
—0%,9)%(5 ) = R4 D) quee 5 Dy(um,q) 9,20%,¢0) -

=1

o, (0@, ¢°) - 9, (2u®, ¢°) lasst sich aber in allen Gliedern auf
¢9,(@, ¢°) 9,(2®, ¢°) zuriickfithren, und dieser Ausdruck ist dann in
unserem Falle behaftet mit dem Factor:

8ix 2im  2im
5

21 4im  6im  Bim e5 .
€5 +ed +ed fed dimit —F5——— =—1, daei"=

e® —1

Dann ist offenbar:
9,(Z, 0) 9,CF, @)= P* — 4 9,(, ¢) 9,27, ¢
9 (Z,0) 0 a) =@ +a0 @) 827, )
—9,(Z,0) 9.(Z, 0) = B* — ¢ 0,(®, ) %27, ).
Hieraus folgt mit Beriicksichtigung von (3):
44‘%(%, q) 9y 2?", q) =5PP-— pp
(3% 40 (5,0) 9 (O, 9) =500 —aq

482(§, _q) '&2(2—575, g)=rr —5RE.

Wenn wir aber in die 3. Formel von (2) statt # und y z —{--g
und y 4 125 setzen und dann x = ’—; y = 0 nehmen, so folgt, da nach
§L©

B (@ —u®, @) = & (1®, ¢°)
3 S 2uin )
3.(Z,0) 9,CF, @) =D (—Lrge * 8,0, ) 3,207, ¢).
u=1
Vermoge § 1. (3) lassen sich nun die vier Glieder rechter Hand alle auf
4%, (@, ¢°) 9,(2 @, ¢°) reduciren. Davon ist aber das 1. und 4. Glied

negativ, das 2. und 3. positiv, also haben wir:
Mathematische Annalen. VII. 22
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2in 47 6irn 8iz 2in 217, in —~i
(e 4 (e5

e b —-!-6”5_«—!-6’5———6‘5 — +e 5 ) +e—o—)
2 — 5 14-V53 —
=-2<cosig+cos%)=—2( le;—{— 'E;IG)=~*1/5.
Es ist also: )
®  —a(Z, ) 2(E ) =a9V39(3, ¢) #2w, ¢).

Es ist also jetzt nur noch iibrig &, (@, ¢°) %, (2@, ¢°) herzuleiten.
Setzen wir in § 1. 20) 2 =2% y =% und fir ¢ ¢* und mul-

tipliciren mit 16 ¢*, so ergeben sich mit Hiilfe von (3), sowie fiir
Y

T= ”;t , Y =3§— mit Hiilfe von (5) folgende Beziehungen:

W — Py — (= P = ARG — R
(B — P — (0 — B —4Q— @)
e Ry 1@ @ =P P
D (BP? — p2) — (B — ¢?) = 472(BR — 7?)
(P — 7 — GE ~ 7 —4¢6E — 1)
BI — 7 4 (B — ¢ =45 B P —p);

ferner:
2 b 3 2 2 2
16 ¢* 9 (@, ¢°) 9,°(2®, ¢°) = —g B, 3;", Q) '3'1‘(‘;; Q)
) = (F*—R){E*—-5RY

= F—EE—5¢)
=—(p*— P (p»—5P?).
Ferner aber folgt aus (7)
P —2p P4 Pt — L 22R2 — RY =4 Q22 — 4 @,
also nach § 1. (23):
© (¢t — ) (¢—5>
Pl = 2(PPpp—0Qqg—BRrr) — 164 9,(w,) #,2@Qw, ).
Wenden wir hierauf die 3 letzten Formeln aus § 1. (14) an, so ist:
(¢ — @) (@ —5€) =4 {8,0,4) 9,0, 4") — 9,(0, %) 9,0, ")}
also:
(10) 2¢9,(@,¢°) 9,2, ¢°) =9,(0,4%) 8,(0,4") - 8;(0,¢) ,(0,4") =7V
Jetzt werde in die Hauptformel § 1. (8) a =1, f =15 gesetzt,

so ist dann:

a=>
By(x, ) 5y, ¢%) =2 geeredy @4y —uw, ¢ H3r—y—5uw,g%).

u=g
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Setzt man hierein statt ¢ ¢*> und z = g-, 9 =0 uand redueirt auf
gehorige Weise vermoge der Formeln § 1. (3), so ist:
19,0, ¢*) 9,00, ¢") =28,(@, ¢°) ,06®, ¢*) + 2¢' 8,3, ¢") 9,(15®, ¢*)
+ 2¢"* 9;,(5@, ¢') 8,25, ¢%) .

Setzt man aber z =0, y = =, so folgt:

2 9,0, %) 8,00, ¢"%) = 2¢* 8,(5, ¢") 3,5, ¢*)+2¢' 9;,3®,¢"*) 9,(15®,¢*)
+ 24" 85(, ¢'%) 33(25D, ¢%).
Subtrahirt man beide Formeln, so ist: '
¢V =2{8,67,¢") — 9,6, ¢*} {9,(0,4") — %(®, ")} -
Mit Hiilfe von § 1. (6) folgt schliesslich:
330, ¢*) 950, ¢") — 9,(0, ¢) 9,0, ") =2 ¢ 8,(®, ¢*) 9,3, ¢"),
also nach dem Vergleiche mit (10)
(1) q9,(@, ¢*) 9,39, ¢") = 9,(@, ¢) 8,2, ¢).

Diese elegante Formel ist fiir die ganze nachfolgende Entwicklung
wichtig; der Grundgedanke fiir ihre Herleitung riihrt von Herrn Prof.
Schroter her. Es findet sich diese Beziehung auch schon bei Jacobi,
der auf einem ganz anderen Wege, niimlich durch Productbeziehungen
za ihr gelangt ist. (Vgl. J. Jacobi: Ueber unendliche Reihen, deren
Exponenten 2 quadratische Formen haben: Crelle’s Journal, Bd. 37,
S. 92, Formel 21.) Ich werde spiter in einer allgemeinen Unter-
suchung zeigen, dass sich eine allgemeine Formel fiir alle ungraden
Zahlen angeben lisst,"von der (11) uur ein specieller Fall ist (vgl
§ 9. (12) und (13)).

Da nun nach § 2. (11}

b
;q% (T, @) = P_ql’) »
S0 ist: 3
i1c 3 5 5] —-—-—17 E
a2) 1 9,(®, ¢) 9,27, ¢) — — (LPLE).

Dann ergiebt sich also aus (12) und (8)
(rr—RR) (rr—5RR)
(13) = (gg—Q¥ (4¢—509
— — (pp— PP) (pp--B3PP) = (16pgr PQR)?
und aus (12) und (9):
(14 2pp PP—2qqQQ—2rr RR = (16 pgr PQR)}

22%
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(vgl. Gauss, a. a. O. 8. 475. Zugleich ist zu bemerken, dass sich
an der betreffenden Stelle ein Zeichenfehler findet).
Diese letztere Beziehung:

2pp PP—2¢qqQQ— 2rr RR = (16pgr PQR)}

ist sehr interessant, denn sie giebt Gelegenheit, die Modulargleichung
fir die Transformation fiinfter Ordnung in einer neuen Gestalt dar-

71;4,

zustellen. Setzt man die Werthe aus § 1. (2) ein, also z. B. ¢=}/ ==

P 2
[/2/“" ete., so ist:

so dass also diese Modularglelchung sich in 4facher Gestalt darbietet,
denn es bestehen noch die 3 Formen:

Vad Vu—y 1) = Judy (VA — V%)
VE VT = ViR ed
Vi =V = V4xd Pk
(vgl. Schroter: Ueber die Modulargleichungen Crelle Bd. 57, S. 378
so wie de aequ. mod. 8. 16; sowie auch Fund. nov. S. 69).
Aus den Formeln (4) lassen sich mit Hiilfe der Formeln § 1. (21)

nun dhnliche Beziehungen angeben, wie in § 3. (7) fir die Dreithei-
lung. Quadrirt man ndmlich die 3 Formeln in (4) und setzt z. B. fiir

82(®, ¢°) ¥(2®, ¢°) + (@, ¢*) 9,22, ¢
seinen Werth aus § 1. (21), nidmlich:
— P29(2@, ¢°) 9(®, ¢°) + & %27, ¢*) %,(@, ¢°)
so ergiebt sich:

PPqy + QOpp + 4pqPQ — ppgqg —5PPQQ =0
(13) {PPrr 4+ RERpp+ 4pr PR — pprr —5RRPP=20
QQrr +~ RRyq+ 497QR —gqrr —5QQRR=0.
Es folgt ferner aus § 1. (19)

20(3, ) 9,(@,¢9) 5@ ) 9@, ¢) —PQRS, QW)
2627, ¢) 9,27, ) 9,27, ¢¥) 9,27, ¢¥) = ¢ PQR 8,(w, ¢°)

und
20(5,9) 9(5, 9 %.(5. ) (5. ) =para (5 0)

2022, ¢) 9, (3%, ) 9. (%, 0) 9,CF, ©) = par 9,(%, 9)
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Multiplicirt man die ersten beiden Glelchungen mit einander, so
wie die letzten beiden, so ergiebt sich nach Anwendung von (3) und (5)

(16) {(pp —PP) (Q€¢—4qg) (r— RE) =16P @R
(pp — DPP) (qq — 5QQ) (rr —BRE) = 16p°¢*r*.
Es wird sich dann spiter zeigen (vgl. § 5. (4) und (6)), dass sich
diese beiden Gleichungen noch weiter zerlegen lassen,indem nimlich wird:
(p—P)(¢+ @+ E)=4POE
(p+P)@—¢ (r— R)=4PQR
() VO5P—p) (V5@ + 9 (V5R+1r)=4pqr
V3P+p)(/5Q— g)(r—Y5E)=4pgr.
Wir gelangen nun zur Darstellung derjenigen Beziehungen, welche
bei Gauss das Hauptinteresse in Anspruch nehmen Aus § 1. (13)
folgt nimlich:
I/?@ 8,29, ¢")=9,(a,¢") (@, ¢)
VPQ 9,43, ¢'°) = 9,27, ¢°) 9,2, ¢°),
also durch Multiplication und Benutzung von (3) und (12):
PQ{19(0, ¢ 9,0, 2) 3,0, ¢*) #(0, ¢'°) 9, (0, ¢") #,(0, ')
= (}pgr PQR} (* — RY).
Reduciren wir &(0, ¢°) etc. nach den Formeln § 1. (14), so folgt

schliesslich:
rr — RBR = T (4PQR’
I/ 4part
Durch die anderen Beziehungen in § 1. (13) kann man auf dieselbe

Weise die Differenzen Q@ — ¢¢ und pp — PP als Product darstellen.
Beachtet man (13), so folgt auch fiir  r —5 R R etc. ein Product, da dort

(rr — RR) (rr — 5RR) = (16pqr PQR)}.

Setzen wir
apgri _ 4 et _p
(pgnt @ PQR)}

2 P
AB =(16pgrPQR)}, & = ng.

so dass also:

Dann folgt:
4q 9,(, ¢°) 929, ¢®) =pp — PP = A[/%

s 498 (@,4) 0 29,¢°) = Q¢ —g9¢ = A]/%

4Q ’3’2('(3', q5) 82(2'(3‘, qf)) = ry — RR = AV%
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4«%(35’—,9)% ,,q)=oPP —pp= BI/P
4«‘}2(%, g) &, %,g):rr——bRR =-B}/I£v

(vgl. Gauss, a. a. 0. S. 475).

Addirt oder subtrahirt man immer 2 entsprechende Formeln in
(18) und (19), so entstehen sechs sehr symmetrische irrationale Be-
ziehungen, die denen in § 3. (6) in gewisser Weise analog sind:

s/QRY | 3/qrr  §/@PPy
)/ qr + QR 2pp =0
7/ (2ppy
"+ 7/ 7/7?}——0
_ <PR; i/ 3/CQQF
(20) pr PR ZQQ -
(PRp 7 i/ ;
Z g g o
\PQ; . (’gq/'): B 2R R’__
I/ »q ) I/ 27y =0
5/ (P @y o/ pg> 9/ @rr)p
5 ra 7V PQ °RR'“0

(vgl. Gauss, a. a. 0. S. 475). .
Wenn man aus § 1. (17) die Formel nimmt:
832(5‘9} Q) '&32(2“”7 fl) + ,3.[2(3;, {1) 912(2$, Q) - ,3‘2(56, Q) 82(2397 q)
— &, ) 82, ) =0
und setzt hierein einmal z = w und ¢°, das andere Mal .x:==§ und

benutzen die Beziehungen (18) und (19), so ergeben sich noch 2 ele-
gante rationale Beziehungen, nimlich:

g b Py

ot ® 7 =pgz

¢ L B P __POR .
o p + = ’ --op(ﬂ oder:
< PQ+PR_§Q_1

24 pr rg

gas pr qr __ s

pg T PR T GgR ="

(vgl. Gauss, a. a. 0. S. 475 und 477; sowie auch § 3. (11) und (12)).
Wenn das System (18) zuerst mit PP, ¢¢, RR, sodann zweitens
mit pp, ¢g, »r multiplicirt wird und man die Gleichungen in geeig-
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neter Weise subtrahirt oder addirt, so dass die Beziehung (14) und
§ 1. (23) anwendbar wird, und ebenso mit (19) verfihrt, so erhalt
man schliesslich noch folgende 4 Beziehungen:

s 05— 1/ s 1 pgn
, VP-P?’ + I/Q@ l/¢h3 =14 GPQR
l/e:(a r_” -1 _4pgn}
PR
(22) und
s 3 s g (MPORE
R Y s
¢ _ P _ /B (PORR
l/; I/P l/ r : (4pgri¥

Wir sind damit am Abschluss der grisstentheils (mit Ausnahme
etwa von § 3. (10 —24)) durch die Anleitung im mathematischen Semi-
nar erreichten Resultate. Ich habe hierbei lediglich nur das redac-
tionelle Verdienst einer einheitlichen und moglichst pricisen Darstel-
lung, und spreche daher Herrn Prof. Schroter an dieser Stelle
nochmals meinen Dank dafiir aus, diese schonen und eleganten Resul-
tate hiermit verdffentlichen zu diirfen. Die nachstehende Untersuchung
in § 5. iiber die Darstellung der Theilwerthe der Fiinf einzeln, deren
Product wir bis jetzt erst in (18) und (19) kennen, ist zwar wuch
noch von diesen Uebungen aus angeregt, jedoch von mir ganz selb-
stindig durchgefithrt worden.

§ 5.
Die einzelnen Theilwerthe.
Wir haben vorher noch einige Hiilfsformeln abzuleiten. Aus § L.

(22) ergiebt sich:
PQ {9(z, &) 0509, &) + 9300, ) 2y, 45

=20(5EY, ) 0(55, ) 0, (FF, ) 2, (Y 0.
Setzt man hierin £= 2%, y = @ und reducirt die rechte Seite nach
§ 1. (4), so ist:
2¢ {82w, @) (@, ¢) + 8,27, ¢) (@, )}

=—~13~Q4g B, ) 9,2, ¢ (T, ¢) (2T ¢°)

16pg POV
"rrRR
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Nun folgt aber aus § 4. (20) und (21)
rB(X2EOY 1 (PG — pg) = Qp— Pg) .

Da dieses ebenso bei den beiden analogen Formeln statt hat, so haben
wir:

24 {94(w,0%) & 28,%) + 9 (3,0°) 9,2 ®, )} = L=HUE L= Q0T D)

- , —R —(p—
24 {8,(a, ") 9,27,4%) — 9,3, 4") 923,49} =7 ”’””“”2“” Sl

20{0 (@49 9,27,0)+# 2, ¢) (@)} = CERUFO =R G=0,

Aus § 4. (4) aber folgt

2¢{9,(@,47) ¥ 27,47~ 9 (@, 8,2,¢)} = L= DUF D HU= O+ D)

5 . - —R P; —
24 19,(®,4°) 9,2 T,0)+ 0,(@,¢) 927, ) = TR UHDF@=PI0EE)

2019 (3,0") 9:2,09) — 9(®,¢) # 2w, )} =L TRUTO LRG0,

Durch die Addition und Subtraction der entsprechenden Gleichun-
gen in (1) und (2) folgt:

4q 8,(@, ) ¢ C@, ) =(p— P) (¢ + @)
499 (@, ¢) 92w, ) =@+ P)(@—9q
4q 94(®, ¢°) 9,29, ¢°) = (p + P) (r — B)
1q 8,(@, ¢*) 8,27, ¢) = (p — P) (r + E)
499 (@, ) 9,029, )=+ E) (¢+ @
1 9@, )0 29, ¢°) = —R) (¢—q).
Maltiplicirt man hierin die 1. und 4. Gleichung und beachtet § 4. (3),
s0 1st:
P—PY—B)Q@—9)=p—PP g+ F+E),

also in Folge von § 4. (16):
{LP+P)(7—R)(Q—9)=

»-—-P)lg+ &+ R =4PQR
eine Formel, die wir schon in § 4. (17) angefithrt haben.

Ganz dhnliche Formeln, wie die in (3) und (4) bestehen aber
auch fiir die reelle Periode. Setzt man nimlich in die 3 letzten For-

meln § 4. (2) einmal x=—~%, y == 0 und dann y——-—, z =0, sore-

3

)

sultiren folgende sechs Formeln:



Ueber die Theilwerthe der Jacobi’schen Thetafunctionen. 345

=4 duin
05 0)% ()= PO+ D= Dige 8 (um, ¢¥) 9,20, ¢)

u=1
2ui
a( ,q)«? (2 ,q) PQ+Z’(~—1)"q“"eﬁ“"”«‘3ﬁ (e®, ¢°) 9,2uw, ¢°)
u=1
T 2x =3 i‘i‘i’f
3’3(g:4)’32 5 )=RP+2 gte ® By (0w, ¢°) 9 2uw, ¢%)
u=1
1 2% w=s —2——“—‘,—21'
—'ﬁi(g')q)ﬁ?’(:{’q):RP_*'Z e > 0,(uw, ¢°) 9 (2u, )
y::l

2pin

o (La)o(Fa)= R@+2<—1>"q“e° 9 (ww, ¢°) 9,QuD, ¢°)

2(50)% (Fr0) = R@+Z(—1)"f1“*‘e S (0, ¢%) 2.2, 0.
a=1
Fihrt man diese Summen aus, so treten als Pactoren cos 1’f;und
cos %’f an die Glieder. Fiihrt man schliesslich die Werthe dieser ein,
V+ 1 2x Vs —1

namlich cos = €08 = = — —, 80 wie die Werthe aus den

Systemen (1) und (2), so folgt:
49,2, 0) 9 CZ ) = /5 P+ 1) (/30 —a)
19 (%, 0) 9,5 0) = /3P —p) /39 +0)
19,(%,0) 0. ) =W P—p) /BR+
49,2, 9) 9,C% ) = /5P +1) (r — V3 R)
49 (Z,0)0(8, ) =0/3¢— 0 r — V3R
19,(2,9)0 (3, ) =(WVBE+7(/3Q+9)-

Multiplicirt man hier wieder die erste mit der vierten Formel und
beachtet § 4. (B) so ist:
) { V5P—p) (YBE+ (V3¢ +q)
=W3P+p)V5E—r) (¢ —V5Q=4pgr
eine ebenfalls schon § 4. (17) angegebene Bezichung. Es wiirde sich

non eine Darstellung fiir 9(@, ¢°) ete. ergeben, wenn man die For-
meln § 1. (17) benutzt. Es wire dann ngmlich:

o4®, ¢°) — 94D, ¢®) = B 92D, ¢°) .

®)
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Multiplicirt man dieses mit 4!¢*94(2®, ¢%), trigt links die Werthe aus
(3) ein und reducirt durch die Beziehung (4), so ergiebt sich:

20 9@w, ) = 0P R (1) — (2p))

#q (v, ¢) = PR (2 5) — (=5)) -

™

Ebenso wiirden die tibrigen Formeln fiir 9, (@, q) etc. sich ergeben.
Da diese Beziehungen aber wegen der Differenz von vierten Potenzen
ziemlich unbequem und auch mit den fritheren Beziehungen schwierig
in Einklang zu setzen sind, so iibergehen wir die weitere Darstellung
in dieser Form.

Setzen wir nun aber in die Formeln § 1. (22) einmal 2=y =13,
und dann z = y = 2@, so erhalten wir folgende Bezichungen:

29 (@, ¢") ¥ @, ¢%) =PQo(27,¢) + QP82 ¢
12¢°9 (2, %) 820, ¢") = Q@ Po(®, ¢°) — P'Q¥ (3,4
. 293w, ¢°) 9.%®,¢°) = P*R9,2®,¢°) + R*P9,(29,¢°)
B 200922, ¢) 9.229,¢) — PR, ¢) + R Pow,¢)
29 (@,¢") 0,%(@,¢°) =R %27, ¢)+ BQ¥ (27,4
2459 (2T, ¢) 942W, ¢') = QR 9,3, ¢ — B*Q 9 (@, ).
Setzen wir nun zur augenblicklichen Abkiirzung:
’3("7’3 Q_S) =z, '33 (ﬁ, qs) = Zy
‘3(2'5; q° =Y, '33(2'5‘: qﬁ)=y,
pP—P=B @—-9@+p=4 PQ=u«
P—¢ =4 @—P)(@+Q=B @P=4

und combiniren die 1. Gleichung in (8) mit (3) und mit § 4. (3), so
haben wir:

22* 2 = ay + By,

dqz,y, =B,
4gx y =4,
gz y, =4,

also hieraus:

220 = ay + -4-% -4

Bgardz* = dqaxy + A =awd +BA=M.
Nun ist:
x B
L=%-1,
also:
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Trigt man alles ein, so folgt hieraus:
849° (@, ¢) = ZAY (P + Q) + Qv + P))
8q9,5(w, ¢*) = P»—Q‘p - P {Pq+ @+ ¢+ P)}.
Aus den obigen 4 Gleichuugen ergiebt sich auch 22, ¢%) ond
9,(2®, ¢°) jedoch in anderer Form wie &(@, ¢°); wir werden spiiter

davon Gebrauch machen In derselben Forni aber liefert diese Grossen
ein zweites System, niimlich:

23y =B, —azx
4q 2y, = B,
4gxy =4,
4q z,y =2B.

Verfihrt man nun mit den andern beiden Gleichungen in (8) ebenso
und combinirt sie immer mit (3) und § 4. (3), so ergiebt sich schliess-
lich fiir jeden Theilwerth eine doppelte Darstellung in der Form:

8¢ 92w, ) =TI AP+ O+ Qv+ )}

PR( P)
=BT Ry — P) + PO — B}
. < P .
849,42, ¢ =T S8 {0r— P) — P(¢ ~ ¢}}

— BRI Ry + B) + PO+ B}

3¢ () =E0C P\? {P4+ @+ e+ P}

— Rt URQ— 0 + Q0 + B)}

o

Y Vse e @m0 = PQ“’-*E" {0y — P) — P@— o)}
v+

= B2 90— B) — Rlg+ @)}

8¢ 90w, ¢) —LEEHATR(p—P) + PO — B)}
—QRU= R R —q) + Q0 + B)}

4+ Qr
8¢ 9,5(@,¢") — 5 {B(p+ P+ PO+ R}
=GR {90 — B) — R(@ + 0)} -

Beachten wir nun, dass jedes der Systeme von je 4 Gleichungen immer
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noch 2 Wurzeln liefert, s0 ergiebt sich eine weitere Art der Darstel-
lung:
5 2(@—af (p* — P2
Y0 E0, ) = po—rr PUF O T CE T P)
_ 20+ B =Py
PR(p+P)°® R(p—P)+Pr—R
s o 2@+ (p* — P3?
PEON@ ) =50G+PF Q- P —P@—0
_ 2(r—Rp | (p*— P2
T PRE(p—P® R@+P)+Pr+kh
& o) 2= PP (@ — g
PO 2% 0) = p00—9 PaFOFQEFD
_ _2(r— Ry (@ — g
(10) EQ@+9° RQ—9+QUr+ER)
5 o 2p+ P2 (@—92»5
He 2@ 0C) =501 ¢r  QG—P—P@=D
__ 20+ Re @ — ¢
PQQ—9* QU — R —E¢+Q)
(p— P2 (r2 — R2)s
100029, ) = 33T BB PGB
2AQ-qr | (P—Rp
T RQUFEFP T Q=R ~R4+ @
- 2(p + P (2 — By
£4'95(®, ¢°) =35, T RF Rp—P) FPr—F)
_ O+ aF (*—B%
T RQU—EF EQ@—9+ ¢+ B

Nimmt man also noch (7) hinzu, so haben wir 5 verschiedene
Darstellungen fiir unsere Grossen. Aus diesen Formeln lassen sich die
friher erhaltenen rectificiren und sie enthalten eine Fiille der eigen-
thiimlichsten Beziehungen, wenn man erwigt, dass ja p, P etc. simmt-
lich unendliche Producte und Summen vorstellen.

Auch die noch fehlenden beiden Werthe fiir &, (@,¢*) und 4, (2®,4%)
ergeben sich jetzt. Aus § 1. (19) folgt:

5(3 )
2 9°(T, @) 0,°(@, @) 0°(3, ) = PR ).

Setzt man hierein die passenden Werthe aus (9), bezeichnen den Factor:

{Pg+ Q)+ Q@+ P} {R(Q—)+ QU+ R} {R(r—P)+ P(r—R)}
=F
und beachten, dass nach (4):

P—P g+ Q0 +B=(p+P(Q—q(r—R=1PQR,
30 1ist:

1¢°9°29,¢°) - PP&R*=F 9>, ¢")
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also, da nach § 4. (12):

¢ 95 (@,0) 90 2w, ¢) = — (LT
so folgt:
- - .2 P@QR
q ,ﬁ«‘a( @, qa) =3 2 V%‘ . ¥pqr4PQR§%
(11
9027, %) =13 PQR gpqr PQI%%

Es bleiben nur noch dieselben Beziehungen fiir die reelle Periode
zu untersuchen, und zwar mit Hiilfe von (5). Auch hier konnte wie-
derum ein mit (7) analoges System aufgestellt werden. Dieses uber-
gehen wir. Analog dem System (8) ergiebt sich nun gleichfalls aus

§ 1. (22), wenn einmal & = y — Z-, das andere Mal 2 =y = _2_03‘

290 (2, 0) 82 (Z,0) = 00 (3, o) + 1209 (BZ,0)
200 (3F, ) 0° (5 0) = 9, (? 9)+re0 (5, 9)
29, (5, 4) 02 (5, 0) = 09, 5, ) + v, (5, )
20 (5, 4) 0 (55 ) =700 (5 ) — 0092 (5, )
200 (£,0) 02 (5, ) =reo (T 0+ 0. (5 0)

29 (—,q)ﬁ» 5,@—%‘?( q)—w«‘n .;q)-

=
(S

Setzen wir wieder fiir den Augenblick:
2 9 p
v(Z, =2, (E =2, 2G5 9=y, %5 9=u,
5QQ—qq=4,, 5PP—pp=B,, (V5P—p (/5¢+9=8,

so haben wir:
25z =ay + By,

dzy = A4,
4 xy =B,
42y, =B

und hieraus wieder:
8w =ad +pB=M, =

|

=1,

8a5 =2, 8u5=MLs.

Setzt man nun wieder hierein die Werthe, so erhilt man analoge
Formeln wie in (9). Da dasselbe Raisonnement fiir die iibrigen For-
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meln in (12) gilt, so konnen wir sofort das resultirende System hin-
‘schreiben:

89,(7,q) = %ﬁ’i Pp(V5¢—0)+qW/5P—p)}
= 2 IBP=2Y o (B Py ) 4 p (/5 Bet))
(r — V5 Rp?

892 (7, ) = pi,‘,’ff_ 2y (V3P4 4p 50+

__ prVaP4psp D N (e E
— S sm g (VB P—p) —pr—V 5 R)}
890 (T,0)= 253 4y (/50— )+ 4 (/5 P—p)
— AP (V5040 + 40—V 5B}

(13) )

890 (55, q) = “f,’,ﬁg";; {¢ (V5 P+pi+p¥/30+0)}
— ORI (/5 Rt 47 (/5 Q— )}
3(%,q) = p%fg-; Ii—i—f;)L {r (V5 P+p)+p(/5R+n}

— 9r (VR4 m? 3 —v3
39, (5, q) = m(%:@i {r (Y5P~p) ~pr—y5R)}

l = AT /5 Q= ) — (V3R]

Die den Formeln (10) analoge Darstellung ihergehen wir der
Kiirze halber; sie ist aus (13) lelcht herstellbar.

Schheqahch folgt noch aus § 1. (19):

K 4

54
)‘b,;)s( q)ab(”,q)a, (-—,q)——l6p @ r & f_’_,_.)

by 47 ‘Z)
b

Trigt man nun passende Werthe aus (13) ein, dergestalt, dass sich

nach (6) gewisse Factoren fortheben und setzen:

{3~ +a(WV3P—p} {r(V3Q+ 9 + ¢ —VBR)}
Ar V3P40 40V 5 B+r} =6,

50 1st:
44},5(35’5, g) pigt 1= G2 —5’2,4)-
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Nun folgt aber aus § 4. (6) und (12):
L/ e =
8 (%, 9) "?f(‘gy“t; g) =+25y5 (p———qTfQR)g,

also 1st-

[0 Gy =t v3 e R
(14)

EGOE V v et

§ 6.
Die Siebentheilung.

Gauss hat fir die Sieben keine den im § 3. und § 4. dargestell-
ten analoge Beziehungen angegeben. Wir werden zunichst versuchen,
solche Relationen, die jenen fritheren ihnlich sind, auch hier abzulei-
ten. Gumiss § 1. (25) bedeutet dann hier:

P= 9, (0, ¢, Q=230 4, L=#%,0¢).
Wenn wir in § 1. (9) 4 = 7 setzcn: so resultirt:

Mz, ) T4 (y,q
=1
=2 g iz ety —uw, ) 0 (Te—y—Tu®d,q%)
w=0 .

o (z,9) 2y, 4"
u="
~2 (—Lrger ey e+ y—u®, ) (1o —y— Tu®, ¢%
=
¥y (z,q) O, (y, q)
="
=2 gieet iz o, 2y — uw, ¢ O (e —y—Tu®,q¢*)
H“=0
3, {z,q) ¥y, 4%
u=1
=2 (LR e er=dy (aty—p @, ¢ Oy Te—y—T0,¢%).

u=0

o

Durch Addition und Subtraction der beiden ersten Formeln er-
giebt sich:
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B3 (2, 9) B5(y,4") + 9(x,q) 9(y,9"

u=3

=2 2 grereriz Bya+y— 2u®,¢°) (1o —y—140@,¢%)
w=0
93(4,0) ¥, 47) ~ ¥z, 9) ¥, 9)
=3
=2 ) gt verntvies, (ot y— (2ut17,¢)
u=0 B (Tz—y—TCu+Npa,¢%) .

Wenn man nun rechts die Summen ausfilhrt und die Moduln ¢
und ¢8 mit Hilfe der bekannten Formeln:

2 '33 (2 z, 94) = '3'3 (=, (f) + o (xy {{)
29,2z, ¢ =49,(x,9) — ¥ (2, 4) in § 1. (6)

auf die Moduln ¢'* resp. ¢* reducirt, so erhiilt man nach Anwendung
der Periodenformeln in § 1. (3) und (4):

'&3(2“:){{) ’63(2?/:?17) + 8(236)9) 8(2y,q7)
=+ {8,(T2+95,¢")+ & Tz+y,¢))} {9,(@—y,¢)+ #(z—y,¢)}
+ 3 {8 (T2 +4,¢")+i8 (To+y,¢")} {8, @ —y, ) +i o @ —y,4)}
+ 3 {8 Ta+y,¢)— & o+, {95~y — d(z—y,¢?)}
+ 1 {8Tot 5,4")—i8 (Tz+y,¢)} {85 (8 —y,¢)— ¥ (x—y,0%) }
93(22,9) 9, Ry, ") — 9 (22,9) 9(2y,q")

=gt e —y— T, )+ P —y— 2, ¢}

Ao Ta+y—"2,¢0 + o Tet+y—T0, ¢4}
+ige{t e —y— S, A +i%@—y— 3,0
A% Tat+y—"2,¢+i9 oty — 20}

+igeie{h@—y— S, —d@—y— 5,00}

A% Te+y— 0% -2 To+y— "2, g9}
+bati= {8 o —y— T, —i% e —y— 5, )

Ao Tz +y—5, 04 —id Tat+y -5, a4}
Hieraus folgt:

& 22,9 9 2y, 4" + 9 22,9) ¥ 2y,4°)
=Hh@—4 )T z+y¢9+ 9 —99) 2 T2+y 99
+ %@ —9) Tty — 9 &—y ¢ & Tz+y ¢

Ry



@
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922,99 2y,9) — ¥ 22,9 ¥ 2y,0")

=gt {ne—y— 3, Ta+y—"2, 49
+o0@—y—5 )0 Ta+y—"2, ¢4
+oe—y— 5,0 Taty— 0, ¢4
— iy~ 2, ) 8 Tzt y—"2, g9}
Verfihrt man mit den letzten beiden Formeln in (1) ebenso, oder
auch, setzt man in die eben erhaltenen beiden Resultate fir y v -+ —g_
ein und beriicksichtigt die Beziehungen § 1. (4), so ergiebt sich:
7229 9,2y4) + 8 2%9 2y, ¢)
=@ —y M %Te+y,d)—00@—y,¢) 9 (Tz+y,¢"
+oh@—y,0% 8 T(e+y, ¢+ 9@ —y, ¢ H{Tz+y,q"
8,229 2y 7) ——«‘m?x,m 829, 4")
=gt {ow—y—5, @ H(Tat+y— 1 Q“)
— e —y— 5,41 ? (Z:v-t-y—- M)
+ @ —y—2, ) ¥ Ta+y— 17, ¢
toE—y— 5 a) 8 (et+y— T 0%

Dass in den Formeln fiir die Differenzen in (2) und (3) rechts die
Argumente noch mit — resp. — behaftet sind, rihrt daher, dass in
den ausgefiihrten Summen rechts unoerade Vielfache der Periode &
vorkommen.

Aus diesen Beziehungen (2) und (3) erhalten wir fiir =y =20:
95(0,6%) #;(0,4") + #(0,9) #(0,¢")
= 93(0,¢*) #5(0,4") + #(0, ¢») 9(0,4") +9,(0,¢") 9,0, Q”‘)
9, (0,4) 92(0,4")

= 3;(0,¢%) 9,(0,¢4") — #(0, ¢ #(0,4") + 9, (0,4 9.(0,4"),

ferner aus (3):
830,9) 95(0,4") — 8 (0,9) # (0, ¢)

=24{5,(3, ) 8.( ) + o5 ) ¢ (R, 09}

9, (0, 9) 3,0, 4)

—24{0,(2,¢) 9,(2,0) —o(%,0) # ~w“>}

Mathematische Annalen. VIL

)

®)
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endlich fiir z =y = —Z— aus den ersten Formeln in (2) und (3):

20:.(7,4) %(1,7)
®) =83 (0,¢ 9:(0,¢4'") + 90,4 #(0,¢"*) — 9,(0,4%) 9,(0,¢")

RACOEACHD)

=9, (0,¢°) 95(0,¢") — #(0,4") #(0,¢™) — 9, (0,4%) #:(0,¢").

Setzt man in die Formeln (4) und (6) statt ¢ ¢F und fiihrt die
Werthe aus § 1. (14) fir 9, (0, ¢?), so wie aus § 1. (15) fiir 9, (%,q) ete.
ein, so ergeben sich sofort folgende 3 Beziehungen:
pP—qQ+rR=2)rpRP
PP+ qQ - rB=2ypgPQ
»pP—qQ—rR=2y7rqRQ,

)

also hieraus:

®) (@P+qQ—rE) (0P —qQ+rB) @P—gQ—rR)
—8pgrPQR,

also auch:
pP=yrpRP+ypqPQ
9) 9Q =VpaPQ—yrqRQ
*R=yprPE—VrqRQ.

Aus allen 3 letzten Formeln ergiebt sich folgende Grundbeziehung:

(10) VpP=yql¢+yrE.
Diese Formel enthilt bekanntlich die Modulargleichung fiir die Sieben.
Setzt man nimlich die Werthe P = ]/%}, p= ]/%5 ete., so ist:

Vi + Pud, =1
(vgl. Schroter, de aequationibus modularibus S. 18).
Es ist interessant, diese Formel (10) mit der in § 2. (3) fiir die
Drei erhaltenen zu vergleichen, denn dort war bekanntlich:
pP=qQ+rR.

Ziehen wir nun die Formeln (6) von einander ab, so folgt nach
Benutzung von § 1. (15):

V& (0} ((?) ’8‘(0: FB { I/g@;'?) 'as (O;‘]”) - V’&z (07 qz) '32 (70414)}
=28(0,¢%) #(0,9").
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Also mit Benutzung von § 1. (14):
729 POV + A PP+ @) — VEHDP — ) (PT= )} =2V/pq PQ.
Die 1. Formel in (5) aber liefert nach dem Eintragen aus § 1. (15):
VEF) PF R — Y T P B
= 2 J/2EL {51l (BF B9 + V= (P =)

Nach einer kieinen Umformung in den letzten beiden Formeln erhal-
ten wir dann:

|V (pp+rr) (PPHER)—}(pp—rr)(PP—RE)=}/4rp RP

\Ver 40 PPFCQ) —/lov—a0) (PP~ ¢Q)=7/4pq PQ.

Quadrirt man beide Formeln und benutzt (7), so ergeben sich

Beziehungen, deren eine man auch aus (4) erhilt, wenn man statt

¢ ¢* schreibt. Es ist nimlich:

a2 {pP+qQ+rR=V(pp+MJ(PP+RF)+Z/(pp—'rr)<PP~R1—"«’)
=V +a0 PP+ QQ +V (pp—q4) (PP~ QQ).

Quadrirt man noch einmal und beachtet § 1. (23), so ergiebt sich
folgende eigenthiimliche Beziehung:

(13) (pP+¢qQ@+rR)}>=2ppPP+2rrER+42¢qQ¢.

Es sind damit 3 Functionen gefunden, die der Functxonalvlezchung
geniigen :

(11)

tyt+ap=s+y +2.
Setzen wir nun in (2) und (3):

@ =B
T== g, Y= "5

x
5 oder auch y = T

50 ergiebt sich:

9%{’33 ?)Q)ﬁa %Q:Q)'f"’a( ;Q) )}
=93 (0,¢") 9, (0, €) + «9; ©, ¢') 95 (0, ¢°)
2 {33 CITOEACH ) + 0. (5 ¢) % (5, ¢ }
=3(0,9) #0,¢)+ ¢0,9) %0, 7).
Aus der ersten Formel in (14) folgt:
VArpRP {y (0" +7) P+ B + V(" —r%) (P*—R¥)}
= VFP—¢) P+ S +VP+) P—¢y,

03*

(14)
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also hieraus:

Vor PE Ay (P ) (P B +y (0 =) (PP—B) + 240
= (PP B¢ Q)

oder mit Hiilfe vou (12):
(pP+3¢Q++R)YprPR=p P>+ 7R — Q.

Eine analoge Formel ergiebt sich aus der zweiten Gleichung in (14).
Wenn man statt ¢ ¢+ setat, so ist:

VAP =)+ o —r) (P4 F)

=2/pq PQ{VT P+ ) X+ @ +710*~ O (P—3} -
Erhebt man dieses wiederum ins Quadrat und beriicksichtigt (12), so
folgt:

PP — R4 ¢ =VpgPe{pP+3rR+qQ}.

Zu diesen beiden Formeln bietet sich aus (13) noch eine dritte
analoge dar, und wir haben dann:

ppPP- rrRR+9qQQ=)pqPQ {p P+ 3r R+ qQ}
ppPP+rrRR—qqQQ=VprPR{pP+rR+3¢Q}
ppPP—rrRR—qqQQ@=V7¢RQ{3pP+rR+qQ},

oder aber mit Hiilfe von (7):
ppPP—rrBE+-q9QQ@=@P—rR+q@)(p P+3rR+qQ)
ppPP+rrERE—qqQQ=(pP+rR—qQ)(pP+rE—3¢Q)
ppPP—rrRE—qqQQ=(pP—rR—q@Q)BpP+rE+qQ).

(15)

(16

8§ 7.
Die Theilwerthe.

Wir gehen nun aus von der allgemeinsten Formel, nimlich der in
§ 1. (7). Setzen wir dort r=1, s=2, p=3, =1, so ist die
Bedingung erfiillt, dass », s, p, { keinen gemeinsamen Factor haben
sollen. Dann resultirt:
(1) 95(= 9 9@, ¢°)
uz=6
=D guu iz 9,304+ 2y—3uw,¢) 82—y —20T,47).
M=0
Wenn wir in dieser Formel das eine resp. beide Argumente um
die halbe Periode verindern uad gemiss den Grundformeln § 1. (4)
reduciren, so folgt:
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5 (x,9) (¥ 9%

r=6

= 2(»—1)ﬂq~“”62“"’0(3x+2y—3uﬁﬁqg’) #,(22—y—2u®, 4

H=0

By (%,9) 9, (9%

p=6

- 2 (g e#i= 8,32+ 2y —3p®,¢%) 8, Q2 —y—2u®,q")

=0

8, (%, 9) & (%, 4>

u=6
32(—0"9‘"‘6““’81 Bz+2y—3u®,¢°) 8, (20—y—2uD,q)

u=0

(2,0 9 @ %)

Hu==6
= 2(——1)# giruiz g (3x4-2y —3p®, ¢ ) (2a—y—2u®,q")
n=0

8, (%,9) 4 (%, 4%

=6
= 2 qur i, (32+4-2y —3u®,¢") 9 (2 —y—2uw,q")

u=0

— 83 (&, 9) & (%,9°)

pne=6
- Zqﬂx“ @4iz 9, (B3x42y—-3uT,¢*") Rz - y—203,9") .
u=0
Wir kénnten die Anzahl dieser Formeln noch erheblich vermeh-

ren, begniigen uns aber der Kiirze halber mit diesen, die wir im Fol-
genden brauchen werden.

Wenn man nun in den letzten 3 Formeln in (2) setzt 1=0, y=27,

50 wird man bemerken, dass nach gehdriger Vereinfachung mit Hiilfe
von § 1. (3) rechts die Grossen &, (@, ¢"), & 2®,4q"), 9, 3 ®,4q")
auftreten, und zwar multiplicirt mit der Summe zweier anderer 9-
Functionen, deren Modul ¢*! ist.

&)

Es ergiebt sich:
—8 (0,0) 9, (@, )= ( ,¢"){ » @7, +¢ & ( 57,4}
+8,@,¢) {49 @@, — > (10@,42)}
—8,3%,¢") {4 ( 7"+ ¢'9 ( 87,4}
—8,(0,9) 8,(T,3=0,( T,0){ 22T, ¢")—g &,( 5T}
+98,23,¢) {48,(49,¢")— ¢ 9,(10T, 2"}
 +9,680,0) {¢9.( T,a)— ¢ 8.( 8T,
9,(0,4) 9, (B, ¢ =0, ( T,¢"){ 9,(20,¢")— ¢ 95( 5B, 4}
~+ 3y (2'5: q) {Q'as {4 g% — q5&3(10‘?b',q?1)}

+90,3%,47) {g9;( T,4") —¢*,( 8T,4*)].
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Es ergeben sich aber dieselben Formeln in der XKlammer merk-
wiirdiger Weise aus der Dreitheilung.

Aus den Formeln § 2. (3) ergeben sich nach Veréinderung der
Argumente um die halben Perioden und Reduction nach den Formeln
§ 1. (4) folgende Beziehungen, wenn man in § 2. (3) fiirr ¢ ¢7 schreibt:

i e Vo5, 8y, ¢ )= 8 (sHy— 1T, Qe —y+ TD,q?)
F @ @9, (oHy—14T,¢)9Re—y— TT,q")
+ ¥ (x4 y 217, 8 2e—y —21 &, ¢%)

i E e 8y (0d") 9 (gt = ¥ (t+y— 1%,¢*)¥2z—y+ T3,¢Y)
+o = (24+y—14%,¢*) 9 2e—y— 19,¢*)
+ e =8 (a+y—21%,4*) 0 (22—y —21w,¢"7)

TR e R (2,4) 9 (9,0 )= Ha+y— 79,402z —y+ T@,¢")
—q e (xty —14, ") 9 Rr—y— T5,¢9)
ety (w+y—219,¢")8Re—y—213,¢%)

—igT e g Byt =, dedy— TE,¢)PRe—y+ Tw,q?)
— 7 8, oty —147,q") 9Qa—y— 19,¢")
+gBetiEd, (+y 21w, 0" 92—y —21%,¢")

Man setze nun in jede dieser Formeln:
DNe=o,y=2%; 2)2=2%,9y=4%; 3) 2=3%, y=0a,

so fillt vermdge des Baues dieser Formeln rechts immer das dritte
Glied fort, wenn man beachtet, dass nach § 1. (4):
9 (21 ®, ¢**) = 0.
Da nun aber ebenfalls aus § 1. (4) folgt, dass
2 (70, ¢) =it 9, (14 @, ¢¥),
so wird sich z. B. aus der ersten Formel ergeben:
= 9.(8,47) B 2@, ¢ M) =¢" {9, (4@, ¢*) ¢ 0, (10T,¢*")} 9, (14,4

Es wird in allen Formeln auf der rechten Seite der Factor 9, (14@,¢*)
auftreten, wibrend links entweder & (2@,¢"), 9 (4®,¢"), & (6@,¢'Y),
oder ¥, 2@, q"), 9 4@, ¢, 9, (6@, ¢'*) steht.
Nun ist aber nach § 1. (13):
30, ¢®) By (14D, ¢ = 8, (13, ¢*) (8, (7@, ¢*)
90,4 2R, ¢ — 9 (®,¢) 82, ¢) etc.
Somit tritt in allen 12 Formeln auf der rechten Seite der Factor:

&0, 9")

'&l (7 '@’, Q‘“) 3“2 \7 "3'7 q?l) g0, qt2)




®)

Ueber die Theilwerthe der Jacobi’schen Thetafunctionen. 359
auf. Nennen wir seinen reciproken Werth A4 und beachten, dass nach
§ 1. (14):

9 (0,¢') =y PQ
& (07 qm) - V’ﬁ' (07 9’2]) '&3 (0) -.q—“‘) »
nach § 2. (11):
i o, (13, ¢ =(£QJE)§

& o, (13, ) — )/ 2O s 50 O (PEEY

so wird: .
4 =ig? (?%R‘)i'

Wir sehen also, dass sich die fiir die Transformation des 7. Gra-
des unbrauchbaren Grossen ¥ (0, ¢*") und &, (0, ¢**) herausheben, und
hierauf musste eben das ganze Streben gerxchtet sein, aus (4) und
damit aus (3) diese Grossen herauszuschaffen,

Wir erhalten dann aus (4):

g {9,@®,¢*)—q 2,( 5T, = A833,q¢") 9 37,¢) 8,37,
¢{8,( @, ¢+ 20, ( 8®,¢°)} =—A4A9,27,4) ¥ 23,¢) %(2T,¢")
¢ {@1<4w,q“)+q4ax (10T,¢%) } =—A8,( T,0") & ( T,¢") 95( T,q")
g {® 23,0+ q & (5T, N} = A9,(37,4") 9,(33,¢") 9,(3w,4")
{0 (=) + 9 (8®,¢0) )= 49,20,¢) 8,029,7) 9,(23,q)
qs {’ﬂ (4%-)(?’)“44% (1()%—142’)}: A’ﬁj( w,q ) ’&,( ~;(1") 53 '(F,e_[)
7 {8,023, —q 8( 5w, = Ao (35,¢) 0,(33,4") 2,(37,¢)
@8, B, ) —a¢9,( 8T, M= AP Qw,¢) 9,27, 8,27,q)
P{9ET, ) — ' 9,107, ¢20) } = A9 ( T,¢7) 9, ( T,¢) 8,( T,

¢ {9,@2®,¢*) —q 9,( 57,0} =— 48 (37,¢") 9,3%,¢") 8,(3T,¢")
F19,( T, — 9, ( 8,¢M) ) =—A% 2%,¢°) 3,2®,¢) 9,27,4)
¢ {®, <4ar ¢*) — ¢*9,(10®,¢2!) } =—Bo ( B,¢) 9, ( 7,¢°) &( ®,¢).

Diese Formeln zeigen uns, dass sich dadurch die Klammergrissen
in den Formeln (3) eliminiren lassen. Tragen wir alle Werthe aus
(3) in (3) ein, sowie 4 und den Werth &, (@, ¢%) aus § 2. (11), der
in (3) links steht, so ergeben sich folgende 3 Beziehungen:

(B2 BLEY — g 8,23,6)0,( B,0) % Ta) 0,( Td)
—¢8.(3@,4) 9,29,¢) 9,2%¢") 9;,2®,4)
+q'&( 7,47 9,39,9") 2,(39,4¢% 9,(3@,47)
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—r(PLY (BLEY — ¢ 5,2w,4) 9,( B0 ? ( ,4) 95( ,q7)
+¢9,(39,¢") 9,2,4") 9 (23,97 9,(2,q")
+¢*9,( @,¢) 9,3w,9") & 3®,¢") 95(2w,q")

—p(PL) (BB ¢ 5,2w,4) 0, T,4) 8 ( T,4) 0, T,q)
+¢*9,3w,4) 9,2®,¢") ¥ (2%,¢") 9,(2%,¢7)

+4*9,( w,4")9,8®,¢) % 39,4 9,(39,47):

Es ist selbstverstindlich, dass links ¢ immer das Gauss’sche Zei-

chen fiir @ (0, q), rechts aber der Modul ¢ ist, der ja iberhaupt immer

nur

in Verbindung mit & (@, ¢°) etc. auftreten kann.
Nun folgt aus § 1. (19):

2 9( ®,q) %( 9,¢) ¥( @,¢) #( ¥,¢) = PYR 9,2,q)
2¢ 9,2@,¢") 9,(29,¢") 9,(29,¢") #2,¢") = PQR 9,(3®,¢)
2¢°9,(3@,4") 9,3®,9") 95(839,¢") #(3@,¢") = PQR & ( @,¢").

Dann sind die Bezichungen (6) anders zu schreiben, was sich so-

gleich als wichtig erweisen wird.

O]

Es ist dann:

¢ (2 g o @) 2 @wa) 039,00}
={q ’312( w,q") ¥ ( ﬁ:?f) ’3'(2?"‘797)
+ ¢*9,*(2w,q¢") ¥ 2®,q9") ¥ (3®,q")
— ¢*9*(3w,¢") o ( ®,9") ¥ 3®,¢D)
3
—r (FF {2 9:(3,0) :,29,0) 939,00}
== { ‘("1 K ?K)g) (@ QT) &y (237747)
+ 922,97 &, 29,¢°) o, (3’5:97)
+ ¢'9.*(39,¢) 9, ( 9,4 9, 3®,97)
15(3;% {429, (®,4°) 9,2@,¢7) 9;,(3@,¢7)}
=q 9*( @,¢) 8 ( ®,q) 9 29,¢°)
+ 832 2w,¢7) 9 2w,¢") 95 33,4
-+ (1431 (36—;& ) 7y ( '5797) 8'3 (35)4:) .

Wir setzen mun in § 1. (8) e =1, 8 =06. Dann folgt:

B (@) 95 ¥,4%
nu=se

=2 QueeHi= § (4 y—ud,q’) 9 (6r—y—6pm,q0")

w=
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und hieraus:
8, (£,9) ¥ ¥4,4°) .
u==e
®) ———2 geeri= 9, (g4y—u®,q) ¥ (6r-—y—6pa,q%)
u=90
Ligs (xﬂ) i) , q°)
- u==8
=D grreniz 9y (ohy—pw,q) & (B2—y—6uTq"),
u=0

fir z =3 @, y =2 @ ergiebt sich hieraus;

9) 4,(0,9) 9, 2®,¢%) =9, ( ®,¢") {498®,q") — ¢*9(20®,¢")}
+ 8, 27,q7) { 2Q®,¢?) + ¢*9(16@,4%)}
+ 8, 37,q") {19 (4T,¢?) + #0(10T,9%)} .

Diese Formel hat mit denen in (3) eine gewisse Analogie, und es
existiren auch zu (9) noch 2 ihnliche Formeln fiir 85 (0,¢) 9, 2@, ¢%) und
9(0,q) 9,(2@,¢%). Dieselben sind jedoch zur weiteren Untersuchung
nicht geeignet, da rechts die Function & nicht erscheint.

Nun folgt aber analog wie in (4) aus den Formeln der Dreithei-
lung in § 2. (3):

9,2, 4°) 9, (v, ™) = ¥, (x+9,4*") B (22 —4,4")
+ ¢ iy @y — TT,¢%) §Qe—y—147,¢")
+ P, (ohy— U ) § Qe —y—285,0").
Setzen wir hierein:
o= BYy==60
D =30 y=4o
3) t=5® y=2@,
s0 erhilt man folgende 3 Formeln:
8, T,q")9,63,¢%)= 9,(19,¢*) {#(47, ¢+ F(10Tg*)}
0| 26mO @zt = 8,(17,0") {8 2T,0") +4 (16,4}
9,2®,¢)9,2®,¢%)=¢*9,17,¢") {8(8,¢*)+ $920T,g™)}

Setzt man diese 3 Werthe in (9) ein und erwigt, dass:

. 9 P 4

(g5, (7"«7,([")_—:( gR)n

igt9, @®,q¢ ) = igi91(0,¢°) 0. (@, ¢") % (@ ¢’
— (pan)f 1

2 Pél,
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so folgt schliesslich:

—r )/ PYRLEf (e 92 ,07) 9,25,07) 9, B)
(11) +¢*9,2(29,4°) 9,39,¢) 9,(2@,4")
+ ¢ 923,47 9,( ®,9") 9,(3w,4").

Nun folgt aber aus (7):

—r ﬁz‘j—% {20, (m,¢") 9,2®,4") 9,2®,4")}
=gq % @,4") 9,29,¢") 9,( @,
A #922w,¢) 9,(39,¢") 9,23,¢7)
+ ¢'9,*(39,4°) 8,( @,4") ?,(3@,q7).

Wie man sieht, sind die beiden rechten Seiten vollkommen identisch.
Daher folgt:

PO RN LN SP P ~ —
I/pq ( d ) ([N[)) = (PPS_TR) {Q"ﬁ'z @,q7) 9,(2®,¢") '8'2(3“)747)} .
Zieht man dieses Resultat gehorig zusammen, so ergiebt sich:

PQ (PQR
*9,(@,q") 9,2®,4") 9,(3,¢7) ~]/ /(B¢ )§ (W)
(12) { oder auch:
29 (&.a7 2,._ 7 Qo= T 'fr (4PQR)?\’
84:9,(®,0) 9,20 %, 6w,0) — )/ L2
Man vgl. dieses Resultat mit § 2. (11), § 4. (18) sowie § 9. (14)
und (16). Es hat sich somit bei allen bis jetzt betrachteten Theilungen
eine vollkommene Analogie herausgestellt.

Nun folgt aus § 1. (13):

2 9,2@,¢") 8,2®,¢") = 8,(0,¢") 9,23,¢")
2 0, (4,41) 8,(43,0") = 8,(0,4") 8,4, ¢")
2 9,(6,4") 8,(6T,4") = 8,(0,¢") #,(6,¢7) .

Man multiplicire diese 3 Formeln und wende auf der rechten Seite
§ 1. (3) an; sodann trage man die Werthe aus (12) ein und bringe
alles mit Hiilfe der Formeln § 1. (14) auf den Modul ¢ resp. ¢7, so
folgt:

. Q0 w1 S 3 n_ 1/ P LPQR
(13) 8¢9, ¢") 8,2®,¢) 98T, = ) Cpert
Endlich folgt aus § 1. (17):

Py (w,¢) 9,29,¢) 939,¢) — B ,(®,9") 8,29,¢) 9,039,
= Q & (?‘Taff) i (2'(?)',(17) & (3"5)47);
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also ist mit Hiilfe von (13) und (12):

2 1 (tPQR) » T
8 ¢ 9(®,q) #2,q) ¥ (3,4 = {2y L —ry1i,
also nach § 6. (10):

(4pgr)

(1) 890 92w 9Eme) — ) § UELEE
\4Pq7')b
Wenn man nun erwigt, dass zu jeder Function & (2@, ¢%) ein
kh

Factor 4¢“ hinzutritt, so muss den Formeln (12), (13) und (14) ver-
moge der Bezichungen § 1. (13) folgende Formel zu Grunde liegen:

15|
()1

(16)

Cna S P . Y (PORNS
— ig*9,(@,¢Y) 9, @, %) 9,637, ¢%) = (2L)° (ELEY
8 (@,4%) 9, 29,4%) & (3®,0% = q?’ﬁj (@,¢% 8,2 (T®,4*).

Auch diese Formel wird spiter aus der allgemeinen Untersuchung

als specieller Fall hervorgehen.

Fassen wir diese Resultate noch ejnmal zusammen, so haben wir:

L, o o | pomyi
—ig*®, (") %, 2,4") 9,37, ¢") = (L) (FYE

= 7 4 WPQR /RP
820 (3,0) & Q7,49 (BT, ¢")= 5‘1;—5%);6— &2

o 2 e — 4 PQR)s P
8 ¢ 8,(w@,q") 8,(2@,q") 82(3’5747)= ]; (41;(57;%— =8 ‘13‘9? <A

; ; P (4P /RQ
8 420,(®,0") 9,29,0) 9,37,4)= ) B GENE 8 ) HL. 4

Aus diesen Formeln ergeben sich mit Hiilfe der Jacobi’schen
Transformationsformeln in § 1. (24) die folgenden vier Formeln fiir
die reelle Periode. Die Ausfilhrung unterlassen wir an dieser Stelle,
da sie in § 9. fir den allgemeinen Fall jeder ungeraden Zahl darge-
legt ist:

1 Gr) ) 0 0) = ANC OIS ORI AR

(17) 20 (5.0 0 (70 0 (20 = 7§ %%gj& =3V i
{
8'3"2 ‘;f‘: Q) ‘32(27‘”) (1) 9, ('}‘771; 9) == 1: (545325% Z/ Q'B
(89, (5 0) 2.(F5 ) 955 ) = };‘ 7?1%%« —F IQ?Q

Wir wollen schliesslich noch aufmerksam machen auf die einfachen
Beziehungssysteme, die nun in Folge von (16) und (17) und der Com-
bination mit den Formeln § 1. (17) hervorgehen. Es ist:



(18)
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3 (@,4") + r9,(@,q") + 9% (@,47)

—2)/ 2. 4 5,05,¢) 0,@w,q)
p3(@,97) — r¥,(@.¢") — ¢9(@,9")

—2)/ 2L 4 0,2m0) 9 @B,0)
p3(@,q7) — r8,(@,4") + ¢9(@,9)

=2/ 7% 4% @@,q) 9,Cwq)
923,07 + r9,(29,¢") — 492,40

—2)/ 2. 25,3w,¢) 9,3w¢)

—p3(2®,q") +r9,(2@,¢") — ¢8(27,¢")
—2)/2L. 20,533,070 (3,0)

PrQ

—p®,2®,¢") + r9,2®,¢") + ¢¥(@2®,9)
"}/-—Q *9,3®,4") ¥ (39, .q)

28,39, + ¢9(3,9") + r9,(3,¢7)
== 2 ]/PR q—lﬂ2 (’(‘75 QT) '8‘3 (ﬁ) q7)

~p/33(3'ﬁ',q7) + q@(f:‘:ﬁ,q ) + rﬁd?f@’,q )
=2 54 9 (@) %@, 4)

—p8;,(83®,¢;) — ¢ ®,9") + r9,(3%,¢)

=2l/§q% gt (ﬁy 97) ’3'2("‘7: 97) ’

fiir die reelle Periode aber:

Po(F0)+09(Fa)+ Rou(F0)—2) 5L "’( )2:(754)
Pas(%,g)we(fs,q)wm(:,a>——-~2 i ® (10 2(70)
Po,(3.0)— 09(Z,0)— B0, (50)=2 )/ 22 5,037, 0) 9.(350)

Po,(2 o)+ 09(CE ) — B9,(Z g /P% .0)9,(F9)

— P, 0)+ Qo5 0)+ Rou(Z ,q)—~//RQ fr-.)(-wq)ﬂ (F:0)
_Pas(?’f,q)_g_ga(:;’f,q)_lzaz( )= 2]/—— e ,g)a‘) ,Q)



Ueber die Theilwerthe der Jacobi’schen Thetafunctionen. 365

P’:};; 7Q)+Q’3 >Q)+R’3' 79!)“’“1/1)q 8(7,‘1)'3'3( ’9()

— 2o, (%) + 00 (E0)+ Rou(E ) =21 IT 5,(%,0) 52(Z0)
|- Po.C50) +00(50) ~Ro, (L 0)—2) %L 0.(5.0) 0 ($.0).
§ 8.

Allgemeines Theorem fiir die Primzahlen von der Form 6 p 1.

Die nachstehende Untersuchung soll zeigen, wie die vorhergehen-
den Resultate verallgemeinert werden kionnen. Wir werden finden,
dass ein analoges Resultat wie in § 7. (6) fiir simmtliche Primzahlen
von der Form 12 m - 7 gilt, sowie fir das Dreifache simmtlicher
Primzahlen von der Form 12 m -+ 1. Das Eigenthiimliche ist, dass
auch hierbei die Transformation dritten Grades in die Untersuchung
eingeht.

Es lisst sich nimlich jede Primzahl von der Form 6p+1 zer
legen in A2 4 3 B2, und es ist in dieser Form entweder 4 gerade
und B ungerade oder umgekehrt. Es zeigt sich nun, dass fiir die
Zahlen 12 m -+ 7 A gerade ist, B ungerade, desgleichen fiir das Drei-
fache der Primzahlen von der Form 12 m -+ 1 (vgl. den Anhang in
§ 10.). Diese Voraussetzung brauchen wir grade, um eine Anwendung
der allgemeinen Formel § 1. (7) auf diese Fille zu haben.

Setzen wir dort hinein r = 1, p =3, so ist:

3 (tz + sy, ) & sz — 3ty, ¢*)

u=s*+3¢

(H — 2 u,uer.z(tx—{»-.sy) 9, {(s- 38 y — su@, ¢ i-sr}

= -9, {52+ 38) z — Btuw, PN}

Et ist nun s2+ 3# =p, wo p eine Primzahl von der Form

12 m 4 7 oder das Dreifache einer Primzahl von der Form 12 m 1
ist, d. h. entweder

' p=12m 4+ 17

p=3(12m+1),
dann ist s eine gerade, ¢ aber eine ungerade Zahl. Wir haben also
dann:
& (to 4 59, 9) ¥ (sv — 31y, 4%)

@ | s

= 2 geruite+) G (py — su®, ¢f) &3 (pz — 344, 4°7) .
®=0

oder
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Setzen wir nun hierein fiir y und 2 ¥ ———g und z — f’f’- und be-
achten, dass nach § 1. (3):

g+ 9 (b 4 sy —

- St?;}q) = g—itz+s)) 6+30 9, (tz -+ sy,q)

=7 9, (s — Bty — S5 8T,0Y) = emits) =0 9, (s2 — By, 7).

ferner dass:

- ]
4 ¥ 9y (py— L —su®, qr) = e 0y 4D B, (py — sp T, ¢?)

sz
q* B (px—-i%q——&uﬁf, qr) = i3 §, (pz — 3tp @, ¢7),
so folgt, wenn man dieses in (2) einsetzt:

9, (tx + sy, q) 9, (sz — 3 ty,4%)
OIRSE S
= 2 ger@ritztsy ) (py — sp@, q7) &, (pz — 3tu®,6%7) .

»=0

Setzt man hierein fir y y + 7 und bedenkt, dass ¢ eine unge-
gerade, s aber eine gerade Zahl ist, so folgt nach § 1. (3) und (4):

o, (e +sy+ 5, 9 =(— 1)z & (tz+ 59,9
3¢—1

&y (fz — 3ty — ¥, @) =(—1) % @ (sz—3ty, ¢
2+l

o (py + 57 —suwm @) =(—1 T 8 (py —sp®,q?)

Setzen wir dies in (3) ein, so folgt:

s+3t—p
(=1 *  #(r+sy,q) 9 (sz—3ty,4%)
4) u=p—1
= 2 ger vt B, (po—3tu®,¢>r) & (py—su®,q7).
u=0

Hierein werde gesetzt:

tx+sy=1tw, szx—3ly=sv,
also
pr=B830+HT=p%, py=0.

Man beachte dann, dass:

81w, q)=q 9,09,

ferner, dass:
—s=1
9, (5T,0%) = (— 1) g 3 & @,9%,

da s immer eine cerade Zahl ist: dass fermer:

—1
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ity r—1
q =4q 3
und
+30 sectrioy )
t (—1y = (=1 = (=" = (i
Es ergiebt sich dann aus (4):
(— 1 9,0, ¢ 8,07
({)) I::l_mp-——l
=y 24«“*‘ TR 8, (pT 3T, ¢5F) B (sp,gP) .
=0

Da s gerade ist, so beachte man, dass nach § 1. (3):
9 {p—1)sw, qi‘} = — @2 B (5T, ¢*) ete.
und ferner im letzten Gliede:
ST —3t(p— )T, @) =g -2 @29, (29T — 3D, ¢*%)

und dass sich die Hilfte aller Glieder ebenso transformiren lassen.
- Dann folgt schliesslich:

("’1)? ’32 (O’ (1) 8! (T"’—; 93)
H=p—1
2=1

=45 Z grem D, (sua, g7) {8, (po— BLpm,g3P— P 9, (2 p— B Ly 7,
(6} r==
=t =2 9, ( sW,q7) {8, (pT — Bt®,(*%) — g7~ 9, (2pT — 3w, ¢3%)}

o9, 25w, g¥) {9, (p T — 61T, ¢5F) — gr -4 9, (2p T — 61T, ¢*F)}
1 s q 2P 2
+4°% 8, (35T, q7) {‘ﬁe (p® — 9B, ¢3%) — v -5 9, (2pﬁ'“9t"79qap)}

Genau dieselben Combinationen wie in den Klammergrdssen treten
aber wieder in Folge der Formeln § 2. (3) der Dreitheilung auf. Aus
den dortigen Beziehungen folgt:

-p
R {*-W (@) oy, =82+ y— p%, 08 ¥2x —y+pT, %)
® ! — qP =¥ (ot y—29T, ") ¥ 22—y —pT, £7)

+ @47z 9, (e y —3p®, ¢*7) 8 (20 — y —3p®,¢°”)

Aus dieser Formel ergiebt sich ohne Schwierigkeit allgemein:

{8}{ — (0D, ¢?) FRui®,¢*%)
=gPTRY 2p W, ¢°F) {3’2(1’7‘7““3“‘6343}')—{{"~'2’”63‘1(2Pﬁ"“3@‘t"3'793p)}
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wo fiir p nach und nach alle ganzen Zablen 1, 2, 3 . p%l 2u

setzen sind. s ist charakteristisch, dass auch hier wie bei der Sieben
die Grossen in (6), welche den Modul ¢*# enthalten, mit Hiilfe von
(8) eliminirt werden.
Es ist dann:
(— ])?—H 8,(0,9) 9, (®,¢%) 8, (2p®,¢°%)

p—~1

©) pet L

=q°* 2 g er 9y (su@,qP) 9, (ul®,q%) B (2ut®,q°") .
1]

Nun folgt aus § 1. (13):
9 (0,4°%) & (2ut®, ¢°7) = & (ut®, ¢*) &, (1D, ¢)
und aus § 2. (11):
2r -+l
o € 2000 @00 Cumen 008
1 (PQR\E
l =7 Eg—r) (”—Q")§7
worin also nach § 1. (25) P= 9,(0, ¢?) etec. Demgemiss folgt:
2 rpgn\k (P R\
v () (5)
p—1

= 2 ¢+ 9 (su®,g¥) ¥ (tpuw,q?) B (tuw,q?) &, (tuw.q%)
1

und auf gleiche Weise leitet man ohne Schwierigkeit die beiden ana-
logen Formeln her:

(—1)7 p (L) (RLEY

p—1

Q) .
= Z g+ 9 (5u®,¢?) & (tu®, ¢*) &, (tu®,¢?) & (8@, ¢?)
b P
(— 1\ (pqr ( QR)

= 2 (— 1) gee 9, (50T, ¢2) B, (LT, ¢¥) 9, (tu, ¥) 9 (U,

-~

Aus diesen Formeln folgen die in § 7. (6) fiir die Siebentheilung
herrfeleiteten als specielle Fille, wenn man p =7 = 2% 4- 312, also
=2, t =1 setzt.
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$ 9.
Allgemeine Untersuchungen fiir alle ungeraden Zahlen.
Bei der Dreitheilung § 2. (11) hatten wir gefunden:
%3‘” ) / Z E.P_Qﬁ V
2¢t0, (0= )/ 7 “ELRS,
fir die Funftheilung hatte sich ergeben:

T 4 PQR)

499, (@ 0) % Q0O =V g o

und ich hatte bei meiner eignen Untersuchung fiir die Sieben gefun-
den § 7. (12):

83¢:8, (@, ¢) 8,2®,¢) & 37, 47)_]/13 (1 POR)E

(¢pgré

Diese vollkommene Uebereinstimmung liess vermuthen, dass hier
wohl ein allgemeines Gesetz zu Grunde liegen mdge. Die nachfol-
genden Theoreme, welche fiir alle ungeraden Zahlen giiltig sind, ent-
haiten in der That jene Bezichungen, sowie die mit ihnen zugleich
auftretenden als specielle Fille in sich. Wegen ihrer eigenthiimlichen
Analogie mit Gauss’schen Beziehangen fiir die trigonometrischen
Functionen sin und cos sind sie als charakteristisch fiir die Eigen-
schaften der Jacobi’schen Transcendenten & anzusehen.

Gauss hat in seiner grossen Abhandlung: Summatio quarundam
serierum singularium (vgl. Gesammte Werke Bd. 11, Gottingen 1863)
einige bemerkenswerthe Beziehungen und zwar auf einem an sich
eigenthitmlichnn Wege abgeleitet. Eine von diesen Formeln ist die
folgende: Wenn « eine Zahl von der Form 4 g + 1 oder 4 g -- 3 ist,
also allgemein eine ungerade Zahl von der Form 2x -1, so ist:

2 . 5 2 .. - 2=z . 2% - -
2”sm?sm5»—“~smo-?---sm(a—ﬁl).?———-l/a

(vgl. Gauss a. a. 0. S. 26).
Da nun
. 2w . Am . 2n
sin (a—?)-7=51n(275——2-7 = —sin 2. — ete.,
so ist auch:
2x

. . . 2x . 2n
(—1)“2”51}12‘:—‘-81112 -sin 3 - -;mnéi-—;---smn--;—-r—]/a,

Wir werden nun folgende Formel ableiten:
3 -
rﬂ _’q)a a,q) (_f’q) ...... ’31(7“2;;:9'):1/“'-4'

Mathematische Annalen. VIL 24
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Die vollkommenste Analogie ist hierin in die Augen springend.
A wird sich als ein transcendenter Factor herausstellen, der von den
6 fundamentalen Grossen p, ¢, v, P, @, R abhingt, nimlich:

a=CF 0 (Gad) 03 = ()7 (Y

Wir nehmen 3 Ausgangspunkte, nimlich zuerst die Formel § 1. (9),
sodann die Productbeziehungen der Grundformeln in § 1. (1) und
schliesslich drittens die Ja cobi’schen Transformationsformeln zwischen
der reellen und imagindren Periode in § 1. (24).

1.

Die Reihen, mit denen wir es hier zu thun haben, sind der Haupt-
sache nach:

P=29,0,¢)=1+4+2¢"+2¢'« 4 2 ¢4 2 g6« | ..
Q=29 (0,99 =1—2¢*+ 2 gt — 2% 2 g1« - ..

« Sa Py e
B=#(00¢)=2¢* +2q4 +2q4 +2¢% 4
ub B 1 1
a+1)? —2a—1? —~ 2 e+ i)?

ge 8, (b, q%) = ¢« +q Vet g +g= 4
kh ek 1 1

- (a Ry —~(41+7‘)l ~ (2¢ =1 —(2ah)?
qa & (h@’)qa)__qa — q¢ — g~ -+ g* +qa «
Lk

¢« 8, (h®, ¢%)
(e —24)2 (a+2h)* Ba—2i)? Ba+24)? (Ba ~ 247 (Bat24)?

=g * Hq * 4q ** g * Jqg * Hq ¢ +
hh

9% 9 (1,9
(=207 (@I (Be—2hP  @ed2iP  Ga—2W  Ga-F2A¢
=g ia —q da —q de +Q ia +q 4a —q 4a ?
In diesen Reihen ist « irgend eine ungerade Zahl, also:
e=2941,

und dann bedeutet h@ etc., dass fiir b alle ganzen Zahlen von 1 bis

n zu setzen sind. Es resultiren dann daraus die » oder ' funda-
mentalen Theilwerthe &, (@, ¢%), 8,(2@,9%) - - ¥, (n®,q% und ebenso
bei den iibrigen 3 Functionen. Die Bezeichnung ist nach § 1. (25)
die von Gauss eingefithrte, allgemein:

P='&3 ©,¢9, Q—_—«ﬁ(o, g, Rxﬁz ©, g9

p=9 0,9, ¢g=9029, "'='92(07(1)'

Der Kiirze halber mdge nun noch fiir das Product simmtlicher
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n Theilwerthe, dem ja hier unsere Untersuchung gilt, eine neue Be-
zeichnung eingefithrt werden. :

Es sel nimlich:
H (hw, 9") = (8]

8, (b, ¢%) = [9,]

ﬂ

8, (@, ¢%) 9,29,¢% - - - 9, (n@, ¢%)

L
()
8 o~

:l

8 (®,¢%) 8,2@,¢%) - - 0,(n®, ¢*) =

o

i
8 -

9, (3,¢%) 9 @T,q%) - - &, w9 = | [ 9,(h®,¢9 = (9]

h=1
h=mn

& ('&‘)’, qc‘) i) (2 @, Tx} R4 (”7*7: Q“)—‘: U U4 (hﬁ'; %J
R==1

"(2){ und enisprechend fiir die reelle Periode:

h=mn

By (%' g) By (g:;o 9) - By %:a ‘1) = Ty (’L“E” Q) = (9y)
h=1
h==n

oy (‘E: Q) T, (Zf-; Q) SRR %Er Q) = r[ Py }’L&E) g) = (8y)
=1

By (% q) & (55, q) =z, q) = H«r (" i3 g) @)

h=1

,ﬁ.(_’_‘a_’q) a(z_aff’q).._/ﬁ' (@a—w,g)ﬂﬂ'ﬁ' (}%’E’Q)—“:(ﬂ)

k=1

Die Multiplication lduft also iiber ein halbes Restesystem, da

n‘__a-ml
2

Dann folgt aus § 1. (19):
28 ( @,¢9) 9,( @,¢%) 9,( ©,0%) 8 ( T,4%) = PQE ¥ (23, ¢)
20 (2w,¢9) 9,(2,¢°) 9.29,¢%) 9, (2@,¢%) = PQE?, (47, ¢%)

28 (nw,q%) &, (n,,q%) 9,(n®,q%) ¥ (n®, ¢*) = PQE 9 (2nw,q%).
Multipliciren wir diese n Gleichungen, so folgt:

(3) 2:[9] [8,] [9,] [85]= Pr@B8,(2,¢) 8, (4@, ¢%) - %,(20D,4%).

Von den Gliedern auf der rechten Seite lassen sich eine gewisse An-
zahl mit Hiilfe der Beziehungen § 1. (3) reduciren. Wir unterschei-
den 2 Fille.

21+
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1. Fall: n ist eine gerade Zahl. Dann sind = Glieder nach
§ 1. (3) zu transformiren, nimlich die Glieder:
‘31{(”+2)7°-7Qa}7 31{(”4‘4)'574“} 9 (20T, 7).
Nun ist nach § 1. (3):

8’1 (ﬁ') — @, Q> = q——le—2z‘x '3'1 (Z‘, Q) ’
also )
o (x — B, qa) =—g e (xf qa>

und es folgt hieraus:
9 {n+2)w ¢} =28, {n— 1)@, ¢}
8, {(n—l—‘i)ﬁf .‘l}——Q‘”’ {(%—3)5,91“}
1(2”“’;51“) ”‘Tzn"'l'al (“’ Tl):
also:
8 {(n+2)w, g} ¥ {n+4w, g} - 0 (20w, q%)
. q—-(3+7+11+... 2n—1) ,31(57 qa> ﬁt (3 '?f)',q“) . ,31 ((’ﬂ — 1) ﬁ, qa).
Nun sind in der arithmetischen Reihe g Glieder vorhanden, also ist:

n
— (B T+114... 22—1) — 5 (2 1)
q * =gq ? )

also das Product der transformirten Glieder:

@ 8 {n+2w ¢} o {n+4H g} 820w, q)

~ St .
=q - )'3 (@, ¢4 0, 3@,4%) - - 9y {(”""1)5’&“}'

2. Fall: » ist eine ungerade Zahl. Dann sind + Glieder du
transformiren, nimlich:

'3”1{@»—{—1)'6',(1“}, '31{<%+3>T°‘7.qa}""31(2”5)4‘2)-

Es folgt nun wieder aus § 1. (3):

F((n+ 1)@, ¢) =q 9 0%, ¢%)
((n+3) @ q%=q 5«?; ((n 2)37, 4“)

(an q"‘) g"’“*"lf& (ﬁ q),

also:
9, {n+ 1), ¢} 9, {(n+3)®, ¢} -+ 8 20T, ¢)
(5) = q—(1+5+"'2u—1) '&1 ("“Ta qa> %1 (3 @, qa> ttt '91 (n"-‘)-y qa)

—F oD o 2 .
- ‘3‘1(m;q"‘> 'ﬁi(sw:Q>""ﬁl<nf‘KaQ>‘
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In beiden Fillen, sowohl in (4) als auch in (3), liefert also das
Product der zu transformirenden Glieder in (3) genau das Product der
fehlenden ungeraden Theilwerthe, so dass nun rechts ebenfalls (9,
entsteht.

Darum ist also:

20 g% "V (9] [8,] (8, — (PQR)"

oder auch anders geschrieben:

(6) h=n
3+l
27 " [ 8 0w, ¢ 9, 0, ¢9) 9, (0@, ¢*) = (PQRy

h=1

Hieraus folgt z. B.:
h=2

2¢ [[ o0, ¢) 9 0w,0) 9,09,¢) = P2@R

k=1
=3

2 [[o0m,q) 005, 0) 805, ¢)=P@R

20 [ ] o 0w, ¢ 8, 0w, ¢") 8, 4w, ') = PO QR ete.

Dieselbe Untersuchung ldsst sich auch fiir die reelle Periode fiih-
ren und ist hier einfacher einzusehen. Wir haben hier die % Thei-
lungswerthe:

9y (l‘:—, q); i (2—;, q) &3 ,q) etc.
Vermoge § 1. (19) ist dann:
28(Z,q) .(5,9) &(5,9) @ (———,q) pard, u:a)
"19(‘ , q) (2 ": 7) % (% »9) 8 (7 0) = W«%(_ a)

2«&(’”,9) iz q) «%(a,q) (—,q) par 9, (w,q)-
Nun ist:

7 (2% ) =2(Z,0), 9, (B2=27 )= 5, (3%, ) ete,

also:

2% (8) (8y) (95) = (Pg7)

o oder:
k‘
H«‘i bz ) 0, (2, ¢) 9, CZ, 0) = (war).
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Aus der Combination mit {6) folgt noch:

w=2 (7, 0) 0»(“’;9) 9 (2, 9)
r=1 *9(k”, Q) U2 >£l) ’33(h“ 7Q)

2.

® ¢ ~1.

Wir werden jetzt die fundamentalen Producte [9], [9,], [3;] ete.
einzeln darstellen. Wir gehen aus von den Jacobi’schen Fundamen-
talformeln der Producte.

Es ist bekanntlich:

h==w h=—cw
) 1 1
g=% 0,9)=] 1+qh—_.— l l (L—g2#) (1—g2h—1)?
r=1 T4 =1
h=w h=ow
1*—4'h 14441
a —9 — — — g2t 24—1)2
(9 3 p=5,(0,9) ’l‘ Il P e ! ll (1 V(14 g24=1)
h=»
1—
r==8,00)= )Q[1 ] 411-—2 Dqlll 1 (1—¢*") (L+4*%7.
k=1 h=1

Es folgt hieraus, dass:

h=owo
[Ta+ea—gn=1
h=1

und mit Hiilfe hiervon:

h=w
(10) Ly — [I (1 — ) = igh 3, (5, ¢%).

Dass
h—

g1 n I—g¢)=ig* 9 (¢,
=1

kann man sowohl mit Hiilfe von § 2. (11) erschliessen, oder abhingig
hiexvon leicht daraus, dass )

h=w»
a?i(x,q)=29}sinxn(l — @M (1 —2¢% cos 2 z + ¢**),

h=1
wobei man zu beachten hat, dass:
hz=w A==n
TI (1 —_ th) (1 —_ qGI.—i) 1\1 — 96h-4) — n (] — q2h) .
Az=1 h=1

Aus dieser Formel fiir 9, («, g) ergiebt sich nun aber ganz all-
gemein:
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a h=x
(113> 7:‘31 (mﬁ‘, q“)::qT n (1 q-ka‘ m__q+m) (1 _q?hu—2ln) (1__q2ha+2m>.

k=1

Hierin moge m eine der Zahlen 1, 2 ... n bedeuten. Nun ist aber
ebenfalls allgemein :

h=w A=
l l (1 — gorutzm) =_1_2_“ l l (1 — gra—2e=—my) |
h=1 1—g k=1 .

also folgt jetzt:

h=ow
(llb W (m’(b‘g“ n (1__ 2);« l_qma—om) (l_q‘zhu-z{a—m)).
Hieraus nun folgt:
@« h=w ,
9, ( ﬁ’qa>=q1—_l ! I (1— g2+@) (1 — g¥he—2) (1 — g2ra~2(==0)
h=1
e _, k==
i9,2®,¢%)=q* H(l_q-zha) (1— g2he—1) (1 — g2 re—2(a~2)
h=1
« h=x
i01(3’5,q“)=q7— l I (1___q2ha)(1 qhe—6) (1 — g2re—2«—3)
k=1

=

im(nﬁ)',q"‘):—_—qr—n! l(l___g?h&)(l_q?hd-?n) (1—g2ha—2=m)

Multipliciren wir alle diese Gleichungen, so schliessen sich rechts
alle Factoren an einander; denn wir haben im Exponenten:

2he—2, 2ha—4, 2ha—6, - 2ha —2n, 2ha—20n—2, - - 2ha —4n.
Wir erhalten demgemiiss:

na a1 A= h=»

A9 d=gt 2 " l l (1 — g2hejp—1 l ' (1 — g%y {1 — g#he~2). (1 — grhe—2(—1}

h=1 k=1
Nun folgt aber aus (10), wenn man fiir % nach einander setzt
«h, ah—1, ah—2 - bis a¢h—(a—1):

h_ao

(Pfu 3 8’1 (’(F,q Y=g H (1— g2he) (1 — g?hea—2) (1 — gRhe—4). (] — gRha—2(a=1)
K=1
also ergiebt sich jetzt schliesslich:
n{s—1)
(12) Bo=q * %@ ¢) 9@, ¢ .

Dieses ist eine von den Fundamentalformeln, welche abzuleiten
wir uns vorgesetzt hatten.
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Setzen wir hierin « =5, so resultirt als specieller Fall die Ja-
cobi’sche Formel fiir die Finftheilung aus § 4. (11), némlich:

8, (@,¢) 2w, ¢) =99 @4¢) $,0,¢7.
Ebenso folgt: )
8@, ¢) 2w, ¢) 8089,¢)=4¢9 0,4 #*(1®,¢"),
val. § 7. (13).
Da nun:

; =~ 3 pqr 3
igd 9, (@, ¢) = (L),

s0 1st:

n—1 "—1

und es folgt somit aus (12).

n—1
o 24l POR\ 5
(13) g w*(M)( B
Die iibrigen analogen Beziehungen erlangen wir mit Hiilfe der
folgenden aus § 1. (13):
(@) B @e)=2 (0,¢) 22¢)
29 (z,¢") 9 (2,4") =9, ©4q) @1( z,q)
und der Beziehung (6).
Es ist namlich:
F (@, ¢ B (@, q¢) =0 ¢ % 2, ¢
& R, ¢*) 9, 2w, ¢¥) =4 (0, ¢*«) ¥, (4@, ¢%%) ete.
Multipliciren wir diese % Formeln, so folgt:
B =97 (0, ¢*%) 8] -1
Es ist aber: =

n(a+t1) . —~1
5 o0 =(190,e)90,0)9,0, 11'3))’5 (490,299, (0,29 9, (0,429) °
|I

-—-—(——~ Vp g)% L yP Q) nach § 1. (14)
80, ) = (PQ)*.

und

Dann folgt:

n{n--1) 4P .R)s
(]4) )’lq 6 )3.0 __VR Q 1 . -

‘1pqr)e
Andrerseits folgt aus der zweiten Formel:

209 =8, (0, Q?\) Oy 9.
9=q}
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Nun folgt aus § 1. (14):
3 — _2_2__ 5 .‘éf 2 S D n_T_}.
@) =& v2r) G@VZEDS

e=g%
8, (0,9%) = (2 RQ)?,
also:
n (n41) — “
15 g 6 [91=1 4 PR
(15) q (9] ]/Q apgnt

Multipliciren wir nun (14) mit (15) und dividiren in (6), so er-
giebt sich eine ebensolche Beziehung fir [#;], Wenn wir mit dieser
die erlangten Resultate zusammenstellen, so haben wir:

i q""('n_‘::2 [o,] = (24 3 (13%@)"—2—1

anﬁ%ﬂ (9 ]== }/_g %%i

(16) 0 0 Ve %%%
{ znqnm:-l) o] — jg, %J:;_S%i |

oder die 3 letzten Beziehungen auchs in dieser Form, wenn

() (P4 =4

2

n{n~1) R /'ﬁ

g ¢ Bi=A4A) -

#n(n 1) e

an g ¢ [#] =4 )/39—
»rq

n(n41) JR—

—— - R

g ¢ 9, =4 %;:“

Diese Formeln enthalten alle friiheren als specielle Fille in sich,
nimlich die Formeln in § 2. (11), in § 4. (18) und § 7. (16).

3.

Um nun auf einem moglichst eleganten Wege zu denselben For-
meln fiir die reelle Periode zu gelangen, gehen wir von einer dritten
Quelle aus, nimlich den Jacobi’schen Trausformationsformeln zwi-
schen der reellen und imaginiren Periode. Mit Hiilfe derselben werden
wir die Formeln (12), (13), (16) einfach iibertragen.
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Es ist § 1. (24):

. —_7

8,(x,ep)=zy7e1’%( ,e*)

P (2, e) = :Z eP 9, ("m “)

(18) 3 . "
9, (z, er) = ]/"'” er ¥ %f, eP)

”ﬁ

_75 zﬂw e
9y (z, €F) = - eP o, ( )

worin p = log ¢, also e? =gq.

Aus diesen Formeln folgt, dass:

7=9(0,9 =% (0,¢)
r=,0,q9 =0,
p=8,0,0) = 8,00, ¢)

(19)
Q=79 (0,¢) =9 (0, er)

Aus (18) folgt ferner:

i)/ Z 8,0, ep)
l/~—'3(0 eP)

iV Z 0,0, )
iy Z 5,0, eg;,)

B 9,00, ) = 9,0, %) —q/wa ©, eap)

P=5,00,¢9) = 8,0, r%) = i)/ Z 9,0, ).

oin =5 Go (2, 5).

Setzen wir hierein fiir z:

@, 2%, 3@ - - - oder ip, 2ip, 3ip - - -

so folgt:
o —VEF a(28)
2 o £ :? 2
7@ =) e B ,e‘w
20 — =9 =
20) #,(3w, q“) —1—38 « 9, 3_’.’ eap)
8 (n®, ¢%) = ai;‘,e “ 81 (—,6“17)

Somit ist:
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~—\z P I a* =
p — 2 Q4494 .y z 2 Ll
(9] = (]/@) e @ 9, (g-, efw) 9, (E’f, e«ﬂ) ..

nt T
_ ...&1(7,@'?)

und da
o D @041 nnd-1)
IHdt ="y ="
s0 ist:
e—_§(1+4+9+...m) _ q——?—‘-’i(;"-—*—)

Also folgt jetzt mit Hiilfe der Formeln (16) und (19):

nint1 3 n—l
P ’[&J:(P—gf) (EeE)

21 = {48,(0,¢2) 8(0,¢2) 9,0, 0} {1940, ¢°2) 9(0,e5%) 8,(0, 7))+

. % % k4 . 27 g nw z
=i (Tp) 9, (%, ¢2) 9,(3Z, ¢9) ., 9, ("2, &57).

Setzen wir nun hierein statt

1 pe
F .o o ;F"‘ ?
also statt:
“’52
p .« oo 1—7&
und statt
”2
— -p,
Pro
so folgt:

(18,0, 69) 9(0, 69) ,(0, e} {15(0,5) 940, 65) 3,0, 69}
=i (V2 0%, ) 9,2 00) - 0,22, ).
Hieraus ergiebt sich durch Anwendung der Beziehungen (19):
C Ve {1800, ) 8,00, e02) 9,0, )}
Y300, ) 930,69 9,0, )T
=i (Y 2) 8., 0,2, 00) - 9, (2, e0).

Nach der Transformation erscheint rechts ¢27 und dies ist immer
= 1. Fihren wir also unsere alten Bezeichnungen ein, so folgt:
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(&) "‘(V—) 1/— ’3”—1 (3 ’ q’}) &y 3 {{—)
(22) oder
@,) = (pq¢ (PQR)%

Als specielle Fille fliessen hieraus:

8,(% 0) 5, (2. 0) =V3(L) (PQR)%

vgl. § 4. (6) und (12) combinirt.
Ferner:

5,7 0) 3 CF ) 2, G2, ) =y 1LY L

vgl. § 7. (17).

Achnlich wie fiir die imaginire Periode ergeben sich auch fiir die
reelle die Formeln fiir (9), (8,) und () mit Hilfe von (7) und von
§ 1. (13).

Mit Hiilfe der beiden dortigen Formeln

01(90, Q) '32(337 Q> = 3(0: q2) By (2‘7’7 Q2>
29z, 9) 9 (x7 q) = 9, (0, q%) & (2, q:z)
folgt némlich:
(By) = 87(0, ¢*) (Fy)g=¢ (¥ Ot

20(8) = 8,70, gy) )amag (9171
Reducirt man dann die Grossen (9,)y—p und (9)=0y, sowie & (0, 7%
und 8,(0, g) nach den Formeln § 1. (14), so folgt:

und

und

In (,3) — Q (417{{7')6

4 WPQRy

23 o (9 — 3/ R pans
& 17 @ T 4PQR
9 () = ?i (4pqr)%

@) P 4PQR)}

oder wenn man

n—1

ey ()7
9™ () -a

setzt, wihrend

in (17) also



Ueber die Theilwerthe der Jacobi’schen Thetafanctionen. 381

— (E9Rpgr ’;
AB = (___T_)
so folgt aus (22) und (23):

@)= V& : _—ﬁ_
© =B} 5
) OESI%>

(%) =B]/%% :

Als specielle Fille fliessen hieraus die Formeln § 2. (11), ferner
§ 4. (19) und § 7. (17).

Auf die Analogie der Formel (22) mit den Gauss’schen Resul-
taten fir die sinus-Producte haben wir schon in der Einleitung 2u
diesem Paragrapben hingewiesen. Durch Vergleichung von (22), (23),
(24) mit (16) und (17) resultiren dann noch folgende Beziehungen
zwischen der reellen und imaginiren Periode:

n a1y _ R 5
g ° [9,](9) =1/« AB =Va(2LEEY}
(1) =
— 4
¢ v ) (@) = (eTes)
(25) 1 sm+y POR &
q & [8](0)= (MX‘Q_“>

nm41) =
q ° [%] («‘?3)=(L*~qrfw)s-

Also hieraus:
@) g ] (0) = (5] (9) = (8] (0) = [8:] (8) ,

Endlich noch:

n—2

- qn(ng—{»') Ej}_ _ 1 {’PQR 3

@&y Ve | per

nln41) - et

% [8] _ g [PQR}|?

o q @ T ¢ Lpar

27) no1
e N { PQR] 5

g @ B L pgr ] “

ey _ g [PPE]S

4 @y~ P | pgr]



382 W. Gorive.

§ 10.
Anhang.

Es ist im § 7. behauptet worden, dass simmtliche Primzahlen
von der Form 6m - 1 sich zerlegen lassen in die Snmme eines ein-
fachen und eines dreifachen Quadrats, wenn also p eine solche Prim-
zahl ist, so ist:

(1) p=A*-+3B%.
Die Zahlentheorie beweist diesen Satz fiir das 4-fache jeder solchen
Primzahl, nimlich dass sich immer zerlegen lisst:

2 4p=oa®+ 28

(vgl. Bachmann: Die Lehre von der Kreistheilung und ihre Be-
ziehungen zur Zahlentheorie. Leipzig 1872. 8. 138 und 139.).

Hieraus lisst sich aber das oben angegebene Resultat auf einfache
Weise herleiten und erweitern.

Es ist nimlich klar, dass in (2) sowohl « als B entweder zugleich
grade oder ungrade Zahlen sein miissen. Im ersteren Falle wire die
Gleichung (1) sofort bewiesen. In der That liefert aber die Zahlen-
theorie den Fall, dass sowohl & als auch 8 ungerade sind. Z. B.

4-13=543.3
4.19=T243.32,

Wenn o und 8 nun 2 ungerade Zahlen sind, so ist entweder im-
mer « — f oder « - f durch 4 theilbar, denn es ist entweder:

1) a=4m+1 B=dm+1
2) a=4m 1 B=4m,F1.
Im Falle 1) aber ist

oder

i‘(“—ﬁ)zml_mz’
e+ B)=my + m,.

In dem ersten FKalle ist dann aber zugleich « 4 38, im zweiten
Falle « — 3 B durch 4 theilbar, denn im 1) Falle ist

t+3f)=m+3m+1,
%(“"313)3m1-—~3m2i1.

im Falle 2) ist

im Falle 2)

Wir sehen also, dass jedenfalls immer folgende 2 Gleichungen zusam-
men bestehen miissen.
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L a—B =44

e+ 38=4s,

(3) oder
L. a8 =44,
e—3f=4s,.

Aus I. aber folgt:
a==15 + 34, B=s —1¢
a=38+3bL, pf=1H—s.
Es wird sich also jedenfalls immer setzen lassen:
{ a=A4+43B
=+ (4—B).
Diese beiden Gleichungen miissen immer bestehen, mdgen die Grissen

« und 8 in (2) einen Werth haben, welchen sie wollen, wenn sie nur
beide ungerade sind.
Setzt man die Werthe (3) in (2) ein, so folgt:
©) 4p=(4+3B?+3(4— By,
Fithrt man beide Quadrate aus, so sicht man sofort, dass hier-
aus den beiden andern Gleichungen folgen:
4p= (4 — 3B} +3(4+ B)?
4p=(24) + 3 (2 B).
Die Gleichungen (5) und (6) bestehen also immer mit (2) zusam-
men, und es zeigt sich:
,,Dass jedes Vierfache einer solchen Primzahl p von der Form
»0m 4 1 auf dreifache Weise darstellbar ist als 4* - 3 B3
»also in der Summe eines einfachen und eines dreifachen
»Quadrats.«
In der That ist:
4. T=1"43.32=5"43.12=4243.22
4-13=7"4+3-12=54+3.32=2243.4
4-19=124+3.52=T>-43.32= 824 3. 2% etec.
Sodann aber ergiebt sich aus der zweiten Gleichung in (6) sofort:
7 p=A 3B,
also unsere Gleichung (1), d. h.:
»Jede Primzahl von der Form 6m -+ 1 ist immer und zwar

,nur auf eine Art zerlegbar in die Summe eines einfachen
,und eines dreifachen Quadrates.“

aus 1L

4)

(6)
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Wenn aber die Gleichung (7) besteht, so ist damit auch bewiesen,
dass sich das 42- und das 3 A?-fache dieser Primzahlen von der Form
6p -+ 1 aof eben dieselbe Weise darstellen lasse, wobei 4 ganz beliec
big ist. Denn es ist auch:

tp— (A4} +3ABY
{8l?p=(3lB)2+ 3 (A4)2.
Es folgt aber ans (6) auch:

,Dass ein Product aus # Primzahlen von der Form 6m - 1
,sich immer auf 2 Arten in 42+ 3 B? zerlegen lasse.«

Denn es sei:
p=a* + 38
Py =t + 3 8,%;

so folgt:
() {1’11’2 = (@,@, + 3 $,6,)° + 3 (& B, — B1w,)*
= (¢y &, — 3 8,8,)° + 3 (e, B, + B1,)* .
Nimmt man noch eine dritte Zahl p; hinzu, so ist p, p, p; offenbar
auf 4 Arten zerlegbar, p,, p,, p;, p, wire auf 8, d. h. 23 Arten zer-
legbar, und so schliesst man weiter, woraus offenbar obiger Lehrsatz
resultirt.
Wenn man nun folgende Tabelle der bis 100 vorhandenen Zahlen
p betrachtet:
T= 2243.12
13=1243-22=3242°
9= 424312
Sl= 2243.3
3T=524+3-2=624 1
43 = 4*4-3.3*
6l =143 .22=5246°
67 =8"4+3.1°
B=05"4+3.4=8+ 3
9= 224 3.5

)

MN=T743.42=924,4
103 = 10° 4 3 - 12, )
so bemerkt man sofort den Unterschied zwischen den Zahlen von der

Form 12m + 7 und denen von der Form 12m -4 1, welche letztere
ja auch in die Summe zweier Quadrate zerlegbar sind.

Bei den letzteren nimlich ist 4 ungrade, B grade, wihrend dies
bei denen von der Form 12m -+ 7 umgekehrt ist. Jedoch ist gemiss
(8) auch fiir 3 (12m - 1) 4 gerade, B ungerade,
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Da unsere Untersuchung in § 7. erforderte , dass s eine gerade,
t aber eine ungerade Zahl sei, so gilt sie somit fiir die Primzahlen
von der Form 12m -+ 7 und fiir das Dreifache aller Primzahlen von
der Form 12m -+ 1.

Dass in der Zerlegung von 12% 4 1 A4 immer ungerade, B immer
gerade sein muss, hat Dirichlet bewiesen. (Vgl. Lejeune-Dirich-
let: Recherches sur les diviseurs premiers d'une classe de formules du
quatrieme degré. Crelle, Bd. 3, S. 69.)

Wir wollen diesen zahlentheoretischen Ausfithrungen schliesslich
noch eine kurze Bemerkung hinzufiigen, welche darlegen soll, wie
doch auch manche der vorher gefundenen analytischen Resultate ge-
eignet sind die Fruchtbarkeit der hoheren Analysis zur Herleitung
zahlentheoretischer Wabhrheiten zu bekunden, eine Beziehung zwischen
beiden Feldern der Mathematik, welche durch die grossen Arbeiten
Jacobi’s und Dirichlet’s zu so merkwiirdigen Ergebnissen ge-
fithrt hat.

Aus der Dreitheilung in § 2. (5) haben wir die Formel:
q@+ rR=pP.

Nun aber ist, wenn die folgenden Summen von — oo bis + oo ge-
rechnet werden:

p=2 ", P=Dg™
. (10) =D (1P g, Q= (—1ygm

r = E’ ety R= E’ grenr

Trigt man dieses ein, so folgt:

(11) 2 grk+3hh _2 (— L)k grrtsnn ____.2 gree+r+dastne

Links blieben alle solche Formen k% -} 3h% stehen, in denen %
und % nicht zugleich grade oder ungrade sind, und zwar kommen
dann die betreffenden Glieder simmtlich positiv vor. Die iibrigen
Glieder, in denen % und % zugleich grade und ungrade sind, fallen
heraus.

Rechts aber stehen offenbar alle Zahlen vbn der Form:
(12) A=kk+Ek+43hh+ 1+ 1
worin fiir & und % alle Werthe von — op bis 4 oo zu combiniren
sind. Aus A koénnen immer nur ungrade Zahlen resultiven, da kk-+k
sowohl als 8%k + 3k immer grade sind, wie auch & und % beschaffen
sein mdgen. Da nun die Ausdriicke hh -+ & und £k + 7’ die Reihe

Mathematische Aunalen, VIL
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aller dreieckigen Zahlen bilden, wenn % und % von -+ oo bis — oo
geht, so folgt: )
,Die Summe aus dem Doppelten einer dreieckigen Zahl und
,,dem Sechsfachen einer zweiten dreieckigen Zahl, vermehrt
»um die Binheit, lisst sich immer durch 4° - 3 B? darstellen,
»worin A und B nicht gleichzeitig grade oder ungrade sind.“
Setzt man rechts erst » = 0, sodann & = 0, so folgt:
,»Das Doppelte jeder dreieckigen Zahl vermehrt uni die Einheit,
,sowie das Sechsfache jeder dreieckigen Zahl um die Einheit
,,vermehrt, sind immer darstellbar durch die Summe eines ein-
»fachen und eines dreifachen Quadrates.*



