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Ueber das Krimmungsmaass von Mannigfaltigkeiten*hoherer
Ordnung.

Von R. Beez zu Pravex im Voigtlande.

Im Folgenden wird dlejenxge n~fache Mannigfaltigkeit betra('htet
werden, welche vermbge einer gegebenen Gleichung

(1) F (2, %5+« %a) =0
ausgesondert ist aus der (n 4 1)-fachen Mannigfaltigkeit (z,, 2,, - %,).
Letztere mag als eine absoluf gegebene oder (nach Riemann) als
eine ebene Mannigfaltigkeit angesehen werden.

Auf F = 0 seien gegeben die unendlich nahen Punkte A4 und
A% (4=1,2, .- n), mit den Coordinaten z,, 2, - - - x, und z, + d;z,,
z, 4+ dity, + - - &u 4 di,; so dass also die Formeln stattfinden:
@) Fdwy+ Fidzy+ - -+ Fadiza =0, (i=1,2,---2),

wo unter Fy, F,, -, - F, die Ableitangen von F zu verstehen sind.
Ferner sei B ein ausserhalb F = 0 beliebig gegebeper Punkt mit den
Coordinaten ¥, 9,, - + - ¥»; dann ist das Volumen des durch die
Punkte 4, A% und B bestimmten Parallelepipedums dargestellt durch
die Determinante:

Yo— Ty ATy dyg - -+ duz,
) BRe 'Y —% d:c, d:x;,~ da:1

{ Y — 2, d‘x,, d.zx,. . d xn |

Ferner seien dw,, dw,, - - - dw, die Partialdeterminanten von R,
genommen nach den Gliedern der ersten Vertikale; und endlich sei
dw definirt durch:

)] (dw)? = (dw,)* + [dw* + - - - (dw.)* .

Zufolge der soeben fir dw,, dw,, - - - dw,. gegebenen Definition
finden die identischen Gleichungen statt:

dw, - dizy + A1, - dity 4 - + G0, - diz, =0, (=1,2,+-n);

hieraus ergeben sich mit Riicksicht auf (2) die Proportionen
25%
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dwy:dw,: - :dw,=F :F :-...:F,;
aus diesen aber folgt mit Riicksicht auf (4):
dw, F,

k=0,1,2 ..9).

TS R

Die Formeln (5) lassen erkennen, dass die Quotienten % angesehen
werden kénnen als die Richtungscosinus der im Punkte A (oder
Zyy Xy, « .- o) auf der Manmgfaltlgkelt F = 0 errichteten Normale.

Die Grossen dw,, dw,, ... dw, sind definirt als gewisse Partial-
determinanten von R; und es ﬁndet daher die identische Glexchung
statt:

B = dw, (Y — %) + dw, (4, — ;) + - - + dwa ¢ — 2) ,
eine Gleichung, welche auch so dargestellt werden kann:

B dw g — @1?_/_1_‘_‘_“’1 aw, y, — =,
(AB)- dw — dw (AB) + +-ot dw (AB) ’

wo (A B) die gegenseitige Entfernung der Punkte 4 und B bezeich-
nen soll. Die rechte Seite der letzten Formel reprisentirt, weil die
d

Jg’f die Richtungscosinus der Normale vorstellen, den Cosinus des-

jenigen Winkels ¢, unter welchem diese Normale gegen die Linie
(A B) geneigt ist, so dass man also erhilt:

@B dw 9,
oder was dasselbe ist¥*):
R
©) AW = proony

*) Diese Formel (6) scheint mir wenig im Einklang su stehen mit einer
gewissen Bemerkung, welche Kronecker in seiner ausgezeichneten Abhandlung:
»Ueber Systeme von Fumctionen mehrerer Variablen (Ber. d. Berliner Akad. d.
Wiss. 1869, S. 170) gemacht hat. Denn, ubertragen in die von mir angewandte
Bezeichnungsweise, wﬁrdc jene Bemerkung etwa so auszusprechen sein:

Wenn man fiir die (n + 1) der Mannigfaltigkeit F = 0 angehorigen Punkte
4, A, (=1, 2, -- n) und fiir irgend einen (n + 2)'* ausserhalb dieser Mannig-
faltigkeit liegenden Punkt B die Inhaltsdeterminante R bildet, und dieselbe
durch die Entfernung

AB=V{yy— 2 + @ — 2 4+ (¥, — €,*
dividirt, so nihert sich dieser Quotient dem Werthe des Elementes dw, sobald
man den Punkt B ins Unendliche riickt.
Dass der in Rede stehende Ma.ngel an Einklang in einem geringfiigigen
Versehen (respective Druckfehler) seinen Grund hat, dirfte wohl keinem Zweifel
unterliegen.
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Offenbar reprisentirt (4 B) cos ¢ die Hohe des mit R bezeichneten
Parallelepipedums.  Dividirt man aber das Volumen R des Parallel-
epipedums durch seine Hihe, so erhilt man seine Basis. Die Formel
(6) lasst also erkennen, dass diese Basis gleich dw ist; und es hann
daher dw aufgefasst werdm als ein unendlich kleines Element der ge-
gebenen Manwigfaltigheit F = 0. N

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir iber zur Darstellung des
Kriimmungsmaasses der gegeberen Mannigfaltigkeit F = 0. Je zwei
Punkte der Mannigfaltigkeit F'= 0 und der (kugelférmigen) Mannig-
faltigkeit
) B+ &+ +EI=1
mogen correspondirende genannt werden, sobald zwischen ihren Coor-
dinaten %, #;, ... %, und &, &, ... § die Relationen stattfinden:

Fk
VEGHFi4- -+ F}’
Sind nun insbesondere A (£, &, ... &) und A® (§, 4 d;§, £+ dif,,

. &+ d;E,) die .den Punkten 4 und A® correspondirenden, und
setzt man [analog mit (3), (4)]:

g N —& d& df, ... d§ !

9) i p_—i’h""gz g dE ... 4k

¢

e — b QB dyfs ... daba

*k=0,1,2,...m).

®) B =

und

(10) (@) = [day)? + (d0,) + - - - + [d6n)?,

wo dw,, da,, ... do, die Partialdeterminanten von P nach den

Gliedern der ersten Vertikale vorstellen sollen, so wird [analog mit (5)]:

dw & £

1) =% = . S

R Tl 7O e A
Aus (5) und (11) ergiebt sich mit Riicksicht auf (8) sofort:

F=0,1,2 ...u5).

day dw,

(12) -‘—i-(:')—:-a;é——, (k=0,1,2,..,n).
Das wvon Gauss eingefiihrie Kriimmungsmaass K = e ka.nn daher,
wie aus (12) folgt, dargestellt werden durch:
__do __do, __do, _ ___d‘“’n
(13) __%.__Z%__@_:._. =

Bei der weiteren Entwickelung des Ausdruckes von K mfgen nun der
Reihe nach drei Fille unterschieden werden.
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Erster Fall. .

Die -Gleichung (1) der betrachteten Maumgfaltlgkext sei aufgeldst
nach z,, also gegeben in der Form:

(14) Ly — [ (@, Tyy oo - a) = 0.

Alsdann besitzen die Relationen (8) die Gestalt:

(15%) =L, L=—15, (G=12..0),

WO [y, fay « -+ fn die partiellen Ableitungen vou f vorstellen, wibrend
s definirt ist durch:

(1Y) s=1fiFh 4+

Die Coordinaten &, &,, &, ... & sind in diesem Falle nur abhingig

von den n Argumenten z,, Z,, ... Z, (nicht von z,); so dass man
Formeln von folgender Gestalt erhilt:

(16) A&y = Endixy + Eaditts + + - + Epndin .

Beachtet man also, dass die Partialdeterminanten w, und o, definirt
worden sind durch:

dx, dotty . dntty | CdE Ay . daE |
I N
4z Aot - . dutin | dyEn dyks .. duka!

so erhilt man auf Grund der Formel (13) und unter Anwendung des
Multiplicationstheorems der Determinanten sofort:

By B B
17 K =90 _ 49 %»1 B oo Bt
. Z;nl 2,,2...5,,,‘%

Durch Differentiation von (152) findet man:

1 k=n . Y
(18) =5 =% (fj "= b — S'fjp) ,
wo die fip, f,, die zweiten Ableitungen von f bezeichnen. Substi-
tuirt man diese Werthe (18) in (17), so folgt:

fis forooofan’ 12 —3$* fafy - Il '
- (19) K=—§‘7-fw foo o Tae . Ay (=S .. G 1L
§ . . . . '

. -1 .. .
lflu f2» ---fnn; ﬂfn ff)fu "'f -—82
Die zweite Determinante, welche fir den Augenblick mit ¢ (s%) be-
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zeichnet werden mag, reducirt sich auf den Werth (— 1)*. s¥»—32,
Denn’ ihre Entwickelung nach Potenzen von s? giebt:
D) =Dy — 2 ZByyF S ED, s (— 112 DA 4 (— L2,

worin XA, die Summe aller Partialdeterminanten m'v Grades von
A, = @ (0) bedeutet; diese Summen aber sind identisch Null mit
alleiniger Ausnahme der letzten XA,; so dass man erhilt:
@ (52) = (— 1p=3sn=2 24, 4 (— Dpsin,
= (DI — S (A e+ ),
= (— 1) s?»—2, [vgl (15")].
Man erbilt also schliesslich:

T fiz e fia

(20) K= (:_:_} ﬁ.’: . ﬁz.z or fan .

l .

ot fur oo fun

Zweiter Fall.

Die betrachtete n-fache Ma.nmgfalt1gke1t sei, wie in (1), gegeben
durch die Gleichung:
21 F (xy, 2y, T3y o .. ) =0.
Um diesen Fall auf den fritheren zurfickzufiihren, sei zuvbrderst auf
die Proportionen aufmerksam gemacht:

@) 1:(—f):(—f)i () =FyiF: By R,
sowie auf die hieraus entspringenden Formeln:
F
(22b) ) fi=— -F):_ ’
2 F, f F
(229 %;._;..S_o, _g’f.—_—_——g"-, k=1,2,...2),

wo s und S zur Abkiirzung stehen fiir die Wurzelgrissen:
(229 s=V1+P+R2+- -+,
S=yF+ F - Fit-- -+ B2
Aus (22%) folgt sofort:
i — deFOF—‘;zFodg,
= (FpFoo— FyFyoday + (F Foy — FoFpday + - + (F Fo,, — Fo By ) d, .
F?
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nun ist aber Fd +Fdaytt B,
z Ly di,
"—fldxl"'fzdxz’*' +f»dxn—(_1) - : F,
substituirt man diesen Werth fiir dz, in die letzte Formel, so erhilt
man das Differential df, ausgedriickt durch die » Differentiale dz,,
dz,, ... dz, (exclusive dx,); und hieraus folgt alsdann sofort:

H

(28) fri= ;—Z = ‘%ka—t;

wo unter U, die Determinante zu verstehen ist:
'; 0O B F

(24) U= | F, Foo Fi |
IF EO F]“ |

Substituirt man die Werthe (23) in (20), und bezeichnet man dabei
die aus den %? Grossen Ui zusammengesetzte Determinante kurzweg
mit U, so erhilt man:

9= (=1"U
(25) K= FEr
Nun ist aber nach (223:b. « d): 5 —= f«% Somit folgt:
0
(== U
(26) K= S

Diese Formel ist, wie sogleich niher dargelegt werden soll, identisch
mit der von Kronecker*) gegebenen Formel:

0 Fo F1 CERY Fn i
. 1 |F0 FOO FlO’-‘FnOI
(27) K:_—ST‘_—?!F] FOI F“...Fnli=—‘sm'
‘Fn FOn Fln'--ank
Multiplicirt man nimlich in dieser Kronecker’schen Determi-
nante — sie mag R genannt werden — -simmtliche Vertikalreihen
von der dritten an mit 1",,, und zieht die respective mit F,, F,, ... Fy

multiplicirte zweite Vertikalreihe von denselben ab, so erhilt man jene
Determinante in folgender Gestalt:

*) Dieser Ausdruck (27) des Krimmungsmaasses K ist von Kronecker auf
anderem Wege gefanden, nimlich aus dem Satze abgeleitet worden, dass die
Kriimmung der #-fachen Mannigfaltigkeit dargestellt wird durch den reciproken
Werth des Productes der » Haoptkrimmungshalbmesser, (Vgl. d. Ber, der Ber-
liner Ak, der Wiss. 1869, S 695.)
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10 F, O et 0 ;

Fy Foo FyFio—F Foy -+ FyFpo— F, Fo |

B= 7 : F1 Fyy FoFiyy —F Fy, ""Fanl“FqFoxi’
i

l

F FOn FoFm—FxFo”"-'Fo Fow— F, Fy,
wofiir offenbar einfacher geschrieben werden kann:

| Fo FoFm-FxFoa""Fano-—F,,Foq
R=__bﬁ,1_,_‘ Fl FOFII""‘FIFOI""FOFnl“‘F F()l
e

vl-Fn FOFln“"FlFOn" Fo mo“'F F()n
Multiplicirt man nun in dieser letzten Determinante jede Horizontal-
reihe von der zweiten an mit F|, und subtrahirt die respective mit

F,, F,, --- F, multiplicirte erste Horizontalreihe, so verschwinden
simmtliche Glieder der ersten Vertikalreihe bis auf ¥, und man erhilt:
(_ 1)n+1 U
E= Fy w2

wo U die schon frither genannte Bedeutung hat. Substituirt man aber
diesen Werth der Determinante B in die Kronecker’sche Formel
(27), so folgt:

_(=1"T

R A

und dieser Ausdruck ist in der That identisch mit dem in (26) ge-
fundenen.

K=

Dritter Fall.

Die betrachtete n-fache Mannigfaltigkeit sei gegeben durch die
(v + 1) simultanen Gleichungen:

(28) Br=Ffi (PysPry- - Pn)y (k=0,1,2,---m).
Unter 4 und A mi’)gen folgende Determinanten verstanden werden:
o= 55 G s % o om0
| oz om0 T IO
29) Am}y‘ # apa op. 0p,,, A= g Y op; op: 02’,,;
i a%, 02, . 0%, —k 08, b 0L
zyu Ln 31’1 gp—z 517; N 5 oo 0D apn:
ferner seien A, A,, - - - A, und Ay, A,, - - - A, die Partialdetermi-

nanten von 4 und A, genommen nach den (:rhedern der ersten Verti-
kalen; ausserdem sei H definirt durch:

(30) A R
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Alsdaun finden, falls man die frither mit d,, d,, - - - d, bezeichneten
Verschicbungen den Parametern p;, p,, - - p. entsprechen lisst, zwi-
schen den Determinanten dw;, dw: und 4, A; die einfachen Be-
ziechungen statt: -
(BY) dwi= Ay dp,dp,---dp,, doy=~Acdp, dp,---dp,.
Nun ist nach (11) und (12):
dw, duw,

.(32) gkz.‘_ﬁ‘;—_V(dwo)2+(dw;)z+"+(d%;;
oder weil nach (31) die dw, mit den 4, proportional sind, und mit

Riicksicht auf (30): .
33) b= = 3
( k~]/-Aog+A12+"’+-An2 H>
hieraus folgt sofort:

b agk aAk oH .

(34) P (H — 7, )

Um im gegenwirtigen Falle éinen geeigneten Ausdruck fir das
Krimmungsmaass K zu finden, geben wir aus von der Formel (13),
welche mit Riicksicht auf (31) so dargestellt werden kann

(35) = do__doy A

Substituirt man hier fir A, aeme eigentliche Bedeutung [vgl. (29)],
indem man dabei fiir die i die Werthe (34) einsetzt, so folgt nach

t

einer leichten Umformung
VHH A4,- 4, --- 4, |

?H@@ééé”fﬁ
. 1 opy O0p; 0P op
(36) K=ggre, . 00 70 0 7
Vg oH o4y 04y 04,

,0B, 0P, 0D, 0P, |

Substituirt man in diese Determinante die Werthe der HH und
H %f (30), und subtrahirt von der ersten Vertikalreihe die Summe der
k

respective mit 4,, 4,, - .. 4, multiplicirten iibrigen Vertikalreihen,
so folgt sofort: .

ifio A - A, ]

;ga&ﬂﬁ%é

37) Ko 0 %000
H i E |

r._..é_o 3A'...é.‘i§:

ép, 0p, B,
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und hiermit ist also das Kriimmungsmaass K in sehr einfacher Weise
ausgedriickt durch die mit 4,, 4,, - - - 4, bezeichneten Fartialdetermi-
nanten [vgl. (29)] und durch die Grisse H (30).

Es mag schliesslich der erhaltene Ausdruck (37) noch einer ge-
wissen Transformation unterworfen werden, durch welche er in Ana-
logie tritt zu dem von Gauss gegebenen Apsdruck. Zu diesem Zwecke

sei zunichst bemerkt, dass zufolge der fiir 4,, 4;, » - - 4. gegebenen
Definition die identischen Gleichungen stattfinden:

td, A, - !

ozy 0z 0%
) R

ap, op, 0Py

(38 ) Y AO apk + Al 51,]‘ +' + An apkz
ausserdem werde die Abkiirzung eingefiibrt:
04y 0% | DA bz 94, oz,
B9 Du=gr ot om oo T T im
— &, AL J’Z_)
o (A" enon T Ao, i T T A svion,

Durch Multiplication von (37) mit (382) ergiebt sich alsdann sofort:

Dy Dy -+ Day
(40) K—-E—M | Dyy Dn‘ Dn?

R Dln DZn . -Drm )

Hiermit ist unser Ziel erreicht. Denn die vorstehende Formel (40)
verwandelt sich in der That fiir =2 m die bekannte Gauss’sche
Formel:

K= ___2_12_:;2}2, .
AAF BB CCR>
(Gauss’ Werke, Bd. IV, 8. 234). Kaum bedarf es der Bemerkung,
dass bei Gauss A,=.A4, 4, = B, 4, = C, ferner p, =p, p, =14,
endlich Dy, = D, D, = D, = D', D,, = D" gesetat ist.

Plauen im Voigtlande. April, 1873.



