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Ueber den grossten gemeinsamen Factor.

Von GorDAN in GIESSEN.

Herr Brill hat (Annalen IV. Bd. 8. 530) einen Determinanten-
satz veroffentlicht, dessen Illustration der Gegenstand dieser Unter-
suchung sein soll. Ich will ihn hier dazu benutzen, um einige Eigen-
schaften des grossten gemeinsamen Factors zweier Functionen einer
Veriinderlichen herzuleiten.

Der Brill’sche Satz kann folgendermassen ausgedriickt werden:

1. Hs seien:

rn Grossen z;; und sn Grossen wu;;
L1y Z12 ... Zin DU U2 oo ... Uin }

B R T - P
und - . . . . . .

Xy X2 -+ oo L2q

. | Zr1 L2 oo oo Lrn ' DUl U2 oo Usa
gegeben, wo wir » und s so wihlen, dass:

rHSs=mn
ist. Zwischen diesen n? Grossen mogen rs Relationen:
) Upr &y - Upp Biz o v oo v oo Ui Tin =0
bestehen. Die r-reihigen Determinanten

!

! Z1:, Ly - - - xl’,", ;

L2, « oo o X200, 1 .. .
i ? ’ri=(él,i2...2r)z
R
. {
<7 TR S

des Systems der z sind alsdann den s-reithigen Determinanten
By ky ... k), '

des Systems der u proportional, welche ihnen der Art entsprecheu,
dass die Indices:

Gty one kR
eine Permutation der Zahlen:
12... =2
bilden.« .

Mathematische Annalen. VII. 28
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Wir wollen aus diesem Brill’schen Satze einen andern herleiten,
indem wir zunichst die sn Grossen u;: durch die Coefficienten ¢;; von
r Functionen:

P = 1,8 F Ca1Z % ... oL O
@) Uy = Coad® a1 L 6

. . . . . . . . .

Py = cs,nx”—l + cal,'n—lx"_-2 ceee .o Gy,
sodann aber die 7#-Grossen z;:
Zijx == wk—1
durch die Potenzen von » Grossen:
Zy; Myl ... Ty
ersetzen. Wir erhalten durch diese Einsetzung folgenden neuen Satz:
,1I. Haben die s-Gleichungen:
P, =0 ....9%:;=0
die » Warzeln:
Ty, Ty e Ty
gemein, so sind die 7 reihigen Determinanten (i, 4, .... ), des
Potenzensystems:

'

2 —1
1w w?®.. . xp .

{=(i, ... %), gesetzt ist) den s-reihigen De-
L Al N A i
terminanten (k,, %, ... k), des Coefficientensystems:
; [ I -

~ (Cksl.....-..(}ksﬂ
proportional, welche ihnen so entsprechen, dass:
Gty oo B ky oo ks
eine Permutation der Zahlen 1 ...# ist.

Zunichst will ich den Brill’schen Satz in dieser zweiten Form
dazu anwenden, um gewisse bekannte Relationen zwischen den Coef-
ficienten und Wurzeln einer Gleichung herzustellen.

Die Gleichung:

f=auzt +au_ 1201, .. q
mdge die Wurzeln: . -
Ty, By oo. MW,



Der grosste gemeinsame Factor. 435

besitzen. Setzt man im Satze I n=p 4+ 1; r=p; s=1 und
ersetzt man ¥, durch f, so gelangt man zu folgendem Satze:
,,JII. Die Coefficienten
@iy g
einer Gleichung f == 0 sind den y reihigen Determinanten (i, 4, . . . i)
des Grossensystems:

lam ....... 7,
| lay.ooo... 7
RSN
11 My veannn TF

proportional multiplicirt mit 4- 1 oder — 1, je nachdem die Anzahl
der Inversionen der Permutation:
Gy by oo Gugs
grade oder ungrade ist.“ —
Etwas verwickeltere Beziehungen zwischen den Coefficienten & und
den Wurzeln x kann man folgendermassen erhalten. — Ersetzt man
in dem Satze II. die Functionen ¢ durch die Functionen

£y &f, @, ... #f,
so gelangt man zu dem folgenden Satz:

»1V. Die u-reihigen Determinanten (7, .... %), des Systems der
Wurzeln sind den w-reihigen Determinanten (iuq;.... ¢uq,), des
Systems:

Ou Quir1 e vees a, 0.....
0 a «...... a, 0
0 0 ..... oo a,

proportional.®
Fiir v = 1 geht dieser Satz in den vorigen iiber.
Ist in dem vorigen Satze w = 1, also:
f=a2+aq

so werden die Determinanten des Systems:

1l m?..... b
denen des Systems:
ta, a0 oL
{0a a........
oo oo e a, @l

proportional. Hieraus lisst sich leicht der folgende Satz ableiten :
28*
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V. ,,Die Potenzen:
laz?....2¢

sind den u-reihigen Determinanten des Systems:

* 1 —z 0 .....
O 1 —zx .....
0 0 1 —=x ?
10%-0 ... .. 1— 2|

gleich.«

Aus dem Satze IV. lassen sich Relationen zwischen den Coeffi-
cienten und den Wurzeln mehrerer Gleichungen ableiten.

Die Gleichungen
- [ =a2+a,12"1....q
(p"—'—'—b»yxy —{-b_;x""‘l .. ..bo
mdgen die Wurzeln haben:

g
agly .o ttyy By By By
Die Determinanten:

(il iz e e e é”)a und (’l:y_]..l ?:1,+2 « e 7:/"!"’)6
sind dann nach Satz IV. den Detferminanten:
(Z'y.H ?:,,_l.g c e i#'{-‘»‘)a und (?:1 7:2 cee @‘,){?

proportional, die Proportionalititsfactoren haben die Werthe:

i
......... ay ! a? b

- = und z
Lay oo ety Mo — ) (g, —F)

und man hat also die Identitit:

Cy g . a, bl . o\ s ] |
E(Z!...Z,)a.(%.l_b. . '2“+')5=ﬂ'(oti—— “zSTT(B,-— B Z(4y... .z,)p,(z,,.;.l. -..’&ﬂ.{-v)‘, .

Nun ist nach dem Zerlegungssatz einer Determinante in Partialdeter-
minanten-Producte :
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I a,0....0

|, Q...a,

By e b0 ... 0 E B G ),

1 By oo Brtr—1 2 O e R s
W1 ﬂ,, ‘.ﬂv“;_’_"_l
= T (e, — ez) TT(B: — B) T {e;—B)
T=a}ybp T (e:—fi)

mithin ist:

In #hnlicher Weise, wie wir so eben die Determinante 7 aus den
Coefficienten zweier Gleichungen zusammengesetzt haben, kann man
auch Determinanten aus denen von mehr Gleichungen bilden.

Wir wollen uns hier auf die Untersuchung von 3 Gleichungen

f=au2" +ap 12" 1. ... ... g =0
p=byr + bt ... by =0
YP=cCoa® F G 1 2@ L ¢, =

beschrinken, und ihre Wurzeln durch:

ay, @y tyy BB Brs Vis¥2e- Ve

bezeichnen. Wir bilden aus ihnen das System der Formeln:

[ =0; zf =0;..... gV-4=1f =0
g=0; z2zp=0;..... ¥ lp =0
p=0; zp=0;..... el =

welche linear in den N Potenzen sind:
1, z, 2*. ... 2% 1

und wihlen N so, dass die Anzahl unserer Formeln ebenfalls N ist,
also:

NeN—ut N—vf Nop—=ritrte

Die Determinante unseres Systems:



Y@y uy Gy o oo B 0 Lo 0

i 0 a auy..... 0 O...... 0

i O 0 ........... Ay Guy - . Q
S__;_,b b,_lbyg....bOO ........ 0
O 0 O ......... by by_1 b,

Co Co—1 Co—2 L 0

. . . . . . . . . . . . . . . l

0 0 O......... Co Co—1 + + Cp i

kann folgendermassen transformirt werden.

NachSatzIII. sind den (N— u)-reihigen Determinanten (¢,4,...4v_,),
des Systems:

1a#a,‘_1....a00 ....... 0 *
{0 @y @uo1...40 Oi
o ........ 0a, au_y a |
den y-reibigen Determinanten (iv— 1, ty—pusi1- -« - - ), des Systems
2 —
le e?...... R
e ..o n o, V-1 l
) i
2 N—1 |
1 «, @l ... «; i

Ordnet man nun S nach Producten von Unterdeterminanten der
N — u 1% Zeilen, trigt fiir diese ihre Werthe ein und wendet so-
dann den Multlphcatlonssatz an, so entsteht die Formel:

S . Tl'(o:i——ak)

e Y lgle) @ TR () ) @ V0 () V0= plas).... ()
' a?'.’\’—-v—l ¢(a2) : .
—g ¥ .

__a" #;

! ae.\'—v-l ‘P(“e)

Ordnet man diese Determinante nach Producten von Unter-Deter-

minanten aus den N — v ersten und N — ¢ letzten Colonnen, so
. wird:
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S. Tl'(ai—ak)=a:’—y 29)(a¢1)95(a;2). "9’(“*'N—v)¢'(“iy~y+1)“'¢(“ie) .

. .2 N—y—1 i . Nep—
1 “zl azl . azl ! ! 1 “zN_v+1 ..... a.»‘v_ $+11
R 7 N 2 il I |
T- i ! [ |
! . e | . |
' . 2 N—y—1 | : —Q—~
} 1 “z‘v_,. a'N——V RN a‘.’V——‘V ! ' 1 aze ..... a,é" e—1 ]

wo die Summation sich iiber alle Combinationen 4, 4,...¢y_, der
Zalilen 1....pyu erstreckt und = das Vorzeichen 4 1 oder — 1 be-
deutet, ja nachdem die Permutation i, - - . 4, eine grade oder angrade
Anzahl Inversionen besitzt.

Die Determinanten rechter Hand sind gleich Producten von Diffe-
renzen der «; hebt man dieselben gegen das Product linker Hand weg,
so wird:

‘P(Z)"”‘P"‘;, 'wai AR 1'/,0,‘.

T T (e,
=1 .:.v—v+1( r %)

In ihnlicher Weise kann man die beiden andern Formeln ableiten:
(‘3{1) ........ P (ﬂi.V*g\’ f(ﬁ"‘v—e+l> f(ﬂz;)
r:N;Vém Te=v

i m (B, —6)

r=1 s=N—g+1

4 S= (—)F—DE—@p F—7 Zi»’ll’

f(yil ) ....... f(y‘,‘v_#) ¢(75.\'—;¢+1) ...... f(./‘,e)
r=N—p s=g
LIS 75t 28
r=1 s=N-u+1
Wir wollen nun die Voraussetzung machen, dass die Formeln f
und ¢ die 4 Wurzeln:

@) S =(—1W-necr-e X

gemeinsam haben und dass dieselben mit den Wurzeln:
Cuy Cpyem1v oo e Cy—it1

ﬁz'; ﬁr—l ~~~~~ Igr—2+1
von g iibereinstimmen, dass also die Ausdriicke:
fla)...f), o@).... @)

identisch verschwinden.
Wir wollen zwei Fille untersuchen, in denen:

von / und:

1>-L——+2””9 oder 4 = "-Tp—

ist. — Im ersten Falle verschwinden in der Formel (4*) alle Glieder
rechter Hand, da in der Zahlenreihe:

Uy laennns iN—v
mindestens eine der Zahlen:

-



440. GORDAN,

uyu—1..80—24+1
vorkommt, also mindestens einer der Factoren:

o). ... @y _,)
verschwindet. — Hieraus folgt der Satz:

VI. ,,Haben die Gleichungen f und ¢ mehr als:
etv—e

Wurzeln gemein, so verschwindet die Determinante S fiir beliebige
Werthe der Coefficienten ¢. KEs verschwinden dann die o-reihigen
Determinanten des Systems:

G Quey v oo -ty O 0 Lo 0

O au...... a, O ... . 0
0 0...... O @uur o oo v |
by byoy o by O ..., 0
0O 0. . by by o .. by

(Man kann diesen Satz auch direct beweisen.)
In dem zweiten Falle, wo:
A ttr—e

ist, verschwinden alle Glieder rechter Hand, bei denen die Combination
I A M

eine der Zahlen: u, u — 1, o —2 ... u — 4 -1 enthilt, es bleibt

also nur das Glied iibrig, wo die Combination:

Z“ 7/2...‘&)]_,,.
,2....N—v»

iibereinstimmt. Statt der Formel II. haben wir in diesem FKalle die
Relation:

mit der Combination

r:..\':v =
1 n (‘X, — 0‘,)

r=1 s=N—1+41

oder:
plag o play_ ) p{x) - - wi”,a-i—p’-—-g)
5 S =q¥-« — LIS
( ) b r=N-~v ;;’.‘_'t:.:g
m Mo —n

r=1 s=1
Hieraus ergiebt sich der Satz:
VII. ,,Die Determinante S verschwindet in 2 Fillen:

1. Wenn f und ¢ mehr als £3-7 ¢ + 22 Wurzeln gemein haben.

P
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L + > 2 Wurzeln gemein haben und eine
dieser Wurzeln v befnedlgt.“
Der zweite Theil lasst sich sehr leicht direct nachweisen.
Die obigen Formeln geben uns die Mittel an die Hand, den grdss-
ten gemeinsamen Factor:
=0t + Ot .. ... Q= 0; (z —m) {&—m,) ... (x—m)

der Functionen f und ¢ zu berechnen.
Zundchst erhilt man Relationen zur Bestimmung der Coefficienten
0; mit Hilfe des Satzes IV. Nach demselben sind die g-reihigen

. Wenn fund @ °

Determinanten (4,, ¢, . ... i), des Systemes:
0, 0;-1.....0, 0 ....0
P09 ... 9, 0
BESEEEEER RS
[0 0 ... 9, ....06,
der Coefficienten der Formeln:
(6%) : 0=0; 206=0...... 610 =10
den N — g-rethigen Determinanten (igqq...4y) des Systems:
1 S P N1

R T mggg‘
proportional. Nach Satz II. sind nun die ¢-reihigen Determinanten
(4 -+ .. 4),, des Systems:

@u Gu—y o o . .y O . ... 0

By bory ... by O ... 0

‘ 0 O PR bv ...... b()n
der Formeln:
(6°) f=0;5 xf=0...2Y-+=1f=0; p=0; 2p==0...... x¥—7=1p=0
gleichfalls den Determinanten (jg4+1 - - y), proportional, mithin auch
den Determinanten (i ...7%),. Aus dlesen Proportionen lassen sich

die Grossen © bestunmen Man kann diese Relationen auch daraus
folgern, dass das Formelsystem (6°) eine lineare Folge des Systems
(6) ist.-



442 GoRDAN,

Um © direct zu berechnen, ersetze man die Gleichung "y = 0 durch
die Gleichung

z—E= O)
die Determinante S geht durch diese Substitution in die Determinante:

Qp Qu1 @y o - o o - a, 00 0 O0......... 0.
. .. a

‘ by by oo e 2 0
P00 e by |
P00 1—E& 0 . ovvvnn.. 0
L 001 —E ..., .;
1—¢|

iiber. Derselbe hat nach F. (5) den Werth:
ela)p(ay) -+ ‘P(“A’_yK’zx — &) (my—E) - - - (7’1 —&
(e, — =)

g N~
Sy = al=#

(_ 1)1 v ‘P(“]) ...... q>(a‘\'—v)
(7) 1= —é_;— a‘uV ad O(E) I (01, — 755)

ist also dem grossten gemeinsamen Factor von f und ¢ proportional.
— Man kann ihr nach Satz V. die Form geben:

baua ++ auy 227y @@y Oeeennl 0
) . !
I it U G2l Q2 eeneeillyceenennes 0 i
; . .
B bzt by 2 by begeiby Oeeeennnn 0 =5
bya =l br—ag1 by il byerevenenes 0
i by |

Wir sind oben, um die Resultante zweier Functionen f und ¢
vom " und »** Grade zu bilden', von dem Formelsystem:

9 F=0; 2f=0....2"~1f=0; 9=0; 2g=—0........ 2 —1p=0

ausgegangen, und haben die Determinante 7 ihrer Coefficienten ge-
bildet. Man kann nun, ohne den Werth 7 zu #ndern, Combinationen
dieser Formeln einfithren. (Vgl. Baltzers Determinanten. 3. Aufl
S. 169.)

Wiihlen wir # > m und bezeichnen wir den Quotienten:
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W) Fl,y=lEowmsnte 55

Cix xisll:-——l
r—y i=1i=1 ¥ ’

so werden erstens die Coefficienten ¢;; und ¢; einander gleich.
Ferner werden die Gleichungen:

Py = Cion—1 L €l p—2 2" oLl €y =
(11) ,1 == (2, 5—1 a1 + € p—? F N C21 =
d/,,——-c,, ,,_lx"—l—}-c,, n— 2«6" ... Cny =

Combinationen der Formeln (9) und werden wie diese durch die ge-
meinsamen Wurzeln:
Ty Ty e vno v ;

von f und ¢ befriedigt; endlich ist die Determinante:

| G1t1 €12 -« . . C,n
" Co1 €22 « . . .. Coym |
(12) R— o U0
FRR
Flu1e - 0 0 o e Cp,n

gleich der Resultante 7" von f und ¢.
Die Partialdeterminanten dieser Determinante sind:

c‘).+1>k}.+1 ......... c‘l-i—l"n

5 R S

. NP 1 . . . .« . . . . . .
iz, ky CC | i
| c"n"}i-}-l ......... Copyky )

0,1, 0¢

WO 4Gy .. ..iny Ky...k, irgend welche Permutationen der Zahlen
1....n bedeuten und & die Zahl 4 1 oder — 1, je nachdem die
Anzahl der Inversionen in diesen beiden Permutationen zusammen

grade oder ungrade ist. — Ich will diese Partialdeterminanten durch
(il Gy .- u) _ (klkz.. . .'l;;,)
N U O

bezeichnen.

Da die Wurzeln = die Gleichungen (11 befnedwen so folgt aus
/41 % .

Satz II., dass die Determinanten ) aus den Coefficienten

C }w, . }vz
1

der 5 — 2 Formeln u;_, .. - ¥i, den Determmanten (igty « o t2), (VGL
Satz I1.) proportional smd das; "also der Quotient:

(Zl’h,....?z)
Tk, . T,

(6‘22....1})“
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von der Indices ¢ unabhiingig ist. — Da aus dem ndmlichen Grunde

der Quotient:
(Z/lﬂ) PP l))
ity « v s g

(rnky - - . .kﬁ”

n

von den Indices k unabhiingig ist, so folgt hieraus, dass der Quotient:

G

(01 ..... Z),)ﬂ (k] ..... ]v)_)”
von den Indices 7 und % unabhingig ist. Dieser Quotient hat den
Werth:
12...4 (1 2... A)
(o2 Gl /
(13) - —c,
(r.... 42 T (7w, — mz)?

wir wollen ihn durch C bezeichnen und gelangen so zu dem Formel-
system:

149 (Z e ;z) = Cliy oo i)y Ta),-

Um diese Formeln in eine einzige zusammenzuziehen, fiihre ich
22 neue Functionen ein:

P (z) = Py, , &% - Proa—1 22 ... Pi1
P>(cc)——pz ,cn"—{—p)n w"" ..... P21
Pz (;r) =, nx’*~1 —i—pl U ot S Pa,1
Qi (%) = @& Gra—12" 3 ... q11
Qi (&) = @, n®* ' + Gaur 22 ... e, 1

und transformire die Determinante:

Cll o+ v v e v o Cin P11 oo oo Pix

e Can 11 p

- Lo e oo uoe, ) ine e ons 2
(10) U= n nn % n
(/58 SEE N Gin 0..... 0
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Man kann fiir dieselbe leicht den Werth finden:

_ 2&2.)....L)(z14,..21) R AW

wo sich die Summe iiber alle Combinationen 4, ....%, k, ....k der
Zahlen 1..... n erstreckt. — Nach Formel (14) erhalten wir dem-
nach:

(16) U= C Zi(iyiy . i), (iyin .- i)y Zilhy oo Fa)y (y oo o ),

Nun ist nach dem Multiplikationssatze:

la, ... ¢t Py Dy e Py, ner i
1o, eoo P Py Doy -vve e Dy oy i L
(- . L0 X % = &(1122...@;)"(1,‘_.2'4)?
. -
1D R AP S VP VPR Py
P (7‘1) P1 (7‘0) ACHE
.P,{(ﬂl) ........ P),(ﬂ),)
und ebenso:
Z‘k(kl e k;)n (ki . .. k),)g == Ei Q‘ (Jtl) ..... Q},(?ﬂz),
mithin:
Q) U=CZ+ P (m).... Pr(m) 24 Q(m) .- .- Qi(o2) .

Um den grossten gemeinsamen Factor;

‘1z ..... z* !
La..... F
O (@) - M(m: — m) = O, Z L
1 b7 AP 7512
=6[(2,3...441),—(1,3,4... 24 D (— 14 (1,2,3...4) 4]

und wende darauf die Formel (14) an. Es wird dann:
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._ei; CQA....23).0) T(mi—x)

RS DU .+1) (12...,z+1) . 12<12...1+1 )
=(1 ..... Ao .7 % \we o ) b VP )x‘
also nach Formel (13):
—é—;(l...l)c(l...l),,e(x)

ic.:_+1,;,+1.’tl7—+ c;+1,1$’-—1 ..... Cat1,1 Cad1, 212 Cz+1,2+3....61+1,,,;

?

i
|
|

Ca, 241 B Cua BFTEoiiCayt Ca a2 Cn a3 eeeiCan

mithin stellt die Determinante rechter Hand den gréssten gemeinsamen
Factor von f und ¢ dar. In #hnlicher Weise kann man viele Deter-
minanten bilden, welche dem © proportional sind, man kann alle
diese Bildungen in eine einzige Formel zusammen fassen.

Um dieselbe zu erhalten, fithre ich # — 4 = g neue Variable:
Lyy Xy o v . Xy

ein und bilde die Determinante:

n~—11
log ..., Z;
n—1
1 Lyoonn. z, _
—1
1z . ..., s
1 Ty o o v o Mj—1 |

=TT (@s— ) T (ms— ) TV (s — 701) = él?ﬁ(x,-—xk) M (wi—m) TTO () -

Ordnet man sie nach Producten von Partialdeterminanten, so er-
hilt man fir sie die Summe:

Zie(lydy oo i) (Gt o - - Tn)y

welche sich tber alle Combinationen ¢;...%, von 1...#n erstreckt
und worin ¢ das Vorzeichen bedeutet, welches in bekannter Weise von
der Permutation der ¢ abhingt.

So entsteht die Formel:
9{‘ 258(’&} SIS iu“);-: (Z‘}‘+1 [P i")ﬂ = U(xgnxk) Tf(:zi-—:tk) ﬂe(v%)

und wenn man g neue Variable
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Yis Us o o o - Yu
einfihrt, auch:

0 Zeelly - b, (s - - - - Fia)y = TT(gem ) T (mi— ) TTO (3.

Multiplicirt man diese beiden Formeln mit einander und wendet die

Formel (14) an, so wird:

PR A A

75,4:-1 Fuia .. B ) (ot oy e ),
¢

= C]T(x,—x;) TI'(y,—g/L) Tl'(rt,-—— ﬂk)z TTO(x,) G(y,) ’

0k Xe (

oder nach Formel (13):
(18) 024 Zn. (i - - - 2y (hy « - - k), o Gty Gy - - - ¢,

1...2
—(17773) T — ) T — 99 TTOG) w0

Nun ist nach dem Multiplicationssatze:

1 Cik, €2k o vvo- e | Yo . ...zt |
*Cl’k‘ €,k o000 Cnyky '1x2....x2“—‘
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und ebenso:
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448 Gorpax. Der grosste gemeinsame Factor.

mithin :
¢ V— (1 e A

L) M=) Ts—y) TO(2) 0.

Sieht man hier », als variabel, die iibrigen Grossen z, ¥ als constant

an, so ist der Quotient:
v

Yx:: ,02) '@1’—:53;) ...... @ —=,)
der grosste gemeinsame Factor von f und ¢.

Giessen, im October 1873.



