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Ueber das simultane System zweier bmaren cubischen
Formen.

Von S. GuxperLrINGER in TUBINGEN.

Im 57. Bande des Borchardt’schen Journals 8. 375 hat Her-
mite zum ersten Male auf eine typische Darstellung dieses Systems
aufmerksam gemacht, bei der die beiden gegebenen Formen als Diffe-
rentialquotienten einer und derselben Function vierten Grades erschei-
nen. Clebsch hat alsdann im 67. Bande derselben Zeitschrift S. 360
und spéter in seiner Theorie der biniren Formen (S. 221—228, 392
—405) diese typische Darstellung aufs genaueste studirt und nament-
lich die dabei auftretenden Coefficienten durch die Invarianten des
vollstindigen Systemes ausgedriickt, allerdings mit Hiilfe weitliufiger
und kiinstlicher Rechnungen. In der folgenden Note sollen diese Er-
gebnisse iibersichtlicher gruppirt und in bedeutend einfacherer Weise
abgeleitet werden. Den Schluss bildet eine interessante Anwendung
auf die Curven dritten Grades.

Seien

=@ %+ anP=ab=0b>=- ...

P == (e 2+ @ L) =} =B =
die beiden gegebenen Formen und

= (ab)? {cd) (ac) (ba)
die Discriminante von /. Ferner setze man R, gebildet fiir irgend
eine lineare Combination z,f + z,¢
1) Bojpuy =2 R+4:22,S+6222,>T+ 42,2, + 2,*P
und =&z, 2)
= (a0’ =1, 9)*, & =(ae)aita’ = (f, g) = 9"

Um vollstindige Uebereinstimmung mit der Bezeichnungsweise
von Clebsch herbeizufiihren, definiven wir endlich p, » und Q durch
die Gleichungen:
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t — 4 (80)* 9, = p + 02, = p,
@) | O s =
’ (B 7y —pym)= —2Q.

Fithren wir alsdann p und z durch die Formeln (2) als neue
Variabeln ein, so gehen — 8 Q3f und — 8 Q3¢ in cubxsche Formen
von p und = tber, die wir beziehungsweise f* und ¢’ nennen wol-
len. Da

3 {(ep)es + (am)at} = (9e) (Pa) {(Pa) e — (D) a2}
= (#e) (9a) {(¥a) e, -+ (Be)a,} (wa)d
= é (’3"3">3'{7'x'3w/ = ) .

so sind wegen der Relationen

e a2yl — 22w
"f 2 27 f <) 2 2
%———~ 4Q° {0701 xg—é% :z1} = — 12 Q*(an)a,’
2:5 und 2 identisch, nnd man hat also vermdge der Substitutionen
(2) Gleichungen von der Gestalt
« O O o F . oF
(3) ——693/=}§~;und—-894¢=7}—a—p—,

worin F' = F (=, p) eine gewisse biquadratische Form von = und p.
Die Invarianten ¢ und ;j dieser Form lassen sich durch Q und J aus-
driicken. Da nimlich die Covariante &, sowie die Invariante J durch
die lineare Transformation (2) nur um eine Potenz der Substitntions-

determinante (pz) = — 2 Q sich dndern, so ergiebt sich nach (3):
5.0F or oF & oF
o= op on
6490 = i |5 om — s;r " o }(P"%
649 (90 = (122, 1 22) (o),
oder P Py
, 2 (22F Pk
@) 640 = 55 5 s — (apzn) § = Hr
®) 16 Q0 = (F, F)* =i, ,

Aechnlich wird nach (4) und (3)
— 8.64 (8, fm. + op.)t B = (Hy, F)* (pn)*,
oder, weil
(8, Fro+ @po)t=(0a) (9 m)+ (D6) (8p)=—(pm)+1{ap) =39,
(6y — 96 Q5 = (H,, F)t =j,.
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Vermittelst (5) und (6) findet sich nunmehr F leicht. Bildet
man nimlich die Discriminante irgend einer linearen Combination
—8Q3(z,f+2,9), so unterscheidet sich diese nur um (p=) von der
Discriminante der in p und » cubischen Form z, 1 gg + 2t g‘. Da

die letztere gleich }j, F(z,2,) — 4 i Hy, _ *), so hat man mit Riick-
sicht auf (1):
8"‘91?(1)(2' ) 52) = ("3‘.7.1.'1"(:?122) - % z‘FHF(z“:;2)> (pﬂ)ﬁ)
oder, indem man die vollig willkiihrlichen z; und 2z, resp. durch =
und p ersetzt,
D — 8D (7, p) = —-8LO=4QPF 4 JH,,
also auch nach bekannten Sitzen tiber biquadratische bindre Formen:
' 24 WH, — — 4 J2QF + H,(6Q— J%).
Durch Auflosung der beiden letzten Gleichungen ergiebt sich endlich
{F=(§J3+2Q)<D——JH®
H,=4H,—%J*P)Q,

so dass simmtliche Coefficienten in F durch die fiinf Invarianten R,
S, -- P und durch J und Q ausgedriickt sind. Die zwei Relationen
zwischen den sieben letzteren ergeben sich sofort, indem man die In-
varianten ¢ und j der Form 8 Q3® aus (7) berechnet:

Jp=2J"+24QJ

9jp=2J"+ 108 Q* 36 QJ* .

Ueberhaupt lasst sich, nachdem einmal F als Combination von
® und H, gefunden, ohne Mihe aus jedem Satze tiber binire biquadra-
tische Formen ein entsprechender fiir das vorliegende System ableiten.
Als einziges Beispiel einer solchen Uebertragung fithren wir hier noch
die Berechnung von 4y an, um daraus Schliisse auf die Theorie der
Curven dritter Ordnung ziehen zu kdnnen. Man hat nach (4) und (5)

®)

2 3
6LQ0 =i, (p)! = ¢ (pa) = § QUJ*,
d. h.
32
iy =27,
eine Formel, welche den Satz giebt:
Das Verschwinden von J ist nothwendig und hinreichend, damit
das Doppelverhiiltniss aus den 4 Wurzeln der Gleichung & = 0 gleich
einer imaginidren Cubikwurzel der Einheit werde.

-

*) F(2,2) geht aus F vermoge Ersetzung von = durch z, und von p durch
2y hexrvor.
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Geometrisch ausgedriickt lautet dieses Theorem:

Wenn die vier Doppelpunkte der Involution 2f+ A¢ =0 dqui-
anharmonisch liegen, ist J = 0, und wmgekehrt.

Durch ein bekanntes Uebertragungsprincip erhiilt man hieraus fiir
die Curvenlehre:

Alle Geraden wyx, + w, &y + usz, = 0, welche von Curven eines
Biischels dritter Ordnung «f (2, 2,25) + 2@ (2,2, 2,) = %a,3 + dad =0
in vier dquianharmonisch liegenden Punkten beriilrt werden, Niillen cine
Curve dritter Classe cin, deren symbolische Gleichung (aau)® = 0.

Wofern o (z,2,2;) = Af, gleich der Hesse’schen Determinante
von f, verschwindet (a«w)®*) identisch, so dass man sagen kann:

Dic vier Punlkte, in denen irgend cine Gerade von vier Curven
des syzygetischen Biischels nf -+ AAf =0 beriihrt wird, licgen dqui-
anharmonisch **)

Mit diesem Satze hingt vermdge geometrischer Betrachtungen aufs
engste zusammen ein anderer, der die Untersuchungen von Rosanes
und Schroter in den Math. Annal. II, 8. 549—562 ergiinzt und in
einem neuen Lichte erscheinen ldsst:

Wenn zwee Dreiecke auf sechsfache Art perspectivisch liegen, so
sind ihre 9 Schnittpunkte die Wendepunlite jeder durch sie gelegten Curve
dritter Ordnung.

Der Beweis kann iiberaus leicht gefiihrt werden. Sind nsmlich
u, =0, uy =10, u; = 0 die Gleichungen der Scheite] des einen Drei-
seits, so ist das Product der Ecken des andern Dreiseits nach dem von
Rosanes auf S. 551 1. ¢. ausgesprochenen Theorem in der Form

au® + buy® + cu + 6 duguyuy =0
darstellbar, was offenbar den fraglichen Satz erhirtet.

Tibingen, im October 1873.

) (weu) = 0 kommt iberein mit der bekannten Salmon’schen ldentitit
%3",,3 —3a,taq, 0 0, +3 apal e te, —ale =0,
wenn man
@y == LolYs — L3Y2 » Gy = L3Y1 — £1Ys 5 U3 = T1Yy — LYy
setzt,
*) Dieses Theorem ist umkehrbar und also fir syzygetische Biischel cha-
rakteristisch.



