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Untersuchungen tiber orthogonale Flachensysteme.

Von A. ENNEPER in GOTTINGEN.

Die ungemeinen Schwierigkeiten, welche die Aufstellung ortho-
gonaler Flichensysteme darbietet, sowie die Wahrscheinlichkeit, dass
die allgemeine Integration der drei Gleichungen, welche ausdriicken,
dass sich die Flichen orthogonal schneiden, mit den vorhandenen
Hiilfsmitteln der Analysis kaum vollstindig gelingen wird, fiihrt von
selbst darauf, dem allgemeinen Probleme noch weitere geometrische
Beschrinkungen beizufiigen, welche es gestatten, die Coordinaten eines
Punktes im Raume explicite in Function dreier Parameter darzustel-
len. In den nachfolgenden Untersuchungen sind zu den bisher be-
kannten Systemen einige neue Systeme von ziemlicher Allgemeinheit
hinzugefiigt, insofern die Ausdriicke fiir die Coordinaten willkiihrliche
Functionen enthalten. Der grossern Deutlichkeit wegen sind die fun-
damentalen Gleichupgen, soweit wie ndthig, kurz vorausgeschickt.

I

Sind z, y, # die Coordinaten eines gemeinschaftlichen Punktes von
drei gegenseitig zu einander orthogonalen Flichen, ferner w, v, w die
drei Parameter des Systems, so finden bekanntlich die Gleichungen statt;

cx ¢x oy ¢ 08 G2
(1) x o _a__y_f/_]L._ﬁ, —

Setzt man:

G+ G + G =2,
@ G+ + &) -e,
GI+CI+@E ==
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bedentet ¢ eine der drei Coordinaten z, y, 2, so findet man zur Be-
stimmung von ¢ aus den Gleichungen (1) und (2) die folgenden sechs
partiellen Differentialgleichungen:

2

2% 1 oP ot PGP ot P oP i
ou? P Cu ‘u Qt v v R ow tw’
fzt:_.QéQéi_;_i@Q_éi_QéQ@*
3 20 Pou 9u T Q v Go T R ow dw
ﬂzﬁﬁéﬁﬁ_ﬁéﬁb‘t_kiél%at
Zwt P ow ou ~ Q% Go oo R Gw Jw
0%t =LoPa | 10@ ot
ou ov P ov ou Q ow ov’
2% __ 1 5P 5t 1 R ¢
#) 8u6w~P6w5J+~ﬁﬁ?ﬁE’
6%t __ 16Q ot , 1 oR pt
Foew @ dw oo T F 5o tw

Aus den Gleichungen (3) und (4) ergeben sich endlich die folgen-
den sechs Differentialgleichungen zur Bestimmung der drei Quantiti-
ten P, Q und RB:

7 1 oP 0 1 o0 1 0P 0
??7)+T ﬁ_ﬁ)_}_ P 0Q _

oo \Q ¢ P bu R w fw ’
i o (1 6P 9 (1 GR 1 9P R
®) 25 F5e) t 7 (550 ¥ @ o 50 =0
5 /1 BR 5 (189 1 9Q 6B
5(527)+%(R‘%)+ﬁ?>%6§—0
PP _10PQ , 1 0PR
cvow @ ov ow R gw Gv
*Q __ 1 90@goP , 1 0Qok
(6) Guie — P tucw T E 5w tu’
#E _ 1 0RoP | 1 (R iQ
owov P ou ov Q ov Guw

Die Kriimmungsverhiltnisse einer der Flichen des Systems hingen
bekanntlich von P, @, R und den Differentialquotienten dieser Quan-
titiiten nach u, v, w ab. Wird eine der Flichen dadurch geometrisch
definirt, dass eine oder mehrere der Quantititen P, ¢, B bestimmte
Werthe annehmen, so scheint es am einfachsten zu sein, zur analy-
tischen Losung sich der obigen Gleichungen zu bedienen. Einigen
neuen Anwendungen dieser Gleichungen moge ein Verfahren voran-
gehn, mit dessen Hiilfe es in manchen Fillen miglich ist, aus einem -
bestimmten orthogonalen Flichensysteme ein anderes System, oder un-
endlich viele Systeme abzuleiten, fiir den Fall, dass sich die Integration
einer linearen, partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung voll-
stindig bewerkstelligen lisst.
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IL

Dem Punkte (z, y, z) mobge der Punkt (z,, 9, z,) auf beliebige
Weise entsprechen. Die Cosinus der Winkel, welche die Verbindungs-
linie der beiden Punkte mit jeder der Normalen zu einer der drei or-
thogonalen Flichen, welche sich im Punkte (x, y, 2) schneiden, seien
respective :

e A ZE s A 2R RN
wo [, g, h beliebige Functionen von «, v, w sind. Fir x, y,, 2,
hat man dann die Gleichungen:

b

>

) -1 6w cx 1 Ox
n=ctlpmtsganthEwme

- -1 oy R 10y

1) Y=Y+l p 50 TI G5 T E o
o=z fL 82 1oe 1oz
a=itlpmtogathy o

Die Quantititen f, g, % lassen sich so bestimmen, dass der Punkt
(%y, ¥y, 2,) ebenfalls einem orthogonalen Systeme angehort und dieses
System lisst sich weiter dahin bestimmen, dass die drei Normalen in
correspondirenden Punkten beider Flichensysteme parallel sind. Ana-
ytisch betrachtet kommt dieses auf die Gleichungen:

cx, oy Iz
@) s 68 If;
ox oy ]
s cs os

heraus, wo successive u, v, w statt s zu setzen ist. Bildet man aus
(1) die Differentialquotienten von z,, y,, £, nach u, v, w, so lassen
sich die rechten Seiten der Gleichungen fiir:

™

cx

cu

v’ g

|

[S¥]

mit Hilfe der Gleichungen (3) und (4) von L auf die Form bringen :

How | H e | H oo
P ou Q cv R cuw

Nimmt man in den Gleichungen (2) s = u, bedeutet ¢ eine Unbe-
stimmte, so hat man:

oz, ox Y, cy o2, G2
_— == i) _— == == oy == 0 z— *
cu cu ou cu cu cu

Die vorstehenden Gleichungen in Verbindung mit den Gleichungen
{1) von 1. geben: '
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om 0z oy 0y | bn bz
ou ¢v ou 0v 6w ov ’
0m fe by Oy 4 bx L2

ou ¢w cu cw bw dw "2

Diese Gleichungen zeigen, dass in dem Ausdragke von %% die

cx oz . o .
Z= und = verschwinden miissen. Auf diese Art erhilt

ov
man aus der Doppelgleichung (2) fiir s = u, v, w die folgenden sechs
Gleichungen:

Factoren von

ég __ f oP . &b _ fCP
@) ou @ ov’ @ u R tw’
= of __ g 0@ N ¢k g 2@
B Fu=7F > ©) 7% =F s>
of _ h 2R . o9 hoR
ORS Tl i ®) =g

Die vorstehenden sechs Gleichungen reduciren sich durch Elimi-
nation zweier der Functionen f, g, h auf zwei lineare, partielle Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung fiir die dritte der bemerkten
Functionen. Aus (5) und (7) folgt ndmlich:

_ P _rr
®) 9=3¢%° "=igiw
ou cu

Setzt man diese Werthe vou g und % in die Gleichungen (6) und
(8), so reduciren sich diese Gleichungen in Folge der Gleichuugen (5)
und (6) aus I. auf eine Gleichung, nimlich auf die folgende:

L@ ok ek ge
\ c:f ¢f R ow o of @ ov ou
10 ol = 2L = RO LI
(19) cvCw ‘v oQ + cw [24
cu cu

Die Substitution der Werthe von g und % aus den Gleichungen
(9) in die Gleichungen (3) und (4) giebt:

14 1 B_Q
of _of Gul\p W [ PG
cu ov v 1 6@ PQ ov ou’
() b
_9_(1@) i
&f _if Tul\Pou/ | | PR
cucw  ow 1 ¢R " PR cw ¢u
P tu

Differentiirt man die erste Gleichung (11) nach w, die zweite nach
v, bildet die Differenz der erhaltenen Resultate, so erbiilt man mittelst
der Gleichungen (5) und (6) von L die Gleichuyg (10). Man findet
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iiberhaupt, dass von den drei Gleichungen (10) und (11) immer eine
Folge der beiden andern ist, so dass also zur Bestimmung von f sich
zwei Gleichungen ergeben, welche wesentlich von einander verschie-
den sind. Eine sehr einfache Anwendung der Gleichungen (10) und
(11) liefert das System von drei orthogonalen Kugelflichen. Nimmt
man:

(12) w;‘%,\ f’/=%) Z=%—, .
wo:
(13) D= u* 4 v* + w?,
so ist: R
1
(14) P:Qer__D_.

L72’ (7’ 8D (7’ eD
+ + 14 O .

37; cw oo cw v ow

Wegen des Werthes von D aus (13) ldsst sich die vorstehende
Gleichung kiirzer schreiben:

2Df

(15) 0 5{0

Die Gleichungen (11) lassen sich nach (13) und (14) auf folgende
Formen bringen:

A on D}‘) (an Df 1 ¢D

X

= (.

Q3

ov D v ?
0 ODf o P_f) - (UDf Df 1 oD
ow \ Ju N\ cu ow ’

d. h. es ist:

o

5 (2 -2

sowohl von v wie von w unabhingig. Bedeutet U, eine Funetion
von u allein, so ist:

oD D
2L P py,,
oder:

e = = —}-w)—-—{—uU1

Darch Integration folgt:
== (v® 4+ wQ)J% ou +J“U13ﬂ 4,

wo t von u unabhingig ist. Wegen der Gleichung (15) ist 83281 w——=01

also t= ¥V 4 W, wo V und W respective beliebige Functionen der
© Argumente » und w sind. Es ist also:

£
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== V - W+f“U1 o -+ (0% + w?) J——— ou,
oder v* + w? = D — u* gesetzt:

— VLWt uU,au—u?j%—au-x-DfZiau

Nimmt man endlich zur Vereinfachung:

./uUﬁu—ui’fU‘B = U,

so 1st:

—2u‘/%bu=gg=l]', )
also:
(16) Df={U~+V+ Wyu— 4L DU

Aus dieser Gleichung und den Gleichungen (9) folgt:

Dyg=(U+TV+ W)v—4 DV,
Dh={U+V+ W)yw— L1 DW.
Mittelst der Gleichungen (12), (13), (16) und (17) ergeben sich
aus (1) fiir @,, ¥,, #, folgende Gleichungen:
oy=uld—JU, yy=vH -4V, 2, =wH—1W,
H_uU’—- U4+ oV —V4uwW —w-t+1
= W F 02 - wt :
Man kann die Gleichungen (18) leicht in etwas anderer Weise

darstellen. Setzt man: U — « U’ = 2 R, so folgt durch Differentiation
nach » die Gleichung:

an

as)

._.%‘10;__1 Gk
20w u 6w

Diese Gleichung nach » integrirt giebt, mit Weglassung einer un-
ndthigen Constanten:
, R

R’ oo .
Ve

Nimmt man ferner ¢v* = ¢, w*=¢9,, V—0vV =2 R,
W—wW 4+1=2R,, so treten an Stelle der Gleichungen (18)
die folgenden:

oder u? = o gesetzt:

——s% U’:

- R
-’”1=—'HV@+ V?_g,

?/1=_HZ/E’:+]“;L[’(%$’
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zy=—H V@; + 1‘%/'2’&27
Q2
B+ R+ B,
H= eteate

Diese Gleichungen hat zuerst Darboux gegeben, bei Aufstellung
der Systeme orthooonaler Flichen, fir welche alle Krummunoshmen
plan sind.  ( Mémoires sczentlﬁquea de Técole normale supérieure.
Année 1866, t. III, p. 129) Die obige Ableitung scheint der ein-
tachste Weg za sein, auf welchem man zu den Gleichungen (18) ge-
langt.

Legt man drei confocale Flichen zweiten Grades zu Grunde, so
hat man:

____32 +52;5:+cz =17

wo successive u, v, w statt s zu setzen ist. Bildet man die Werthe
von P, @, It, so nimmt die Gleichung (10) folgende Form an:

¢*f __ of w (0 — u?) of v (wr—uwd)

cuow oo (Wi—ud(@—oY) | Gw (02— wd) (wR— oY) 7

wo w > v > u angenommen ist. Fithrt man w, und v, als Variabele
mittelst der Gleichungen:

1
5 =W,

Wt =t F =0

P
ein, so geht die obige Differentialgleichung tiber in:
wy Bt of
(v w,) 00, G10, + o, own 0.

Die vorstehende Gleichung ist nicht in endlicher Form integrabel,
wie sich ergiebt, wenn man eine von Laplace ausgearbeitete Me-
thode anwendet. Uebrigens ist die Gleichung auch als specieller Fall
in einer allgemeinen Gleichung enthalten, welche Laplace als Bei-
spiel der zuerst von Euler entdeckten Integrationsmethode unter-
sucht hat. (Mémoires de I’ Académie pour Yannée 1773. Paris 1777,
pag. 376.)

IIL

Besteht ein System von Kriimmungslinien einer Fliche aus Krei-
sen, so 1st dieselbe die Enveloppe einer Kugelfliiche von variabelem
Radius, deren Mittelpunkt eine beliebige Raumcurve beschreibt. Sind
beide Systeme Kreise, so kann die Fliche als Enveloppe einer Kugel-
fliche angesehen werden, welche drei gegebene Kugelflichen beriihrt.
Diese Enveloppe, welche nach Dupin die Cyclide genannt wird, lasst
sich 50 bestimmen, dass dieselbe einem orthogonalen Flichensysteme
angehdrt, wie im Folgenden gezeigt werden soll. Die Werthe der
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Coordinaten geben, wegen der darin enthaltengn willkiihrlichen Functio-
nen, zu manchen interessanten besondern Fillen Veranlassung. Fiir
eine Fliche, welche einem orthogonalen Systeme angehdrt, seien « und
v die Argumente der Kriimmungslinien. Durch die Tangente zur Kriim-
mungslinie, fiir welche u allein variabel ist, werde im Punkte (2, y, 2)
der Fliche der Normalschnitt gelegt und dessen Kriimmungshalbmesser
durch B bezeichnet. Nach bekanuten Formeln ergiebt sich aus I.:
1 __ 1 P
R, PR iw

Ist dieser Kriimmungshalbmesser constant, so muss B, von w un-
abhingig sein, d. h. K, kann nur Function vop » und w sein. [st
¥ (v, w) eine beheblge Function von » und w , setzt man einfach 3
statt ¥ (v, w), so folgt:

1 ¢P 1

@ PRow — 5 % Ty =1

Ist @ (u, w) eine beliebige Function von  und w, welche einfach
durch @ bezeichnet werde, so enthilt die Gleichung:
3 1 ?_Q B 1 0Q e Q
@ QRiw ¢ oder - B ow
die Bedingung, dass das System der K.rummungslmie«n , fiir welche v
allein variirt, gleichzeitig plan und sphirisch ist, d. h. aus Kreigsen be-
steht.

Die Gleichung (1) werde nach v, die Gleichung (2) nach y diffe-
rentiirt. Mit Zuziehung der Gleichungen (6) von 1. folgt dann:

1 GP%Q_ & P
QR co ow g0 w?
1 6Q P _ o @
PR 0w ow ouw @

Wegen der Gleichungen (1) und (2) gehen diese Gleichungen
tiber in:

T 0 — G0 v oy — ) P=0,
L0 _ 0 @ gger 2 (L __1)¢_
P du | ou @ ode ou (tp zp)Q"

Ist ¢, nur von w und w abhiingig, ¥, nur von v und w abhiingig,
so geben die vorstehenden Gleichungen integrirt:

G-Hr-2, G-He-1,
oder:

@) Plo—v)=opw, Q-9 =¢0.

Diese Werthe von P und @ in die Gleichungen (1) und (2) sup-
stituirt geben:
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" 29
R_2 0o P50 ¥ T
4) : ¢y 0w [ ’

( v _ 00
P Y% gw ow

B=yow T P —

Der doppelte Werth von R giebt:
LEL TR Sk /U
Py ow Yy, ow

Da die linke Seite dieser Gleichung nur von « und w, die rechte
nur von v und w abhingt, so folgt:

1 09 1 0%
®) Q@ oW Py, ow

wo E eine beliebige Function von w ist. Die beiden Gleichungen (4)
reduciren sich wegen (5) auf folgende Gleichung:

K3 i ¢ w ow
(6) R—Egy4 02 0.
Die erste der Glelchungen (d) von I. némlich:
8 1 0@ 1 3P 09
P) + P mt) + R w ow
wie nach (1) (2) und (3).

1 S 1 ¢ 1 09 SN SR
v:tv((tp-—%wi )+q>a w((w Q)P 0 M)+(q)——w>" 0
Fithrt man die Differentiationen aus, so folgt:
(D eV + 9o =—1+0 + V¥,

wo zur Abkiirzung gesetzt ist:

, _ 1@ (1 ow oL 0 (Low
(6) V= P, 00 \Pg v/ ? @y OU \@; OU

oy (LY _ 1 29y
) v=3¥— (-5, o=90—(; 5

Die Functionen ® und ®, hingen nur von u und w ab, die Fune-
tionen ¥ und ¥, enthalten nur » und w. Differentiirt man die Glei-
chung (7) zuerst nach » und darauf nach », so folgt:

ip oY | 0w 80 _
cu ov + v ou

Diese Gleichung giebt unmittelbar:

e o Y __ pov
ou Dau’{ou—pov’
oder:
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wo B, C, D von u und v unabhiingig sind. Fir diese Werthe von
® und ¥ giebt die Gleichung (7):
0¢+Btp=—l+¢l +‘P¥,

O —Beo=—(¥,—Cyp —1).
Da die eine Seite dieser Gleichung unabhingig ist von u, die an-
dere unabbingig von v, so folgt:
1) O, —Bp=—4, V¥ —Cyp=1+4,
wo A pur von w abhingt. Aus den Gleichungen (9) folgt:
A‘P‘D >, 209 ¢ (1 g

oder:

cu 9, 0w ou \g; u/l’
p¥¥ =¥ 20y 0 (1 ow
. ) P 00 (o Mp e/ 0 -
d. i. nach (8):
0220 o be eV o VW yy 0w
o ou I ov

Setzt man hierin fir ¢, ¢, ¥, ¥, ihre Werthe aus (10) und
(1), so folgt B 4 C=0. Setzt man ferner die Werthe von @, ¢,
¥, ¥, aus (10) und (11) in die Gleichungen (9), nimmt B = — (,
so 1st:

Poey 2 O - 2
(%W) =4+42C¢ -Dg*,

— w) =—1—4 20y+ Dy*.

Sollen die rechten Seiten dieser Gleichungen gleichzeitig positiv
sein, so kann keine der Quantititen 4D 4 C* und (4 + 1) D + C*
verschwinden. Zur Abkiirzung setze man:

) 2oV AT =Ty
q=Vy —=1—A4=2Cy -+ Dy*.
Die Gleichungen (12) lassen sich dann ersetzen durch:

1 Bcp 1 oy
(19 o ouw P woio 1
Differentiirt man diese Gleichungen logarithmisch in Bezighung
auf 10, so folgt mit Riicksicht auf die Doppelgleichung (5);

(12)

2o

ﬁ“fé‘é'ic M%%'&’Eq’:
g - ou
(19) ¥

0";“~= 2 %‘% 4+ Ey.

v
Mathematische Annalen, VII. 30

Q)
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Da die Quaniitliten 4, C, D, E nur von « und » unabhingig sind,
so sind dieselben alloemeln Func’aonen von w. Die erste Glelchung
(13) nach « differentiirt giebt: )

. ) A
(16)  —(0—Dg) 52
Differentiirt man dxese Gleichung nach w, so folgt mittelst der

ersten Gleichung (15):

¢p __[eC D 59 . )
SORS P T [//u; ¥ bw D cw +(C D(;O)Etp] cu

ouw 010

Differentiirt man die Gleichung (6) nach u, so folgt, in Verbin-
dung mit den Gleichungen (3) und (15):

<ocp Y
1 (,h _low  tw 1 0p 1 o¢
P oou o= p Gw By Py Ou ’

d. i. nach (14):

<0q) - (/v )
o 1 gk ow ”o‘w___l_ﬁp_
(18) T A > cw —EV)-
Analog folgt:
o 0%
- 1 oR ow cw 1 8q g
(19 cao i\ g Tt
Die Gleichung (18) nach « differentiirt, giebt nach (14) und (16):
og _ oy
1 gRy oi -—p? )
93;411(1-’ (M) g)——z,: ( +C I)q))
(20 P 00‘5 + p*Ey
o (DYt WE
cC 0<p
—Getod t DR

Aus (1) und (3) folgt:

( )—____ﬁ._%_
cw \R guw caw Y cw o — 1’
d. i. nach (5):

o9 0w
g 1 ¢ (1 ¢P _Jw ow E
(21 S == L4 =2
(1) @ cw K cw) = T3
Die Gleichungen (3) und (14) geben:
o
11 eP o 4 .
¢ @ v vilo—v)  9—v

Aus dieser Gleichung und (19) folgt durch Multiplication:
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79 _ 0w 00 |,
1 L 0P oR _ dw  Gw , Q§@+Q~E¢
¢ @ ov ¢ (@ — o) q —~ =y

Addirt man diese Gleichung zur Summe der Gleichungen (20) und
(21), %0 verschwindet in Folge der zweiten Gleichung (5) von 1. die
linke Seite. Es ist also:

oo _ v ,
R
_’_pg—fi—kqg—ivL(l-{—pH—q?)qu

P—Y
—(C—Do)(9+WE—F +9L0 + DI =0,

Da nun nach (13):
L4+ 2+ =2C(p — ) — Dlg*— ),
so geht die obige Gleichung tiber in:
' D
o—w) (42, +CE) =0,

99 oD —
(22) + 5o FCE=0.

Zu demselben Resultate fiihrt die dritte Gleichung (5) von I Die
bisher entwickelten Werthe von P, ¢, E in Verbindung mit den Glei-
chungen (5), (12) und (23) gentigen den simmtlichen sechs Gleichungen
(8) und (6) von I. Es bleibt tibrig, die Werthe von «, y, z in Function
von u, v, w so darzustellen, dass dieselben den Gleichungen (1) und
(2) von 1. geniigen.

Die beiden letzten Gleichungen (4) von L. lassen sich schreiben:

o (LAY 1 oF ot
¢u \R gu/ PR fw cu’

£ (1 ety _ 1 oG it
ov \R ow/ ~ QR ow ov

In Folge der Gleichungen (1) ist also:

o~

0 (L ety_ 1ot o (Laty Lt
ou \R cw/~ @ ou’ v \R ouw 7

Setzt man successive z, ¥, # statt ¢, sind

™)
<

g, u, ¢ nur abhingig von % und w,
£, 1y, & nur abhiingig von v und w,

so erhilt man durch Integration die folgenden sechs Gleichungen:
30%
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P { _._q" 0w e _._i@i
ﬁ”é""jg‘%; Z g"“‘Raw)
Y oy 9 0y
Y=~ F 54 Y—N==5 735
Y 0z — 2 0z
b =% T T FE e
Diese Gleichungen geben:
: ) £y — P — 1 fv—¢
(23) x==———-——~§1:b__§;q’; Y= ﬂ_qu:,;:P, ’==7f:;j?'
(4 Loz _ S—& Loy __m=m L gz _ =4
Eow wv—9’ Row yv—9’ £ ow 9—1

Differentiirt man die Gleichungen (23) nach «, dividirt die so er-
haltenen Differentialquotienten durch P, so folgt mittelst der Glei-

changen (3):

(Lox_ 105, E—& 109
P ou @1 O P —Y @ ou’
o= 1oy 160 ( n—m 1 09
) Loy 1 il ooy
(“D) P ou q316u+<p—1p @ 0u’
Los_ 106, E=G 1o,
P ou pou | @p—1 @ 0u
Ebenso erhilt man durch Differentiation nach »:
1ge_ 306 E—E 3 0w
@ ov Py o0 g—% U Jv’
t gy 1 gry n—n 1 0%
D e e TR —e— — ——
(26) @ oo Wy 0 + Q— ¥ P Gv °
Loos 100G L f=b L oy
Q co Py oV @ — P P oD
Die Summe der Quadrate der Gleichungen (24) fithrt auf folgende
Gleichung: :
=7 E-8)r+0—n)+E—5)>=(— v

Diese Gleichung giebt unmittelbar durch
und ¢:

) E—E) ii"“(’?“"’?l)%”f“@”‘gx)
(28 . - )
=88+ —m i -1t

Bildet man die Summe der Quadrate der
ebenso der Gleichungen (26), so erhilt man mi
Gleichungen und der Gleichungen (12):

(29) _l,{éfg—‘)g-{- %)2_]. 2&)2] —_ — 4
uE r) oc évl f

Differentiation nach «

>

o8 __ 9.
o (9 w> cu’
o ’ oy
%71_‘“”"1’) rE

Gleichungen (23) und
ttelst der vorstehenden

w1+ (@ + (&) =1+ 44209 — Dy,

— 2 Cy + Dy?.



Untersuchungen iiber orthogonale. Flichensysteme. 469

Mittelst der Gleichungen (24) — (28) werden zwei der Fundamen-
talgleichungen (1) von L identisch, die dritte giebt:

2u 00 ou cv ou v cu ov

(30) 43 351 + 077 0771 + ag 8;, . 0(p 0'4;

Diese Gleichung folgt auch, wenn die Gleichung (27) successive
nach «# und » differentiirt wird.

Bildet man aus (23) die Werthe der Differentialquotienten von z,
y, 2 nach w, substituirt aus (6) den Werth von B, so gehen die Glei-
chungen (24) iber in: :

1 88 __ 1 0¢ )
@ ow Eg—-w }T(;—ng;
: L on _p, L am
(31) - 1= S — Eyy,
L oog - 1 o8 ;
g Buw Eg*zm:é—ECx,

Die beiden ersten Gleichungen (3) von L. geben fiir ¢t = z:

P "
1’0u)—l—€2i 0‘”}_ 'OPWC::'O:

v 0v ow ow
x>+ 0Q e, 1 0Q 0z
oV P ou ow R ow cw

Hieraus erhilt- man, unter Zuziehung der Gleichungen (1), (3),
(13), (14), (24) (25) und (26):

e Gt T €= DY

Py O U
_1_(1 ok ée | 1 2k i9)_
2 : o— v \oF ou bu o oo ov/ 0
S EATAE S P
Py 00 \P; 0v ( )
,_1__ 1 0§ o9 6 v\ _
s Grusrtor 20 ) =0

Die Summe dieser Gleichungen glebt:
0 £ 1¢§
LLCED+DE+5 5 (, %) — Dg=0.
Bezeichnet F eine Function von w, sq zerfallt die vorstehende
Gleichung in die beiden folgenden:

12’ 10§)+D§=F,

9; 5w \g; O

19 (1 i’)-D%1=——F-

P00 \p; 0
Die beiden Gleichungen (32) reduciren sich hierdurch auf: -
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>

_w‘l{? ?7%'5%—5 (C — Dg)— Fo
- wlf %f,-’%f,"+g, (C—Dy)+ Fyp =0,
d. i
AP0 ¢ (0 Dy)— Fe=—4,
LS80V Ly (0—Dy)+ Fy=6,

wo G nur von w abhiingt. Die erste der vorstehenden Gleichungen
multiplicire man mit %%’ die zweite mit %%’:—, fihre nach (14) die
Werthe von p und ¢ ein. Es folgt dann:

9 ag

205y 0P __ 9 ___ 09
P Psu F(pau_‘ G8u7
Db 0Ly py Y 0w
9 o \gl-q?w_*_ﬁwav—' wa’
oder:
o & __ o 09 _ G 09
(33 ou p P lpéu » ou
3 |26 7 ev, i
v ¢ q oo + ¢ ov

Setzt man zur Abkiirzung:
(34) AD+C*=¢a*, (A+1)D+C*=10,

beriicksichtigt die Werthe von p und ¢ aus (13), so geben die Glei-
chungen (33) durch Integration:

o . CF—-DG AF
£ =pf + PRI

a@? a? 2

. CF—~DG A F G
§1~—=qu+ TTpt ¢+( +‘)bz +9 H

wo f, und f, nur von w abhingen. Die vorstehenden Gleichungen
schreibe man kiirzer:
- i c
£ =l +;’;<p- saE 1
d C
S=aht L v+ oy f+ 1
wo CF — DG = f und:

AF4+CG | A4+1DF4C
w T T =2/,

gesetzt ist. Sind nun £ 9, ks fis 905 M5 fos 925 By und [5; o, hy
Functionen von w, so erhilt man auf die vorhin angegebene Art fol-
gende Gleichungen:
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(6 i c
E=phi+ 5 9~ gath
ax C
(35) N=pg+ S 9 — s+ s

h Ch
E=2hit w9~ sap T

. or
B—afit v+ ot

p

% M=00+ % ¥+ . T 0>

h Ch
{ GL=aqh+ 4 v+ SaE T hy

Mittelst der Gleichungen (13), (14) und (33) geht die erste Glei-
chung (29) in folgende tiber:
(2 -+ 9.2 + W) (C— Do) +2p (C — Dg) R E 204 M
2 2 h? o 9
4 BEEER (44209 — Dg) =1+ A+209— Dy

Soll nun ¢ nicht von u unabhiingig sein, so kann die vorstehende
Gleichung nur bestehen, wenn:
ffi +99, + by =0,

(D (e + g+ 3 — CELEF 40} o,

31 " ) . 24 g e
B Y oD e+ o+ — EELEE £a) —o,
2 2 2 2 2 2 h?
C*fr 49+ )+ A " -th'vi =1+4.

Da C und D nicht gleichzeitig wegen der Gleichungen (12) ver-
schwinden konnen, so lisst sich das letzte System von Gleichungen
durch folgende Gleichungen ersetzen:

ffi + 99, + bhy =0,

y w y 7 a 24 g2 k2

Do) ="T0FE 1,
(Pt +hH=1.

Die letzte der vorstehenden Gleichungen folgt aus der letsten
Gleichung (37) mit Riicksicht auf den Werth von a* aus (34). Auf
ganz ihnliche Weise geben die Gleichangen (36) in Verbindung mit
den Gleichungen (13), (14) und der zweiten Gleichung (29) die fol-
genden Relationen:

D

(38)

fs+ 99, + bhy =0,
2 L g4+ KW
___D(fz'z_i_g?z_{_hzz)::f,_f__%?j'ﬁ —1,

C{f + 9 + = 1.

(39)
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Die Gleichung (30) endlich giebt, da ¢ und ¥ nicht unabhingig
von » und v sein sollen:
fifs + 9190 + by =0,
f24 gt + B = (aby.
Diese Gleichungen in Verbindung mit den Gleichungen (38) und
(39) zeigen, dass:
afy, a9y, aly;
bfys 095 bl
fro9 B
ab? ab’ ab
als die Cosinus der Winkel angesehen werden kbunen, welche drei
gegenseitig orthogonale Richtungen im Raume bestimmen. Man nebme
diese Richtungen respective parallel der Tangente, der Normalen zur
Krimmungsebene und dem Kriimmungsradius einer Curve doppelter
Krimmung. Sind:
a; By 73
I, m, n;
Ay, u, v
die Winkel, welche die bemerkten Geraden mit den Coordinatenaxen
bilden, so setze man:

af =cosa, ag =cos B, ah =cosy,
bf,==cos I, bg,==cosm, bhy==cosun,

fo_ 9. b __
a—b——-cosl, ap = CoSW, e ==0osv.

Hierdurch werden die Gleichungen (35) und (36):

gz%cosa—{-—(np%—ggb)cosl—f-fo,
(40) n=2 cos{*—%—(mzf;*g%) cosu + g,
§——=§ cosy—{—(tp% —-é—g—b)cosv—{—ha,
o=feos L4 (05 +55) cos i+ o,
60 I =Lt (v + 5 5) wsnt g,
¢, =% coswz+(¢»§+§%3)cosv+k0,

Aus den vorstehenden Gleichungen und den Gleichungen (23) er-

geben sich zur Bestimmung von z, y, z leicht die folgenden Glei-
chungen:
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/;)) cos & - (y 90) cos ﬂ + (z—"ho) Cosy = 2%

a p—o?
#2) { (o—1) cos L+ (y—go) cosm+ (e —hy) cosn— L -2
(z—1;) €os & 4 (y—g,) cos p + (¢—hy) cosv = 2¥¥ ;*C;“r%

Um die Differentialquotienten der KFunctionen fj, ¢,, k, nach w
einfach darstellen zu ktnnen, muss man auf die Gleichungen (15) zy-
riickgehen. Wegen der Gleichungen (13) giebt die erste Gleichung (15):

20 %% g2 D :
9 __C—Dg t9 09 43 + "’aw cw o +E ‘e
o ow P ou ow 7 su TPV G

Diese Gleichung mit % multiplicirt giebt:
v 6d , ¢
p ow @ ou p
_ 1909 _,
TP Bu ow

wo o durch die Gleichung (34) bestimmt ist. Die vorstehende Glei-
chung lisst sich anch schreiben:

o ?7 1 ¢o 1 (A4 Cop 6D oy
43) za\p o) = SARCEO +E¢)ﬂ
oD
o —4(0—1)99) AL (4409) 20 at Cpp 2
o Gu » T
Im ersten Terme rechts setze man nach (22) }% = — CE. Es
ist dann:
1 (44 0y 0D AEC—Dg b9 _ _AEp
s (Rt H B = = T T T e

da C— Dop=p E_u' Die rechte Seite der Gleichung (43) ist also
ein vollstindiger Differerentialquotient. Bezeichuet W eine Function
vou w, so folgt durch Integration:

1 69 __yw_ 4E
(44) };ﬁ—»W o P

tampl{—sC—Dog; 04 4 (44 Ce) Ll ja+0np )

_ Mittelt dieser Gleichung und der Gleichung (22) erhiilt man leicht
die folgenden Gleichungen:

p C—Dog .
o= W—;— Eg,

a

%" »
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2 b
w e = pW +aaw+ E(p
04
Vs o Af—i0E —AU+DE
Trmwa T ab T

Mit Riicksicht anf diese Differentialquotienten fiihrt die Gleichung
(40) zu folgendem Resultate:

45 L8 = (T L b Weosh
¢ ow

af cw C Geosl  cosl E c
+{ow T2 O~ sa he — % Fe et

420 40l aE .

+ i -bcosl}?p—
y Dw cos X ob b gcos

""E(f"—é"[{ cos })——-'a~ cos « —{—77%2;—{- ;0 A 0.

In den Gleichungen (31) sind die linken Seiten nur von u und
w, die rechten Selten nur von » und w abhingig, hieraus folgt, dass
in den bemerkten Gleichungen jede Seite nur Function von w sein
kann. Mit Beziehung hierauf folgt, dass in der Gleichung (45) die
rechte Seite von u unabhinglg sein muss, was nur stattfindet, wenn

. 1 . .
die Factoren von —% und ;'Verschwmden. Es ist also:

(46) 058 4L W eosi=0. -
¢y cCw C ¢cosd cost ¢ C
(47 e S )abﬁ — 5 % ab

oC , 04
Aau (v0~t~—-AE
+ — b cos A =0,

a3

Ist ds das Bogenelement, ferner ¢ der Kriimmungsradius, # der
Torsionsradius, welche den Winkeln «, [ ete. entsprechen, so hat man
bekanntlich:

0 €08 « 1 ¢s ¢ cos 1 gs
—— == — —=—— CO0S 4, — == — — COS 4,
ow Qe Ccu cw r o ow
0 ¢os A €0s & cosl\ ¢s
cw ( P T ) Gw "
Die Gleichung (46) giebt dann:
1 -
(48) Lo bW,

90%

Hierdurch gehen die Gleichungen (45) und (47) tiber in:
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1 0k cosi ¢
49) 5 oy — FBE=— E(fy — 525 cos 2) + ¢ o fv
_('(7'5008“+7 @ OOSZ)EE
- s cose cosly C Ps cosl ¢ C
(39) ow —( 0 r/2ab w2 2w ab
420 40t gE _
-+ asg bcosd=0.

Multiplicirt und dividirt man in der Gleichung (49) den Factor
von cos 4 mit C, so ldsst sich die Gleichung zur Bestimmung von f;

auf folgende Form bringen:

=\ Ofo __ (cose cosly C ¢s ab . 0 (4 A+1

6) = =) sm e tiowsh G+
Vertauscht man in den Gleichungen (49) und (50) «, 1, 1 respec-

tive mit 8, m, w und y, n, v, so geht f; tber in g, und %,.

Analog wie die Gleichung (44) erhilt man aus der zweiten Glei-
chung (15):

(52) -}2—5: W+ AN E,
tm t@v—0 2 a1 o () —1vfD),

wo W, eine Function von w allein ist. Aus dieser Gleichung und der
ersten Gleichung (41) stelle man die rechte Seite der ersten Gleichung
(31) her. Da der erhaltene Ausdruck von v unabhingig sein muss,
so erhilt man entsprechend den Gleichungen (48)-—(50) die folgenden:

= 1 gs . o
(03) 7%—— dWi.
- 1 & . cos 1 oa
(54) e gf; = — E(fo 5 ab €08 1) +

1 a 1 . _/__

—(E—?cosoc—{— —7—7005 l) T

25 ol feos & cos ! C os cos 1 0 g’_
(03) ow ~ \ g T aab0w+ 2 ow ab

(4+1)28 %Cm— —(A+12E _

9% 5 @ cos A==,

Man beweist ohne Schwierigkeit, dass die rechten Seiten der Glei-
chungen (49) und (54) identisch sind, wie das auch in Folge der
ersten Gleichung (31) der Fall sein muss. Analog wie die Gleichung
(30) lisst sich auch die Gleichung (35) auf die Form der Gleichung
(51) bringen.
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Die Gleichungen (40) und (41) zeigen unmittelbar, dass fiir ein
constantes w jeder der Punkte (%, %, §) und (&, 9, §,) auf einem
Kegelschnitte liegt, deren Ebenen normal zu einander sind. Liegt der
eine Punkt auf einer Ellipse, so liegt der andere auf einer Hyperbel,
je nachdem D eine positive oder negative Grosse ist. Fir D =0 er.
geben sich zwei Parabeln. Man findet so sehr leicht simmtliche Fi-
genschaften der Cyclide wieder wie bei der directen Behandlung des
Problems: Die Fliche zu finden, fiir welche in beiden Systemen von
Kriimmungslinien der Kriimmungshalbmesser lings jeder der bemerk-
ten Curven constant ist.

Die Gleichungen (44) und (52) lassen sich in manchen Fillen
leicht integriren, wenn von den Functionen A4, C,"D, I von w eine
oder niehrere constant genommen werden, wobel indessen- immer die
Relation (22) in Betracht zu ziehen ist. Die arbitriren Constanten,
welche die Integration der Gleichungen (44) und (52) involvirt, sind
respective gleich arbitriren Functionen von-« und v zu setzen.

Iv.

Die allgemeinen Gleichungen von I. gestatten eine sehr einfache
und elegante Losung des Problems: Welche Flichen mit einem System
planer Kriimmungslinien, deren Ebenen die Normalen zur Fliche ent-
halten, kdnnen einem orthogonalen Systeme angehoren ?

Sind % und w die Argumente der Kriimmungslinien, so fordert die

Losung des Problems eine der Gleichungen —8:5— 0 oder {Z—f} =
oR

" Nimmt man Fw =0, s0 reducirt sich die dritte Gleichung (6) von L.
auf %i 29 0, also entweder OB 0oder 29 — 0. Sei zuerst:
v ou Gv ou
oR oR
70 =% =0

Wegen der vorstehenden Gleichungen reduart sich die dritte Glel—
chung (3) von I. auf:

¢t 1 0R ot
cwt

Setzt man successive x, y, 2 statt ¢, so folgt durch Integration:

ow

wo A, B, C von w unabhingig siud. Wegen der dritten Gleichung
(2) von 1. geben die Gleichungen (1):

cos? 4 +4cos? B4 cos2C=1,

1) Qﬁ=RcosA, %:RCOSB, g“ = B cos C,
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es sind also 4, B, C die Winkel, welche eine Richtaung, die in Be-
ziehung auf den Parameter w constant ist, mit den Coordinatenaxen
bildet.

Nimmt man in den Gleichungen (1):

R—=¥

ow

wo W eine beliebige Function von w ist, sind X, Y, Z Functionen
von % und v, so folgt:

@ s=X+Wesd, y=Y+ WeosB, z2=2+ WeosC.
Die vorstehenden Gleichungen geben:

geos A EA 0 & cos A
’ou'—au+ ouw 7 0 v+W’ )

Mit Hiilfe dieser Gleichungen, der #hnlichen Differentialquotien-
ten von ¥, # nach «, v und der Gleichungen (1) geben die drei Glei-
chungen (1) von L:

X 5X |, 0Y Y |, 0484
9u 50 T ou o0 T ou v 0

0X 0cos A oY ¢cos B 07 ¢cos C
7e 70 Ta o tow e T

@) 6Xpesd | GYpcosB | 020l
ou 8y ou +57) ow

B
pcos A Jcos A o cos B o cos B ocos C geosC
ou o + ou o + ou ov =0,
.4 0X ) Y e (1 0%
[ u)sA—a?—}-cosB o + cos C Ta =0,

)

oY
ov

X y 2
lcosA—‘%——{—cos_B —{—costgf‘J—:——()'

Da nun X, ¥, Z nur von % und v abhingen, sonst giinzlich an-
bestimmte Functionen dieser Variabeln sind, so kann man X, Y, Z
als die Coordinaten eines Punktes einer ganz beliebigen Fliche an-
sehen. Die Gleichungen (4) zeigen dann, dass 4, B, C die Winkel
sind, welche die Normale im Punkte (X, Y, Z) mit den Coordina-
tenaxen bildet. Aus den Gleichungen (3) folgt ferner, dass u und v
die Argumente der Kriimmungslinien der beliebig angenommenen
Fliche sind. Die geometrische Interpretation der Gleichungen (1)°
gestaltet sich hierdurch sebr einfach als ein System paralleler Fla-
chen und den beiden Systemen developpabeler Flichen, gebildet ans
den Normalen zu den Kriimmungslinien einer beliebigen Fliche des
ersten Systems.
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R 0
o = =0, 7?% = 0 ersetze man durch Ver-

tauschung von w mit w durch die beiden folgenden Gleichungen :

. P oY __
®) s =0, ZL=0.

Die beiden letzten Gleichungen (4) von I. geben nach (5):
(=0, LG -
ou \E ow/ = 0, 81: R ow

d. h. es ist —i— % nur von w abhingig. Statt ¢ setze man succes-

sive 2, ¥, 2; haben die Winkel «, 7, 4 etc analoge Bedeutungen wie
in III., so kann man setzen:

Q>
8

s

2

18
=c0s 4, 5 Fz==cCoOSyU, R bw

6) é =Ccos V.

Variiren % und v allein, so représentiren die linken Seiten der
Gleichungen (6) die Cosinus der Winkel, welche die Normale im
Punkte («, y, ) der Fliche w = const. mit den Coordinatenaxen
bildet. Diese Winkel sind von « und » unabhiingig, d. h. die Fliche
w == const. ist eine Ebene. Sind f, g, & Functionen von w, so ist
die Fliche, fiir welche w constant ist, bestimmt durch:

<,
g
&
D)
g

(@—[f)cosd + (y —gjcosu 4 (2 —h)cos v =0,
oder, was dasselbe ist, durch:

x—f,y—g,z—hf
v ecose, cosfB, cosyi=0.
., cosl, cosm, cosn

Sind X und Y niher zu bestimmende Functionen von «, v, w,
>0 ldsst sich die vorstehende Gleichung ersetzen durch:

g==f 4+ Xecose-+4 Ycosl,

) y=g-+ Xcosp -+ Ycosm,
2=} 4+ Xcosy-+ Ycosn,

Die Gleichungen (6) geben:

™
3}

oz oy -
8 o cosa ~+ Fog €08 s+ S Cos p = 0,

9% s oy oz —_

S COS !+ Fio cos ne o COS R 0.

Man kann immer setzen:
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of _ oW,
0 ow
g oW,
9) 5 =ﬁcosﬁ+—ﬁcosm+ Weosy,
0 oW, oW,
—g =%¢7‘eosy+%—2cos%+Wcos'v,

wo W, W, W, Functionen von w sind. Die Gleichungen (8) gehen
mittelst der Glelchungen (?) und (9) tber in:

3W oX ow, oY

o T a0 =01 Gut gy =0,
also:
(10) X=X -W, Y= Y —Ww,,

wo X, und ¥, von w unabhingig sind. Mit Weglassung einer Con-
stanten giebt die erste Gleichung (9) durch partielle Integration:
= Wco»a—{—Wcosl-}—f W — z‘iﬁ‘imEﬁ—0A—‘("—}4c30‘a~2.&74;,

e ow roow

Mit Hulfe dieser Gleichung und der Gleichungen (10) wird die -
erste Gleichung (7):

W, os Wy, a8y ..
z =X, coaa-{—Ycos[—{—‘/ ~ e e T EZ}"Ob;“”w‘
Setzt man einfach W statt W — i A W "s, so kann man,
o ow r ow

unbeschadet der Allgemeinheit, W, =0, W, =10 setzen. In Folge
der Gleichungen (10) sind dann X und Y in (7) von w upabhiingig.
Setzt man dxe Werthe von f, ¢, h aus (9) in (7), so erhilt man
schliesslich:

:c::./‘Wcos}.bw—{—Xeosa-{— Yeos i,
(1) 4 =/5Wcos‘uoar+Xcos{3-—{— Y cos m,
z-—:jiWcosvaw-f— Xeosy + Y cozn
In den vorstehenden Gleichungen ist W eine beliebige Function
von w. Da die Werthe von z, y, # der Gleichung:

ow ox | 0y oy 4 0% 05 __
o 6'0—}—01&(/ +0w0v

genligen miissen, so erhilt man zwischen X und Y die Relation:

S X oX oY oY __
(12) Fu o0 T ow oo =0
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Man kann X und Y als die Coordinaten eines Punktes ansehen,
welcher zu zwei Systemen von planen Curven gehdren kann, je nach-
dem in den, iibrigens willkiihrlichen, Ausdriicken von X und ¥ alg
Functionen von # und v der eine oder andere Parameter constant ge-
nommen wird. Die Gleichung (12) zeigt, dass zwei Curven beider
Systeme sich orthogonal schneiden, also X und Y zwei beliebigen
Systemen orthogonaler, ebener Curven angehdren. Aus dem Vorstehen-
den ergiebt sich folgende einfache Generation des Systems.

In einer Ebene, welche zwei Systeme orthogonaldr Curven ent-
hilt, werde ein fester Punkt und zwei zu einander senkrechte, feste
Geraden angenommen. Die Ebene bewege sich so, dass der feste Punkt
eine Raumeurve C; beschreibt, wibrend die beiden festen Geraden da-
bei den Tangenten und Normalen zur Kriimmungsebene einer Raum-
curve C parallel sind. Die Curve O hingt der Art von der Curve C
ab, dass ihre Tangenten den Hauptnormalen der Curve C parallel sind.
Die beiden Systeme orthogonaler Curven beschreiben zwel Flichen-
systeme, welche in Gemeinschaft der Ebene in ihren verschiedenen
Lagen ein orthogonales Flichensystem bilden. ’

Gottingen, im Mai 1872,



