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Die Form und Zahl der Reprasentanten nicht aquivalenter
Klassen der Transformationen der ultraelliptischen Functionen
fir beliebige Transformationsgrade.

Von E. Dorx in BresLav.

Hermite basirt seine Untersuchungen uber die Transformation
der ultraelliptischen’ Functionen (Hermite, Théorie de la transfor-
mation des fonctions Abéliennes. Paris 1855.) auf die Behandlung
des Systemes ‘der 16 ganzzahligen Transformationscoefficienten:

ay o @,
O co c1 c~ a3 ’
R . 0 1 2 3
dy dy dy dy
zwischen denen die Gleichungen bestehen:
@y dy+ by ey — 6 by — dy ay =0,
o dy~+by ¢, — € by—dy 2, =0,
@ Yagdy+byc5— e by—dyaz=a,dy+byc,—c by—dya,=k,
@y dy+ by cs— ¢, by—dyag =0,
Gy dy by 03— € by —dy g =0.
Es gelten sodann folgende Satze:

Die Determinante des Systemes (1) ist ein vollstindiges Quadrat,
nimlich k2. (Hermite pag. 3, 1%)

Die Gleichungen (2) sind gleichbedeutend mit:

ay by 4 ay by — @, by — a3 by =0,

Ao+ a6 —ayo —ag6=0,
®) @y s+ aydy — ay dy — a3 dy =k,

by &g + by ¢y —byep — by =k,
b ds + by dy— by dy — bsdo=0:
oy ¢ dy—Cy dy — 3y =0.
(r "rmite pag. 7.)

Mathematische Annalen. VIL 31



482 E. Dorx.

Sind zwei Systeme a, - - -, ,--- den Gleichungen (2) unterwor- -
fen, so erhilt man durch Zusammensetzung derselben ein neues System
A, ..., fir welches dieselben ebenfalls gelten, und zwar ist, wenn man
die % entsprechende Grosse fiir das System &, - - - %, fiir das System
4, .-+ K nennt:

K=1Fkx.
(Hermite, pag. 3, 4.)

Hermite theilt diese Sitze ohne den Beweis mit, der in der That
leicht zu fithren ist.

Wenn % == 1, nennt Hermite die Systeme o, --- und 4, ...
dqunivalent.

Ist /; eine Primzahl, so sind, wie Hermite ebenfalls ohne Beweis
angiebt, die nicht #quivalenten Systeme reprisentirt durch folgende
vier Grundformen:

1000 1000 EFi0 ¢ EO ¢ 7
OlOO,H. OkzO,III. 010 0.,IV.0kz,i,
00O 0010 00k —4 0010
000k 000k 000 1 0001

worin 4, ¢', 4" simmtliche Werthe 0,1 ... ¥ — 1 annehmen kénnen.
Es giebt also 1 4 k 4 %2 4 %3 Klassen der Transformationen. (Her-
mite, pag. 4, 3%, 49%)

Ich stelle mir die Aufyabe, die Form und Zahl der Repriisentanten
der wicht dquivalenten Transformationen fir beliebige k zu ermitteln.

Tch hatte urspriinglich die Aufgabe so gelost, dass ich direct den
Reprisentanten aufsuchte, mit welchem die vorgelegte Transformation
dquivalent ist. Indessen verlangt diese Behandlungsweise ziemlich
complicirte Untersuchungen iiber die Mdglichkeit simultaner Losungen
gewisser Congruenzen, und ich habe es einfacher gefunden,’ durch
successive Anwendung mehrerer linedrer Transformationen auf den
Reprisentanten zu gelangen. Auf die Brauchbarkeit des successiven
Verfahrens war ich bei der Behandlung einer andern Transformations-
aufgabe von Hrn. Prof. Richelot aufmerksam gemacht.

Die Operation der Zusammensetzung zweier Systeme werde durch
ein zwischengesetztes x bezeichnet. Ich suche nun zunichst zu machen:

o Ay ay g &y &y Gy Oy a) a a) @y
4 by by by b Bo By BoBs| _ | O BBy by
“) X = PR O
Cy € € Gy Vo1 72 73 0 ¢ ¢ ¢
dy d, d, dy 9, 0, 0, 0, 0 d/ da, df

worin die @, - - - die Gleichungen (2) und (3) erfiillen, und die ;- - -
entsprechende Gleichungen, in denen nur % durch 1 zu ersetzen ist.
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Ueber die Transformation der ultraclliptischen Functionen. ’ 483

Das Verschwinden der drei letztex{ Coefficienten in der ersten
Colonne ergiebt die Gleichungeun:
0 =0y &, + by By + by 7y + b, &,
) O=c; a4 ¢ By + ¢ 7o + ¢ 9y,
=dyey+dy By 4 doyy 4 d5 8.
Mit Benutzung der Gleichungen (2) erhdlt man hieraus:
(6) e iy 0, =dy:dy:—d;: —d,.

Da die Determinante des Systems «, - -- 1 ist, diirfen «, 8, y,, &,
keinen gemeinsamen Factor besitzen und sind demnach durch (6) voll-
kommen bestimmt.

Man suche nun irgend ein Werthsystem a3, B, 75, 05, welches
der Gleichung geniigt:

M 85 + Byys — vy — ey =1,
und bestimme die Grossen «,, B;, »;, 0,5 @, B,, 7., 0, aus folgen-
den Gleichungen (welche (3) entsprechen):

a) afy — a,fy = a3 fy — ey s =1v,,
b) &y, — @y, = 37y — @ ¥3 =V,,
) @0, — a0, =1+ @30y — &0y =

(8) ‘ 1';-):73
d) By, — Boys =14 Bsyo — Bo?s =G

e) B10, — B,0;, = P30, — B, 0, =y,
£) 10y — 7,0y = 30, — vo03 = ;.

11—

7

’

wyons . . . 1 —
Dass iibrigens, wenn man die rechte Seite von c¢) ——2~3—3~ gesetzt hat,

die von d) "2"'3 ist, geht aus (7) hervor.

Ich beweise jetzt, dass die Gleichungen (8) a) . f) in ganzen
Zahlen auflosbar sind.

Zunichst nehme ich d, und d, so an, dass sie den grossten ge-

. 1— . :
meinsamen Factor g von v;, v,, ——2-3'3 enthalten, sonst aber weiter

keinen besitzen. Enthielte nimlich 8, oder 0, einen Theiler von y
nicht, so folgte aus den leicht beweisbaren Relationen:

f
Bivy — viv, + 0 -i; =0
Bovs — y2v, + 0, H""Q’E:O

dass derselbe in }—"gﬁ enthalten sein miisste. L’%—’g und l——:;——’i’ , deren

Summe = 1 ist, konnen aber keinen gemeinsamen Factor besitzen.
‘ 31*



a0 E. Dosx. -

Die Gleichungen c) e) f) werden jetzt ganzzahlig anfgelost. Sing
irgend welche Losungen derselben:

Ay, W5 By, By; 6y, 6y,
so sind simmtliche Losungen enthalten in:

A + my %7 Ay -+ my
\ )
By + my ‘x“tr B, + m,
4
€y + my f: Q2‘*"”3
wo m,, m,, m, vorliufig beliebige ganze Zahlen bedeuten.
Todem man hiemit in a) hineingeht, folgt:
8, d. 3.
(9‘{1 + my 7) (232 + m, i‘) - (%z + m, ‘f) (581 + m, 6‘—2’) =1,
oder:
4 [} 9 J
0B, — WY, +om (B — B, D)+ m (U, 2 — %, D) =,
oder endlich:

%,
7’
3.
2!
Y

C)) — 1;1 -+ m, : ;;3 =7 — (U, B, — AY,),
und ebenso aus b):
(10) —my 2wy T = — (U, 6, — %,6).
Damit die Gleichun.g (9) Iosbar ist, muss ein etwaiger gemeinsamer

4

Factor von 1;7 und — s

, welcher = @ sei, auch in der rechten Seite
enthalten sein.

Wie man sich durch Substitution der Werthe von v, - - - v, leicht
iberzeugt, ist:

14 11—y,
(11) -—-—’g o S =Y — Yy,
folglich:
14241 —9, v, v
—_—l =Y, = — Y, 2
9 2y 2 P 1 % ?
v 1— . s 2
und es muss der 7‘— und ’sz noch gemeinsame Factor auch in v, 75

enthalten sein, also in v, weil eben 2, 22 1= keinen gemeinsamen
3

B
Factor mehr besitzen sollen. g
Ferner ist nach c) und e):

d 0 - 1—v
9(1_2_912_1——_22'_3.,’
23 % "
1 2 “"z

-



Ueber die Transformation der ultraelliptischen Functionen. 485

Der den rechten Seiten gemeinsame Factor o muas auch in der

Determinante U, B, — %A, B, enthalten sein, da sonst & und noch
einen gemeinsamen Factor besdssen.

Der Nachweis fiir die Losbarkeit von (10) ist ebenso mit Benutzung
von ¢) und f) zu fithren.

Wenn irgend eine ganzzahlige Losung von (9) m,, m, ist, so sind
die simmtlichen Losungen:

— V3

m=m1—|—p )Zm’ m)—m)“*‘sz,

wo p eine vorliufig beliebige ganze Zahl ist.

Gteht man mit dem Werthe von m, in (10) hinein, so erhilt man:
1— . .
(ml +P 7“) ) .° + my - 5;13:7’2 — (A6, — A C Y,
oder:

5 1 Y
(12) —p "xc? : % + “gzvs ”2_(’2[1@2_%(2@1)"}‘“11%‘

Damit diese Gleichung nach m, und p ganzzahlig losbar sei, muss die ~
rechte Seite den Factor 2”:'3 enthalten.

Zum Nachweise hievon setze ich in die rechte Seite von (12) aus
(9) ein:

— v 4 (B, — WPy + mz 21

V4 ’
)
und finde:
vy — (U6 — %6) — 2 {v,— (B, - %%)——m. =

m, =

(13) . )
=;1;;{”2”4"”1"5"”4(g~){16z A, G+ v5(Uy 232“’)12231)"}'1“2' 2y 'Vs;~
Der Divisor », thut hier nichts zur Sache, weil er zu 121;—3 relativ
prim ist.

Das letzte Glied der Klammer in (13) enthilt auo'enschemhch

12_::; die beiden ersten ebenfalls nach (11), und es handelt sich nur

noch um:

v, (% G — AWpCy) — 75 (U, — AB,)-
Setzt man fiir v, : 9,0, — B,0;, fir v;: 6,8, — @,d, so erhilt man:

-(521132 - QI250(531@:‘2 - 232@1) = 12—;3 (-581 (Slz - 232(54)7

woraus ersichtlich ist, dass auch hierin »123;—;;’ enthalten ist.



486 E. Dozx.

Schreibt man die Gleichung (12):

My @ — P !f‘ = 11,,3) {”2 — @6 — AU C) +my 775}“;
240

so zeigt sich, dass sie in der That immer ganzzahlige Auflosungen zu-
lasst, weil & und —"i’- relativ prim sind.

Die Gleichungen a) b) ¢) ¢) f) sind nun erfiillt; und d) ist auch
befriedigt, da sie eine Folge der iibrigen ist, wie man mit Hiilfe von
(11) leicht einsieht. ’

Daraus, dass die Coefficienten ¢, - - - die Gleichungen (2) befrie-
digen, folgt noch, dass auch d," =0, d,’ = 0 werden.

Jetzt suche ich mit Hiilfe einer zweiten linediren Transformation
zu machen:

ao/ a]’ a2’ a3l uo’ al/ a2’ as’ ao” al/' a2’/ as//
[ 2wl Saa a0 oo
0 ¢ ¢ ¢ 0 v/ 7 7 0 0 ¢ ¢
00 0 4 00 04y 0 0 0 4~

Bei der Zusammensetzung der Systeme ergiebt sich sofort, dass
hiezu noch die Gleichung zu erfillen ist:

(15) o B+ ey =0,
also:
(16) B 1y =0¢":—¢ .
Den Gleichungen (2) entsprechen hier folgende:
ay 0y =1,

Biyy — 7By =1,

a0y + B,y — /B, =0,

a0y + Byyy — /B =0.

Hienach hat man «, =0, =1 zu setzen, ferner B, und y, der
Proportion (16) gemiiss ohne gemeinsamen Factor anzunehmen. S,

und p, sind dann aus der zweiten Gleichung (17) zu bestimmen, welche
oo viele Auflosungen zuldsst. Endlich hat man noch zu machen:

all = (ﬁi’ysl - 71,ﬂ;3l) )

wy = — (By'yy — v 'By), "
wobei es ibrigens freisteht, f," und p,’ = O zu setzen, so dass auch
«, und «,” verschwinden.

Schliesslich setze ich die Transformation a,” - - - noch einmal mit
emer linedren zusammen:

(17)



Ueber die Transformation der ultraéllipxﬁschen Functionen, 487

a,” a” a,” a;” @ e a) o 4, A, 4, 4,
o | O 0wl |0
0 0 ¢ ¢ 0 0 9,7y 0 0 ¢ ¢
0o 0 0 4~ 0 0 0 & 0 0 0 D,

Hierin ist:

o v rp o . "
Ay=a)a), 4y =a)¢"+a"p", dy=a,"a)"+a,"B,"+0a,"p,",

— "o P , .
B, = b By = by B+ 8"y,
. C:; — c{ay?u,

A3 J— aO// ag”""a]” 53,,+a2/’y3’1+¢23,’63 v’

I 1 p i ot v
By = b By +b," vy + by 05",

. N7 Ry
03 - Cy Vs +"3 83 3
_D3 — [ZJN 63'1'

Die Coefficienten @, und d,” konnen, da ihr Product = %, ent-
weder beide -+ oder beide — sein, folglich kann man «,” und 4,",
deren Product = 1, immer so wihlen, dass 4, und D, positiv werden.
Ebenso kann man auch die beiden andern Diagonalcoefficienten positiv
machen durch geeignete Annahme von §,” und p,".

Zwischen den Grbssen «,” - - - bestehen noch folgende Relationen
(cf. (3)): , o

a) ys" 4 "y, =0,
w By + B — B =0,
so dass man nur noch iber «”, B,°, @, (und ;") verfiigen kann,
wodurch ;" und B;” bestimmt sind.
Man kann nun durch geeignete Wahl von:

a,” erreichen, dass 0 < 4; < 4,,

(19) 52" » ” O S -B?x < *Bl >
a’ 7 y 054, < A4y,
oy’ ” » 04, < 4y wird.

B, und C, sind hiedurch schon bestimmt. Sie geniigen den Glei-
chungen:

(20)

Es ist also:

4,05 + 4,0, = 0,
A,B,+ A, B,— 4,B,=0.
4,0,
Cy=— —;‘Ia—
und, weil 4,, 4,, C, nicht negativ, mit Beriicksichtigung von (19):
0 2 03 > - 02 .

Ferner ist:
A.___..' '—82 _ _,_A;'_?._Bi! .
4,

By=—



488 E. Dozx.

Da nun beide Glieder des Zihlers an sich positiv sind, so folgt wegen
(19), dass der absolute Werth von B, < B,. Uebngens kann B,
positiv wie negativ sein.

Die Transformation a, - - - ist also mit einer andern Ay - - - Ggus-
valent, bei der die Coefficienten unter der Diagonale 0, die Diagonal-
coefficienten positiv, ferner jeder der moch brigen Coefficienten absolut
Kleiner als der Diagonalcoefficient derselben Zeile und A, A,, 45, B>0
sind. Ausserdem befriedigen die Coefficienten die Glezchngm (20) unqd
Ay Dy = B,C, = L.

Man iberzeugt sich ferner leicht, dass keine zwei Transformationen
der eben angegebenen Form unter einander dquivalent sein kimnen, ohne
identisch zu sein.

Man kann site duher als Reprisentanten der nicht dquivalenten
Klassen wiihlen.

Eine ndhere Betrachtung zeigt indessen, dass die Coefficienten
der Reprisentanten innerhalb der so eben angegebenen Grenzen nicht
vollkornmen willkithrlich sind.

Um daher die Form der Reprisentanten genauer festzustellen und
spiter die Zahl der zu einem gegebenen Transformationsgrade gehdrigen
zu bestimmen, untersuche ich, welche Systeme*):

ay a; @, o

0 b b ¥
21 1 92 03
(1) 0 0 ¢ ¢
00 0 q
mit den Gleichungen vereinbar sind:
a0 d3 = k,
bie, =Fk,

#2) 6 + a6, =0,

oy + @y by — ayby =
WO a,, by, ¢, d; positiv, die tbrigen Coefficienten absolut Kleiner als

die Diagonalcoefficienten derselben Zeile und a,, a,, a5, b, > 0 sind.
Jedenfalls ist:
a =1,
a =1,

wo f, und ¢, Factoren von % sind, und:

*) Der Bequemlichkeif wegen ist die Bezeichnung gedindert.
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k
d-s =1l = %
&
Cy == t_ = ?l_ .
Der grosste gemeinsame Factor von ¢, und ¢, sei 6,, und:
by = 601 Gpy,
ty == 6y Gy3 -

. 64, und 6,3 sind relativ prim.
Da tyt; = t,¢,, so ist:

04y 602t3 == 64, 631y .

¢ 2
Ich nenne & = -%:6,,, sodass also:
O3 o2
ly == 6)y 6y,
ty =030y,

und 6,; der grbsste gemeinsame Factor von £, und #, ist.
Der grosste gemeinsame Factor von 6,, und 6,, sei f, und:
601 = {61
O3 = [633,
so ist in Folge der vorhergehenden Definitionen f der grisste gemein-
same Factor von t, ¢, &, f;.
Die dritte Gleichung (22) wird nun:

f661602¢s + a1 633602 = 0,
oder:

6ocs + Gay =0,
und:

al = a" 60/1 )
t = — a,’63.
Weil a, <, sein sollte, ist a, < EtT = f6,, und besitzt auch fo,
N [
Werthe,
Die letzte Gleichung (22) geht tber in:

16616085 + @, 661, — 0516616, =0,
oder:

. B
60«263 + “‘a—lf—z - a2613 =O .

Dies ergiebt zunichst die Bedingung:

(23) 3’79—’ eine ganze Zahl,
(24) 0,645 — “L% = 0 (mod 6,,),

f
und liefert sodann:

by = ,;1; (“2 O33 — a,}b,)'
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Der grosste gemeinsame Factor von a,” und f sel ¢ und:
=99,
by =10,v.
Da nun b,<#,, so besitzt b, fiir ein einmal angenommenes a;': %"— =631 POy,
Werthe.
Weil 6, und 6,; relativ prim sind, so folgt fiir ein bestimmtes

e, und b, aus (24) a, bis auf Vlelfache von 6,,. Da nun g, <t‘,,
so kann:

so folgt aus (23):

. a4y =, + moy,, (a, < 6y)

;ﬁ = ¢;, Werthe annehmen.
02 .

a, <1, ist weiter keiner Beschrinkung unterworfen, und hat also
¢, Werthe.

Bei fest angenommenen ¢, und ¢, giebt es fiir ein bestimmtes a,:

601§ Gyy + Gy - by = Garlyty .

Reprisentanten nicht #iquivalenter Klassen, und fiir alle «,:

0=/0p—1

6ot tO = Po s
=0

wo @, den grossten gemeinsamen Factor von f und o bedeutet..

Es wird sich also zunichst um die Ausfihrung der so definirten
Summe handeln. Die moglichen Werthe von ¢(a,’) sind unter der
Form darstellbar:

e=zf+y,

=0, 1. (65— 1),
=0, 1---(f—1).
Der grosste gemeinsame Factor von f und g ist daher auch der grosste
gemeinsame Factor von f und ¥, daher ist obige Summe:

e=0 <Pe
Man hat also die Summe der gréssten Factoren zu nehmen, welche f
mit 0, 1, 2...f— 1 gemein hat (wobei 1 auch mitzurechnen ist).
Es sei nun:

WwO:

f=abf .- . n",
wo @, b---n Primzahlen bedeuten.
Ich bxlde die Summe, indem ich untersuche, welchen Beitrag jeder
Factor von f zu derselben liefert.
a®bf . .. n¥ ist enthalten in O und liefert den Beitrag a®df - - - #"
Der Factor ¢ = a*~*b8 - . . »” ist enthalten in:

l.q)’ 2.9)...(a2._.1).9)'
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Indessen ist @ nur dann der grisste gemeinsame Factor dieser Grossen
mit f, wenn die Coefficienten nicht Vielfache von a sind. Es sind
also fortzulassen :

1'@'9’, 2.a.q)) ...(a"‘-l__l)a.(p_
Die Zahl der noch iibrig bleibenden Grossen betrigt:
(@* — 1) — (e ' — D) =a*"1(a — 1).

Jede derselben liefert zur Summe den Beitrag a*—*bf . . - »*, folglich

alle zusammen:
{(@a— Da*=1b8 ... 0¥,

Da nun x =1, 2 ...« sein kann, so ist der Beitrag simmtlicher
Factoren der Form a¢—*3f . .. 4”:

wle—1)a=1bt - o = f 2O

Ebenso liefern die Grossen a“bf—24¢v .. n' den Beitrag:
Bo—1)asbr=ter - = BE=D e,

- Der Factor a*—*b8—2¢7 - . . »* ist enthalten in (a*b* —1) Grissen
aus der Reihe 1, 2.../— 1. Von diesen sind aber fortzulassen die-
jenigen , welche eine hohere Potenz von @ enthalten, also (a*—114—1)
Gréssen, sowie die eine hohere Potenz von b enthaltenden, welche
an Zahl sind: (a#b*—1—1). Jetzt sind aber zweimal fortgelassen, folg-
lich wieder hinzuzuzihlen die (a*—!¥*—'—1) Grossen, welche sowohl
durch hohere Potenzen von a, wie auch durch hohere Potenzen von
b theilbar sind. Die Zahl der wirklich in Betracht kommenden Gréssen
ist also:

(a*b* — 1) — (a”‘lbl— 1)_ (axbl—l -+ (ax—lbl——l_ 1) =
= g*~ b (a—1)(b—1),

und der Beitrag zur Summe:

(@—1)p—Tya= b1t - - . =42 2L
Da nun aber » und 4 die Werthe 1,2 .- « resp. 1,2 .- 8 besitzen
diirfen, so giebt es «f Factoren von f, welche obige Form haben und
zur Summe: :

fa(a~l) L Be—1
. a b
beitragen. .
Man iibersieht schon, wie dies Verfahren sich weiter fortsetzen
lasst. Die ganze Summe wird hienach:
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(a—1 —1) (-1 —1)Bb-1)y(c—1
fliqeiesl 4 eemDB0D y eeoD BO v D

a b 4
B(b—1) , e(a—1)y(c—1) , ala—1)f(b-1)d(d--1)
+ b + a ¢ + @ '.W'b_ d
vn—=1) | pm—1)sn-1) | Al-1Dum-D)r(n-1) al@a—1)fb-1)  »(n—1))
+ — + R _I_ T = _|_ + T e l.

b n

= /(=7 (4 B0 - (14207

Die Anzahl der Reprisentanten nicht dquivalenter Klassen ist somit
fiir dasselbe t, und t,:

66160 [ty 8 (1 + ‘“_“a‘ D) (14 ﬂﬂi;})). (14 3’.(!‘_7;1_')
= 1,2, (] + f",,,(ﬁ‘.z:.l_)) (1 + E(b_b'll_)) . .(1 + l’_(%_ !.)) .

(25)

Wenn k keine quadratischen Factoren enthilt, wird f=1, denn
f, welches in £, ¢,, t,, ¢, als Factor enthalten sein sollte, miisste fiir
I = t,t, einen Factor f? zur Folge haben. Die Exponenten e, - v
werden O und die Anzahl der Reprisentanten fiir ein bestimmtes £,
und ¢, reducirt sich auf:
t? 4y,

also die Zahl der siimmtlichen zum Transformationsgrade & gehdrigen
Repriisentanten : )
=t

wo fiir £, und ¢, simmtliche Factoren von % zu setzen sind. Weil es
freisteht, bei jedem ¢, #, seine simmtlichen Werthe durchlaufen zu
lassen, kann obige Summe gesehrieben werden:

St2 3t
‘Wenn nun:

k=pipy- P,
wo die p Primzahlen bedeuten, so ist:

bt =140 +p+ - 00)+ DD+ 0103+ -+ - Pr1P0)
T @Paps+ o )t PP e
=1 4+p)(L+p,) - (L4 pa),

2tyl=14 (p>+p + - - pb) + (00,0 + 9,20t ¢ - Pa—1DaY)
+ (p2pltpt 4 - - )4 it P
=A4pHA 4+ - (1425,

und die Anzahl der Représentanten:
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k==

k{__Il(l + o1 4 2 08,

welche Formel das Resultat von Hermite fiir einen primzahligen
Transformationsgrad in sich schliesst.

Ich wende mich jetzt dazu fiir belickige & die Gesammtzahl der
Reprisentanten der nicht dquivalenten Klassen zu ermitteln.

Ich habe dazu:
@) 2trt (1407 (14 802 (3 i)

auszudehnen iiber alle ¢, und ¢,, welche Factoren von % sind, und es
sind «, B -+ v dadurch fiir jedes Werthepaar ¢, ¢, definirt, dass der
grosste gemeinsame Factor von ¢, t,, £,, #, ist:

f=a*bf ...

Die in % enthaltenen Primfactoren a, 0 - - n kénnen darin zu
geraden und zo ungeraden Potenzen erhoben vorkommen. Es sei

daher:
b a2@ . ... g2 . @edl. .. g2vt,

Bei der Bildung der Summe (26) verfahre ich so, dass ich sie
zuerst ausdehne iiber alle Werthsysteme von #, und ¢, welche dasselbe
f ergeben, und nachher f die simmtlichen moglichen Werthe er-
theile.

Fiir dasselbe f bleibt der letzte Factor in (26) constant, also habe
ich nur:

21,2,

fiir die zu demselben f gehorigen ¢, und ¢, zu nehmen.

Wenn :

=% ¢ . 60.3‘0...””

@1 {t" @ d N ]

) tt=a“;...d3n.e':....”’u,
50 wird:
(28) Zto?tl —, Zazao'i"“x s e d2do+al . 32%+”x v oo nz"a'f"n ,

oder, da die «, und «, ihre simmtlichen Werthe durchlaufen kinnen,
wihrend die tibrigen Exponenten constant bleiben, ete.:
(28) Dt = Zateta . ... Td2td . B@uta ... Dyttt

Ich schreite jetzt zur Bestimmung von Xg?%+® und Zef*ta,
welche eine gesonderte Behandlung erfordern.
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Da:
t3 =?k_ = q2%—% ... ded —do . 2e41—e . n27’+1——1‘°’
0
t2 =tk' = ¢~ ... g2d—d . Q2eti—e . .. n2v’+l—1',)
. .

so sind fiir &, und «, alle diejenigen Combinationen zu nehmen, welche
als grossten gemeinsamen Factor von
a“°, a® s a2a’— a, , e’ —a )
a® ergeben.
Wenn nun nicht gerade « = a’, so sind diese Werthsysteme:

1) ¢pg= «, o, = a4,
2 oy=2d—0a, 0, = a1,

Da= ety o=«
8) gy = «tu, o =20—a,

A=0,1,2...2(e— a),

p=1,2...2(¢—a)—1.

Ist « = &, so giebt es nur einen moglichen Fall:

Hienach ist:
, A=2(a'—a) , u=2(a'—a)—1
2a2ao+a, — (aSa + a4a——a) 120 al _I_ (aaa _I_ a2« +a) 21 a2f‘,
= M=
oder nach Ausfilhrung der Summen und einigen Reductionen:

4

{(as (o' — a)__l)(l_*_._ “"I‘ aQ) — gie'—a)+1 + a2l@'—a)+1l

a3a

(29) Ia?%tu=G@a,a=

at—1
Wenn ¢ = o/, so ist:
39) Zatete = Ga, o’ = a’*.
Ganz analog sind den ¢, und &, solche Werthsysteme beizulegen, dass:
e, en, ertlon getl—s
den grossten gemeinsamen Factor e besitzen, also:

1) gg= ¢, &= ¢+ 4,

2) 80=28’+1.—.g’ & — 8—|—l, l=0,l,...2(€_€)+1’

Neg= ¢e¢+u, &= ¢, o
4) 6g= ¢+u, g =24 1—g P=DL2 0 2(E—g,
und man findet:
i A=2(e'—s)-1 pH=2(a'—0)
ety =ue, .=(eﬂa _|_ e - o+2) Py et + (63' + e2e'+ l+l) 3 e2m
: A=0 u=1

(81)

_ {(@=9+3 —1)(1 4-e+ ) — et —+3 4 @—n+2}

e2—1
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Der Fall ¢ = & ordnet sich hier der allgemeinen Formel unter.
Die Zahl der Repriisentanten, bel depen f=a%..... g0 .¢ .. 0
ist also:

. ala—1) ) o(d—1) (e—1 -
i32} @a,a(1+“T“)' "@d,é(l'{'”"g“")' ue,e(l +§%"”)")"11n,v(1+t(ﬁ;e~l)) .
Jetzt hat man noch hievon die Summe zu nehmen fiir simmt-
liche f,d. h.e--0,¢6--vdieWerthe0,1--¢&';---0,1..8;0,1..¢;
++0,1.- -2 beizulegen. i
Da nun wieder « seine simmtlichen Werthe fiir jedes System der
B - -v durchlaufen kann, so erhilt man die Gesammizahl der Re-
prasentanten:
a=a wla—1y 0= d(d—1)\ *=F (e—1)
B9 2 Gua(1+550) - 2600 (1427 Z 0 (1 +5577)
=y vin—1)
- 2 (14 55)-
Nach (29) und (30) wird nun:
(34) ai}"“@a)a(l +M) =
a-»g.x(l a(awl)) (a8t —a—1)(1+4 ) ghle—a)t1 2(a -a)+x}
+ 1 Y(1+a+a)—a +a
+ (1 L=y oo,

Die einzelnen Summen, auf deren Bildung es ankommt, haben

die Form:
- @ @ e 9“'__
(30) 2 A% === @ 1 s
@==0 af—1
[75 T AR § 1) 9“: a(’“'._a(’ -
36 3 gaee e W THE 6T e .
( ) a==0 a® 1 {ae———l)g

Fiihrt man die Summation aus und reducirt, so findet man
schliesslich:

an "f&’“'@ @, a (1 -+ ”i(g:l—}) = G, & =
@ + éfﬁ { @ — =
Analog wird:
!:;:','e'ue’a (1 _{__ﬁ(ﬁf J_))a

E (1 o) (o 1) (1 e ef) — e

224 1)—1) — =" af'“ +1§ .

"0
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und nach Ausfiihrung der Summationen und einigen Reductionen:

(38) ‘E‘lue,e(l + w) = Ug, v =

B (T eb et et ;2 STt ers e 1) —1)— STl ],
Die Anzahl der wicht dquivalenten K lassen, welche zum Trams-
formationsgrade:
E o= a2 ... d”' -1 S SR 2E )

==

gehoren, ist also:
Guaw - GaoUspu - Uss,

s

worin G und U durch (37) und (38) definirt sind.



Doppeltangenten einer Curve 2 Ordnung.

Von Dr. O. Derscu in OrreExBacH a. M.

Die Aufgabe, welche ich in nachstehender Abhandlung behandle,
besteht darin, eine allgemeine Gleichung fiir diejenige Curve zu finden,
die durch die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten einer Curve nter
Ordnung geht. Bevor ich hierzu tibergehe, suche ich erst die Auf-
gabe zu losen, auf welcher Curve diejepigen Schnittpunkte einer Tan-
gente mit einer Curve ' Ordnung liegen, welche sich nicht in dem
Berithrungspunkte befinden. Die fragliche Curve wird (n — 2)ter Ord-
nung sein, da die Tangente ausser dem Beriihrungspunkte noch n — 2
Punkte mit der Curve s Ordnung gemein hat. Ist die erwihnte
Curve (n — 2)tr Ordnung gefunden, so bietet die eigentliche Aufgabe,
die Doppeltangenten. zu finden, keine Schwierigkeiten mehr, indem
man dann nur noch die Bedingung dafiir anfzustellen hat, dass ausser
den beiden im Berithrungspunkte zusammepfallenden Schnittpunkten
der Tangente mit der Curve n'** Ordnung noch 2 andere von den
Schnittpunkten zusammenfallen, d. i. die Bedingung dafiir, dass die
Tangente der Curve st Ordnung auch noch die angegebene Curve
(n — 2)ter Ordnung berihrt.

Die zur Losung der genannten Aufgaben anzuwendenden Opera-
tionen werden sich auf einfache Sitze der symbolischen Rechnung,
nidmlich besonders auf Vertauschung von Buchstaben und auf Anwen-
dung von Identititen stiitzen.

Plicker, Jacobi, Clebsch behandelten das Problem der Dop-
peltangenten. Sie berechneten die Anzahl der Doppeltangenten einer
Curve #'e Ordnung.

Plicker zeigte nsolution d’une question fondamentale concernant
la théorie générale des courbes Cr. J. Bd. 12, 8. 105—108, ferner
»Theorie der algebraischen Curven® 1839, dass die Anzahl der Doppel-
tangenten einer Curve %' Ordoung % # (n — 2) (n* — 9) sei.

Mathematische Annalen. VIL 32
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Jacobi fand dieselbe Zahl in Cr. J. Bd. 40, S. 237 u. f.
Clebsch hat, Cr. J. Bd. 63, S. 186 u. f., diese Jacobi’sche
Arbeit in einfacher Form auf folgende Weise reprodueirt:

a;” = 0 sei die Gleichung der gegebenen Curve n' Ordnung.

Die im Punkte z die Curve a,* = O beriihrende Tangente hat
(wenn y ein beliebiger punkt der Tangente ist) die Gleichung
a'~ta,= 0= f,. Ferner mag y zugleich ein Punkt irgend einer
Geraden u, = 0 sein.

Jeder beliebigé Punkt der Géraden, welche durch die Punkte z
und y geht, hat die Coordinaten ux -+ 1y. Die Schnittpunkte dieser
Geraden mit der Curve @, = O erhilt man, wenn man gz 4 4y fiir
Z in a,* = 0 eintriigt, wodurch sich ergiebt

(waz + da,)»=0.
Ersetzt man y durch die aus
fy=a"1a,=0
u,=0
sich érgebenden Unterdeterminanten (fu), so folgt a, = (afu).
Aus (pa; + Aa,)* =0 wird dann [ua, 4+ A(afu)]? = 0.
Die fragliche Discriminante sei F (z, u).
Behauptung: Aus F(z, u) lisst sich der Factor u, so oft abson-
dern, dass die » im Reste nicht mehr vorkommen.
Beweis: Man setze 4 = guv,, erhilt dadurch

(wa; + ov.(afu)]*=0.
Nach der bekannten Identitit
Ve (afu) = a, (vfu) + f. (avu) 4+ u.(afv)
= az (vfu) + u.(afv), weil f =0,
folgt hieraus
(e + owfu)a: + ou.(afv)]" = 0 = [Wa. + ¥ (afv)]",

wobel

y’=u+9(vfu)=u+1~(”7ff‘l
1) o

= ou, = A=

Uy

®

gesetzt ist.
Die Substitutionsdeterminante ist

1@@?
v
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Der Ausdruck Ty'a, - 4’ (afv)]” unterscheidet sich von dem ur-
spriinglichen Ausdrucke [ga, -+ 4(afu)]* nur dadurch, dass ¢ an die
Stelle von u getreten ist. Durch die Substitution (I.) geht also die
Diseriminante ¥ (z, ) in F(z,v) itber. Die Discriminante einer
Function ist eine Invariante derselben. Daher kann sich F (z, ¢) von
F(z,u) nur durch eine Potenz der Substitutionsdeterminante als
Factor unterscheiden, folglich

Fx, u) = (g—”) Fz,v),
Flw _ Fy

a ,otz

x x

Hiernach lisst sich aus F(z, u) der Factor u, so oft absondern,
dass der Rest lj—(%”—) kein » mehr enthilt, w. z. b, w.
v.t

Der iibrig bleibende Factor ﬂ%’—ﬁ ist nach Jacobi vom

(n — 2) (n* — 9)n Grade in . “

Erst Hesse bildete, Cr. J. Bd. 36, 8. 156 u. f., Cr. J. Bd. 40,
S. 260, Cr. J. Bd. 41, 8. 292, eine Gleichung fiir diejenige Curve,
auf welcher die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten einer Curve
4t Ordnung liegen, und zwar folgendermassen:

a? = 0 ist-die Gleichung einer Curve n'er Ordnung. Die Coordi-
naten irgend eines Punktes der Geraden, welche durch die Punkte
und y geht, sind # + iy. Die Schnitipunkte dieser Geraden mit der
Curve a2 =0 erhilt man, indem man z -+ iy statt # in a?*==0
eintriigt, wodurch man bekommt

o 4 Aa,)r = 0.

Die Gerade wird zur Tangente, wenn 2 Schnittpunkte zusammen-
fallen. Bedingung hierfiir ist, dass 2 Wurzeln 1 einander gleich wer-
den. Dies tritt eins wenn die beiden Glieder von niedrigsten Dimen-
sionen verschwinden. Die Tangente wird zur Doppeltangente, wenn
ausserdem noch 2 Wurzeln 1 einander gleich werden. Bedingung
hierfiir ist, dass von der Gleichung, welche nach Weglassung der bei-
den erwihnten Glieder von niedrigsten Dimensionen und Division
durch 12 bleibt, die Discriminante verschwinde. Diese Bedingung
stellte Hesse fiir » =4 auf und erhielt als Gleichung derjenigen
Curve, welche durch die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten einer
Curve 4t Ordnung geht, folgende

0,* Vi 0,2 Vi w5 Vs - 2w,0, Vyy 42w, w, V3;+2w1 w, Vi,
—3w(wyy Vi 4wy Vogt-wys Vs 2w, Vas+2w;, V42w, V1)=0.

32#*
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ierbei ist » = O die gegebene Curve 4' Ordnung,

g*v 0w o | !
g o2 Gxoy oxoz § l'v“ P2 Vg3
_ | g% 9% ot !
W=\%3,%% ¥ odyoz V2t V22 Vng |
1 |
6 v i o%v )
| 7 328y b2 | | s Vse Vg3
— 2 — e 2 —
V=033 — 057, Var=14330),—05,%, Vas—”u”n"”mz;

Vs ==0y3013 — 0y Doy, Vi ==0pyVp—Vsy Uy, V12=”31’032—”33”12-

Die von Hesse aufgestellte Gleichung ist 14'® Grades in z. Das
von mir fiir # = 4 erhaltene Resultat lautet

- (rsf!=0,
1‘1,.z = azcxgby(abc)e Eazby + bzay , = azsay .

Die Uebereinstimmung meines Resultates mit dem von Hesse
gefundenen lisst sich, wie folgt, nachweisen.
Hesse’s Ausdruck stelle ich zundchst symbolisch dar.

Der 1t Theil
0 Vi A4 10, Vi + w3 Vg + 2wy Vg + 2 wyrey Vi + 2wyw, Vi,

‘ Vi1 ya Vg3 Wy

wo

| vy, gy Vg 0, : | CaU) Uy0y Vo0 | ’l DO; V0, YUy
= Uy, Ogy Dy 10, =Wy 3 9 B9 l — W, | B 939: Qe%}
5”1“’2"”30( | w, w, wy | [ W, w, wy |
| 030, 019y 40, LU 0y T [ D1 Py g

; 1
+ w, E 4% 9292 9243 é = U3 | % ?lo a3 {' — WV 43 Y @ 05
Loy, Wy, wy | | 10,10, w0y | | W, w, wy |
[0 vy 7y
+wr gy @y ¢ @ | = @qw) (Wv,q5 — w,0,g; + w0 ) = K
| Wy Wy Wy, .

Vertauscht man hierin ¢ mit v und addirt das Resultat zum ur-
spriinglichen K, so erhdlt man
K =4 (vqu) [w; (5245 — Qav) — 02 (0, 85— 1%5) + w3 (2,42 — G172)]
=4 (vquw) (vquw) =1 (vqw)* .
v == @}

folglich

v, =12 a%a,,, v.,=12aa,,, v =12 a,%a, etc.,
also

I (oqw)? =12 a,2 - 12 5,2 - § (abw)? = T2 a,28,? (abw)?
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vy Vya Vi3 I 12 ey 12a%0, 124%a!
[ 125,20y, 120,26y, 12 5,2 by

!

!
W==|Vy Vg Vpg!==

; { 1262 ¢ 12¢6.% 65 1267 ¢y |

V31 U3y g3

laya, a,a, ayay |

= 12%a,°b,%¢,* | by by boby byby | = 123 0,2b.% ¢, b,05 (abe) .
Loy eney %%E

Vertauscht man hierin b mit ¢ und addirt das Resultat zu w, so

folgt
w=06-122a,2b.%¢,2 a, (abc) [byc; — bye,] «

Durch Vertauschung von ¢ mit b wird
w==06-12%a,20%¢,* b, (bac) [a,c; — a;¢,] ,
durch Vertauschung von « mit ¢ wird
w=>0-122a,b¢;¢, (cba) [bya; — b,a,, ,
folglich
3w="06-1220a,b.%¢c.* (abec) [a,(bC)ag + by (c @)yy + ¢,(ab)ys]

=6 - 122 4,2b,%¢.? (abe) (abe) ,
also .
w = 288 a,°b,* ¢;* (abc)? = 288 a, ,

w, =6-288 a0, , w,=0-288c’a, etc.,
folglich
1 (vqw)? = T2 a;*b;* (abw)® =12 a;°b;* (ubw) (abw) =
= T2 a,%b,? 6 - 288 a,® («ba) 6 - 288 B, (abp)
=12 .36 - 28822 b, a,? B° (abe) (abf) .
Der 2t¢ Theil des Hesse’schen Ausdrucks, d. 1.
— 3w (W Viy gy Vg w33 Vgt 205 Vg 4 200y, Vi + 2wy, V,y D,
geht aus dem 1t Theile hervor, wenn man
w,? = 36 - 288% ;% 8,5, B, durch w,, = 30 - 288 w,lery,
W, w, = 36 - 2882 0, B,5e, B, durch w, = 30 - 288 e, ey, ete.

ersetzt und mit — 3 « multiplicirt.
Mithin ist der 2t¢ Theil °

= — 3w- 7230288 a’bla,’ (aba)*.
Das von Hesse gefundene Resultat lautet also symbolisch
12.36-288%a,%b,2a,58,% (abe) (abB)—3-30-72-2884,b,%w,' (aba)* w==0.
Dividirt man durch 72 - 288 - 18, so folgt
2. 288 4,25, ¢,5B.% (aba) (abP) — b a? blat (aba)w=0.
Fithrt man statt  die Grosse D=, ein, so wird, da w=288¢.",
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2 4,2b2 ¢ B.° (abe) (abf) — D a.*b2es (aba)?D =0,
Mit diesem Resultate ist nun (rsf)* = O zu vergleichen.
D=uS=(abcf?albs’ ¢
@S, = abc)tas* b ez ¢y
Degtat=abc*(a.2bl e, 420l ba 0 b, yCt2asblea,0,] .
= (abc)? (a2 b2 ¢ 44 asba’ oty = abe) €% a.by[asb4-4b, a,).
Zur Abkiirzung sei (abu)t == u,*.
Ersetzt man « durch die Unterdeterminanten (xy), so wird
(abu) = a;by — bya,, U, = (vay),
folglich .
¢ tervay)=c(abe)lusby—~baa, *=(ab0)’ ¢:*[20,°b,* — 2a.b,b a,]
=2(abe) ¢ a.b, [a:b,—bea,. .
Aus den 3 Gleichungen

9

7=y by (abe) [azb, + bea,],
5ate, = a,6 b, (abe) [asb, + 4b.a,],
e} (vay)? = 2a,¢.2b,(abc)? [ab, — b.a,)
ergiebt sich '
P= Gt (vay)? 4 2 eta? .
Hieraus folgt
(rsf) =35 e 22 (v, v 2, ) -+ § artcte? (va, o f)F
. + do !t («Bf) .
Nun ist aber (vz, vz, f) = f. (vv,2) =0, weil f, =0,
@z, ¢, [) =t fs — fitt: = — fa,,

(rsf) =4 a6’ + 4 et p. ' («Bf)* .
Die Gleichung (i-s7)* == O lautet demnach jetat
palele 4 2wt B (wff) =0,
Ich suche nun das Hesse’sche Resultat in dieselbe Form zu bringen.
Zur Umformung des Hesse’schen Ausdrucks bilde ich die Iden-
titidt o, (abB) — Bz(abea) = a,(«bp) + b.(aap), erhalte hieraus durch
Quadriren

a2{abB) + B2 (abe) — 2¢. B, (aba)(abB) = a,*(«bf)? + b (aup)

also

Also + 2 a;b.(aap) (@bf),
2 ¢ B (abe) (abB) = a2 (abB) + B* (abe)? — a.? («bB)* — bs*(auh)’
— 2a,b, (acf)(«bf),

folglich
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20,2D,2 " B (abe) {abB) = az2b . e Bot [0, (abB) -+ B2 (aba)? — a,? (abf)?
— b, (aep)? —2 a,b,(auf) (b))
— bt B 2 (@b B —202 bR — 20, b, (ae) («DB)] .
Da
a;' =0, &*=2D, a’(aep)={(fuf), b (abf)= («fB)=—(fap),
so ist
20,70, 2B (abe) (abf) =2 az? b, B (abf)* D + 2 e, B (e Bf)? .
Hesse’s Resultat _
2 arbt e B0 (aba) (abB) — 5 @b et (abe)* D =0
geht so iber in
—3a.2b.7 B, (abB)2D + 2 e, B, (aBf ) = 0.

Der 2t¢ Theil dieses Ausdrucks stimmt mit dem 2t Theile des
fir (rsf)® gefundenen Werthes iiberein; es bleibt noch iibrig, den
1ten Theil, d. i. — 3 @,%b,°8.* (abB)* D, umzuformen,

Um in a,°b.%B,* (abB)? = d.%e,?B,* (deB)* die v einzufithren, be-
nutze ich die beiden Gleichungen

O B:tB = ax:’by(abc)® [aby + 4 baay],
267 (vay)t = 2 a,6,°b, (abe)? [a. by, — bya,],
woraus folgt
10 BB, — &% 6 (vay)? = 10 (abe)? e as b, a, by .
Ersetzt man y durch die Unterdeterminanten (d¢) und multiplicirt
mit d,e,?, so erhalt man
10 B4 (Bde) dl e, — 2 d et e’ e’ [dite — dyee,d)]) =
== 10 (abc)? ¢,°d* e.* as by (ade) (bde) .
Da

aldd,=f, elfe=Ff, di=0,
so wird

10 8,4 (Bde)?d,2e,2 4 2,2 ¢, 0, =10 (abe2e,2d, 2 e, 4, ba lade) (bde) =10 M.

Nach Aronhold, Cr. J. Bd. 55, S. 125 u. f. ,, Theorie der homoge-
nen Functionen 3ten Grades von 3 Verinderlichen¥, hat der Ausdruck

(abc)? (ade) (bde) codres
die Form

(wde) apdye, = 2 (abo) (abd) (acd) (bed).

Wendet man diese Operation auf die Form 4'» Grades an, so er-
hilt man fir M den Werth

+ azbotod; (abe) (abd) (acd) (bed) et =0,

3z4=fz=0°

weil
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Hiernach lautet die von Hesse gefundene Gleichung, wenn wir
den aus der Gleichung

10 B4 (Bdepdses + 2 frei et = 10 M= 0
sich ergebenden Werth
B.t (Bde)d.tes* = Bt (abP)as’bs? = — § &2e*f)?

eintragen,
2 a8t (B + % 2P D =0,

welches Resultat mit dem von mir erhaltenen Resultate iibereinstimmt.

Salmon hat in phil. mag. for October 1858 eine Methode ange-
geben, die Doppeltangenten einer allgemeinen Curve ‘e Ordnung zu
finden. Diese Methode besteht im Wesentlichen in Folgendem:

Die Tangente einer planen Curve n'e" Ordnung trifft ausser im
Beriihrung&punkte die Curve in noch » — 2 Punkten. Bildet man nun
eine Curve (n ~ 2)t Ordnung, welche durch diese » — 2 Schnittpunkte
geht, und stellt die Bedingung dafiir auf, dass die angegebene Tan-
gente der Curve n'c Ordnung auch noch dlese Curve (» — 2)r Ord-
nung berithrt, so erhilt man unmittelbar eine Gleichung, welche durch
die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten befriedigt wird.

Um die Gleichung jener Curve (n — 2)*r Ordnung zu erhalten,
bilde man von der Curve m' Ordnung a” = O die Polaren a*~'a "

av-?a?, - - - allgemein a7~*al, ferner von a?, @z 'a, ,- - - a; " a; die
Hesse 'schen Formen (abc)? a”—2 b2e?, (abe) @yl 3a, bycj,
(a b (;) an 2—h bn—«Z—»h Cnd 2~k (01‘ b 12 (»h S al 30

H R (a b C)2 aﬂ-—2—h bn—2—h cn—-2— h ayh b} Cj» p— ¢3n-3h—b 11)3)5 — x& (n—2) |

Die (n — 2)*° Polare von H, ist

n—2 e 3D —(n—2) yn—2 . 42(n—2) yn—2
D }IIA xh,x ‘u/a ¥ ZI:,L b l;,J

Dieselbe ist in 2 vom Grade 2 (v — 2), in y vom Grade n — 2.
Die gesuchte Curvengleichung T —2=0 ist ebenfalls in y vom
Grade » — 2, kann also durch eine Reihe angegebener (n — 2)*
Polaren mit noch zu bestimmenden Coefficienten ausgedriickt werden.
Fir n = 4 ist
rpi=r}=D'H—3D°H, = (abc)a,c?b, [a,b + ba]=0
fiir # =5 ist
mi=yl=DH—4DH, + 6D° H
== (abc)? 2c"-b Ba,c, 62 +6bcab 4 b2a

27z %y "y z %y €yl -
Salmon hat hiernach einen Weg angezeigt, das Problem der
Doppeltangenten allgemein zu lésen. Nur hat er noch nicht die
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allgemeine in den Coefficienten und in z rationale Gleichung der Curve
(n — 2y Ordnung aufgestellt, auf welcher die nicht im Berihrungs-
punkte sich befindenden #» — 2 Punkte liegen, die eine Curve ntr Ord-
nung mit ihrer Tangente gemein hat.

Ganz den von Salmon gegebenen Gang verfolgend, hat Cayley
in phil. trans. 1859 diese allgemeine Gleichung aufgestellt. Eleganter
Weise hat Cayley Summen von Producten zu gewinnen gesucht, die
nicht bloss, wie weiter unten hier, moglichst oft M = a,b.c, und
M, = 6 a,byc,, sondern auch noch die Polaren

M, = a,bs¢,+ azcaby +bacsay, Mp=2(asb,6,+ bsc,a,+ czayby)

als gemeinsame Factoren besitzen. Salmons Gedankengang ist eben-
falls in meiner Arbeit eingebalten. Die Form, von welcher Cayley
ausgeht, stimmt mit der meinen tiberein. Die einzelnen Operationen
der Cayley’schen Arbeit sind jedoch sehr complicirt upd schwierig,
so dass ich in meiner Arbeit eine andere Methode anwenden wollte.
Cayley’s Resultat ist selbstverstindlich dasselbe, wie das meinige,
unterscheidet sich aber wesentlich von ihm durch die Form. Wihrend
nimlich Cayley eine Reihe von Polaren aufstellt, treten statt der-
selben bei mir einfache symbolische Producte auf.

Wie oben angegeben, handelt es sich zunichst darum, eine in z
und in den Coefficienten rationale Gleichung »—2 == 0 fiir diejenige
Curve zu finden, auf welcher die nicht im Beriihrungspunkte liegen-
den % — 2 Schnittpunkte einer Tangente mit einer Curve 2 Ordnung
sich befinden.

Die gegebene Curve ntr Ordnunk sei ¢ = 0. In irgend einem
Punkte « derselben werde eine Tangente a*—'a, = f, = 0 gezogen. Um
das Product der Gleichungen der Schnittpunkte dieser Tangente mit
der Curve zu finden , nehme man eine beliebige Gerade u, = 0, welche
im Punkte y die Gerade f, = O schneiden mdge. Der~Schnittpunkt ¥
beider Geraden soll ferner ein Punkt der Curve gr =0 sein. Es
miissen also zusammen die 3 Gleichungen u, =0, f, =0, @ =0 be-
stehen. Trigt man in a =0 die aus den beiden Gleichungen u,=0,
f, =0 fiir y,, ¥,, ¥, sich ergebenden Unterdeterminanten (uf) ein, so
erhilt man (auf)» = O als Bedingung dafiir, dass die Gerade y, =
die Gerade f, =0 auf der Curve a» = O schneidet. (auf)" = 0 ist
also das Product der Gleichungen der Schnittpunkte von f, =0 mit
ar=0.

’ Da fy = a*'a,, so hat man die Coordinaten der Tangente f,
d.1.f,, f», f, durch die ihnen gleichen symbolischen Ausdriicke a7—a;,
ar=la,, ar~‘ay oder b2~1by, brthy, br—1by ete., je nach Forde-
rung der symbolischen Rechnung zu ersetzen.
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« ist Berithrungspunkt der Tangente; es fallen also zwei von den
Schnittpunkten der Tangente f, = O und der Curve ¢”* = 0 im Punkte
z zusammen. Das Product (aujf)* == 0 der Gleichungen der Schnitt-
punkte von f, == 0 mit ¢» = O besitzt demnach den Factor u,2. Ich
suche dasselbe so zn transformiren, dass dieser Factor hervortritt.
Ausser dem Berithrungspunkte z hat die Tangente f, = O mit der
Curve ¢*=0 noch % — 2 Punkte y gemein. Wenn man in (auf)*=0
den Factor w,? abgesondert hat, so bleibt noch eine Gleichung A4 =0
tibrig. Man kann, wie wir sehen werden, die Umformung so vorneh-
men, dass 4 die*Grossen fi, fy, f3, %;, 4y, %3 nur in der Verbindung
Uy oo [y, Usf)—uify, % [,—t,f, enthilt. Ist die Transformation in
dieser Weise hergestellt, so hat 4 die Form (ruf)*—2 Ersetzt man
dann die aus w und f gebildeten Unterdeterminanten durch y,, ¥,, v,,
so erhilt man die Form r*—2, welche, =0 gesetzt, eine Curve (n — 2)ter
Ordnung darstellt. Diese Curve wird von der Linie £, in Punkten ge-
schnitten, bei welchen das Product der Gleichungen (ruf)*—2 = 0 ist,

also in denselben Punkten, wie a .

Wir wollen zunichst den Ausdruck A finden, d. h. (auf)* in einer
passenden Weise transformiren. Ich ersetze demgemiss in 1 Factor
(auf) die Coordinaten der Tangente, d. i. fi, /5, f; durch die ihnen
gleichen symbolischen Ausdriicke 626, b2~ 'b,, b»~1b; und erhalte
hierdurch

(aufy = (@ufp=1bp~(@ub) =p.

Vertauscht man hierin ¢ mit b und addirt das durch diese Ver-
tauschung sich ergebende Resultat zu p, so erhilt man:

2p = (aub) (b= (auf)—1— ar*1 (buf)yr—1]
=aud) b lauf)—abuf][br—2(aufy*—24 b2~ 3(auf)*—Salbuf)+ -
cFar—2(bufyr—2].
Benutzt man hierin die bekannte Identitit

be(auf) = a.(buf) + fz(aud) 4+ u; (abf),
- welche, da z Beriihrungspunkt der Tangente f,, also f, = 0 ist, iiber-
geht in '
bx(a'uf) = az(buf) + ux(abf))
so bekommt man
2p = uz(aud) (abf) [b2~2(auf)*~2 + b2—3(auf) 2a; (buf)+--
o apEufy =],

Der erhaltene Ausdruck enthilt %, als Factor. Es handelt sich
nun darum, einen weiteren Factor u, abzusondern. Ich ersetze zu
diesem Zwecke wieder in einem der symbolischen Factoren die Coor-
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dinaten fy, f5, /3 durch ihnen gleiche symbolische Ausdriicke, und zwar
ersetze ich diessmal in (abf) die Coordinaten f,, f,, f, durch ertey,
¢2~t¢,, ¢7~'¢;. Diese Coordinatenersetzung nehme ich in (abf) und
mcht in (auf) oder (buf) vor, um im Resultate die gewiinschten
5 — 2 Factoren von der Form (auf) zu behalten.
Ersetzt man in (abf) die Coordinaten f;, f,, f; durch ¢*—t¢,,
¢i=1l¢,y, €27 1¢y, so folgt

2 p = wo(abu) = (ab ) (b2 =2 (auf =24 bp—S auf = au (buf )+ -
a2 (buf)r2 -

Ersetzt man die Unterdeterminanten (uf) durch die aus u, == 0,
f, = 0 folgenden Werthe y,, y,, y;, so ergiebt sich:

2p = u (aub)ep=(abe)[br—2ar =24 ~3ar—3a by +ar—2b2 -2

In diesem Ausdrucke sind in jedem folgenden Gliede die Expo-
nenten von b, und @, um 1 geringer, dagegen digjenigen von a, und
b, um 1 hoher, als in dem jedesmaligen vorhergehenden Gliede. Ferner
haben in jedem Gliede die Exponenten von @, und b, die Summe
n — 2, ebenso die Exponenten von g, und b, die Summe 5 —2. Hier-
nach kann man 2p auf folgende Art ausdriicken:

2p = uz(abc)(aub) c”—* Z albrarbl.
—+2—=p—2

Hierin ist nun noch ein weiterer Factor w, abzusondern. Zu
einem solchen Factor wird man durch passende Vertauschung der Buch-
staben @, b, ¢ und andere einfachen Operationen der symbolischen
Rechnung gelangen. Bei der Vertauschung der Buchstaben a, b, ¢
unter sich dndert sich der Ausdruck a.b.¢., ebenso a,b,¢, nicht. Ich
werde moglichst viele Factoren a,b,c. und a,b,¢, in 2p zu erlangen
suchen, so dass, abgesehen von diesen Factoren, in 2 p immer niederere
Potenzen von z und y auftreten. Zu diesem Zwecke veryingere ich in
2p die Exponenten derjenigen Grossen a,, bz, ¢z, @y, by, €y, Welche
in hbchster Potenz vorhanden sind, und vermehre die Exponenten der
in geringerer Potenz vorkommenden Grossen.

Der Exponent von ¢?—1! ist grosser, als diejenigen von @, und
b.; ferner treten @, und b, in hoherer Potenz auf als ¢,. Desshalb
suche ich 2 p so zu transformiren, dass Factoren @, b. ¢, gewonnen
werden.

Allgemein sei

2p. = afbletus(abe)(aud) c;‘“l“f‘x+h£2 - ;b;‘a;‘by"

Wendet man hierin die bekannte Identitit
cx(aud) = az(cub) + u.(ach) + b (auc)
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an, so folgt:
2pu=u,albrctabe)er*#us(ack)+az(cub) + b (auc)] X albraxbz,

z+1::n——-—2——,u
Der erste Theil (I) dieses Ausdrucks enthidlt den gewiinschten
Factor u,°.
(D) = — wlarbrck(abefer=2—« X  albraXal.
z *td=n—2—un b y

Umzuoformen ist nun noch der zweite Theil:
() = w,atbrct(abe)er——*as(cub) X  albXa "b‘
A hd ®-+d=n - 2~pu ¥
und der dritte Theil: _
) =t arby ¢k (abe)er—2—n bx{au(:)ﬂ_l:.n!._‘%#adlbg a;byl .

(11) und (IIT) lassen sich zusammenziehen, wenn man in (II) das
Glied fiir # == 0 und in (III) das Glied fiir A = 0 ausscheidet. Nim-
lich in (II) hat das Glied fiir % = 0 den Werth

O = uzafdret(abe)cr—>"Fa (cub)ar ~*-ubr—i=k,

Fiir 4 == 0 in (I11) ergiebt sich

Vi == U G bECH (abc)c;"z—n“bx(auc)b;-%.“a;“?“ﬂ.

x z Yy
Durch Vertauschung von ¢ mit b geht 0, in yp, iiber, folglich
Oy = Pu-
Nach Ausscheidung von 9, enthdlt (II) bloss noch Glieder von
x =1 an. Alle diese Gleder enthalten dann den gemeinschaftlichen
Factor b,a,. Seut man denselben vor die Summe, so ist » - 4 nicht
mehr = n — 2 — u, sondern = n — 3 — u zu setzen.
errnach ist
(=0, fuyarbrce(abe)er2"*az(cub)bsa, X  albrard):
R R=m R Gt
In (III) bleiben nach Ausscheidung von 7, bloss noch Glieder von
A =1 an; alle diese Glieder enthalten den gemeinschaftlichen Factor
usb,, welchen ich vor die Suwmme setze. Statt o A=n—2—p
ist dann wieder zu schreiben # -+ 4 = n — 3 — u, folglich
l(III) =yutualblct (abe)er2 by (auc)asb, +L_:—“J . alb* ;bj"
also

(L4 (1) = 28, + u @t bt o (abe) e~ [ayfeub) +- by laue)] = adbiajby
AAzmr—3— 4

Nach bekannter Identitit -
a,(cud) == ¢,(aub) 4+ u,(cat) + b,(cua)
ergiebt sich, da u, = (uuf) =0,
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ay(cud) = ¢, (aud) + by(cua) = ¢,(aud) — b,(auc),
folglich:
(D)4 () = 20, f-u okt bett chitiabo) cr**(aub) X  alb*a arb}.
xtd=n~3—u

Dieser Ausdruck ist aber = 20, 4 2puqq. Mithin ist:

2pe =0+ 20 4+ 2puts.
2 p,—1 verschwindet, also:

pu=n—2 p=n—2 u=n—2 p==n—2
2 X pu= 2 D+2 Z0+2 Z p,
also: u=0 u=0 u=0 H=1

—n—2 =52
2p="2 )+2" % o,.
H=0 k=0

Wie oben gefunden, ist:

u=n—32 M==n—
2 = 6,,=2 2 Uy akbl et (abe)er—2*az(cub)ar—2—rbpr—2=#
w=0 =0

= 2uzar(abc) (cub) Z‘O bgc;?*ﬁ—ﬂc;‘b;—ﬁ"/‘
"=

=92 » a—=1(n} b X p* l.xbl.
uzar=(abe)(cu )z+2=n—2 Yehorb;

Vertausecht man hierin ¢ mit ¢ so folgt:

u=n—2
2 X 0,=—2u.(ab Bler—1 3 grbrarh?
14=0 s (abc)(aub)c? iz b arbl.

Dieser Ausdruck
. = 413 )
folglich:

pu=n—2
2p= 2 I —4p

Gp— ZJ (I) - (—u albreilabeer2—r X atbraxb}

u=0 2Hl=n—2—p
= — uj(wbc)2 z af“b!‘c“c” 2"/“a‘b4‘a“b1
#pdtp=n—:
= —ul(gbe)* X al+!‘bﬂ+*c”+*a’b@c“
z XA =n—2

Diese Gleichung ist, wenn man fiir die y jhre Werthe, nimlich
die aus w und f gebildeten Determinanten einfithrt, das gesuchte Pro-
duct der Gleichungen der Schnittpunkte der Tangente mit der Curve.

Der erhaltene Ausdruck enthilt u,? als Factor; dieser Factor driickt,
wie oben erwihnt, aus, dass zwei von den Schnittpunkten der Tan-
gente mit der Curve im Punkte 2 zusammenfallen, d, h. in 2 berihrt
die Tangente die Curve.
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Ausser den beiden in z zusammenfallenden Schnittpunkten har die
Tangente f, =0 mit der Curve % Ordnung noch n — 2 Schniit-
punkte y gemein. Der fiir 6 p erhaltene Werth enthiilt ausser dem-
Factor u,* noch den Ausdruck:

abe) X gitebutrertigrlAos.
( >z-}~l+y=n-2 “ * z ¥y’

derselbe ist (n — 2)tn Grades in y; ich bezeichne ihn mit rp-2.

r»=2% == () stellt eine Curve (» — 2)*r Ordnung mit den Variabeln
y dar, Jedem Punkte x der Curve entspricht also eine Curve (2 — 2t
Ordnung 7/~% = 0, rational in den Coefficienten und in z, welche
durch die % — 2 nicht in 2 liegenden Schnittpunkte der Tangente mit
der Curve geht.

Soll nun die Tangente f, == 0 eine Doppeltangente der Curve nier
Ordnung werden, so miissen ausser den beiden im Punkte z zusammen-
fallenden Schnittpunkten der Tangente mit der Curve noch zwel von
den iibrigen » — 2 Schnittpunkten zusammentfallen. Ist diess der Fall,
so berithrt die Tangente nicht nur die Curve n'* Ordnung, sondern
auch die Curve 7»—% == 0, weil die nicht in # liegenden n— 2 Schnitt-
punkte auf der Curve r—%==0 liegen. Zur Bestimmung der Doppel-
tangenten der Curve n¢ Ordnung muss man also die Bedingung dafiir
aufstellen, dass die Tangente f, = O, welche die Curve im Punkte z
bertihrt, auch die Curve r»~?* =0 beriihrt.

Die Bedingung dafiir, dass die Gerade u,==0 die Curve 77~*==0
berthrt, ist die Gleichung der Curve 77—2 =0 in Liniencoordinaten;
diese Gleichung sei @ == 0.

Die Coefficienten in’ @ sind ganze Functionen von den Coefficien-

ten in 77~* und zwar vom Grade 22 — 6. Nun ist
rrm = (aba)zﬂwf;ﬂ_?aﬁ# but#ertiorblon

vom (2#n — 4)tn Grade in #; folglich sind die Coefficienten in © vom
(2n — 6)(Zn — 4)en Grade in z.

© enthilt » im (n—2)(5—3)n Grade (weil von einem Punkte aus
(n — 2)(»n — 3) Tangenten an eine Curve (n — 2)** Ordnung gezogen
werden kbmnen). In unserm speciellen Falle soll f, Tangente der
Curve 72~ = 0 sein. Die Coordinaten u,, u,, u, sind desshalb durch
fi> [, f; zu ersetzen, wodurch man eine Gleichung @ == 0 erhilt.

Q == 0 ist die Gleichung derjenigen Curve, auf welcher ein Punkt
z liegen muss, damit seine.Tangente Doppeltangente wird.

Q enthilt die Liniencoordinaten f£,, f,, f; im (» — 2) (n — 3)**
Grade, und diese sind wieder vom (# — 1) Grade in z. Mithin ist
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(n— 1) (n —2) (n — 3) der Grad in z, soweit er von den Grissen
fis I, f; der Gleichung Q = O herriihrt.

Demnach besitzt Q@ den (# — 2)(#* — 9)t» Grad in =, wovon die
Coefficienten den Grad 2n — 4, ferner die Liniencoordinaten den
(n — 1)(m — 2)(n — 3)t Grad als Beitrag liefern.

Die Schuittpunkte der gefundenen Curve Q =0 mit der Curve
a =0 sind die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten. der Curve a*==0.

Es mag nun noch zum Schlusse die Bestimmung der Anzahl der
Doppeltangenten der Curve a» =0 folgen. Die Curve Q=0 hat
nin — 2)(n* — 9) Schm’ctpunkte mit der Carve a? = 0 gemein. Jede
Doppeltangente absorbirt zwei solcher bchmttpunkte x. Hierpach be-
sitzt eine Curve n'* Ordnung {5 (n — 2)(1? ~— 9) Doppeltangenten.

Giessen, im September 1873.



Bemerkung tber die Abbildung einer gewissen Fliche vierter
Ordnung.

Von W. Fraum in TUBINGEN.

Ein interessantes Beispiel einer Fliche vierter Ordnung mit einer
Doppelgeraden liefert die Complexfliche vierter Ordnung und Classe,
deren Herr Klein in einer Note (diese Ann. Bd. II) erwihnt hat.
Einen andern bemerkenswerthen Fall bietet diese Fliche dar, wenn sie
nur vier Knotenpunkte enthiilt, welche nicht in einer Ebene liegen. Dann
sind auf derselben noch 36 Kegelschnitte und nur vier Paare gerader
Linien vorhanden, aber ausser der Abbildung von Clebsch findet eine
andere statt, bei der die Abbildungsfunctionen von der fiinften Ordnung
sind, bei der acht einfache, ein doppelter und ein dreifacher Funda-
mentalpunkt vorhanden sind, und welche vermittelt wird durch einen
willkithrlichen Kegelschnitt der Schaar nebst einem Biischel von Raum-
curven dritter Ordnung auf der Fliche. Auf diese Abbildung wird man
sofort gefithrt, indem man die Gleichung dieser Fliche aufsucht.

Drei Flichen zweiter Ordnung, welche die Doppelgerade und die
vier Knotenpunkte enthalten, haben weitere Punkte nicht gemein.
Zwei derselben, etwa ¢, ¥, schneiden sich ausser in der Doppelgera-
den « noch in einer Raumcurve dritter Ordnung C,, welche ¢ in zwei
Punkten begegnet. Letztere Curve hat also 12 Punkte mit der Fliche
(F,) gemein, die beiden zuletzt erwihnten und die vier Knotenpunkte,
welche aber alle doppelt zu rechnen sind. Jede Fliche ¢ 4 py ent-
hiilt C, und schneidet offenbar noch eine weitere € aus F, aus, welche
ebenfalls die vier Knotenpunkte enthalten muss. Den Factor g kann
man (auf eine Weise) so bestimmen, dass C; durch einen beliebigen
Punkt von F, geht. Lisst man nun diesen Punkt unendlich nahe an
-die Curve C; heranriicken, so fallen beim Uebergange zur Grenze beide
Curven zusammen, oder @ - w¥ == ® beriihrt die Fliche F, lings einer
Raumcurve dritter Ordnung; es muss also mdglich sein, die Gleichung
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F,=0 mit Hiilfe von ® = 0 in die Form eines vollsta,ndwen Quadrats
zu bringen, oder es wird %)

F,=Y¥?—09,.
Ist daher die Doppelgerade der Schnitt der Ebenen p =0, ¢ =0,

so enthalten die Flichen zweiter Ordnung @y, ®, ¥ alle die Gerade
p==0, g=20 und es wird schliesslich F, von der Form

M Fy=(pa+qa’) (pb + ¢b") — (pe + q¢')?,
wo p, 4, a,a’, b, b’, ¢, ¢’ lineare Functionen der Coordinaten z, --- z,
sind.

Die Flichen zweiter Ordnung, welche lings der erwihnten Cur-
ven dritter Ordnung beriihren, bilden die Bchaar

(pa+qa’) +2u e+ ¢¢) + @* (P +¢b) =
wo u einen verinderlichen Parameter bedeuten soll.
Auch die Regelfiiche:
AA =4{ab—cD) (@Y —? —(ab' +a'b—2¢c%)=0

beriihrt offenbar die Fliche F, und man beweist leicht, dass sie von
den vier Ebenen durch je drei der Knotenpunkte lings eines Kegel-
schnitts bertihrt wird. Uebrigens ist die Classe unserer Fliche = 8.

Indem wir jetzt zur Abbildung der kliche tibergehen, nehmen
wir als Fundamentaltetraeder der Coordinatenbestimmung dasjenige der
vier Knotenpunkte und als Gleichungen der Doppelgeraden:

&+ 2, + xy + 2y =
P1%y + pa®y + P32 + p; = 0.
Die allgemeinste Gleichung einer Fliche zweiter Ordnung, welche
diese und die Knotenpunkte enthilt, ist dann:

(@t o 34 2) (@) Py Byt - 0y ) — (P18 APy @) (00 210y 2y
= XX zx (i —a) (p.—pr) =0 (i,k=1,2,3,4)
2,0 0 0 1 @'
10 2,0 0 1 a
‘00 2,0 1 a “
000 #1 o = )=0.
111100
PPy w3 s 0 0

i

i

|

i

#) Sind %, v, w quadratische Ausdriicke in 2, %, - - #;, 80 kann offenbar
jede Gleichung, welche in %, v, w homogen und quadratisch ist, in die Form ge-

bracht werden: ¥? — @@, = 0, wie man sofort siehf, indem man zunichst », v, w
Mathematische Annalen. VIL 33
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Mithin wird die Gleichung unserer Fliche F,,
a\ /b c\?
(2> (p) (p)m(‘p) ==O’
welche sich ohne Weiteres in folgende drei zerlegen ldsst
Zp;x; + AZ%’; =O,

2% Zapr;+ AZax; + p(Zepiw, + A Zc,2) =0,
Zepai+AZ a4 w(Ehpa + AZbix) =0,

o (g4 =0,
X, (pi+ 2) (et ue)=0,
Zzi(pi+4) (6 +wpb)=0,
Die Auflosung ergiebt
oy = (P + 4) (ps + ) (p, + 2) 4,
0xy = (py + 4) (13 + 4) (ps+ 4) 4,
0y = (py+ 4) (0 + 4) (0, + 4) 4,
oz, = (py + 4) (p, + 4) (p, + 4) 44,
wo die 4 die aus dem System
1 1 1 1 '
ay+pey aytpe, agtuc; ag - pe
¢ +uby o+ ﬂbz’ ¢+ wby ¢+ ubd,

mit Auslassung von je einer Vertikalreihe gebildeten Determinanten

oder:

©)

bedeuten. Diese Form zeigt, indem man %, ~':— fiir 1, p setzt, sofort

das Vorhandensein eines dreifachen Fundamentalpunktes (2 =0, v =0)
und einer doppelten (u == 0, v == 0), sowie acht einfacher, welche auf
vier Geraden durch den dreifachen Fundamentalpunkt liegen. Diesen
vier Geraden entsprechen auf der Fliche die vier Knotenpunkte, jedem
Punkte einer solchen eine durch den entsprechenden Knotenpunkt
gehende Richtung. Ebenso entspricht der Geraden v = O auf der
Fliche ein einzelner fester Punkt.

Die Gleichungen (2%) beweisen, dass die Abbildung vermittelt wird
durch die Schaar der oben erwihnten Raumecurven dritter Orduung
und einen Ebenenbiischel durch die Doppelgerade, dessen Ebenen jede
Curve noch in einem Punkte schneiden.

Dem doppelten Fundamentalpunkte entspricht ein Kegelschnitt
der durch die Ebenen des Biischels bestimmten Schaar, dem dreifachen

als Dreieckscoordinaten in der Ebene annimmt. (Cayley, Quarterly Journal
Bd. X und XI.)
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eine rationale Raumcurve von der mehrfach erwihnten Art, und der
Punkt der Fliche, welcher der Geraden » = O entspricht, ist eben der
beiden gemeinsame Punkt.

Die Geraden eines Paares liegen auf der Fliche in einer Ebene,
welche durch die Doppelgerade und einen der vier Knotenpunkte geht,
sie bilden sich ab als zwei einfache Fundamentalpunkte, welche mit
dem dreifachen in einer Geraden liegen. Ausser den durch die 4 >< 2
einfachen Fundamentalpunkte abgebildeten vier Paaren giebt es keine
Geraden auf der Flicke. Acht Kegelsehnitte liegen in den vier Ebe-
nen des Tetraeders der Knotenpunkte; je zwel zusammengehtrige wer-
den abgebildet durch drei Gerade, welche den dreifachen Fundamental-
punkt mit sechs einfachen verbinden, und durch das Geradenpaar,
welches das iibrigbleibende Paar einfacher Fundamentalpunkte mit dem
doppelten verbindet. Achtundzwanzig weitere Kegelschnitte liegen auf
der Fliche, von denen je zwei sich zu einem ebenen Schnitte ergin-
zen. Xin solches Paar wird abgebildet durch zwei Kegelschnitte, deren
jeder drei einfache Fundamentalpunkte, sowie den doppelten und den
dreifachen enthilt. Die Kegelschnittschaar wird abgebildet durch einen
Strahlbiischel, dessen Centrum der dreifache Fupdamentalpunkt ist.
Die Discussion der iibrigen Curven auf der Fliche moge iibergangen
werden. Die niedrigste Abbildung erhilt man aus der erwihnten, in-
dem man mittelst Cremona’scher Transformationen die Abbildungs-
functionen auf den vierten Grad reducirt. Als Transformationscurven
werden Kegelschnitte angewendet, welche durch den doppelten, den
dreifachen, und einen beliebigen der einfachen Fundamentalpunkte
gehen. )

Abbildung der Doppelgeraden. Ein Ebenenbiischel durch die Doppel-
gerade hat die Gleichung:

Zpa;+ 06 Xx,=0.

Setzt man die Werthe von #; in 4, g, » ein, so zerfillt das Resultat
in den Factor: 64 — v und in den anderen:

Py b, yn Py .
1 1 1 1 :

vp ) ( o Fue) (wp, A ayFpce) (vp A agfue) vt A0 atee)
VP +4) a4 ue) (v, A (va, -t ucy) (v A (va, ) (v, +2)(va,+ucy)

und dieser, gleich Null gesetzt, stellt die Abbildung der Doppelgera-
den dar. Sie ist also eine Curve vierter Ordnung mit zwei Doppel-
punkten im doppelten und im dreifachen Fundamentalpunkte, welche
durch die anderen acht Fundamentalpunkte je einmal hindurchgeht.
Mit Hiilfe eines Kegelschnittbiischels kann man leicht beliebig
viele solche Punktepaare der Abbildung auffinden, welche die einzelnen

38%
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Punkte der Doppelgeraden abbilden. Fithrt man die von der Abbil-
dungscurve herriihrenden elliptischen Integrale erster Gattung mit ge-
horig bestimmten unteren Grenzen ein, so hat man, wenn b, ... b,
die Integrale fiir die einfachen &, b beziehungsweise die Summen der
beiden Integrale, welche den beiden Doppelpunkten zugehdren und u, »
die Integrale eines Punktepaares sind, die Gleichung
U+vL3bL2b b - by=5bc,

weil das Paar u, v auf der Abbildung unendlich vieler ebener Schnitte
liegt; aber
bi+b+b=c¢; by+b+b=c;
bs+bs+b=c; b+b+b=c,

b4 bg—=4c—40,
u+v+2b —b=c,

daher

ausserdem auch:
b+b =c.
Bestimmt man nun irgend zwei Punkte mit den Argumenten 4/, v,
welche der Gleichung

w4+ v =20 —1b,
utv+u 4o +b+b"=2¢.

Die letzte Gleichung aber sagt aus, dass w, v mit den Punkten
u’, v und den Doppelpunkten auf einem Kegelschnitte liegen, alle
Punktepaare sind mithin bestimmt durch den Schnitt der Abbildung
mit dem Biischel der Kegelschnitte durch zwei Punkte »', »° und die
Doppelpunkte. -

geniigen, so ist:

Elmshorn, 18. Juli 1873.



Der Feuerbach’sche Satz von den Bertihrungskreisen des
ebenen Dreiecks.

Von H. ScERSTER zu BRESLAU.

Der schone Satz der Elementargeometrie:

Die vier Kreise, welche die Seiten eines geradlinigen Dreiecks

beriihren, werden selbst von ein und demselben Kreise beriihrt,

welcher dwrch die Mitten der Dreiecksseiten geli,
wurde von Feuerbach®) aus den berechneten Werthen der Radien
und Mittelpunktsabstinde jener beim Dreleck auftretenden Kreise ge-
schlossen; Steiner erwihnt ihn an zwei Orten*¥), ohne jhn zu be-
weisen. Die in neuerer Zeit gegebenen Beweise des Satzes***) gehen
meist aus algebraisch-trigonometrischen Rechnungen hervor, deren
Complication zur Eintachheit des Resultates in Widerspruch steht.
Auch der in den Baltzer’schen Elementen mitgetheilte geometrische
Beweis von Casey stiitzt sich auf algebraische Umformungen und ent-
behrt trotz seiner scheinbaren Kiirze wesentlich der Anschaulichkeit,
Ein synthetischer Beweis ist kiirzlich von Hrn. Lappet) gegeben
worden, der aus den Gesetzen der Kreisheriihrung heryorgeht. Trotz
seiner Einfachheit lisst er doch die eigentliche Natur der vollstindigen
hiebei in Betracht kommenden Figur nicht in dem Maasse hervortreten,
dass der Feuerbach’sche Satz als eine natiirliche Folge der Eigen-
schaften der Figur erschiene, indem z. B. die Berthrungspunkte jener
Kreise nicht zum Vorschein -kommen. Kiner solchen Forderung ent-
spricht mehr die von Hm. C. W. Baurjy ohne Beweis gegebene
Construction der gemeinschaftlichen Tangenten jener sich berithrenden
Kreise; aber ein von Hrn. Schubertiii) hinzugefiigter Beweis der-

#) K., W. Feuerbach: Eigenschaften einiger merkwiirdigen Punkte des
geradlinigen Dreiecks, Niirnberg 1822, S. 38.
##) Annales de mathématiques p. J. D. Gergonne t. XIX. p. 86 und: ,,Die
geometrischen Constructionen etc. von J. Steiner, Berlin 1833, S. 35,
«#) Vgl. Baltzer's Elemente der Mathematik Bd. IL, S. 92 und 8, 812,
+) Borchardt’s Journal Bd. 71, S. 387. '
+) Schldmileh’s Zeitschrift fir Math. u. Phys, Jahrgang XIL, 8. 354.
+7) Dieselbe Zeitschrift, Jahrg, XVL, 8. 83.

%
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selben erfordert wiederum einen unverhiltnissmissigen Aufwand von
Rechpung.

Einen aus einer allgemeineren Auffassung des Satzes hervorgehen-
den Bewels im Zusammenhange mit der Erweiterung derjenigen Eigen-
schaften des Dreiecks, welche sich auf die sogenannten merkwiirdigen
Punkte desselben beziehen, habe ich an einem andern Orte*) gegeben;
doch ist derselbe nicht ganz elementarer Natur; er setzt vielmehr die
Kenntniss der Theorie der Kegelschnitte voraus.

Der in den folgenden Blittern enthaltene Beweis unterwirft die
vollstindige Figur der vier Berithrungskreise eines Dreiecks einer
niheren Untersuchung, wobei einige bisher nicht bemerkte Eigenschaf-
ten derselben zum Vorschein kommen und fiihrt den Feuerbach’schen
Satz auf den Satz von Ptolemius zuriick, jene bekannte Eigen-
schaft des Kreisvierecks oder Bedingung dafiir, dass vier Punkte auf
einem Kreise liegen. Insofern diese algebraischer Natur ist, ist es
allerdings auch unser Beweis des Feuerbach 'schen Satzes Alle
ubrwen Lagen- und Grossen-Verhiltnisse ergeben sich aber in un-
gezwungener Weise aus unmittelbarer Anschanung der Figur und fith-
ren mit einer gewissen naturgemissen \othwendm‘kelt zu dem lFeuer-
baCh schen Satze. Eine weitere Betrachtung der interessanten Figur
erdffnet dem Liebhaber elementar-geometrischer Forschung ein empfeh-
lenswerthes Feld fiir dieselbe und verspricht noch manches neue Re-
sultat.

1. Einem ebenen Dreieck 4 BC, dessen Seiten
BC=a CA=b AB=c¢

bezeichnet werden (siehe die Figur **)) lassen sich vier Kreise mm, m,m;
einschreiben, welche die Dreiecksseiten berithren; der eine m liegt
innerhalb des Dreiecks, die drei andern m, m.,m, ausserhalb desselben
und jeder der letzteren beriihrt nur eine Drelecksseite zwischen den
Ecken, die beiden andern in ihren Verlingerungen, nimlich:

g, berithrt die Seite @ zwischen den Ecken des Dreiecks
m, n » » b ”» b4

2 ” 2

m, » 3 »n € ”» ”» ” » » -

Fasseu wir die vollstindige Figur dieser vier Kreise mim, mi,nig
s Auge, so lassen sich dieselben in 6 Paare je zweier ordnen; jedes

*) Borchardt’s Journal Bd. 68. 8. 208.

*+) Die Figur ¢nthilt nicht alle im Texte eingefiihrten Buchstaben; die fehlen-
den sind absichtlich weggelassen, um die Auffassung der Figur zu erleichtern und
konoen ohne Mihe vom Leser hinzugedacht werden.



Der Feuerbach’sche Satz von den Beriihrungskreisen des ebenenDreiecks. 519

Paar hat die drei Seiten des Dreiecks zu drei gemeinschaftlichen Tan-
genten, mithin noch eine wierfe gemeinschaftliche Tangenie. Diese
6 vierten gemeinschaftlichen Tangenten treten dreimal als Hussere,
dreimal als innere auf und laufen dreimal paarweise (je eine Aussere

mit einer inneren) parallel. Denn die vier gemeinschaftlichen Tan-
genten zweier Kreise bilden allemal ein symmetrisches Vierseit mit
paarweise gleichen Seiten; nun sind die Dreiecksseiten & und ¢

dussere gem. Tang. fiir das Kreispaar m und m,
innere »  » » ” My 5 My

Die dritte Dreiecksseite a dagegen ist
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innere gem. Tang. fiir das Kreispaar m und m,
Gussere ,, » LI » My 5y My,

folglich schneidet die vierte (innere) gemeinschaftliche Tangente fiir
das Kreispaar m und ‘die Stiicke b und ¢ auf den Dreiecksseiten
AC und AB verwechselt ab und ebenso die vierte (fussere) gemein-
schaftliche Tangente des Kreispaares m, und m, nach entgegengesetzter .
Richtung hin; folglich liuft die letztere mit der ersteren parallel; es
laufen also parallel:

vierte (innere) gem. vierte (Hussere) gem,
Tang. d. Kreispaars: Tang. d. Kreispaars:
1 11y und My Mg
" My » g My
m 1, » My My, .

Es ist auch leicht zu sehen, welchen drei Richtungen diese drei
Tangentenpaare parallel laufen; denkt man sich die Hohen in dem
Dreieck ABC gezogen und merkt die Fusspunkte derselben, so sind
die Abschnitte auf zwei in einer Ecke zusammensiossenden Dreiecks-
seiten von dieser KEcke bis zu den Hohenfusspunkten hin verwechselt
den Seiten proportional gerade so, wie die von jenen zwei parallelen
Tangenten gebildeten Abschnitte verwechselt die Seiten selbst sind;
folglich laufen die obigen drei Tangentenpaare parallel den Séiten des
Hohenfusspunkts-Dreiecks und wir haben folgenden Satz:

Von den vier Kreisen, welche die Seiten eines ebenen Dreiecks be-
yithren, haben je zwei noch eine vierte gemeinschaftliche Tangente, welche
dreimal als dussere, dreimal als inmere gemeinschaftliche Tangente auf-
tritt; diese 6 Geraden laufen dreimal paarweise parallel mit den Seiten
desjenigen Dreiecks; welches von den Hohenfusspunkien des wrspriinglichen
gebildet wird und zwar sind jedesmal eine Gussere und eine innere ge-
memschaftliche Tangente parallel.

2. Von nicht geringerem Interesse, als die gemeinschaftlichen
Tangenten je zweler Kreise unseres Kreisquadrupels sind die Beriik-
rungspunkte derselhen; diese zerfallen in zwei Gruppen: 1) die Beriih-
rungspunkte der Kreise mit den urspriinglichen Dreiecksseiten (und
deren Verlingerungen); 2) die Beriihrungspunkte der neuen 6 vierten
gemeinschaftlichen Tangenten; zu jeder der beiden Gruppen gehoren
12 Punkte und diese zweimal 12 Punkte ordnen sich zu Paaren in
folgender Art:

Die Dreiecksseite BC oder a werde beriithrt von den vier Kreisen
. M A0y Wy, Ny
beziehungsweise in den Punkten
afya,ay;
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die Dreiecksseite C A oder & bezichungsweise in den Pupkien
) 55,6,56;
die Dreiecksseite AB oder ¢ bezichungsweise in den Punkten
€0y Gy G F).

*) Diese 12 Berihrungspunkte bieten auch an sich eigenthiimliche Lagen-
verhiltnisse dar, welche wir, da sie zu dem eigentlichen Zweck, den wir im Apge
haben, nicht nothwendig erdrtert zu werden brauchen, nur kurz angeben wollen.
Diese 12 Beribrungspunkte bilden vier den Beriihrungskreisen einbeschriebene
Dreiecke

a b ¢
Xy f)x [¥]
23 52 [0
a3 53 (3,

deren Seiten einander durchschneiden in 54 Punkten, welche sich in gewisse
Gruppen vertheilen:
Die vier Geraden:
ab Q151 \1252 Q363

bilden ein Rechteck, dessen Seiten parallel laufen den beiden Halbirungshnien des
Winkels C und dessen Ecken eimerseits auf einem Kreise liegen, welcher AB zum
Durchmesser hat und anderseits auf den beiden Paaren von Halbirungsstrahlen der
Dreieckswinkel A und B.

In ganz gleicher Weise bilden die vier Geraden:
ein zweites Rechteck und be b B B

Ca 1y Cedy (3u3
ein drittes Rechteck, dessen Ecken in gleicher Weise, wie oben angegeben, gelegen sind.

Die 12 Ecken dieser drei Rechtecke erscheimen in anderer Weise gepaart als
Grenzpunkte (Nullkreise) der sechs Kroisschaaren, welche durch je zwer der wvier
Berihrungskretse besttmmt werden, (Zwei Kreise haben bekanntlich ein gemein-
schaftliches Tripel eonjugirter Punkte, von denen einer immer im Unendlichen,
die beidea andern auf der Verbinaungslinie der Mittelpupkte liegen und diejeni-
gen beiden ausgezeichneten Punkte sind, welche Grenzpunkte oder Nullkreise
heissen und durch welche alle die beiden gegebenen rechtwinklig schneidenden
Kreisé hindurchgehen.) Da sich die vier Kreise mmym,m; in sechs Paare ordnen
lassen und jedes Paar zwei Grenzpunkte liefert, so erhalten wir 12 solcher Punkte,
welche die Ecken der obigen drei Rechtecke sind.

Rechnen wir noch die 6 unendlich-entfernten Schnittpunkte der Seiten dieser
Rechtecke hinzu, so haben wir in dieser ersten Gruppe 18 Punkte von den im
Ganzen oben angegebenen 54 Punkten.

Eine zweite Gruppe bilden die folgenden zwdlf Schnittpunkte, welche in vier
Quadrupel zerfallen,

Die vier Schmittpunkte:

(06, age) (ac, ahy) (aabe, wacs) {agca, ashs)
liegen auf der durch A gehenden Hohe des Dreiecks ABC. Die vier Schnité-
punkte:

(8¢, Baag) (ba, Bac)) (Brers Byag) (Bycss Bray)

liegen auf der durch B gehenden Hihe des Dreiecks ABC und endlich liegen die
vier Schwittpunkte:
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Die beiden Kreise 7 und m, haben nun zwei dussere gemeinschaft-
liche Tangenten, welche in den Punkten bb,cc, und eine innere ge-
meinschaftliche Tangente, welche in den Punkten a a; beriihrt; die
vierte innere gemeinschaftliche Tangente wird daher den Kreis m in
einem Punkte « und den Kreis m, in einem Punkte ¢, beriihren, so
dass a und «, a, und «, symmetrisch liegende Punkte sind. Die 12
Beriihrungspunkte der 6 neuen gemeinschaftlichen Tangenten ordnen
sich in solcher Art fir

die Kreispaare Beriihrungspunkte
MMy e « e
Moty - BB
R v 7
My My + o e e @, o
Mg My + v v e 53 61
My My o o oo 71 P

und zu jedem deutschen Berithrungspunkte wird ein bestimmter (sym-
metrisch liegender) griechischer mit gleichem Index, d. h. auf demsel-
ben Kreise zugehdren.

Hiernach haben wir auf dem

Kreise m drei neue Beriihrungspunkte ¢ g y

5 My oy ) ” « By 71
3 Moy, ) ) @ By Vs
o My, I » ay By vy

oder in jedem der vier Kreise ein neues Dreieck, gebildet von diesen
Beriihrungspunkten. Die Lage dieser vier neuen Dreiecke zu dem
urspriinglichen Dreieck A BC ist eine sehr einfache; sie sind niamlich
simmtlich mit demselben éhnlich und dhmlich-liegend.

In der That die Dreiecksseiten 4B und AC sind gleichartige ge-
meinschaftliche Tangentenpaare (d. h. beide Aussere oder beide innere)
mur fir zwei Kreispaare, namlich fiir P

mamy und ne, M.
Dagegen fiir die iibrigen vier Kreispaare ungleichartige gemeinschaft-
liche Tangentenpaare und ein solches ungleichartiges Tangentenpaar
bildet allemal dieselben Winkel miteinander, wie die beiden ibrig-

(ca, %3) (¢B, czas) {qaay, B2} (e1By, cado)
auf der durch C gehenden Hohe des Dreiecks ABC.
Die iibrigen 24 Durchschnittspunkte, welche noch von den oben angegebenet
54 Punkten ibrig bleiben, scheinen kein so einfaches Gesetz hinsichtlich ihrer
Lage erkennen zu lassen.
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bleibenden gemeinschaftlichen Tangenten, die natiirlich auch ungleich-
artig sind; folglich bildet die dritte Dreiecksseite B() mit den vier
Tangenten:

B B,

7 Vs

Bs-B,

7172 !
von denmen je zwei einander parallel sind, gleiche Winkel (4). Da
aber am Kreise m die Tangente BC gleiche Winkel bildet mit den
Tangenten in g und y, so liuft By parallel BC und der Berithrungs-
punkt q ist die Mitte des Bogens By ; ebenso liuft y« parallel C4 n. s. f.

By 71, Bo72s Bsys parallel BC ete.
Wir haben also folgenden Satz:

Von den vier Kreisen, welche die Seiten eines cbenen Dreiecks be-
rithren, haben je zwei noch eine vierte gemeinschaftliche Tangente, welche
in je zwei Punliten die Kreise beriihrt; wvon den dadurch erhaltenen
12 Beriihrungspunkten liegen auf jedem der vier Kreise drei und bilden
Jje ein Dreieck, welches mit dem urspriinglichen édlmlich wnd &hnlich-
liegend ist.

Ferner haben wir die Lage der dentschen Berihrungspunkte zuy
den griechischen als eine solche erkannt, dass auf dem Krejse m

a gleich weit absteht von g und y

b, ” ” n Vo K
¢ 2 » ” ” o » ﬁ
und ebenso auf den drei iibrigen Kreisen, z. B. auf dem Kreise m,
a, gleich weit ab von 8, und », u s. f.

In Bezug auf die perspectivisch-dhnliche Lage der Dreiecke w8y,
@By, Py, tyByp, mit dem urspriinglichen Dreieck 4 BC bemer-
ken wir noch (was aus der Lage der Kreise mm,m,m, zum Dreieck
A BC folgt), dass die Dreieckspaare:

o, B, v, und ABC
By, » ABC
a3 ﬂs Y3 » AB c
in directer Lage, dagegen
. a«fy und 4A4BC
in inverser Lage #hulich-liegend sich befinden; fassen wir dagegen die
Mitten der Seiten des urspriinglichen Drejecks auf:
A, die Mitte von BC
B, » » C4
01 ) 2 ”» AB
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so bilden 4,B,C, ein neues, ‘ebenfalls dem urspriinglichen ahnliches
und #hnlich-liegendes Dreieck, aber in inverser Lage; daher werden
umgekehrt die Dreieckspaare:

e By, wd 4, B C ’

@By » 41 B C
@ Byys » 4B C
in inverser Lage, dagegen ’

«fy uwnd 4 B C

in directer Lage &hnlich-liegend sich befinden. Wir wollen die per-
spectivischen Centra dieser letzteren Dreieckspaare durch 77, T, T,
bezeichnen, d. h.

2

« A B B, y O treffen sich in T
&y Al ﬁ] Bi ' 4 01 ” »oon -Tx
ay Ay B8, By 0 » o Ly
oy Ay B B, 70, RTRN i

und wir werden spiiter (3) die nahe Beziehung erkennen, in welcher
diese vier Punkte 7T, 7, T, zum Feuerbach’schen Satze stehen.

3. Untersuchen wir jetzt die Lage, welche die 6 neuen vierten
gemeinschaftlichen Tangenten zu den drei Seiten des urspriinglichen
Dreiecks einnehmen. Hiezu miissen wir die Schuittpunkie jener Gera-
den mit diesen in zweckmissiger Weise bezeichnen. Von den 6 - 3 =18
Schnittpunkten, in welchen die 6 neuen (Geraden von den drei Seiten
des urspriinglichen Dreiecks getroffen werden, sondern sich sofort 6 ab,
welche Aehnlichkeitspunkte der 6 Kreispaare sind, wihrend die iibrigen
12 Schnittpunkte nicht Aehnlichkeitspunkte sind. Die Lage der erste-
ren 6 Aehnlichkeitspunkte ist folgende: Sie zerfallen in drei Aussere
und drei innere:

A,, dusserer Aehnlichkeitspunkt des Kreispaars i, #iy

Ay » ” » 1 Wy My
‘412 » 2 2 2»” my 7"2
Jy; innerer Aehnlichkeitspunkt des Kreispaars m m,
Jos » 2 2 ” m My
Jos 3 »” 2 ” e My -

Nun liegen nach bekannten Sitzen der Kreistheorie:
Ay 4,5 4,5 in einer Geraden
Jor Joo Ay 5 » ”
: JO? J03 'A.ta » » »
JO3 Jox AS& » » »
folglich lisst sich der Satz aussprechen:
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Von den vier Kreisen, welche die Seiten eines ebenen Dreiecks be-
riikren, haben je zwei eime Dreiecksecke zum Aehnlichkeitspunkt, also
ausserdem noch einen zweiten Aechnlichkeitspunkt. Diese 6 neuen Aehn-
lickkeitspunkte zerfallen in drei dussere und drei inmere und liegen zu
je dreien auf vier geraden Linien, indem einmal die drei dusseren und
dreimal ein Gusserer mit z2wei inneren Aelmlichkeitspunkten auf je einer
Geraden liegt. ‘

Es bleiben uns die iibrigen 12 Schunittpunkte zu betrachten; diese
erscheinen paarweise mit einer Dreiecksecke zusammengenommen als
die Ecken von 6 neuen Dreiecken, welche mit dem urspriinglichen
congruent sind und jedesmal eine Ecke und die in derselben zusam-
menstossenden zwei Seiten gemeinschaftlich haben, aber verwechselt
und nach beiderlei entgegengesetzten Richtungen hin abgetragen. Die
Dreiecksseite BC wird nun von den 6 vierten gemeinschaftlichen Tan-
genten in 6 Punkten getroffen, von denen zwei (Jj, und A4,,) als
Aechnlichkeitspunkte bereits abgesondert sind; diese bilden ein Paar,
indem iiberhaupt die sechs Schuittpunkte in drei Paare zerfallen nach
den drei Paaren von Parallelen, in welche die sechs vierten gemein-
schaftlichen Tangenten zerfallen; das eine Paar besteht also aus zwei
*Aehnlichkeitspunkten; die beiden tibrigen Paare von Punkten, in wel-
chen BC getroffen wird, erhalten wir durch die

die vierte (innere) die vierte (Zussere)
gem. Tang. des Kreispaars und gem. Tang. des Kreispaars
m m, m, My

wir bezeichnen diese Schnittpunkte beziehlich durch

A(, und Ab,
und zweitens durch

die vierte (innere) die vierte (dussere)
gem. Tang. des Kreispaars und gem. Tang. des Kreispaars
m Mgy My My 5
wir bezeichnen diese Schnittpunkte beziehlich durch
A und 4/,
so dass wir also auf der Geraden BC die vier Schnittpunkte:
A, 4, 4. A
haben, wobei die ungestrichenen auf eine innere, die gestrichenen auf
eine 4ussere vierte gemeinschaftliche Tangente sich beziehen.

In gleicher Weise haben wir auf der Geraden C4 die vier Schnitt-
punkte :
BB, B,B,

und auf der Geraden 4B die vier Schnittpunkte:
C.C GG .
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Diese zwolf Punkte gruppiren sich nun in folgender Weise 7y
den oben genannten 6 einander congruenten Dreiecken:

ABC
AB,C, A, BC, A, B, C
AB,C/ A/ BCy A/ B, C.
Aus der Lage dieser Dreiecke zu einander erkennen wir unmittel-

bar, wie sich die Abstinde der neuen Punkte von einander durch die
Dreiecksseiten ab¢ ausdriicken, n#mlich:

a-+b+c=A4/A4 = B/B, = C;/C/
a+b—c¢c=4,4' = B,/B, = C, C,
a+c¢—b=A4/4, =B, B, = C, C/
b+c—a=AbAc=BcBa’=C’a'Cb.

Die Mitten dieser 12 Strecken sind die 12 deutschen Berithrungs-
punkte (2)%).

4. Die oben betrachteten 6 Aehnlichkeitspunkte

' 'A‘l2 A23 A31 J;)l CTOQ ‘];)3 )

welche die Ecken eines vollstindigen Vierseits bilden, sind nichts an-
deres, als die Schnittpunkte der drei Paare von- Halbirungsstrahler
der Winkel und Nebenwinkel des urspriinglichen Dreiecks mit den
gegeniiberliegenden Seiten desselben; da sich bekanntlich die Abschnitte
auf den Seiten, welche durch die Halbirungslinien der Winkel des
Dreiecks gebildet werden, verhalten wie die anliegenden Seiten selbst,

#*} In gleicher Weise wie die gemeinschaftlichen Tangenten konnen wir
auch die Potenzlinien der sechs Kreispaare unseres Quadrupels von Beriihrungs-
kreisen aufsuchen und erkennen dann ein theilweise schon von Hrn. J. Lappe
(a. a. 0.) bemerktes Resultat, welches aber fiir den Feuerbach’schen Satz hier
nicht verwerthet wird:

Die vier Mittelpunkte mm,m,m; bilden ein besonderes volistindiges Viereck,
welches man passend ein gleichseitig-hyperbolisches Viereck nennen kann, nimlich
eine solche Gruppe von vier Punkten, dass jeder der Héhenpunkt des von den
drei andern gebildeten Dreiecks ist und welche bekanntlich die Grundpunkte
eines Biischels gleichseitiger Hyperbeln bilden. Das Diagonaldreieck dieses voll-
stindigen Vierecks ist das urspriingliche Dreieck ABC.

Die sechs Potenzlinien der Kreispaare unseres Quadrupels von Berihrungs-
kreisen schneiden sich zw je dreien in vier Punkten (Potenzpunkten), welche cben-
falls ein gleichseitig-hyperbolisches vollstindiges Viereck bilden. Das Diagonal-
dreieck desselben wird gebildet von den Mitten A,B,C, der Seiten des urspring-
lichen Dretecks.

Dic beiden, einerseits von den Mittelpunkten mm,mym, und andererseits 90
den Potenzpunkten gebildeten gleichseitig-hyperbolischen Vierecke sind dknlich und
dhnlich-licgend; sie haben den Schwerpunlt des Dreiecks ABC zu ihrem perspe-
tivischen Centrum, befinden sich in inverse-Ghnlicher Lage und verhalten sich 1
thren linearen Dimensionen =1: 2,
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so folgen unmittelbar die Werthe der Abstinde unserer Aehnlichkeits-
punkte von den Ecken des Dreiecks.

Nehmen wir das Dreieck allgemein als ein ungleichseitiges an und
bezeichnen die Seiten nach der Grosse, so dass

a>b>c
ist, so ergeben sich folgende Werthe:
_ _be ] ab
AJos——a_l_b: BJo:*—b’,Jrc: CJo;»:gq_;
___ac | _ ba __¢b
Blu= 25 CJu=%; Adu=;,
be ca b
44, = a—b) Bdy = AR CAp= szj_:z
ac 7 b
-BA12=a__b3 CA%"“‘B‘_%? AA13=;,£_‘3'
Es liegen nun die drei Punkte
Jor oo 4o

in einer Geraden und es verhalten sich

CJy _a+c__ CA4§

C g b+¢  ¢B,’
folglich wird die Verbindungslinie A; B, mit dieser Aehnlichkeitslinie
Jy,Jy. parallel laufen; ebenso verhalten sich

BJy __a—b__ B4,

B4, b+¢ B C' ?
folglich ist auch die Verbindungslinie A, C,; mit derwlben Aehnlich-
keitslinie J,, 4,, parallel, und endlich verhalten sich

AA, a+ ¢ AC, 7

folglich liuft auch die dritte Verbindungslinie B.C,” mit der Aehn-
lichkeitslinie J,, 4,, parallel; also laufen die drei Verbindungslinien

(1) -Ab, Ba, -Ac Ca, : -Bc Ob'
mit einander und mit der Aehnlichkeitslinie
N

parallel; in ganz derselben Weise erkennen wir, dass die Verbindungs-
linien
(2> Bc' Ub, Ba Ab, Ca Aa,
mit der Aehnlichkeitslinie
Sz Jo3 Aus
und die Linien
3) G, Al C, B A, B,

mit der Aehnlichkeitslinie
o3 Jor Ay
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endlich die Linien
4 A, B, T AC, B.C,
mit der Aehnlichkeitslinie
Ay Ay3 Ay
parallel laufen; demgemdss lisst sich folgender Satz aussprechen:
Die cwilf Schuittpunkte:
-Ab Ab’ -Ac Ac/ Bc Bcl -Ba Ba’ Ca Oa' Cb Cb,

liegen viermal paarweise auf je drei Parallelstrahlen, welche selbst zu
den Seiten desjenigen vollstindigen Vierseits parallel laufen, dessen Ecken
die sechs Aehnlichkettspunkte
. Ay Ay Ay Iy Iy J g

sind. .
Sehr einfacher Art ist auch das Verhilitniss, in welchem die
Lingen dieser je drei parallelen Strecken zu einander stehen; da nim-
lich BB, und CC, parallel laufen und sich wie ¢: & verhalten, da
ferner BA, und CA. gleich gerichtet sind und ebenfalls sich wie
¢: b verhalten, so ist nicht nur B,’ 4, mit C,/ A, parallel, sondern sie
verhalten sich anch wie ¢:b; dasselbe Raisonnement gilt fiir alle ibri-
gen Paare unserer parallelen Strecken und wir erhalten daher folgende
Verhiltnisse:

B/C:C, A A4’ B, =a:b:¢

BC :C/A : Ay B/ =a:b:c

B.C :C/ A4, : A4’B =a:b:¢

B.C :C A, :4,B, =a:b:ec,

d. h.: Bei jedem der vier Tripel von je drei parallelen Strecken zwi-
schen den obigen zwolf” Schwittpunkten verhalten sich die Léingen solcher
drei parallelen Strecken zu eimander wie die Seiten des wrspriinglichen
Dreiecks.

5. Fassen wir eines von diesen vier Tripeln je dreier paralleler
Strecken niher ins Auge, z. B.

-Be, Cb, Ca Ac/ Abl-Ba;

und bemerken, dass der Beriihrungspunkt ¢, die Mitte ist zwischen
den Punkten G, und C, (3), so wird eine durch ¢, zu der Richtung
der drei Parallelen gezogene neue Parallele auch die Strecke A.B.
halbiren miissen. Aus der symmetrischen Lage der vier gemeinschaft-
lichen Tangenten der beiden Kreise m, und m, geht aber hervor, dass
diese neue Parallele gleich ist und symmetrisch liegt mit der Verbin-
dungslinie des Beriihrungspunktes », und des Mittelpunktes C, der
Dreiecksseite 4.B; folglich haben wir die Verhiltnisse:

1l _ adtbd ; B, __a+c
BC0] — ia und ebenso BIC; = 34
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oder auch
£ - e+d o 4, b —
C, A 53 und ebenso AT = T3

Hieraus ergeben sich also die Verhiltnisse:

) @ dy: By By iy Ci=(0b—0):(c+a):(a+b)
und in ganz gleicher Weise die folgenden:

&) A :B,B, iy, Ci=({b+¢):(a—c):(a+D),
(3) ;A BB iy Ci=(b+):(c+ &:(a—b)
und endlich:

@ A, : BB :yCi=b—¢):(a—c):(a—0D).

Diese einfachen metrischen Verhiltnisse beziehen sich auf die Lage
des Mittendreiecks 4, B, C, und der vier Dreiecke:

« By 7,
@ By ¥,
ay By 7,
« By,
von welchen wir oben (2) gesehen, dass sie simmtlich mit 4, B, C,
ihnlich und #hnlich-liegend sind; da also die Dreiecke a, 8,7, und
A, B,C, ihnlich und #hulich-liegend sind, mithin die Verbindungs-
strahlen
a4y BB, G
sich in einem Punkte 7, treffen, dem perspectivischen Centrum der
beiden #hnlichen Figuren, so stehen auch die Strahlen
w4, BB, »0C
in demselben Verhiltnisse zu einander, wie die Strahlen
7,4,  1,B, T,C,,
also verhalten sich auch
T A :T,B:T\C,=(0b—c): ¢+ a): @+ 1b);
* die Seiten des Mittendreiecks A, B, C, verhalten sich aber zu einander
B,C,:CiA : 4B =a:b:c¢
und bilden mit den vorigen drei Strahlen zusammen die sechs Seiten
eines vollstindigen Vierecks A4, B, C, T,; wegen der vorhin crmittelten
Verhiltnisse hat aber die Identitdt:
a’(b—c)+c(a+b)=b @+ ¢
AT, - B,C + CT -4,B = BT, - 4,0
und dies sagt nach dem Satze von Ptolemius aus, dass die vier
Pupkte 4, B, C, T, auf einem Kreise liegen; aus gleichem Grunde lie-

1 .
gen auch die vier Punkte «,8,, T, auf einem Kreise (m,); der Punkt

Mathematische Annalen. VII 34
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T, ist nun ein Aehnhchkextspunkt der beiden den Dreiecken A4,B,C,

und «, B,7, umschriebenen Kreise, weil die Dreiecke #hnlich und ahn-
lich-liegend sind; wenn aber ein Aehnlichkeitspunkt aweier Kreise auf
diesen beiden Kreisen selbst liegt, so miissen sie sich offenbar in dem-
selben beriihren.

Der um das Mittendreieck 4, B, C, gelegte Kreis M, beriihrt also
den Kreis m, im Punkte 7', und in gleicher Weise folgt aus den Iden-

tititen:
¢cl@at+b)+bla—)=al+o

ba+e)+cla—b)=a(b-+c)
ab—0c+cla—b=bla—c),
dass der Kreis M, auch die drei andern Beriihrungskreise m,m, und
m in den Punkten 7,7, und T berithrt, und aus der oben (2) hervor-
gehobenen inversen oder directen Aehnlichkeitslage der Dreiecke «, 8, y,,
By ¥y, @3 Psy, und «fy zum Dreieck 4,B, C, folgt, dass die Kreise

M, und m, in T,

M, o, my o, T

M, o, mg o, Ty
sich ausschliessend beriihren,

M, aber m in T

-

einschliessend beriihrt.

Dies ist der Feuerbach’sche Satz, dessen Herleitung nun auch
die Construction der Beriihrungspunkte und die geometrische Bedeu-
tung derselben hervortreten ldsst.

Breslau, den 14. Januar 1874.

*



Nachtrag zu dem ,zweiten Aufsatze tiber Nicht-Euklidische
Geometrie” (diese'Annalen Bd. VI., S. 112 ff). i

Von Ferix Kremy in ERLANGEN.

In dem in der Ueberschrift genannten Aufsaize behandelte ich
neben anderen Fragen, zu denen die neueren Uutersuchungen iiber
Nicht-Buklidische Geometrie Anlass geben, inshesondere auch die, ob
v. Staudt’s nur aof die Betrachtung sogenannter Lagenverhiltnisse ge-
gritndeter Aufbau der projectivischen Geometrie vom Parallelenaxiome
unabhingig gemacht werden konne. Ich hatte dabei Gelegenheit
(vergl. daselbst § 5. des zweiten Theiles) eine (auch sonst bemerkte)
Licke in v. Staudt’s Betrachtungen zur Sprache zu bringen, die frei-
lich keine nihere Beziehung zu der Frage nach dem Binflusse des
Parallelenaxioms besitzt. Es handelt sich nimlich um den Nachiveis,
dass eine projectivische Beziehung zweier Grundgebilde erster Stufe
vollkommen festgelegt ist, sowie man drei Paare entsprechender Ele-
mente kennt. Nach der bei v. Staudt eingefiihrten Definition der pro-
jectivischen Beziehung sind die unbegrenzt vielen Elemente, welche
man auf den beiden Grundgebilden, bez. aus den drei gegebenen
durch wiederholte Construction des vierten harmonischen Elementes
ableiten kann, ohne Weiteres als entsprechend gesetzt. Von Staudt un-
ternimmt es daher zu zeigen, dass diese unendlich vielen Elemente das
Grundgebilde vollig iiberdecken und ihr Entsprechen deshalb das Ent-
sprechen aller Elemente nach sich zieht. Dies Verfahren implicirt
bereits eine Voraussetzung, die im Folgenden (§ 3.) noch weiter ge-
kennzeichnet werden soll, nimlich die: dass es gestattet sei, aus dem
Verhalten der jedenfalls discreten Reihe der harmonischen Elemente
auf das Verhalten des ganzen continuirlichen Gebietes zu schliessen,
dem sie angehoren. Aber die Liicke in v. Staudt’s Beweisgang, von
der in meinem Aufsatze gehandelt wurde, betrifft den ersten Theil des
von ihm eingeschlagenen Weges. Um zu zeigen, dass die harmoni-
schen Elemente das Grundgebilde vollig iiberdecken, d. h. dass in
jedem gegcbenen Segmente des Grunmdgebildes Elemente licgen, welche
man, von drei belicbig gegebenen Elemenden ausgehend, durch fortgesetzte

34*
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Construction des vierten harmowischei: Elementes wirklich erreichen kann,
macht v. Staudt einfach darauf aufmerksam, dass die Reihe der harmo-
nischen Elemente nicht plotzlich abbrechen kann. Aber es ist dadurch
die Mbglichkeit nicht ausgeschlossen, dass diese Reihe, obgleich un-
begrenzt, doch in gewisse Segmente_des Grundgebildes nicht eindringt,
und der Beweis, der zu erbringen war, ist also noch unvollstindig.

Dem gegeniiber glaubte ich in dem genannten ,zweiten Aufsatze
iiber Nicht-Euklidische Geometrie“*) ausdriicklich folgende zwei Vor-
aussetzungen einfiihren zu sollen, die freilich dort, wo iiberhaupt die
ganze Frage mehr beildufig beriihrt wird, nicht mit der Bestimmtheit
bezeichnet und auseinandergehalten sind, wie es hier geschehen soll.
Ich verlangte zuniichst:

Wenn auf einem Gebilde erster Stufe eine unendliche Reihe wvon
Elementen gegeben ist, die in ein Segment des Gebildes nicht eindringt,
so0 soll es gestattet sein, von einem Grenzelemente, dem die Reike zu-
strebt, als einem vollig bestimmten Llemente zu sprechen.

Sodann aber insonderheit mit Bezug auf die Reihe der harmoni-
schen Elemente:

Sollten in der Reihe der harmonischen Elemente solche Grenzelemente
auftreten™), so diirfen sie der Reihe zugezdihlt werden. -

Dass man unter Annahme dieser Voraussetzungen durch geeignete
Fortsetzung- der Reihe der harmonischen Elemente in jedes Segment
hineingelangen kann, beweist man genaun so, wie v. Staudt die Unmbg-
lichkeit eines plotzlichen Abbrechens der Reihe zeigt. Es geniigt
namlich, daran zu erinnern, dass das zu drei getrennten Elementen
harmonische vierte Element mit keinem der drei Elemente zusammen-
fallt, und, je nach der Anordnung, die man den dret Elementen er-
theilen mag, einem jeden der drei Segmente angehtrt, in welche das
Grundgebilde durch die drei Elemente getheilt wird.

Aber andererseits ist auch die oben bezeichnete zweite Frage be-
reits erledigt, die sich darauf bezieht, ob man aus dem Entsprechen
der harmonischen Elemente auf das Entsprechen der tibrigen Elemente

*) In ganz ihnlicher Weise beriihrte- ich diese Frage bereits in einer Mit-
theilung an die Gottinger Societitt, vgl. Gottinger Nachrichten, 1871, S. 290.

*%) Ob solche Elemente wirklich auftreten oder nicht, hingt von der Art und
Weise ab, vermoge deren man die harmonischen Elemente fortsetzt, was auf
sehr mannigfache Weise geschehen kann, weil immer drei beliebige Elemente
unter den schon construirten zur weiteren Construction verwandt werden kdnnen.
Im Texte soll nicht gezeigt werden, dass solche Elemente iberbaupt nicht auf-
treten, wenn man die Reihe der harmonischen Elemente in bestimmter Weise
unendlich fortsetzt, sondern nur, dass sie jedesmal wieder iiberschritten werden
konnen, wenn man die Art der Fortsetzung findert, und dass sie also fiir die Ge-
sammtheit der harmonischen Elemente keine Grenze constituiren.
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schliessen kann. Man wird nimlich auf Grund unserer ersten Voraus-
setzung jedes Element als Grenzelement einer unendlichen Reihe har-
monischer Elemente auffassen konnen*), und, gemiss der zweiten Vor-
aussetzung, demjenigen Elemente entsprechend setzen, welches auf dem
anderen Grundgebilde durch den nimlichen Grenzprocess definirt wird.

Nach Veroffentlichung meines Aufsatzes erhielf ich eben mit Be-
zug auf diese Ueberlegungen Zuschriften von den Herren G. Canto r,
Luro th und Zeuthen, und ich verdanke es hauptsichlich der Cor-
respondenz mit diesen Herren, wenn ich in der gegenwirtigen Mit-
theilung in der Lage bin, den Gegenstand, um den es sich handelt,
sehr viel deutlicher zu bezeichnen, als ich es damals gethan hatte.
Insbesondere haben mir die Herren Liiroth und Zenthen unabhiingig
vou einander einen Beweis mitgetheilt, vermdge dessen es gelingt,
auch ohne Einfihrung der zweiten oben genannten Voraussetzung zu
beweisen, dass man mit der Reihe der harmonischen Elemente in jedes
Segment des Grundgebildes eindringen kann. Es benutzt dieser Beweis
den (oben schon in einer Note hervorgehobenen) Umstand, dass die
Reihe der harmonischen Elemente, weil immer drei beliebige der be-
reits construirten zur Construction verwandt werden durfen, in sehr
mannigfacher Weise fortgesetzt werden kann. Ich werde weiter upten
(§ 2.) diesen Beweis, durch dessen Mittheilung der gegenwirtige Nach-
trag zu meinem fritheren Aufsatze wesentlich veranlasst ist, in Herrn
Zeuthen’s Darstellung®*) geben. Durch ihn wird also die zweite
oben aufgestellte Voraussetzung zunichst tberfliissig; sie tritt erst
wieder ein, wenn es sich darum handelt, ans dem Entsprechen der
harmonischen Elemente auf das Entsprechen aller Elemente zu schliessen.
Sie kann dann, worauf mich besonders Hr. Liiroth aufmerksam ge-
macht hat, durch verschiedene Aquivalente ersetzt werden. Der dritte
Paragraph des Folgenden mag diesen Betrachtungen gewidmet sein.
Ich wende mich zunichst dazu, die erste oben eingefithrte Voraus-
setzung noch niher zu bezeichnen und ihren Zusammenhang mit ghn-
lichen Voraussetzungen, die in der gewthnlichen (metrischen) Geo-
metrie nothig sind, darzolegen.

*) Dies sollte eigentlich explicite bewiesen werden. Ich glaube die betref-
fenden Ueberlegungen hier aber um so mehr unterdriicken zu kfnnen, als das
Operiren mit Wiirfen, wie zu diesem Zwecke systematxsch wiirde untersucht wer-
den miissen, von Hrn. Liiroth neuverdings eine griindliche Darstellung erfahren
hat (Gottinger Nachrichten Nov. 1873).

#*) Hr. Liiroth hatte bei seinen Ueberlegungen im Wesentlichen dieselben
Momente benutat.
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§ 1.
Von der Stetigkeit der Gebilde in der projectivischen Geometrie.

Was man in der gewdhnlichen Geometrie meint, wenn man sagt,
irgend ein Gebilde erster Stufe, also etwa eine Punktreihe, sei stetig,
ist neuerdings von verschiedenen Seiten her mit besonderer Schirfe
auseinander gesetzt worden®). Man legt durch die Forderung der
Stetigkeit dem betreffenden Gebilde eben dieselbe Eigenschaft bei, die
durch unsere erste Voraussetzung (welche sich in ganz dhnlicher Form
in den Schriften von G. Cantor und Dedekind findet**)) formulirt ist.
Der Unterschied ist nur der, dass wir diese Voraussetzung ausdriick-
lich auch in die projectivische Geometrie einfithren. Wir konnen also
auch folgendermassen sagen:

Die in der gewohnlichen Geometrie vorausgesetste Stetigheit der Ge-
Lilde erster Stufe soll aucl in der projectivischen Geometrie zu Grunde
gelegt werden,

Es bringt das mit sich oder ist geradezu gleichbedeutend damiit,
dass in der projectivischen Geometrie, wie in der gewdhnlichen, das
analytische Gegenbild eines Gebildes erstér Stofe die einfach unend-
liche Zahlenreihe ist. Auch in der projectivischen Geometrie kinnen
also Segmente eines Gebildes erster Stufe gemessen werden, nur dass
nicht, wie in der gewdShnlichen Geometrie, eing Massbestimmung vor
allen anderen als besonders naturgemiiss ‘ausgezeichnet wird.

In dem letzteren Umstande liegt scheinbar eine gewisse Schwie-
rigkeit hinsichtlick der Einfiihrung der Zahlen in die projectivische
Geometrie, insofern man niimlich von vornherein nur dann von zwei
Segmenten sagen kann: das eine sei kleiner als das andere, wenn das
eine ganz in dem anderen enthalten ist. Aber bei der Feststellung
des Grenzbegriffs kommen eben nur solche Segmente in Vergleich,
die in dieser Relation stehen, dass das eine ein Stiick des anderen ist.

Eine entsprechende Voraussetzung der Stetigkeit, wie sie nunmehr
fir Gehilde erster Stufe eingefilhrt wurde, wird in der gewdhnlichen
wie in der projectivischen Geometrie zu machen sein, wenn es sich
um Gebilde hoherer Stufe handelt. Doch braucht das hier wohl
nicht niher entwickelt zu werden. Auch braucht hier nicbt auf die
Frage eingegangen zu werden, ob und wie weit wir zu diesen Vor-

*) Vgl. Heine, die Elemente der Functionenlehre, Borchardt’s Journal Bd. 74;
. Can'tor, tber die Ausdehnung eines Satzes aus der 'Theorie der trigonometri-
schen Reihen, Math. Annalen Bd. V; sowie besonders Dedekind, Stetigkeit und
irrationale Zahlen (Braunschweig 1872).

*) Ich bin kurz vor dem Frscheinen dieser Schriften von Hrn. Weier-
strass auf diese Voraussetzung als eine in der gewdhulichen Geometrie noth-
wendige aufmerksam gemacht worden.
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aussetzungen *) axiomatischen Charakters durch unsere riumliche An-
schauung gezwungen sind.

§ 2.
Der Liiroth-Zeuthen’sche Beweis.

Ich erlaube mir weiterhin den Liiroth-Zeuthen’schen Beweis
mit Zeuthen’s Worten wiederzugeben, und bemerke hinsichtlich der
beigesetzten Zeichnungen nur, dass dieselben allein die Aufeinander-
folge der in Betracht kommenden Punkte veranschaulichen sollen. Es
kommt in der That beim Beweise nur auf diese Aufeinanderfolge an,
womit eine Verallgemeinerung angedeutet sein mag, die man diesen
Betrachtungen zu Theil werden lassen kann. Hr. Zeuthen schreibt:

»Si AB harm. CD, cest & dire, si 4 et B divisent harmonique-
ment CD,

4 € B D

A et B restant fixes, ¢ et D ne pourront se mouvoir que dans des
sens inverses entre eux; mais si 4 et C restent fixes, B et D ne
pourront se mouvoir que dans le méme sens. Il s’agit de démontrer
qu'il wexiste pas dans une série fondamentale complite™) des segments
ou des angles ow Uon me puisse entrer par des constructions successives
du quatriéme point harmonique, les trois premiers cléments élant donnes.©

,Considérons comme v. Staudt une droite complete (dont les
deux bouts sont liés 'un a l'autre par un point a Vinfini) et désignons
par AB, CD . ... les segments qui se trouvent a droite (par exemple)
du premier point 4, C - - -, sans demander sils contiennent le point
a linfini ou non. Essayons d’attribuer a la droite un segment F'G,
qui ne contienne aucun point du systéme déterminé par les consiructions
successives du quatrieme point harmonique, et supposons gu'on ait
donné 2 ce segment l'extension la plus grande possible®**). Alors, si
F nest pas lui-méme un point du systeme, tout segment extérieur a
FG et limité par F, quelque petit qu'il soit, contiendra des points du
systeme, et de méme pour le point G.

A B F H D L G K C J

*) Hr. Cantor und Dedekind bezeichnen das Postulat der Stetigkeit der
Gebilde erster Stufe auch ausdriicklich als ein Axiom.
*s) ,unbegrenztes Grundgebilde erster Stufe“, vgl. diese Apnalen Bd. VI,

S. 137,
#%) Damit dies in allen Fillen mdglich sei, wird man die mn § 1. bespro-

chene Voraussetzung der Stetigkeit voraufschicken miissen.
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Soit 4 un point quelconque du systeme et soient H et J les points
satisfaisant aux conditions

¢)) AH harm, FG,
@ AG harm. FJ.

En désignant par B un nouveau point du systeme placé sur le seg-
ment AF convenablement prées de F, on peut obtenir que le point
K déterminé par

3 AH harm. BK

se trouve sur le segment GJ si pres de G que le segment KJ con-
tient un point du systeme. (Car au cas contraire ou pourrajt, en
laissant A et H rester fixes, rapprocher K de G jusqu’a ce que non
seulement K a passé un point du systéme, mais aussi B, qui se meut
dans le sens inverse, a gagné de nouveau un point du systéme.) Ds-
signons par C un point du systéme qui se trouve sur KJ. Alors,
comme le point L déterminé par

4) AL barm. BJ
se trouve sur le segment HG (voir (3) et (2)), le point D déterminé par
(5) AD harm. BC,

se trouvant sur le segment HL (voir (3) et (4)), se trouve aussi sur
le segment FG. Or A, B, C étant des points du systéme, D en est
aussi un. Donc ete. - - - —%

»S5i F est un point du systeme on peut y placer le point B, et
si en méme temps G appartient au systéme (supposition de v. Staudt),
on peut y placer le point C.%

§ 3.
Von der Stetigkeit der projectivischen Zuordnung.

Wenn es sich um eine systematische Darstellung der Grundlagen
der projectivischen Geometrie handelt, wird man an die Voraussetzung
des § 1. zunichst den Liiroth-Zeuthen’schen Beweis anschliessen
und erst dann die in der Einleitung an zweiter Stelle eingefiihrte Vor-
aussetzung folgen lassen. Dieselbe ist brigens auch dadurch mit der
ersteren ungleichwerthig, dass sie keinen axiomatischen Charakter be-
sitzt, vielmehr als ein Zusatz zu Staudt’s Definition der Projectivitiit
aufgefasst werden muss.

Dass ein solcher Zusatz in der That nothwendig ist, dass man
also aus dem Entsprechen der harmonischen Elemente noch nicht auf
das Entsprechen aller Elemente schliessen darf, mag man sich an der

folgenden, analog gebildeten Aufgabe iiberlegen, bei der, entsprechend
ihrer rein analytischen Fassung, eine Beurtheilung leichter scheint:
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Eine Function sei fiir alle rationalen Werthe ihres Argumentes gege-
ben, fiir die irrationalen aber nicht, welche Werthe wird sie fiir die
letzteren annehmen? Man kann diese Frage nicht nur nicht beant-
worten, wenn nichts Weiteres liber die Function bekannt ist, sondern
man kann nicht einmal behaupten, dass die Functxon fiir irratiopale
Werthe des Arguments existirt.

Die Forderung, wie sie durch unsere zweite Voraussetzang aus-
gesprochen worden ist, kann prignanter als die Forderung der Stefig-
Leit der projectivischen Bez wkung bezeichnet werden. Sie verlangt,
dass einem Elemente, das in einer kleinsten Strecke zwischen zwei
Elementen liegt, deren entsprechende Elemente bekannt sind, ein Ele-
ment zugeordnet sein soll, das eben zwischen diesen letzteren liegt.
Mit Beziehung auf die Staudt’sche Terminologie und unter beson-
derer Beachtung der projectivischen Beziehung kann man daher auch
so sagen: Vier Elementen des einen Gebildes, die in einem Sinne licgen,
sollen vier Elemente des anderen entsprechen, dic ebenfalls in einem
Sinne liegen.

Bei Gebilden mit mehr Dimensionen wird man bei Definition der
projectivischen Beziehung in ganz entsprechender Weise die Stetigkeit
dieser Beziehung zu verlangen haben, wie es hier fiir Gebilde erster
Stufe geschah. Andererseits sei auch ausdriicklich hervorgehoben, dass
in allen Fillen, in denen die projectivische Beziehung durch einmalige
oder wiederholte Projection gewonnen wird, diese Stetigkeit der Be-
ziehung von vornherein gegeben ist.

Erlangen, im Januar 1874.



Die neuere Algebra und die Ausdehnunglehre.

Von Hermaxy GrassMaxy in STeTTIN,

Die neuere Algebra hat durch die vereinten Bemiihungen der her-
vorragendsten Mathematiker gegenwirtis eine Ausbildung erlangt,
welche sie fast mit allen Zweigen der Mathematik in die engste Be-
ziehung setzt und auch diese mit ihren Ideen befruchtet. Und in dem
Mittelpunkte aller dieser Bestrebungen stand seit einer Reihe von Jah-
ren der seinen zahlreichen Freunden und der gesammten Wissenschaft
so frih entrissene Clebsch, der fast nach allen Seiten hin diese Be-
strebungen anregte und forderte, und die vereinzelten hier und dort
gewonnenen Resultate zu verweben und durch neue und umfassende
Gedanken zu beleben und auf neue viel verheissende Bahnen zu lenken
verstand. Durch ijhn bin auch ich wieder auf das Gebiet der neueren
Algebra zuriickgefiihrt und zu dew Versuche angeregt worden, das-
selbe mit dem nahe angrenzenden Gebiete der Ausdehnungslehre in
niheren Zusammenhang zu setzen. Indem ich die Principien dieser
Wissenschaft, wie ich sie in meinen Werken von den Jahren 1844
und 1862 bearbeitet habe, auf die Probleme der Invariantentheorie an-
wandte, gelangte ich zu einem Salze, der, wie ich glaube, als ein Fun-
damentalsatz dieser Theorie angesehen werden muss, und den ‘ich
seinem wesentlichen Inhalte nach hier sogleich aufstelle.

g 1.
Fundamentalsatz.

In diesem Satze bedeutet # die Anzahl der Einheiten (in der ge-
raden Linie 2, in der Ebene 3 u. s. w.), aus “denen die der Betrach-
tung unterworfenen extensiven Grbssen numerisch abgeleitet werden,
% die Anzahl simmtlicher Zahlcoefficienten, welche in dem zu Grunde
liegenden Vereine algebraischer Formen vorkommen und welche simmt-
lich als von einander unabhingig betrachtet werden.

Alle Formen (Invarianten, Covarianten, Zwischenformen u. s. w.),
welche einer gegebenen algebraischen Form oder einem Vereine solcher
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Formen entspriessen, lassen sich aus k — m 4 1 von einander unab-
hingigen Stammformen als rationale Functionen ableiten, und zwar als
ganze Functionen, wenn man eine gewisse ganze Function u dieser
Stammformen gleich 1 setzt. Man erldlt diese Stammformen, indem
man in den gegebenen Formen statt der extensiven Varwabeln z m exten-
sive Variabeln 'z, - - - - z,, (statt jedes einzelnen Factors eine beliebige
derselben) einfihrt, von denen eine, etwa x,, mit « gleich, wud eine
andere, etwa x,, durch die dbrigen und durch eine der gegebenen For-
men in der Art bestimmt ist, dass sie in Bezug auf diese Form Cen-
trum erster Ordnung zu den Polen zy, - - -z, wird und ausserdem
= (&, %y + -+ Zp) =1 ist. Wenn dann eme belicbige dem gegebenen
Vereine entsprossene Form TI als ganze Function der Stamanformen
dargestellt werden soll, so gelingt dies unmittelbar, indem man in 1T statt
der Einheiten e, - - ¢,., von denen die I Coefficienten abhingen, z,, - - ,,
emfihrt, eine der verdnderlichen Zallen, von denen x (= z,) abhingt
(etwa z,,) gleich 1 und die @brigen Null setzt.

Auch wenn diese invarianten Bildungen TT nur symbolisch ge-
geben sind, lisst sich die Reduction auf die Stammformen aufs leich-
teste ausfiihren.

Dadurch, dass man » = 1 setzt, kann die Homogenitit aufhéren,
aber man kann sie stets sofort wieder herbeifiihren, wenn man « so
oft (statt 1) als Factor hinzufiigt, bis die Homogenitiit erreicht ist.

Ferner gilt dieser Satz nicht nur, wenn die gegebenen Formen
einfach-algebraische, sondern auch, wemn sie alle oder einige unter
ihnen Connexe oder Complexe, oder aus beiden beliebig zusammen-
gesetzte Formen sind, z. B. Formen, welche in der Ebene von Punkten
und Linien (Annalen VI, 203), im Raume von Punkten, Linien (oder
Summen derselben) und Ebenen, iiberhaupt in einem Gebiete m'er Stufe
von Grossen erster, zweiter bis (m — 1)'** Stufe abhingen (Apnalen
VII, 43).

In allen diesen Fillen kann man statt der L — m - 1 Stamm-
formen auch beliebige andere, aber von einander unabhingige invariante
Bildungen (Invarianten, Covarianten u. s. w.) einfithren, welche dem
gegebenen Vereine entsprossen sind; aber es hort dann, wenn man
statt aller Stammformen die iiblichen invarianten Bildungen einfiihren
will, schon bei terniren Formen die Rationalitit auf und man muss
dann zu einer grosseren Zahl jener Bildungen seine Zuflucht nehmen,
wenn man die Rationalitit bewahren will.

Diese Bemerkungen werden geniigen, um die Bedeutung und die
Anwendbarkeit des neuen Fundamentalsatzes vorliufig festzustellen.
Fiir das niihere Verstindniss ist es erforderlich, einige Grundbegriffe
aus der Ausdehnungslehre aufzunehmen und sie mit der iiblichen Sym-
bolik (die ich unverindert beibebalte) in Beziebung zu setzen; doch
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beschrinke ich mieh auf das fiir den vorliegenden Zweck Unentbehy-
lichste, indem ich im Uebrigen auf die Paragraphen meiner Ausdeh-
nungslehre von 1844 (%) und auf die Nummern der Bearbeitung der-
selben von 1862 (,) verweise.

§2

Grundbegriffe der Ausdehnungslehre und ihre Anwendung auf die
neuere Algebra. .

Den extensiven Grdssen, welche die Ausdehn\ingslehre behandelt,
liegt eine Reihe von Grossen zu Grunde, welche in keiner Zahlbe-
ziehung zu einander stehen, d. h. von denen sich keine aus den iibri-
gen numerisch ableiten oder, anders ausgedriickt, keine sich als
lineare Function der tibrigen mit Zahlcoefficienten darstellen lisst,
und die ich, sofern sie als urspriinglich zu Grunde liegend betrachtet
werden, FEinheiten erster Stufe genannt habe. Als solche konnen z. B,
im Raume 4 belicbige Punkte betrachtet werden, die nicht in einer
Ebene liegen. Esseien e, - - - ¢, diese Einheiten, so nenne ich Grosse
erster Stufe jede Grosse z, ¢, + - -« Zneén, WO z,, - - - 2, Zahlgrossen
sind, und die Gesammtheit dieser Grossen nenne ich ein Gebiet mter
Stufe (A, 13; A, 1 ).

Das Product zweier Grossen erster Stufe nenne ich ein combina-
torisches, wenn fiir dasselbe die Gesetze (aa) = 0, (ad) = — (ba) gel-
ten, und nenne diese Producte und die aus ihnen numerisch ableit-
baren Grossen Grossen zweiter Stufe. Entsprechend bei 3 und mehr
Factoren erster Stufe, bei denen gleichfalls das Product Null wird, wenn
zwei Factoren gleich werden, und entgegengesetzten Werth annimmt,
wenn man zwel derselben vertauscht. (¥, 28, U, 52 )

Man erhiilt so Grossen erster bis m' Stufe, wihrend die Zahlen
als Grossen nullter Stufe erscheinen. Grdssen von hoherer als m'
Stufe kann es in einem Gebiete m'er Stufe nicht geben, da das com-
binatorische Product von m -+ 1 Grossen erster Stufe schon ersicht-
lich Null wird. Aber auch die Gréossen mter Stufe liefern keine eigen-
thiimlichen neuen Grossen. Denn sie verhalten sich wie blosse Zah-
len, indem (a,a, - - - @) = (¢,€, + - - €,) A ist, wenn A die Determi-
nante der Zahlenreihen bezeichnet, durch welche a;, -~ @, aus ¢, -+ én
abgeleitet sind (¥, 45, A, 62 f£.). Schon hieraus ist ersichtlich, dass
diese Bezeichnung eines combinatorischen Productes von m Factoren
wit der der symbolischen Producte in der Invariantentheorie im Wesen
iibereinstimmt. Um diese Producte (von m Factoren) als wirkliche
Zahlen darzustellen, geniigt es, das combinatorische Product der
Einheiten erster Stufe (e, ¢, - - - €,) = 1 zu setzen. .

Jede Grosse ptor Stufe ist offenbar aus Einheiten pter Stufe, welche
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die Combinationen ohne Wiederholung aus den m Einheiten erster
Stufe zur pter Classe darstellen, numerisch ableitbar. So wie aber die
Grossen mu'e Stufe vermdge obiger Gleichung (ee,--.¢,) = 1 als
Grossen nullter Stufe sich darstellen, so -entsprechen sich Jdiberhaupt
die Grossen p**-und m — p*r Stufe (immer im Ganzen m Einheiten
erster Stufe vorausgesesetzt). Um dies Entsprechen klar hervortreten
zu lassen, setze ich einem combinatorischen Producte von Einheiten
erster Stufe das combinatorische Product der iibrigen Einheiten erster
Stufe reciprok und zwar mit der Zeichenbestiminung, dass, wenn an
jenes Product dies reciproke (erginzende %, 138, %, 89 f.) angeschlos-
sen wird, und dadurch beide zu einem Producte von sn Einheiten ver-
bunden werden, dies gesammte Product gleich 4 1 wird. Dadurch ist
dann zu jeder Grosse ihre reciproke, die aus den reciproken Einheiten
durch dieselben Zahlen abgeleitet ist, wie jene aus den ihrigen, genau
bestimmt. Alle Gesetze der Ausdehnungslehre lassen sich dann un-
mittelbar auf die reciproken Grossen ibertragen. Als Beispiel wihle
ich die Grossen in einem Gebiete vierter Stufe im Rpume. Hier tre-
ten hervor die Grossen erster Stufe als Punkte, die Grossen zweiter
Stufe als Linien und Summen von Linien (% 113, 122; %A, 283), die
Grossen dritter Stufe als Ebenen; wilhrend die Grossen vierter Stufe,
da sie Raumtheile darstellen, sich in Zahlen verwandeln, wenn man
einen Raumtheil (¢, ¢,¢;¢,) = 1 setzt. Die Grossen erster Stufe sind aus
den 4 Einheiten e, ¢,, ¢;, ¢,, die Grossen dritter Stufe aus den 4 zu
jenen reciproken Einheiten r,, ry, 7y, 7,, die Grossen zweiter Stufe
aus 6 Binheiten, nimlich (e,e,), (¢5¢,), (¢, 6,) und den reciproken
(es5), (ese), (ese,) ableitbar, und ist X aus diesen 6 Einheiten durch
die Zahlen z,, - - - z; abgeleitet, so stellt eine Function dieser Zahlen
einen von X beschriebenen Complex dar, welcher ein lineiirer Com-
plex wird, wenn (X X) = 0 ist (%, 124; %A, 286 vgl. 393 und vor
allem Klein’s gedankenreiche Arbeiten im 2% und 5t Bande der
Annalen).

Tiir die Invariantentheorie sind von besonderem Interesse die com-
binatorischen Producte von einer Grosse (m — 1) und einer Grosse
erster Stufe, welche wieder, da die Gesammtzahl der Factoren erster
Stufe, die in ihnen enthalten sind, m betriigt, als Zahlen erscheinen.
Ist = eine Grosse erster Stufe = z,6, + - - - 2, ¢, (WO %, - « %, Zah-
len sind) und a eine Grosse (m —1) Stufe = g,7, 4 -+ - Gu¥m, WO
7y, -7, die zu e, - - ¢, reciproken Einheiten und ¢, - - - @ Zahlen
sind, so ist nach obigem (¢,r;) = 1, hingegen (¢7;) = 0, wenn ¢ von
k verschieden ist, also

(az) = @, 4 @y%y + * -+ CuTy = Uz,
letateres, wie unten gezeigt wird, nach der iiblichen symbolischen Be-
zeichnung.
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Ferner ist fiir den Begriff der invarianten Bildungen noch der
Begriff der lincalen Aenderung (U, 71—76) von Wichtigkeit. Ich sage
_ nimlich, eine Grosse einer Reihe von Grossen dndere sich lineal, wenn
sie in eine andere Grisse tibergeht, welche sich von jener nur dadurch
unterscheidet, dass zu ibr eine mit einem beliebigen Zahlfactor (u)
versehene andere Grosse der Reihe hinzutritt, also z. B. A sich in
A 4 wB verwandelt, wenn 4 und B beliebige Grossen jener Reihe
sind, und ich sage, die Grossenreihe sei lineal gedndert, wenn sie be-
liebigen und beliebig wiederholten linealen Aenderungen der darin
enthaltenen Grossen unterworfen ist. Ks leuchtet sogleich ein, dass |
ein combinatorisches Product von Grossen erster Stufe sich nicht #n-
dert, wenn seine Factorenreithe lineal geiindert wird; aber ich habe
auch (%, 76) gezeigt, dass von 2 gleichen combinatorischen Producten
jedes in das andere durch lineale Aenderung seiner Factorenreihe
iibergefilhrt werden kann (die Factoren als Grbssen erster oder auch
m — 1ter Stufe vorausgesetzt).

Hiernach kann man alle invarianten Bildungen (Invarianten, Co-
varianten u. s. w.) als solche definiren, die bei lincaler Aenderung der
Einheiten ungeiindert bleiben, eine Definition, die ihrer Einfachheit
wegen wohl vor der gewthnlichen den Vorzug verdient, zumal da sie
ohne weiteres auch alle symbolischen Bildungen als invariant nach-
weist.

Weunn sich nun die Einheiten ¢, - - - ¢, in beliebige aus ihnen
numerisch ableitbare Grossen ¢, - - - &, verwandeln, aber so, dass
(&18y« -+ €n) == (g€, -+ - €,) =1 ist, und

5‘1 =0, € + trt almﬁem

& == Q1 €4 + s A €
L= + - Zuty, =25 + - Entn

ist, so wird, wie man sogleich durch Einfihrung der Werthe der &
in die letzte Gleichung sieht, ~

x1=au§1 + o Guika

Bp== Q11+ + - - G P

d. h. die Substitutionen, Murch welche die neuen Einheiten aus den
alten, und die, durch welche die alten Variabeln aus den neuen her-
vorgehen, sind zn einander transponirt, und es lassen sich daher
die invarianten Eigenschaften ebenso gut auf die Einheiten als auf
die verinderlichen Aahlomssen griinden; die Substitutionsdeterminante
(ist in beiden Fillen Ulelch und zwar unter obiger Voraussetzung
gleich 1. Die extensive Variable z bleibt dabei dieselbe und kann
also als Covariante erster Stufe aufgefasst werden.



Die neuere Algebra und die Aunsdehnungslehre. ) 543

Schon diese nahe liegende Betrachtungsweise fithrt vermdge der
durch Hermite eingefiihrten typischen Darstellung unmittelbar zu
einem dem obigen Fundamentalsatze entsprechenden Satze, wihrend
fiir die Ableitung des Fundamentalsatzes selbst noch die Idee der Po-
laren (Centralen) zu Hiilfe genommen werden muss.

Ausser der combinatorischen Multiplication ist nun fiir die neuere
Algebra von gleicher Wichtigkeit diejenige Multiplication, welche in
ihren Gesetzen vollkommen mit der algebraischen Multiplication der
Zahlgrossen iibereinstimmt, und welche ich daher, auch wenn die
Factoren Grossen hoherer Stufen sind, die algebraische genannt und
auch wie diese bezeichnet habe. Thr Begriff und die Anwendung des-
selben auf Functionen findet sich ausfithrlich entwickelt in #. 348—427
der Ausdehnungslehre von 1862 und dem wesentlichen Grundgedanken
nach dargelegt auf S. 266 ff. der Ausdehnungslehre von 1844. Ist
nimlich [ = (2, %,, + - + %) eine beliebige Function der m veriinder-
lichen Zahlgrossen z,, - - + &n, und ist

=26+ Zubn,

wo e, - - - ¢, Einheiten von erster oder auch hoherer Stufe sind,
74, -+ - 7, die reciproken Einbeiten, so ist nach dem Obigen (gir;)=<1,
hingegen (¢;7:)=0, wenn ¢ von L verschieden ist; also ist (v7)=uz,,
(z7,) = 2,, w. 5. W. also:
f(@y, @2y 0 - - 2n) =1 ([27,], [273), - - - [o7a]),

also eine Function einer einzigen, aber extensiven Variablen (%, 350).
Ist insbesondere f eine homogene Funetion n'e® Grades, so kommt in
f({zry], - - - [®7.]) die extensive Variable x in jedem Gliede n-mal als
Factor vor.

Entfernt man daher z aus diesen Verbindungen (z7,), und setzt
an die Stelle, wo z gestanden hat, irgend ein Zeichen, welches die
dadureh entstandene Liicke darstellt, und setzt nun den so aus

FiLerd, - (arad)
hervorgehenden Ausdruck = a, so wird

f=ax* (A, 358).
Ich habe diese Liicke Anfangs (%, Seite 266 ff.) durch leer gelassene
Klammern, spiter (A, 353 ff.) durch ! bezeichnet; das Bequemste ist,
sie durch irgend eine bestimmt gewihlte extensive Variable zu bezeich-
nen, und ich werde dazu allemal z selbst withlen, go dass also a==az" ist
und ay* avs az* (oder @) dadurch hervorgeht, dass man iiberall y statt
@ setzt. Sollen nun zu diesem Ausdrucke a = ax"=[f({zr], - [Zr.])
verschiedene extensive Factoren, die jedoch mit xz von gleicher Stofe
sein miissen, und deren Anzahl p nicht grosser als » sein darf, hin-
zutreten, so hat man (nach A, 353) diese auf alle mdglichen Arten
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in p der Liicken (also hier statt «) einzufithren, und die Summe der
s0 erhaltenen Ausdriicke durch ihre Anzahl, die hier n(n—1)---(n—p--1)
betrigt, zu dividiren. Nachdem dies festoeqetzt ist, ermebt sich leicht,
31, 360 f.), dass fiir diese hmzutretenden Factoren die Gesetze der
gewbhnlichen algebraischen Multiplication gelten, namentlich auch, dass
ag? == {x e+ Lubm) = xi" ae” -+ —?w,”“‘x:,aef*‘ez+~
inshesondere wenn z ==z, ¢, + Z,¢, + 2;¢; ist
az==xlae’ 120020 e+ 22, 2,08 0042 0, 2 00, 0420, 25a0,0,
=0y 2 gy )7 Uy B3P+ 200, 5, 8y + 2358, Xy @gy 2, 7
ist, wenn ae’ mit 4., ae e, mit a4, v. s. w. bezeichnet wird, kurz
ax* ist dasselbe,” was symbolisch durch o bezeichnet wird, wihrend
draz”
die,* daf -
in der Ebene, so wird ax* = 0 die Gleichung einer Curve n*r Ord-
nung; dann driickt die Gleichung a2*—ly == 0 aus, dass (nach der
Poncelet’schen Benennung) y harmonisches Centrum (erster Ordnung)
zu der Curve az® = 0 (nach der urspriinglichen Benennung zu den #
Durchschnitten der Geraden zy mit dieser Curve) in Bezug auf den
Pol x ist; daher habe ich (Theorie der Centralen in Crelle’s Journal
Band 24 und 25) den Ort von z bei festem y die erste Polare von y
und den Ort von y bei festem x die erste Centrale von z genannt®),
und diese erste Centrale, die ich schlechthin Centrale nenne, spielt in
der Invariantentheorie eine schon in dem Kundamentalsatze erkennbare
Haauptrolle.

Im Allgemeinen werde ich az#—#y?, als Function von y betrach-
tet, die p'* Centrale von x und, als Function von z betrachtet, die
p'c Polare von y in Bezug anf die Function az* nennen, so dass also
die p'¢ Polare der n — pt* Centrale identisch ist. Endlich bemerke
ich noch, dass auch die Complexe durch eine Kunction der Form

=nn—1) " (n—p -+ Daee,f .- ist. Ist x ein Punkt

azrz’ ¥z’ . .. dargestellt werden kidnnen, wo z eine Grisse erster
Stufe, o' zweiter, z” dritter Stufe ist u. s. w.
§ 3.
Symbelik.

Die angestellten Betrachtungen fithren uns hiniiber zu der symbo-
lischen Bezeichnung, wie sie zuerst von Arenhold (Borch. J. Bd. 55)

*) Vgl. Nachrichten von der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Got-
tingen von 1872, S. 567 ff. Gelegentlich bemerke ich, dass, was ich dort Wende-
linie genannt habe, mit der von Clebsch so genannten Polardeterminante (Borch.
Journ. 39. 8. 125) zusammenfillt, was mir entgangen war.
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in die neuere Algebra eingefiihrt, und von Clebsch und in Anschluss
an ihn von Gordan zu der hohen Stufe von Vollkommenheit gebracht
ist, welche sie gegenwirtig zu einer unentbehrlichen oder doch Husserst
bequemen Waffe gemacht hat, um neue Gebiete mathematischen Wis-
sens zu erobern. Die Bezeichnungen, die ich im wvorhergehenden §
angewandt habe, und die sich aus dem Wesen der Ausdehnungsgréossen
mit unabweislicher Nothwendigkeit ergaben, und die ich daher kurz
die organischen Bezeichnungen nennen will, sollen daher keineswegs
jene vortreffliche Symbolik verdringen oder ersetzen, sondern nur sie
erginzen, indem sie einerseits jener Symbolik stets eine reale, anschau-
liche Bedeutung unterlegen, andrerseits da eintreten, wo jene nicht aus-
reicht. Es sel zuerst die reale Bedeutung der symbolischen Producte
(@be - - +) betrachtet, wo a, b, - - - sich auf die Functionen az*,
Jbxf, u. s. w. beziehen, von denen aber auch mehrere einander gleich
sein konnen. Dann bedeutet (abe---) zuniichst die gleichfalls sym-
bolische Determinante £ - @, b,¢, - - -, und der ganze Ausdruck, sofern
er nur solche symbolische Producte enthdlt, gewinnt erst dadurch eine
reale Bedeutung, dass man ihn nach Potenzen der a,, @,, - - b;, b, - - -
entwickelt und die Potenzen der @ zusammenordnet, ebenso die der
b u. s. w.; alsdann hat man statt a,“a,% - - - - zuletzt den Coefficienten
e, aye++ VOD @z zu setzen. Dieser ist nach dem obigen ae “g,% - --;
also kann man (abe.--) = ZF ae, - be, - cey - - - setzen, d. h. (abe---)
bedeutet, dass man in die zu @, b, ¢, - - gehbrigen Functionen die
Schaar der Einheiten e¢,, - - ¢, in allen mdglichen Folgen ( jede Einheit
statt eines Factors z der Function) eintreten lisst, dem sp erhaltenen
Product das + oder —-Zeichen vorsetzt, je nachdem das combinato-
rische Product der Einheiten in dieser Folge + 1 oder — 1 ist, und
diese Producte addirt; ich will dies so ausdriicken, dass ich sage, man
habe dann in abe- - - die Schaar der Einheiten harmonisch eingefiihrt,
Diese Einfiihrung wird dann bei den folgenden synmbolischen Producten,
die in dem ganzen Ausdrucke als Factoren yorkommen, als schon voll-
zogen vorausgesetzt, so dass also in jeder Function nur noch die Fac-
toren z ibrig bleiben, welche nicht schon friiher durch Einheiten ver-
dringt waren. Kommen ausser jemen symbolischen Producten (abe--+)
noch die symbolischen Factoren a¢? u, s. w. vor, so bedeuten diese
weiter nichts, als dass die noch iibrig gebliebenen z in den betreffen-
den Functionen ungeiindert stehen bleiben sollen; sie kbnnen also alle
weggelassen werden, nur wenn noch eine zweite Reihe von Verdnder-
lichen (oder mehrere solche), die durch die extensive Grosse ¥ bezcich-
net sei, hinzukommt, so sind die Factoren a? u, s. w. nicht mehr zu
unterdriicken; aber ihre Bedentung ist aus dem Vorigen ohne weiteres
ersichtlich. Man kann aber die Bedeutung der symbolischen Producte
(abe - - ) noch concréter fassen. Niimlich setzen wir 7, 7, - + « 7. als
Mathematische Annalen, VIL 35
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die zu e, €, - - e, reciproken Einheiten und bezeichnen mit @ die
Grosse a7+ a,7y+ - -Qn¥m, WO a;, - - Ay die Zahlgrossen sind, welche
aus @ durch Einfihrung von e, ¢,, - - - €, statt eines z entstehen, so

ergiebt sich (abc---) = (abc---), wo das Product rechts als combi-
natorisches zu fassen und zugleich a, = (az) ist; die Grossen & sind
dann als (erste) Centralen von z in Bezug auf die Function az* zy
fassen, oder in Bezug auf die Function, welche daraus durch Einfigh-
rung der Einheiten, die durch die fritheren symbolischen Producte be-
dingt war, hervorging.

Diese Andentungen mogen gentigen, um die reale Bedeutung der
Symbole festzustellen; es wird die Auffassung dieser Bedeutung iiberall
da von wesentlichem Nutzen sein, wo man gezwungen ist, die symbo-
lische Darstellung zu verlassen.

§ 4,
Theorie bindrer Formen.

Es wird hinreichend sein, wenn ich den Fundamentalsatz fiir bi-
niire Formen erweise und seine Bedeutung fiir dieselben darlege, indem
dadurch schon auf gewisse Weise der Weg vorgezeichnet ist, den man
bei Formen, die aus mehr als 2 Einheiten entspringen, einzuschlagen
hat. Ich werde dabei der Bequemlichkeit wegen z und y statt der im
Fundamentalsatze mit #, und z, bezeichneten extensiven Grossen ein-
fithren und zunichst die Aufgabe stellen, die aus einer biniren Form
ax® entspringenden invarianten Bildungen, wenn sie als Functionen
der Coefficienten o, =ae", a,==ae¢" e, -+ az = ae,” und der
verdnderlichen Zahlgrossen x, und #, gegeben sind, als Functionen der
kE — 1 Stammformen darzustellen. Es sei z = z,¢, -+ 2,¢,. Da nun
alle jene Bildungen unverindert bleiben, wenn man statt e, und ¢,
zwei aus ihnen numerisch abgeleitete Grossen setzt, deren combinato-
risches Product 1 ist, so kann man x und y dafiir einfihren mit der
vorliufigen Bedingung, dass (zy), was wir mit u bezeichuen wollen,
gleich 1 sei. Jede aus den Einheiten numerisch ableitbare Grosse p
lisst sich dann auch aus 2 und y ableiten. Es sei p = p,¢,+p,6=
7, % 4 7Y, so wird nun die invariante Bildung

TT(ay, -+ - ar, Py P2) = TN @, * + - Pay Ty, Wa)s
wo die ¢ aus den @ hervorgehen, indem man z und y statt ¢, und &
setzt, nimlich g, =a2", ¢, =az*—'y, --. @, =ay*. Setzt man
nun 7, =1, =, =0, so wird p =z = 2, ¢, + 2,¢,, und es wird

M=Tl(ay, - - a, 2, Z,) =T, * * Pu, 1, 0),
oder wenn

Way, - ar, @y, 2) = Flay, -+ ) 2,0 4 -+«
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ist, wo ¢ den Grad der invarianten Bildung bezeichnet, so ist

n=F((p0,- "9:’"))
also als ganze Function der % Formen ¢, - - - . @, dargestellt. Aber
eine dieser Formen, nimlich @, = a2"—1y ist Null, wenn y harmo-
nisches Centrum erster Ordnung zu dem Pole 2 in Bezug auf die durch
die Gleichung az™ = 0O dargesteliten » Punkte ist, und es ist also
dann TT als ganze Function der & — 1 = » Stammformen ¢,, @,,--- @,
dargestellt. Hierbei war uw = (zy) vorliufig gleich 1 gesetat; es ist
y durch die Gleichung az*~'y =0 bedingt, d. h. y ist, abgesehen
von einem Zahlfactor gleich az"—!, d. h. y = az*—1 also,
u=ar""lz=az" = q,

der urspriinglichen Function. Ist also die erhaltene Gleichung nicht
homogen, so macht man sie nun homogen durch Hinzufiigung von
Factoren a.

Diese Entwickelung stimmt im Resultate, wie auch dem Wesen
nach in der Art der typischen Darstellung mit Clebsch Theorie der
bindiren algebraischen Formen S. 321—328 iberein (vgl. auch Gun-
delfinger in Boreh. J. Bd. 74); sie gilt auch unmittelbar fir (simul-
tane) Bildungen, die einem Vereine bindrer Formen entsprossen sind,
indem man nur fiir a,, a,, - - & die simmtlichen Zahleoefficienten der
Formen dieses Vereines zu setzen hat.

Viel wichtiger als diese Zuriickfithrung der explicite gegebenen
Bildungen auf die Stammformen ist die der symbolisch gegebenen, die
aber ganz nach denselben Principien erfolgt. Das symbolische Product
(ab) ist = a, b, — @b, ; ersetzt man also wie oben ¢, und e, durch
y und z (ich habe beide der einfacheren Zeichenbestimmung wegen
vertauscht) wo (yx) vorliufig 1 gesetzt wird, so wird nun

- (ab) = a,b. — a,b,
oder, da, wie oben gezeigt, die Factoren ., b, entbehrlich sind,
= a, — by, also
((lb)"——-—‘ (ay___by)n p— a;z n n—-lb + W(”’_l) yn-2by2 —_—

oder wenn ¢ und & dieselbe Functlon darstellen

= qy" — —+ awy"—l ax* 1y - "(:’ 3 axtyrtaar 2yt — ...
1 1)(» 2
@by = 9y 9n + ”(” ) gy gy — M DOD g ot

wenn man, wie oben, y so bestimmt, dass @, = ¢z~ 1y =0 wird.

Dies ist der Satz, den Clebsch in seiner Theorie der biniren
Formen 8. 334 als einer schriftlichen Mittheilung Brioschi’s entnom-
men darstellt.

Derselbe Iisst sich aber vermdge der von mir angegebenen Me-
35%
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thode unmittelbar zu folgendem Satze erweitern, welcher fast alle Be-
ziehungen, die zwischen bindren Formen herrschen, zur Evidenz bringt.

Wenn (ab)?(ac) - - - eine beliebige symbolische Invariantenbildung
(Tnvariante oder Covariante) einer algebraischen Form a==br==cr=...
ist, so setze man a — b fir (ab), a — ¢ fir (ac) u. s. w., entwickele
nach Potenzen von a, b, ¢, - - -, schreibe dann @, statt a”, b, - « - und
setze @, = 0, so ist der so hervorgehende Ausdruck gleich (ab)? (ac)t - - .

Man erhilt so, abgesehen von dem Factor ¢,, der die urspriing-
liche Function darstellt, und erst zuletzt zur Herstellung der Homoge-
nitit hinzugefiigt zu werden braucht,

6 =% @b = @,, ¢;=(ab)’(a0) =3, ¢ =1%(ab)=9,+ 397
e=(ab)! (@) =9s + 49,955 ¢ =95+ 159,90, +- 109s?, - - -
Also

P == Cy § @5 =10 — 4664

@y =¢, D@ =ty — 15,6, 4+ 45 ¢,® 4 10¢,?

g, =c, — 3¢ | (vgl CL bin. K. 337).

Als Beispiel mbgen die von Clebsch mit B und j bezeichneten
Bildungen dienen R == (ab)*(cd)*(ac)(bd)=(a—0b)*(c—d)*(a—c)(b—d)
= (a*—2ab-+b?) (*—2¢d+d?) (ab—bec—ad+cd) oder mit Weg-
lassung der Glieder, die zuletzt nur eine erste Potenz erhalten, und
die nach dem Obigen null sind, — ¥36® — a®d® — 24%b%c® — 2a*c* d*
—2020 d? 20 == —2 ¢, — 8,3 = —2¢,> — 8¢,5. Um sie durch
Hinzufiigung der Factoren ¢, = f (bei Clebsch) homogen zu machen,
ist zu bedenken, dass die Functionen ¢ in jedem Gliede so oft vor-
kommen miissen, als die Anzah! der symbolischen Elemente betrigt,
also in ¢, ¢, ¢, - - je zweimal, in ¢;, ¢, ¢4, - - - je dreimal, in B
viermal, also

___0324-4023
jR = — Stk

in Uebereinstimmung mit Clebsch 8. 337.

Ferner j = (ab)?(ac)? (bc)* = (a—b)*(a— €)*(b— ¢)?, was sich mit
. Weglassung der Glieder, welche eine erste Potenz enthalten, verwan-
delt in 6 (@, p,—@;>— @) = 6 (¢,¢,—4¢,>—¢;%), also homogen ge-
macht, da j nur 3 symbolische Elemente enthilt

1j= f2—0264——f3023-—032

in Uebereinstimmung mit Clebseh S. 338.

Wi sich alles dies fiir ternire und hohere Formen gestaltet, denke .
ich spiterhin zu zeigen.

Stettin, den 21. Februar 1874,



Bemerkungen tiber den Zusammenhang der Flichen.

Von Ferrx Kusmy in ERLANGEN,

*

Die auf den Zusammenhang der Flichen heziiglichen Definitionen
werden bei Riemann zunichst ohne besondere Festsetzungen hinsicht-
lich des Unendlich-Weiten hingestellt. Aber entsprechend der von ihm
beabsichtigten Verwerthung dieses geometrischen Begriffes fiir funetio-
nentheoretische Untersuchungen wird bei ihm eine solche Festsetzung
implicite eingefiihrt, indem nimlich die unbegrenzte Ebene einer Kugel-
fliche Aquivalent gesetzt wird, auf die sie durch stereographische Pro-
jection bezogen ist. In dhnlicher Weise kann man jede sich in’s Unend-
liche erstreckende Fliche auf eine durchaus im Endlichen gelegene redu-
ciren: man braucht sie nur einer Transformation durch reciproke Ra-
dien zu unterwerfen, deren Inversionscentrum nicht selbst der Fliche
angehort. Man kann dann alle Betrachtungen® iiber dep Zusammen-
hang der Flichen, wie sie gewdhnlich unter der stillschweigenden
Voraussetzung durchaus im Endlichen gelegener Flichen angestellt
werden, auf beliebig sich in’s Unendliche erstreckende iibertragen.

Aber die so eingefithrte Festsetzung, vermoge deren das Unendlich-
Weite als ein einzelner Punkt erscheint®), ist an und fiir sich will-
kiihrlich; sie widerspricht iiberdies dem Wesen der Sache, wenn
man, wie in der projectivischen Geometrie, das Unendlich-Ferne als
eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit von Punkten, als eine
Ebene, betrachten muss. Auch bei dieser projectivischen Anschauungs-
weise kann man fiir Flichen, die sich beliebig in's Unendliche er-
strecken, dieselben Probleme aufstellep, auf welche sich, bei durchaus
im Endlichen gelegenen Flichen, die Riemann’schen Betrachtungen
bezichen. Es fragt sich, ob dann specifisch neue Ueberlegungen noth-

#) Dieselbe ist auch in anderen auf die Apalysis situs bezliglichen Fragen
gelegentlich gebraucht worden; vgl. z. B. Listing: Der Census d_er riumlichen
Complexe, Gottinger Abhandlungen 1861. — Dass mar und wie man dieselbe
verwerthen kann, um auf sie ein ganzes' System der Geometrie zu begrinden,
welches als eine Art von Seitenstick zur projectivischen Geometrie betrachtet
werden darf, vgl. meine Schrift: Vergleichende Betrachtungen tber meuere geo-
metrische Forschungen. Erlangen 1872,



550 F. Krey.

wendig werden, oder ob es gelingt, die betr. Probleme durch blosse
Benutzung der Riemann’schen Betrachtungen zu erledigen. So uu-
gefihr stellte ich diese Frage in einem neuerdings in diesen Annalen
erschienenen Aufsatze (Ueber Flichen dritter Ordnung. t. VI.)*¥), ohpe
aber eine Beantwortung derselben in definitiver Form zu versuchen.
Vielmehr machte ich nur aunf eine Reihe von Schwierigkeiten aufmerk-
sam, die sich einer unmittelbaren Verwerthung der Riemann’schen
Betrachtungen entgegenstellen. Ich betonte besonders, dass der un-
gewbhnliche Zusammenhang der unbegrinzten Ebene in Anlehnung an
die projectivische Anschauung nicht, wie in der Riemann’schen Theorie,
gleich Null, sondern gleich Zwei zu setzen ist, falls man ohne nihere
Festsetzung die gewiknliche Definition dieses Zusammenhang’s**) bei-
behalten will. Denn die Ebene wird entsprechend der projectivischen
Anschauung durch eine in ihr verlaufende Gerade, die doch auch eine
geschlossene Curve ist, noch nicht in zwei Stlicke getheilt. Dement-
sprechend glaubte ich die Zahlen, welche Hr. Schliéfli in einem kurz
zuvor verdffentlichten Aufsatze (Annali di Matemetica. t. V. Quand’s
che dalla superficie generale di terzordine si stacca una parte ete.)
fiir die fiinf verschiedenen Arten der allgemeinen Fliche dritter Ord-
nung aufgestellt hatte, alle um zwei Einheiten erhohen zu sollen.

Ich bin nun von Hrn. Schlifli brieflich darauf anfmerksam ge-
macht worden, dass man, unbeschadet der Richtigkeit dieser meiner
Betrachtungen und Einwénde, doch auch bei projectivischer Anschauung
fir die unbegrinzte Ebene den Zusammenhang Null ansetzen kann,
wenn man dieselbe nimlich als Doppelfliche betrachten will, also
etwa als Griinze eines zweischaligen Hyperboloid’s. In der That, man
denke sich, um eine bestimmte Vorstellung zu haben, eine Ebene hori-
zontal und ziehe in ibr eine Linie Siid-Nord. Dann wird die als Dop-
pelfliche betrachtete Ebene in zwei Theile zerfallen, deren einer die
ostliche Hilfte des oberen Blattes und die westliche des unteren, deren

*) Dass sich die Problemstellung der Analysis situs je nach der Beurtheilung
des Unendlich-Weiten modificirt, hatte ich bereits in der oben citirten Schrift:
»Vergleichende Betrachtungen etc.*“ angegeben (p. 30 derselben).

+) Wenn man auf einer geschlossenen Fliche im Maximum ¢ geschlossene
Curven ziehen kann, ohne die Fliche zu zerstiicken, so setzt Riemann den Zu-
sammenhang derselben = 2¢ -+ 1. Aber es ist bereits in den Neumann’schen
»Vorlesungen iiber Riemann’s Theorie etc. angedeutet und neuerdings von
Hrn. Schlifli hervorgehoben worden (vgl. z. B. Borchardt’s Journal. t. 76.
p. 152. Note), dass es consequenter ist, in einem solchen Falle nur von einem
2¢-fachen Zusammenhange zu sprecher., Indem ich mich im Texte dieser Bezeich-
nung anschliesse, fiige ich, nach dem Vorgange Schlifli’s, wo eine Undeutlich-
keit entstehen konnte, dem Worte ,Zusammenhang® das Attribut ,,ungewohnlick®
hinzu,
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anderer die beiden iibrigen Hilften enthilt. Dabel wird die gerade
Linie selbst doppelt gedacht, ndmlich sowohl im oberen als im unteren
Blatte verlaufend.

Eine solche Einfithrung von Doppelflichen erscheint um so mehr
zulissig, als sie schon in den Untersuchungen der Analysis situs,
welehe sich nur auf im Endlichen gelegene Flichen beziehen, noth-
wendig wird*). Ein bekanntes Beispiel dafiir bietet die (mit einer
Randcurve versehene) Fliche, welche man aus einem Papierstreifen
bilden kaunn, indem man die beiden Enden des Streifens so aneinander-
heftet, dass die eine Seite desselben in die andere iibergeht. Ein an-
deres Beispiel fiir eine solche Fliche, und zwar eine geschlossene
Fliche, giebt, wie weiter unten gezeigt werden soll, die Steiner’sche
Fliche, die man ja bekanntlich als vollig im Endlichen gelegen vor-
aussetzen darf. (Von den isolirten Stiicken, welche ihre Doppelgeraden
besitzen, wird dabei abgesehen.)

Ich habe nun gefunden, dass man die Theorie des Flichenzusam-
menhangs, wie sie gewdhnlich entwickelt wird, in der That auf die
projectivischen Vorstellungen unverindert tibertragen kann, wenn man
sich tiberhaupt entschliesst, die umpaaren Flichen der projectivischen
Geometrie als Doppelfiichen zu betrachten, und eine unpaare Curve erst
dann als geschlossen anzusehen, wenn man sie zweinal durchlaufen hat.

Ob man sich dieser Anschauung anschliessen will, oder nicht, wird
zunichst dem freien Entschlusse des Finzelnen tiberlassen sein. Es
mag sogar hervorgehoben werden, dass es von vorneherein sehr un-
natiirlich scheint, in der projectivischen Geometrie die Ebene als
Grenzfall der nicht-geradlinigen Flichen zweiter Ordnung betrachten
m sollen. Aber die Anschauung empfiehlt sich durch ihren Erfolg.
Denn man kann im Anschlusse an sie auch fiir die projectivische Auf-
fassung des Unendlich-Weiten den Satz aussprechen, der den Zusam-
menhangsbegriff fir die functionentheoretischen Untersuchungen so
werthvoll macht: dass ndmlich zwei geschlossene Flichen dann upd nur
dann auf “einander Punlt fiir Punkt bezogen werden kimnen, so dass
consecutiven, Punkten der einen consecutive Punkte der anderen entspre-
chen, wenn der Zusammenhang der beiden Flichen der gleiche ist.
(Fiir ungeschlossene Flichen kommt nur die weitere Bedingung hinzu,

%) Freilich verlangt dann die Consequenz, dass man, wenn von einer ¥lache,
deren entgegengesetzte Seiten nicht in einander wbergehen, schlechthin die Redg
ist, unter dem Zusammenhange der Fliche die Grundzahl versteht, die man dem
von den beiden Seiten gebildeten Systeme beizulegen hat (cf. Neunmann’s Vor-
lesungen). Der Zusammenhang der Kugel wire dang == — 2; der Zusammenhang
der einzelnen Kugelseite = 0.
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dass auch die Anzahl der Randeurven bei beiden iibereinstimmen
muss #)).

Dem widerspricht nicht, wie vorab bemerkt sei, wenn ich in mei-
ner schon genannten Arbeit hervorhob, das einschalige Hyperboloid
und die Ringfliche seien nicht in einander iberfiihrbar, obgleich ihr
Zusammenhang nach Schlifli’s wie nach meiner Zahlung iibereinstim-
mend gleich Zwei zu setzen ist. Denn unter Ueberfithrbarkeit wurde
damals etwas Anderes verstanden, als hier fiir die Transformirbarkeit
zweier Flichen in einander verlangt wird. Eine Fliche wurde damals
(vgl. § 16. meiner Arbeit) in eine andere iiberfithrbar genannt, wenn
es gelang, durch Verbindung von Collineationen, die das Unendliche
in’s Endliche bringen, mit stetigen, unendlich kleinen Transformatio-
nen, die nur das Endliche betreffen, die eine Fliche aus der anderen
abzuleiten. Durch solche Mittel ist das einschalige Hyperboloid aller-
dings nicht in eine Ringfliche zu verwandeln.

Dagegen kann eine eindeutige, stetige Bezichung zwischen beiden
durch den folgenden uustetigen Process ohne Weiteres hergestellt wer-
den: Man zerschneide das Hyperboloid lings der unendlich fernen
Ebene, bringe die so entstandene zweifach berandete Fliche durch
Verzerrung ganz in’s Endliche und hefte die beiden Rinder dann wie-
der in der Weise an einander, dass jeder Punkt des einen Randes mit
demjenigen des anderen vereinigt wird, von dem er vorher durch den
Schnitt getrennt worden war. (Damit dies geschieht, muss man den
einen Rand des Hyperboloids gegen den anderen Rand um 180° drehen,
ebhe man die Rander durch Zusammenbiegen vereinigt). — Aehnliche
unstetige Processe zur Herstellung der eindeutigen Beziehung werden
iibrigens schon nothwendig, wenn man nur von Flichen handelt, die
ganz im Endlichen liegen. Man kann z. B. eine einfach berandete,
mit einem Verzweigungspunkte versehene Riemann’sche Fliche nur
dadurch mit einem einfach zusammenhingenden Stiicke einer Ebene
zur Deckung bringen, dass man sie durch einen vom Verzweigungs-
punkte zum Rande gehenden Schnitt zerschneidet und hinterher die
durch den Schnitt getrennten Partieen wieder an einander heftet. Ich
finde, dass die Darstellongen dieser Theorie, welche mir gerade zur
Hand sind, hieriiber keine volle Klarheit geben: es wird von der Mdg-
lichkeit eines solchen Zerschneidens und Wieder-Verbindens gespro-
chen, aber dasselbe wird nur als niitzlich, nicht als fiir viele Fille
nothwendig dargestellt. — Es ist wohl kaum ndthig, hervorzuheben,
dass der Unterschied, den ich zwischen Hyperboloid und Ringfliche

*) Dass diese Bedingungen fiir die Transformirbarkeit zweier Flichen in der
That Linreichend sind, findet sich kurz und Gbersichtlich bei C. Jordan bewiesen
in Liouville’s Journal t. XI. 1866.
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und {iberhaupt zwischen paaren und unpaaren Flichen in meiner
fritheren Arbeit hervorhob, durch diese Bemerkungen nicht bedeutungs-
los wird; er kommt nur bei der Frage nach der Mdglichkeit der ein-
deutigen Beziehung zweier Flichen auf einander, wie sie hier gestellt
wird, nicht in Betracht. —

Den Beweis fiir das aufgestellte Theorem erbringe ich in der Weise,
dass ich den Raum mit unendlich ferner Ebene zu dem Raume mit
unendlick fernem Punkte in eine einfache ein-zweideutige Beziehung
setze, vermoge deren das Theorem unmittelbar aus dem gleichlautenden
Satze der gewohnlichen Analysis situs hervorgeht.

Es mag das zuniichst bei der Ebene ertrtert werden. In der ge-
wohnlichen Analysis situs wird die Ebene einer Kugel Aquivalent ge-
setzt, auf die sie durch stereographische Projection bezogen ist. Aber
man kann die Kugel dann weiterhin durch centrale Projection auf eine
neue Ebene beziehen. Diese Ebene ist dann doppelt von den Bildern
der Kugelpunkte tiberdeckt; ihre unendlich ferne Gerade kommt als
solche zur Geltung, indem ibr ein grosster Kreis auf der Kugel ent-
spricht. Sieht man nun von der Kugel ab, welche die Beziehung zwi-
schen den beiden Ebenen vermittelte, so hat man eine ein-zweideutige
Verwandtschaft zwischen der Ebene mit upendlich ferner Geraden und
der Ebene mit unendlich fernem Punkte, vermdge deren jeder in der
letzteren gezogenen Curve, falls man nur die unpaaren Curven der
ersteren als Doppel-Curven ansieht, eine Curve der ersteren Ebene
eindeutig entspricht. ‘

Ganz entsprechend kann man eine ein-zweideutige Beziehung
awischen den beiden Riumen herstellen. Da sich der Process bei
ihnen, wegen des Nothwendigwerden’s einer vierten Dimension, min-
der anschaulich bezeichnen lisst, so mogen die Formeln hergesetzt
werden, welche ihn reprisentiren. Sind x, y, # rechtwinklige Coor-
dinaten des Raumes mit unendlich fernem Punkte, z’, 3, # des Rau-
mes mit unendlich ferner Ebene, ist endlich A eine heliebige Con-
stante, so hat man zn setzen:
= z y’=______y.._.____. z':...______z___....___.

1 — i@ +y2+2)’ 1= (z*+y2+29’ 1—(z*+y*+7)

Jeder Fliche des Raumes mit unendlich fernem Punkte entspricht
dann eindeutig eine Fliche des anderen Raumes, vorausgesetzt, dass
man seine unpaaren Flichen als Doppelfiicken betrachtet, und unser
Theorem betr. die Flichen des letsteren Rawmes ist richtig, weil es fir
die Flichen des anderen gilt.

Es mogen hier noch einige Bemerkungen Platz finden, die sich auf
gewisse Beziehungen erstrecken, welche zwischen dem Zusammenhange
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algebraischer Flichen und ihrem Verhalten bei algebraisch-eindeutigen
Transformationen Statt finden.

Wenn zwei Flichen algebraisch eindeutig in einander tbergefithrt
werden konnen, wenn dabei jedem reellen Punkte der einen ein reeller
Punkt der anderen entspricht*), wenn endlich auf keiner von beiden
dabei reelle Fundamentalpunkte auftreten, so haben die Flichen er-
sichtlich denselben Zusammenhang. Man kann von dieser Bemerkung
Gebrauch machen, um den Zusammenhang gewisser algebraischer
Flaichen ohne Weiteres zu bestimmen. Die vierte der von Schlifli
aufgezihlten Flichen dritter Ordnung z. B. (welche nur 3 reelle Ge-
rade und 7 reelle Dreiecksebenen besitzt) ldsst sich auf die Ebene ohne
Zwischentreten reeller Fundamentalpunkte reell abbilden, denn die 6
bei ihrer Abbildung im algebraischen Sinne vorhandenen Fundamental-
punkte sind paarweise conjugirt imaginir. Der Zusammenhang der
Fliche ist daher Null; tiberdiess ist sie eine Doppelfiiche, weil jedem
Punkte der Ebene, unabhiingig davon, ob man ihn der einen oder
anderen Seite der Ebene zurechnet, ein und derselbe Punkt der Fliche
entspricht. Aus demselben Grunde ist, wie bereits oben angegeben
wurde, die Steiner’sche Fliche eine Doppelfliche vom Zusammenhange
Null; denn es ist bekannt, dass sie ohne Auftreten von Fundamental-
punkten durch reelle Functionen zweiten Grades auf die Ebene ab-
gebildet werden kann®¥),

Es dringt sich nun von selbst die Frage auf, welche Beziehungen
fir den Zusammenhang zweier Flichen gelten, die zwar auf reelle
Weise algebraisch eindeutig auf einander bezogen werden kdnnen, bei
deren Abbildung aber reelle Fundamentalpunkte auftreten. Dabel miis-
sen natiirlich solche Flichen von der Betrachtung ausgeschlossen sein,
die nicht isolirte, vielfache Punkte besitzen. Denn es wird bei den
Definitionen des Zusammenhangs, wie sie gewohnlich gegeben werden,
iiberhaupt von solchen Flichen abgesehen. Lisst man sie bei Seite,
so kann man folgenden Satz aussprechen: Finden sich auf der einen
Fliche u, ouf der andern v (reelle) Fundamentalpunkte, so ist der
Zusammenhang der ersten, vermehyt um w, gleich dem Zusammenhang
der zweiten, vermehrt um v.

*) Dies ist nicht immer der Fall. Z. B. kann die Fliche dritter Ordnung
ohne Knoten, mit 3 reellen Geraden und 13 reellen Dreiecksebenen (die fiinfte
Art der allgemeinen Flicke nach Schlifli’s Eintheilung) nur durch Functionen
mit complexen Coefficienten eindeutig auf die Ebene abgebildet werden.

*+) Es sei hier daran erinnert, dass Clebsch gelegentlich seiner Untersuchung
der Linienfiichen vom Geschlechte Null (Math, Annalen Bd. V.) alle Flichen, die
ohne Auftreten von (reellen oder imaginiren) Fundamentalpunkten algebraisch emn-
deutig auf einander bezogen werden konnen, alsFlichen eines Typus zusgmmenfasst.
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Einige Beispiele mogen das zunichst erliutern.

1. Zwei Ebenen sollen algebraisch. eindeutig (durch eine Cre-
mona-Transformation) auf einander bezogen sein. Dann ist bekannt,
dass die Zahl der beiderseits iiberhaupt auftretenden (reellen und ima-
giniren) Fundamentalpunkte die gleiche ist; gemiss unserer Behaup-
tung muss auch die Zahl der reellen Fundamentalpunkte allein beider-
seits tibereinstimmen.

2. Eine Kugel werde stereographisch auf die Ebene (die Doppel-
ebene) bezogen. Dann entspricht die Ebene eindeutig dem Aggregate
der beiden Kugelflichen, welche durch die innere und Hussere Seite
der Kugel vorgestellt werden, und die zusammen nach einer bereits
oben gemachten Bemerkung den Zusammenhang — 2 repriisentiren.
In der That treten aunf der Kugel bei der Abbildung zwei Fundamen-
talpunkte auf, nimlich sowohl auf der dusseren als der inneren Seite
je einer. ;

3. Ein einschaliges Hyperboloid werde durch stereographische
Projection auf eine Ebene bezogen. Dann ist wiederum die eine Seite
der Fliche der einen Seite der Ebene, die andere der zweiten Seite
der Ebene entsprechend gesetzt, und man hat nicht sowohl ein ein-
zelnes Hyperboloid, als ein System von zwei Hyperboloiden mit der
Ebene zu vergleichen. Jedes der beiden Hyperboloide trigt einen
Fundamentalpunkt: den Projectionspunkt. Aber die Ebene trigt vier
Fundamentalpunkte; denn man muss die beiden Fundamentalpunkte,
von denen man bei der Abbildung eines Hyperboloids gewohnlich
spricht, hier doppelt zihlen, weil sie sowohl der einen als der ande-
ren Seite der Ebene angehtoren. Der Zusammenhang des Hyperboloid-
systems wird daher gleich + 2, wie es in Uebereinsfimmung mit
der gewdhnlichen Zihlung sein muss; denn jedes der beiden Hyper-
boloide ist zweifach zusammenhingend, und ihre Trennung zihlt
fir — 2.

4, Wenn man die drei ersten Schlifli’schen Arten der all-
gemeinen Fliche dritter Ordnung (die bez. 27, 15, 7 reelle Gerade
enthalten) auf die Ebene abbildet, so erscheinen in der Ebene bez.
6, 4, 2 reelle Fundamentalpunkte, die man wiederam doppelt zu
zihlen hat. Auf der Fliche selbst treten keine Fundamentalpunkte
auf. Dementsprechend wird der Zusammenhang bes. gleich 12, 8, 4.
Schlafli gab die Zahlen 6, 4, 2. Aber er betrachtet bei seiner
Abzihlung die Flichen als einfache, micht als Doppelfiichen. Thut
man das Letztere, so hat man die Processe, vermdge deren Schlifli
diese Flichen aus der mit dem Zusammenhange Null vorausgesetzten,
uubegrenzten Ebene herstellt, in der That doppelt zu zihlen, da sie
sich auf beide Seiten der Fliche beziehen, Schldfli’s Zihlung war
von "dem hier entwickelten Standpunkte aus inconsequent, weil die
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Annahme, dass die Ebene nullfach zusammenhingend sei, bereits
dariiber entscheidet, dass man die Ebene als Doppelebene betrachten
muss. Will man die Ebene und dementsprechend diese Flichen als
einfache betrachten, so ergeben sich fiir die Flichen die Zusammen.
hangs-Zahlen 3, 6, 4, wie ich in meiner fritheren Arbeit ausfithrte, —

Um den Beweis der nunmehr an einzelnen Beispielen erlinterten
Regel zu fiihren, ist es nothig, fiir reelle Elemente insbesondere einige
Ueberlegungen zu entwickeln, welche sonst nur fiir beliebig complexe
Elemente in der Theorie des algebraisch-eindeutigen Entsprechens be-
wiesen werden.

Es seien zwei geschlossene Flichen auf einander reell eindeutig
bezogen. Jedem Fundamentalpunkte der einen Fliche entspricht auf
der anderen eine Fundamentalcurve. Es ist leicht zu sehen, dass diese
Curve nur aus einem Zuge bestehen kann. Denn man muss sich die
Vorstellung bilden, dass dem Biischel von Fortschreitungsrichtungen,
welche von dem Fundamentalpunkte ausgehen, eindeutig die Punkte
dieser Curve entsprechen: sowie jenes Biischel ohne Unterbrechung
ist, so miissen die Punkte der Curve eine einzige, zusammenhingende
Reihenfolge bilden. Die den verschiedenen Fundamentalpunkten der
einen Fliche entsprechenden Fundamentalcurven werden sich, wie
leicht zu sehen, nur in den Fundamentalpunkten der zweiten Fliche
schneiden konnen. Sie werden durch sie in eine Anzahl, S, von Seg-
menten zerlegt, die gleich ist der Anzahl von Malen, dass sie iiber-
haupt durch die Fundamentalpunkte durchgehen.

Man iiberzeugt sich nun von folgendem Satze: Die Anzahl 8
der Segmente, in welche die Fundamentalcurven zerlegt werden, ist
auf beiden Flichen dieselbe. Geht nimlich die Fundamentalcurve,
welche dem ¢'°® Fundamentalpunkte der ersten Fliche entspricht,
a;; mal durch den %-Fundamentalpunkt der zweiten, so wird auch
die Curve, welche letzterem auf der ersten Fliche entspricht, a,; mal
durch den 7' Fundamentalpunkt der ersten Fliche gehen miissen.
Denn durch beide Behauptungen wird nur gleichmissig ausgespro-
chen, dass a;; Fortschreitungsrichtungen in dem einen und dem an-
deren Fundamentalpunkte existiren, welche einander entsprechen.
Die Zahl S ist aber die Summe aller a;;; sie fallt also beiderseits
gleich aus. — Durch die a;; Fortschreitungsrichtungen, welche den
verschiedenen Fundamentalpunkten % der zweiten Fliche entsprechen,
wird das Biischel der von dem i Fundamentalpunkte der ersten
Fliche ausgehenden Richtungen in Xa;; Theile, oder, wenn man

13

will, in 2 T a,; Halbbiischel zerlegt. In eben soviele Segmente wird
k

die dem ¢'» Fundamentalpunkte auf der zweiten Fliche entsprechende
Curve durch die Fundamentalpunkte der zweiten Fliche getheilt; der
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Unterscheidung der Halbbiischel entspricht die Unterscheidung der
beiden Seiten der verschiedenen Segmente.

Nunmebr wandele man jede der beiden Flichen in folgender Weise
um. Man hebe die g Fundamentalpankte der ersten Fliche und die
v Fundamentalpunkte der zweiten heraus (d. h. man schneide aus den
Flichen kleine Stiicke aus, welche diese Punkte umgeben). Dadurch
wichst der Zusammenhang der ersten Fliche pm w, der der zweiten
um ». Sodann zerschneide man die Flichen lings der auf ihnen lie-
genden Fundamental-Curven: eine Operation, welche nun, nachdem
durch das Herausheben der Fundamentalpunkte Begrinzungen ent-
standen sind, in dem Ziehen von S Querschnitten besteht. So ist die
eine Fliche um g — S, die andere um » — § im Zusammenhange
vermehrt; die so verinderten Flichen sind aber nunmehr ohne Zwischen-
treten von Fundamentalpunkien eindeutiy auf einander bezogen. Dex
Rand jeder der beiden so erhaltenen Flichen besteht, wie der grosse-
ren Bestimmtheit wegen hervorgehoben sei, abwechselnd aus Segmen-
ten von Fundamentalcurven und Stiicken der um Fundamentalpunkte
herumgelegten kleinen Ovale, wie sie auf diesen Ovalen durch die von
den Fundamentalpunkten ausgehenden Halb-Biischel bestimmt werden.
Die beiden Rinder der beiden Flichen sind dann so eindeutig auf
einander bezogen, dass jedem Stiicke des einen, welches aus einem
Segmente einer Fundamentalcurve besteht, ein Stiick des anderen zu-
geordnet ist, welches einem der kleinen Ovale angehdrt, und umge-
kehrt. Zu jedem von einem Halbbiischel ausgeschnittenen Stiick eines
Ovals gehort ein zweites, welches durch das complementire Halb-
biischel bestimmt wird. Dem entspricht, dass auch jedes Segment
einer Fundamentalcurve zweimal in der Begrenzung auftritt. — Aber
der Zusammenhang der beiden so erhaltenen Flichen ist um g ~— 8
und bez. v — § grosser, als der Zusammenhang der beiden urspriing-
lichen Klichen; addirt man also zum Zusammenhange der cinen wr-
spriinglichen Fliche w, zu dem der anderen v, so erhilt man gleiche
Zahlen, wie behauptet wurde. )

Erlangen, Februar 1874.



Ueber eine neue Art der Rieman n’schen Flachen.

Von Ferix Kirix in ERLANGEN.

Bei der Untersuchung der algebraischen Functionen y einer Ver-
inderlichen x pflegt man sich zweier verschiedener anschauungs-
missiger Hiilfsmittel zu bedienen. Man reprisentirt nimlich entweder
y und z gleichmissig als Coordinaten eines Punktes der Ebene, wo
dann die reellen Werthe derselben allein in Evidenz treten und das
Bild der algebraischen Function die algebraische Curve wird — oder
man breitet die complexen Werthe der einen Variabeln z tiber eine
Ebene aus und bezeichnet das Functionsverhiltniss zwischen y und z
durch die iiber der Ebene construirte Riemann’sche Fliche. Es
muss in vielen Beziehungen wiinschenswerth sein, zwischen den beiden
Anschauungsbildern einen Uebergang zu besitzen. Ich darf mit Bezug
hierauf nur das Eine hervorheben, dass niimlich ein solcher Uebergang
vom rein geometrischen Standpunkte aus geradezu gefordert werden
muss, wenn die Sitze, welche sich auf die Zahl und Periodicitdt der
lings einer algebraischen Curve erstreckten Integrale beziehen, zu
einem unmittelbaren Verstindnisse gebracht werden sollen. .

Ein solcher Uebergang ist nun in einfachster Weise berzustellen.
Er schliesst sich an die Auffassung einer Curve als des Umhillungs-
gebildes ihrer Tangenten®) an; er setzt ferner in einem gewissen
Masse diejenigen Erbrterungen tiber den Zusammenhang der Flichen
voraus, welche in dem vorstehenden Aufsatze entwickelt wurden.

Man gehe von der Bemerkung aus, dass man jeder Tangente einer
algebraischen Curve, mag die Tangente reell oder imaginir sein, im
Allgemeinen einen reellen Punkt zuordnen kann. Ist nimlich die Tan-
gente reell, so wihle man als entsprechenden Punkt ihren Beriihrungs-
punkt; ist die Tangente imaginir, so wihle man den einen reellen
Punkt, den sie iiberhaupt besitzt. Diese beiden Festsetzungen, deren
eigentlicher Sinn iibrigens aus den weiter unten angefithrten Beispie-

* Wollte man die dualistisch entgegenstehenden Ueberlegungen anstellen,
so wiirde die Anschaulichkeit des Resultats, auf die ich eben Gewicht legen
michte, verloren gehen.
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len vo6llig deutlich werden soll, stimmen insofern mit einander, als die
auf reelle Tangenten beziigliche aus der anderen durch Grenziibergang
hervorgeht. Denn der reelle Punkt einer imagindren Tangente ist ihr
Durchschnittspunkt mit der conjugirten Tangente, und, wenn diese
beiden Linien in eine reelle zusamumenfallen, so wird aus ihrem Durch-
schnittspunkte eben der Beriihrungspunkt.

Diese Festsetzungen werden bei etwaigen mehrfach berithrenden
reellen Tangenten ungeniigend. Wir wollen nur den Fall reeller Doppel-
oder Wende-Tangenten ins Auge fassen. Hat die Doppeltangente reelle
Berithrungspunkte, so werden wir ihr eben diese beiden Punkte zu-
ordnen; ist sie aber isolirt, so mag ihr die Gesammtheit der ihr an-
gehorigen reellen Punkte entsprechend gesetet sein. Ebenso sollen
einer Wendetangente alle auf ihr gelegenen reellen Punkte zugeordnet
werden. Es wird noch aus den weiteren Ausfilhrungen hervorgehen,
dass diese Festsetzungen mit den voraufgeschickten nicht nur vertriig-
lich sind, sondern sich aus ihnen in naturgemiisser Weise ergeben.

Die zweifach unendlich vielen reellen Punkte, welche man, diesen
Festsetzungen zufolge, der Gesammtheit der reellen und imaginiren
Tangenten der Curve zuordnet, werden eine geschlossene Fliche bil-
den, welche die verschiedenen Theile der Ebene mit einer Anzahl von
Bliittern iiberdeckt, die jedesmal gleich ist der Anzahl der imaginiiren
Tangenten, welche man von einem Punkte des betreffenden Theiles
der Ebene an die Curve legen kann (und die also immer gerade ist).
Diese Fliche ist dann ein vollstindiges Bild der durch die Curce defi-
nirten algebraischen Function. Sie ist auf die gewdhnliche Rie-
mann’sche Fliche, wie man sie fiir diese Function construiren konnte,
im Allgemeinen eindeutig bezogen. Eine Ausnahwe tritt nur fir die-
jenigen Werthsysteme ein, welche den reellen, isolirten Doppeltangen-
ten und den reellen Wendetangenten der Curve entsprechen. Denn
wihrend dieselben auf der gewdhulichen Riemann’schen Fliche durch
je zwei Punkte vorgestellt werden (welche im Falle der Wendetan-
genten consecutiv sind), entsprechen ihnen bei unserer Fliche ganze
gerade Linien, die der Fliche, wie man findet, bez. als Doppel- und
Riickkehrkanten angehdren: die beiden Flichen sind also in der Art
auf einander bezogen, dass auf der einen eine Reihe von Fundamen-
talpunkten auftritt. TUm also von dem Zusammenhange unserer
Fliche auf den Zusammenhang der entsprechenden Rijemann 'schen
Fliche schliessen zu kinnen, wird man den Satz benthigen, der im
vorstehenden Aufsatze gegen Ende aufgestellt und bewiesen wurde.

Doch betrachten wir eine Reihe von Beispielen. Sei zunichst ein
Kegelschnitt gegeben, der als Ellipse vorausgesetet sein mag. Die
reellen Punkte, welche den imaginiren Tangenten der Ellipse ent-
sprechen, erfiillen das Innere der Ellipse doppelt, uusere Fliche hat
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also in diesem Falle die Gestalt eines elliptischen Doppelblaties, oder,
wenn man will, eines flachen Ellipsoids. Ein Ellipsoid ist aber eine
nullfach zusammenhingende Fliche*); deshalb giebt es beim Kegel:
schnitte kein lings der Curve erstrecktes iiberall endliches Integral.

Nehmen wir ferner eine Curve dritter Classe., -Aunch sie kann,
was fir die Anschauung bequem ist, als vollig im Endlichen gelegen
vorausgesetzt werden, und besteht dann entweder aus zwei geschlosse-
nen Zweigen oder nur aus einem, wie dies in den beistehenden, iibri-
gens nur schematischen Zeichnungen dargestellt ist.

V4

Betrachten wir zunfichst den ersten Fall. Sowohl von jedem
Punkte ausserhalb des Ovals als von jedem Punkte innerhalb des mit
drei Spitzen versehenen Curvenzugs kann man drei reelle Tangenten
an die Curve legen; die reellen Punkte, welche imaginiren Tangenten
der Curve entsprechen, erfiillen daher den Raum zwischen den beiden
Curvenziigen doppelt, unsere Flicke ist eine Art Ringfliche. Sie ist
also in der That zweifach zusammenhingend, wie es fiir eine Curve
mit dem Geschlechte 1 sein muss, oder umgekehrt, es liegt darin der
Beweis, dass die Curve dem Geschlechte 1 angehirt. Es ist leicht, die
Werthe, welche das eine auf die Curve beziigliche iiberall endliche In-
tegral fiir die einzelnen Punkte der Fliche annimmt, ihrer allgemeinen
Vertheilung nach anzugeben. Zu dem Zwecke sei es gestattet, von
Meridianen der Ringfiache und von Breifencurven derselben zu spre-
chen; die beiden Ziige, aus denen die Curve dritter Classe bestebt,
werden selbst zu den Breitencurven gehdren. Die beiden Perioden,
welche das auf die Curve beziigliche iiberall endliche Integral besitzt,
entstehen dadurch, dass man dem zwischen bestimmten Grenzen ge-

*) Wegen dieser Art der Zihlung vgl. den vorstehenden Aufsatz,
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fithrten Integrationswege beliebig Meridiancurven und Breitencurven
zufiigen kann. (Diese und die folgenden Behauptungen, welche sich
ans den bekannten Sitzen iber die Integrale anf Riemann’schen
Flichen ohne Weiteres ergeben, sollen hier ohne Beweis angefihrt
sein.) Die erstere dieser Perioden sei imaginir genommen, gleich i,
die zweite reell, gleich w. Als untere Grenze werde dasjenige Werth-
system gewihlt, welches durch die in der Zeichnung vertical gestellte
reelle Riickkehrtangente bezeichnet ist, und dem auf unserer Fliche
der obere von den drei reellen Riickkehrpuynkten entspricht. Das bis
zu irgend einem anderen Punkte hingeleitete Integral werde, unter
Trennung des reellen und imagindren Theiles, % - ¢v genannt, wo
also « nur bis auf Multipla von w, » bis auf Multipla von w’ bestimmt
ist. Dann hat man als Bedingung dafiir, dass drei Tangenten der
Curve dritter Classe, welche den Integralwerthen

v, Uiy, ug vy
entsprechen, sich in einem Punkte schneiden, die Relationen®):
wy - Uy + uy = 0 (mod. w )
2, 4 v, + v; =0 (mod. w’) .

In Folge dessen ergiebt sich eine Vertheilung der Werthe von
u 4 iv iiber unsere Fliche, wie sie auf der beigesetzten Zeichnung
veranschaulicht ist.

Lings des Zuges mit drei Spitzen sind die reellen Zahlen voun O
bis w in der Weise vertheilt, dass die drei Spitzen die Argumente 0,

¥ Vgl. Clebsch in Borchardt’s Journal t. 63, p. 105. Es sind dort nur
nicht, wie im Texte, der reelle und imaginire Theil getrennt, iberdies ist die
untere Grenze des Integrals beliebig gelassen.
Mathematische Annalen, VII, 26
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4w, 3w bekommen. Die Punkte einer Meridiancurve, welche durch
eine Tangente dieses Curvenzuges auf der Fliche bezeichnet ist, be-
sitzen alle dasselbe w, lings der Curve indert sich nur das v von (
anfangend bis w’. Fiir die Punkte des umschliessenden Ovals hat

gleichmissig den Werth % . An den drei Stellen etwa, die durch kleine

Kreise bezeichnet sind, befinden sich diejenigen Punkt, welche die 6
paarweise conjugirt imaginéiren Riickkehrtangenten der Curve repri-
sentiren; ihre Argumente sind beziiglich 0 4~ %, L+ ?gi 5

Fiir die Curven dritter Classe ohne Oval gestalten sich diese Ver-
hiltnisse im Allgemeinen #hnlich. Der ganze Raum ausserhalb des
mit drei Spitzen versehenen Curvenzuges wird bei ihnen doppelt von den
Punkten iiberdeckt, die imaginéiren Tangenten entsprechen. Die zuge-
hirige Fliche erstreckt sich also dhmlich ins Unendliche, wie ein ein-
schaliges Hyperboloid. Der Zusammenhang der Fliche ist nach wie
vor gleich 2 (vgl. den vorstehenden Aufsatz), die Curve hat das Ge-
schlecht 1.

Es ist nun besonders interessant, zu sehen, wie sich die zugehs-
rige Fliche modificirt, wie im Zusammenhange damit das Geschlecht
der algebraischen Function auf Null herabsinkt, wenn man der Curve
eine Doppeltangente oder Wendetangente ertheilt. Die Doppeltan-
gente kann isolirt oder mit reellen Berithrungspunkten vorausgesetzt
werden. Beidemal bildet die zugehdrige Curve einen Uebergang zwi-
schen den beiden vorstchend unterschiedenen Arten chne Doppeltan-
gente. Die Curve mit Wendetangente endlich stellt sich wieder als
Uebergangsform zwischen die beiden Curven mit Doppeltangente.

Um nimlich zuniichst eine Curve mit isolirter Doppeltangente zu
erhalten, kann man das Oval der ersten Figur nach allen Richtungen

gleichmiissig unbegrenzt wachsen lassen. Dann geht es schliesslich,
indem es zur isolirten Doppeltangente wird, in die doppelt zihlende
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unendlich ferne Gerade tiber; setzt man den Aenderungsprocess noch
weiter fort, so wird es imaginir und man hat die allgemeine Curve
ohne Oval. Doch besser lassen sich diese Verhiltnisse iibersehen,
wenn man die betreffenden Figuren so durch eine Collineation um-
gestaltet, dass die fragliche Doppeltangente ins Endliche fillf. Die
Curven haben dann die in der Zeichnung dargestellte Gestalt; die
von der zugehbrigen Fliche iiberdeckten Particen der Ebene sind
schraffirt.

Im Falle I1 hat die Fliche eine Doppelgerade bekommen (oder
richtiger eine Selbstberiihrungsgerade), sie ist nach wie vor zweifach
zusammenhiingend. Aber die zugehtrige Riemann’sche Fliche ist
nur” noch nullfach zusammenhingend. Denn sie trigt zwel Funda-
mentalpunkte, denen diese Doppelgerade entspricht, und also ist ihr
Zusammenhang, nach den Auseinandersetzungen des vorstehenden Auf-
satzes, um Zwei kleiner als der Zusammenhang der von uns construir-
ten Fliche.

Doch nehmen wir die Doppeltangente nicht isolirt. Danp kapn
sich der Uebergang in der folgenden Weise gestalten, die ans den
nebenstehenden Figuren wohl verstindlich ist:

Dabei ist es nun vollig deutlich, dass die in Figur I und III zwei-
fach zusammenhingende Fliche im Falle II nullfach zusammenhingend
geworden ist.

Den Fall der Carve dritter Classe mit Wendetangente endlich mag
man in der Art als Zwischenfall zwischen den zweierlei Curven mit
Doppeltangente betrachten, wie die Zeichnung auf der folgenden Seile
veranschaulicht. :

Es mag dadurch insbesondere deutlich werden, warum man eine
Wendetangente als Riickkehrtangente unserer Fliche aufzufassen hat.
Denn sie entsteht in Figur II aus der Doppelkante von Figur . Es
wiirde in gewissem Sinne consequenter sein, die Doppeltangente in
Figur III als isolirte Curve unserer Fliche beizubehalten, statt sie durch
ihre beiden Beriihrungspunkte zu ersetzen; man miisste dann nar die

36%
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Festsetzung hinzufiigen, dass eine solche isolirte Curve fiir den Zusam-
menhang der Riemann’schen Fliche nicht in Betracht kommt, wo-
durch das Resultat dasselbe bleibt. -

Von Curven wierter Classe will ich nur einige Beispiele angeben,
welche sich der Anschauung besonders leicht darbieten. Eine solche
Curve werde zuniichst als in zwei Kegelschnitte zerfallen vorausge-

4

setzt; man nehme fiir diese Kegelschnitte zwei Ellipsen mit vier g
meinsamen Punkten. Die auf sie beziigliche Fliche besteht dann aus
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zwei Ellipsoiden, welche sich zum Theil iberlagern, aber keinen Punkt
mit einander gemein haben, womit eben dem Umstande, dass man es
mit einer reducibeln Curve vierter Classe zu thun hat, Ausdruck ge-
geben wird und geradezu diese Reducibilitit bewiesen ist. Man con-
struire nun die vier gemeinsamen Tangenten der beiden Ellipsen und
und wende auf dieselben (auf eine oder mehrere) den soeben bei den
Curven dritfer Classe bereits gebrauchten Auflésungsprocess an. Ich
will hier nur diejenigen Zeichnungen hinsetzen, welche man erhilt,
wenn man die im Endlichen gelegenen Theile der bez. gemeinsamen
Tangenten in reelle Curvenzweige spaltet. Die beigesetzten Zahlen
beziehen sich auf die Zahl der Blitter, mit der die Fliche die ver-
schiedenen Theile der Ebene uberdeckt die nicht bezeichneten Theile
der Ebene sind nullfach iiberdeckt, insbesondere also die kleinen, mit
zwei Spitzen versehenen Dreiecke im Innern der bez, Zeichnunaen

Die so hergestellten Flichen sind in der That bez. 0-, 2-, 4-, 6-
fach zusammenhandend wie sie es sein miissen, da sie smh auf Cur-
ven vierter Classe mit 3, 2, 1, O Doppeltangenten heziehen, die also

=0, 1, 2, 3 ergeben.

Die bisher betrachteten Flichen zeichren sich durch ihre grosse
Uebersichtlichkeit, durch das Fehlen jeder Verzweigung aus. Kine
solche wird aber im Allgemeinen vorhanden sein, und ich darf mit
Bezug hierauf als ein Belsplel das Folgende anfuhren Es sei eine
Curve dritter Ordnung mit isolirtem Doppelpunkte gegeben; als Clas-
sencurve aufgefasst ist sie vom vierten Grade und dadurch singulir,

_"\o / \ /
i . \\

dass sie drei reelle Wendetangenten besitzt, Eine solche Curve werde
in der Art gezeichnet, dass ihre Wendetangenten zugleich ihre Asympto-
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ten sind, wo dann der isolirte Punkt in dem Innern des von den drej.
Asymptoten gebildeten Dreiecks liegen wird.

Es sind der Figur bereits die Zahlen zugesetzt, welche angeben,
wie viele imaginire Tangenten von den Punkten der verschiedenen
Theile der Ebene an die Curve gehen. Das Innere des Asymptoten-
dreiecks wird, wie man sieht, viermal von der Fliche iiberdeckt, wih-
rend es die angrenzenden Partieen der Ebene snur zweimal oder null-
mal sind. Dies wird moglich, indem man der Fliche eine von dem
isolirten Doppelpunkte ausgehende Verzweigung ertheilt, wie sie etwa,
in symmetrischer Weise, durch die beigesetzte Zeichnung veranschau-
licht ist.

T \\\\\\\\§//////

N A\

Erlangen, im Februar 1874.



Ueber Normalen an algebraische Flachen,

Von Rep. Stury in DarmstapT.

In meinem Aufsatze Bd. VI S. 241 dieser Annalen habe ich die
Wahrscheinlichkeit des Satzes ausgesprochen, dass die Zahl der Nor-
malen aus einem Punkte an eine Fliiche stets gleick der Summe n-r--m
ist, wenn n die Ordnung, v der Rang (Grad des Tangenten-Complezes)
und m die Classe der Fliche ist*). Ich will in Folgendem einen Be-
weis dieses Satzes mittheilen und dann noch einige andere Unter-
suchungen ankniipfen, unter anderm Ordnung und Classe der Fliche
der Kritmmungscentren angeben. .

1. Nennen wir ! die fragliche Zahl, so ist ersichtlich der Grad »’
derjenigen geradlinigen Fliche N, welche von den einer beliebigen
Geraden g begegnenden Normalen der Fliche F = (n, r, m) erzeugt
wird, gleich I + », denn in einer Ebeune liegen im Allgemeinen r Nox-
malen von F und die Gerade g ist eine l-fache Leitgerade von N.

Die Torse, welche der F' lings eines ebenen Schnitts € umschrie-
ben ist, ist bekanntlich vt Classe, folglich die Polarcurve ihres un-
endlich fernen Schnitts in Bezug auf C2 von der Ordnung r; dieselbe
ist eindeutig auf C bezogen, demnach erzeugen die Verbindungsgera-
den entsprechender Punkte, d. h. die Flichennormalen lings C' nach
Chasles (C. R. Bd. 62) eine Fliche (Normalie) vom Grade n + 7;
da also % - » von diesen Normalen von der Geraden g getroffen wer-
den, so ist die Curve B der Fusspunkte derjenigen Normalen wvon F,
welche g treffen, von der Ordnung v = n + v, indem auf jedem ebenen
Schnitte von F v Fusspunkte liegen. B begegnet der g in den »
Punkten S = (F, g) und jede Ebene durch g enthilt ausserdem r Fuss-
punkte, weil so viele Normalen.

%) Ich habe nachtriglich bemerkt, dass schon Salmon im Jahre 1847 {Cam-
bridge and Dublin Math, Journ. Bd. III, 8. 47) diesen Satz gefunden, jedoch nur
fiir den Fall, dass der Punkt unendlich fern ist, bewiesen und auf die endlichen
Punkte tbertragen hat (vgl. Nr. 2.).
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Der Kegel, der der Fliche F' aus einem beliebigen Punkte um-
schrieben ist, ist m'er Classe, seine Beriihrungscurve »'* Ordnung, mit-
hin die Fliche der Normalen von F lings dieser Curve vom Grade
r -+ m, woraus wiederum hervorgeht, dass die Torse T' der Tangenten-
cbenen von F, deren Normalen die g treffen und welche also in den
Punkten von B berithren, von der Classe y, = r -+ m ist. Daher ist
die Polarcurve ihres unendlich fernen Schnitts in Bezug auf> €2, welche
eindeutig auf B bezogen ist, von der Ordnung 7 -+ m; und die Ver-
bindungsgeraden entsprechender Punkte, also die Normalen, welche ¢
treflfen, erzeugen eine Fliche N vom Grade w = n -+ v 4+ r 4+ m
= + 2 r - m; da diese Grosse andererseits gleich [ - » ist, so er-
giebt sich

. =n-+r-4+m,
wie zu beweisen war.

2. Durch den unendlich fernen Punkt von g — sowie iiberhaupt
durch jeden unendlich fernen Punkt — gehen m endliche Normalen,
welche den auf ¢ senkrechten Berithrungsebenen zugehren, und 2 -+ »
in E, gelegene, niimlich die von jenem Punkte an die unendlich ferne
Curve C, von F gehenden; denn alle (in F, gelegenen) Normalen
dieser Curve sind, wie bekannt Flichennormalen.

Der Schnitt von N mit E besteht aus diesen # - 7 Normalen
und der oben genannten Polarcurve der unendlich fernen Curve der
Torse 7.

3. Die Anzakl I der Normalen von F, welche zwei Gerade tref-
fen, ist W' =n -+ 21 +}- m; mithin begegnen sich die zwei Geraden
zugehorigen Curven B in # -+ 2+ - m Punkten. Schneiden sich die
beiden Geraden, so sind % -+ 7 - m von diesen Punkten die Fuss-
punkte der aus dem Schnittpunkte gefillten Normalen, die » ibrigen
gehdren den » Normalen in der Ebene der beiden Geraden an.

4. Suchen wir die Classe ¢ der Curve B, d.i. die Ordnung ihrer
Tangentenfliche. Bei den Flichen 2. Ordnung kann B nur 4. Ord-
nung 8. Classe sein, da sie sich offenbar gegen beide Schaaren gleich-
artig verhalten muss und ein Doppel- oder Cuspidalpunkt nicht mog-
lich ist.

Es sei a die Zakl der Osculanten (Wendetangenten) von F, welche
in einer beliebigen Ebene liegen, 6 dagegen die der Osculanten, welche durch
einen beliebigen Punlt gehen (beide Zahlen bekanntlich dualistisch zu
einander). Die Ordnung der Torse, welche der Fliche F lings eines
ebenen Schnitts C uwmschrieben ist, ist % 4~ «, denn der Schnitt dieser
Torse mit der Ebene von O besteht aus ¢ und deren « Osculanten.

Das dualistische Resultat hiervon ist: Die Classe der Beriihrungs-
curve des der Fliche aus einem Punkte O umschriebenen Kegels ist
m -1 6; von den Tangenten dieser Curve, welche z. B. einer durch O
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gehenden Geraden begegnen, liegen # in den durch diese Gerade an
die Fliche gefiihrten Beriihrungsebenen, die iibrigen sind die 6 Oscu-
lanten, welche von O ausgehen. Bemerken wir weiter: jede Tangente der
Curve C und die durch ihren Beriihrungspunkt gehende Erzeugende
der lings C umschriebenen Torse sind conjugirte Tangenten, und ebenso
jede Tangente, die durch O geht, unud die Tangente der Beriihrungs-
curve des aus O der Fliche umschriebenen Kegels in dem Berithrungs-
punkte jener sind conjugirte Tangenten.

Dreht man nun eine Ebene um eine Gerade g und construirt lings
jeden Schuittes mit F' die umschriebeye Torse, so lautet die Frage:
swie viele dieser Torsen gehen durch einen Punkt O?% mit andern
Worten: ,wie viele Tangenten von ¥ gehen durch O, deren conjugirte
die Gerade g treflen?+ oder ,welches ist die Classe der Beriihrungs-
curve des aus O umschriebenen Kegels? “.

Man sieht also, dass # -+ ¢ der genannten Torsen durch einen
Punkt gehen.

5. Sei nun g die Leitgerade unserer Normalenfliche N; I, die allen
zu g normalen Ebenen gemeinsame Gerade, T, ein Punkt derselben;
7 die Ebene durch g, welche auf der Richtung nach P, normal ist.
Die lings des Schnitts derselben der Fliche umschriebene Torse trifft
I, in # 4+ « Punkten P,; umgekehrt durch jeden Punkt P, auf I,
gehen m - 6 der den Ebenen durch g zugehdrigen Torsen; also giebt
jeder P, m -+ ¢ Punkte P,. Die Zahl der Coincidenzen ist demnach
#-~m -+ « 4+ 6. Durch jeden dieser Punkte gehen zwei unendlich
nahe Beriihrangsebenen von F, deren Beriihrungspunkte sich auf der-
jenigen Ebene z befinden, welche zur Richtung nach dem Coincidenz-
puukte normal ist, d. h. durch ¢ gehen » - m -}- « 4 ¢ Ebeneu, welche
zwei unendlich nahe Normalen enthalten.

Da nun die Fliiche der Kriimmungscentren von F bekanntlich von
allen den Ebenen eingehiillt wird, in denen zwei von den r Flichen-
normalen unendlich nahe sind, so hat sich das Resultat ergeben:

Di¢ Fliche der Kriimmungscentren con I ist von der Classe
m =n-t+m-t+a+o.

6. Die Ebenen durch g mit zwei unendlich nahen Normalen lie-,
fern weiter ebenso viele Tangenten der Curve B, welche die Gerade ¢
treffen; dazu kommen noch die 2# Tangenten von B, welche von den
n Punkten S herrithren; daraus folgt, dass die Clusse ¢ der Curce B
gleich 3n + m -+ @ + 6 ist. Wir erkennen ferner, dass wir in den
durch g gehenden Ebenen mit zwei unendlich nahen Normalen zugleich
diejenigen Torsallinien von N erhalten, deren Spitzen*) nicht auf g
liegen; es sind deren also g =n 4 m 4 a 4 0.

) Hinsichtlich dieser Benennungen sehe man meinen am Anfang genannten
Aufsatz Nr. 20,
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Weil ferner die Fliche V und die Curve B eindeutig auf einander
bezogen sind, so besteht, wenn " der Ramg von N ist, folgende Relation:

2 — 1) —r¥=2w—1)—op,

¥ =2 —~v)+o=38n+2r+3m-+a-+to.
Mithin besitzt die Fliche N ausser der I-fachen Leitgeraden ¢ noch
eine Doppelcurve D von der Ordnung

d="12 @u+3r+2m)—3 n+7r+m)— 4§ («+o).

Auf ihr liegen die Spitzen der oben erwihnten g Torsallinien; jede
Ebene durch ¢ trifft sie in den § 7 (# — 1) Schnittpunkten ihrer »
Normalen; folglich begegnet D der Geraden ¢ in

dmr (o brbm) — § Gnt 27 4 3m) — 4 (e + o)
Punkten. In diesen Punkten von g begegnen sich zwei endlich ver-
schiedene Normalen, deren Ebene durch g geht, wilhrend sonst von

den 1 (I — 1) Ebenen, welche durch je zwel der I von einem Punkte
auf g ausgehenden Normalen gebildet werden, keine durch g geht.

also

7. An der eben citirten Stelle meines Aufsatzes habe ich gezeigt,
dass die Gesammtzahl der Torsallinien einer Regelfliche von “dem
Grade »" und dem Range »* gleich 2 (+" — #’) ist. Mithin hat die
Fliche N im Ganzen 4 (n + m) + 2 (« + ¢) Torsallinien, folglich
bleiben nach Abzug der ¢ oben erhaltenen noch tibrig 3(n-+m) 4+ « + ¢
Torsallinieu, welche ihre Spitze auf ¢ — also in deren Cuspidalpunk-
ten — haben. Dies sind Normalen der Fliche, welche von einer un-
endlich nahen und zwar auf g getroffen werden, ohne dass die Ebene
beider durch g geht.

Diese Begegnungspunkte sind aber ersichtlich die auf g gelegenen
Punkte der Fliche der Kriimmungscentren; mithin ist die Ordnung w"
der Fliche der Kriimmungscentren gleich 3 (n + m) + « - 6%).

Nach einer brieflichen Bemerkung des Herrn Schubert ist also
7 =3B n 4 «) + 3 m -+ 6) gleich der Summe der Ordnungen der
Evoluten zweier ebenen Schnitte, welche beziehlich in die gegebene
Fliche und in deren Reciprocalfliche gemacht sind.

Die Flache der Kriimmungscentren ist die Brennfliche des Systems
der Normalen, welches von der Ordnung % - » -~ m und der Classe
r ist; folglich muss**)

*) Durch Abzihlung im Unendlichen hat, wie ich neuerdings (April 1874) ge-
sehen habe, Herr Samuel Roberts dies Resultat schon im vorigen Jahre gefun-
den Proceedings of the London Mathematical Society, 13. Mirz 1873).

**) Klein, in 8. Lie’s Aufsatz Gottinger Nachr, 1870, Nr. 4.
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n—m =2+ r 4+ m—r
=2+ m)
sein, wie auch auf der Stelle ersichtlich ist.

8. Es sei g’ irgend eine andere Gerade; durch jeden Punkt von
g gehen n -4 r - m Normalen; ihre Fusspunkte erzeugen mit ¢’ ebenso
viele Ebenen; die Normalie lings des Schnitts jeder dieser Ebenen ist
(n + 7) Grades und trifft g noch mit # 4 » — 1 Normalen.

Also jedem Punkte auf g entsprechen so (w4 r-4m) (n+r—1)
andere Punkte und umgekehrt; von den 2 (n -+ r -+ m) (n +r — 1) Co-
incidenzpunkten sind die einen — der Zahl nach v — so beschaffen,
dass von jedem zwei endlich verschiedene Normalen ausgehen, deren
Fusspunkts-Verbindungsgerade die ¢" trifft, und diese Punkte sind dop-
pelt zu rechnen, weil bei jedem derselben zwel von den n - r + m
Eberen und damit zwei von den n - 7 4 m entsprechenden Gruppen
von je # -+ r — 1 Punkten identisch sind, also jeder dieser Punkte
sich gleich mit zwei seiner entsprechenden Punkte vereinigt hat; die
andern sind solche Punkte, von deren Normalen eine und die unend-
lich nahe vom Nachbarpunkte auf ¢ so beschaffen sind, dass ihre Fuss-
punkts- Verbindungsgerade, also eine Tangeute von B, die Gerade g’
trifit. Die Zahl der letsteren ist demmnach ¢, Folglich ist

2o+ o=2m+r+m@t+r—1),
demnach

ve=m+r+mmt+r)—+OBn+ 20+ 3m) —} ¢+ o).
Fillt man also aus jedem Punkte von g die I Normalen an F, verbin-
det deren Fusspunkte unter einander, so erhilt man durch diese Ver-
bindungsgeraden eine Fliche vom Grade v. Die Curve B ist auf der-
selben offenbar (i -4 r 4+ m — 1)-fach; folglich wird die Fliche von
der Geraden g ausserhalb der » Punkte -S noch in v—n(n+r+m—1)
Punkten getroffen; das sind die d Begegnungspunkte der Doppelcurve
D von N mit g.

Da die Formeln fir I, #’, ', m”, u", d, & in Bezug auf % und m
einerseits und « und o andererseits symmetrisch sind, so haben diese
Grissen fiir zwei polare Flichen denselben Werth.

9. Die in den meisten Formeln auftretende Summe a - ¢ lisst
sich nicht als lineare Function vou %, 7, m darstellen. Bei den all-
gemeinen Flichen st Ordnung ist « 4+ 6 = m 4 27 — 3u; dies
stimmt aber, wie ich mich bei mehreren friiher yon mir untersuchten
Flichen mit Doppelourven®) iiberzeugt habe, bei denselben nicht,
vielmehr ist, wie sich bis_jetzt empirisch gezeigt hat, die rechte Seite
Kleiner als die linke und zwar um die doppelte Zahl der auf der Dop-

*) Math. Ann. Bd IV, S. 249. -



572 R. Srurwm,

pelcurve befindlichen Cuspidalpunkte. Auch ist die Ungleichheit a
priori ersichtlich, da die Summe « 4 6 durch polare Transformation
in sich selber tibergeht, wihrend dies bei m 4 27 — 3 n ja uicht der
Fall ist. Also muss jene Summe in den Formeln bleiben.

Fiir eine allgemeine Fliche we Ordnung verwandeln sich die
Formeln, weil r =nm —1), m=n{n—1?, «=3n{Hm—2),
6=nm—1)(n—2),als0 «a +6=nm42)(n—2)=n(n—4)
ist, in folgende:

l=n(m —n+1), veu? g=n"n—1), #=h=n

o=2mn—1), ¥=4n*n—1), m' =2nn*—n-—1),

d=1nQ@nt—3n—20*+20+ 1), d=n*(®*—2n*41),
W=2nn—10Cu+1), v=nm—1)n—n4 1%,

Die Formeln fiir 7, %', #', m”, d, &, n” gelten wegen ihrer Sym-
metrie mit Vertauschung von » in m fiir eine allgemeine Fléiche m®r
Classe, weil ebenso r=m(m —1), n=m(m —1)*, e=m(m—1)(m—2),
6=3m (m—2) ist.

Bei ciner windschiefen Regelfliche ist m = n, 6 = «, also
l=2n+47r*), ve=p=n-+r, #'==h=20n+r), 0=202n+a),
rF=20B8n+r+a), m=2n+a), n"=20E8n4+«).

10. Der Schnitt der Fliche der Kriimmungseentren (n”'er Ord-
nung) durch E,***) besteht aus 3 Theilen. Der eine ist, weil alle
Normalen von C, Fliichennormalen sind, die Evolute dieser Curve
(me Ordnung, 7 Classe), welche bekanntlich von der Classe n 47
und der Ordnung 3 # - « ist; dieselbe enthilt die auf diesen unend-
lich fernen Normalen befindlichen Kriimmungscentra, insofern C,, deren

¥) Der Werth fiir I findet sich zuerst angegeben von Terquem Journ. v.
Liouville sér. I, t. V, p, 175; geometrische Beweise haben noch gegeben F. Au-
gust, Journ. f. Math. Bd. 68, S. 245, und Mannheim, Comptes rendus 1870,
erste Hilfte, p. 1025; F. August hat auch den Werth von » ermittelt und zu-
gleich gefunden, dass (bei einer allgemeinen Fliche) die Curve B die Grundcurve
eines Biischels von Flichen nter Ordnung ist; Mannheim hat noch den Werth
fiir »' oder k hinzugefiigt und Darboux, Comptes rendus 1870 erste Hilfte p. 1328,
die Werthe fur g, m”, n”; die zwei letzteren sind gleichzeitig von dem der Wissen-
schaft als Opfer des Krieges so frih entrissenen L. Marcks gefunden: Math Ann.
Bd. V, S. 29. Mit der Darboux'schen Note, von welcher ich erst nach Voll-
endung meiner Untersuchungen Kenntniss erhielt, werden sich in meinem Aaf-
satze mancherlei iibereinstimmende Schlisse finden; immerhin aber hoffe ich,
anch ausser der wesentlichen Verallgemeinerung, doch einiges Neue zu bieten.

##) Vgl. meinen Aufsatz, Math. Annalen Bd. VI, S. 254.

=%} Vgl Marcks a. a. O., wo die Untersuchung fiir den Fall der allgemei-
nen Flichen nt* Ordnung mit zum Theil ihnlichen Schlissen gemacht wird, nur
dass dort aus der Ordnung des unendlichfernen Schnitts erst auf die der Flache ge-
schlossen wird, in ihnlicher Weise wie es bei Salmon in Bezug auf die Zabl 1
geschieht. .
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Hauptnormalschnitt ist. Der zweite Theil wird von den zweiten Kriim.
mungscentren derselben Normalen gebildet, welche zu den endlichen
Hauptnormalschnitten der Punkte von C, gehdren.

Die Ordnung dieser Curve kann auf folgende Weise ermittelt wer-
den: man denke sich einen von dem unendlich fernep Schnitt unend-
lich wenig verschiedenen ebenen Schnitt; von demselben kann ange-
nommen werden, dass er anf den zweiten Kriimmungslinien, welche
durch die Punkte von C, gehen, je die unendlich nahen Punkte ent-
balt. Die Normalie lings desselben ist vom Grade # 4 r; n Erzeu-
gende von ihr liegen in E,, welche ihre Fusspunkte in den beiden
Schnitten gemeinsamen Punkten haben; der iibrige Schnitt dieser Nor-
malie mit F,, eine Curve #** Ordnung, ist der gesuchte zweite Theil.
Diese Curve rter Ordnung ist tbrigens der Curve (. in Bezug auf
C: polar. Der dritte Theil endlich enthilt die unendlich fernen Krtim-
mungscentren der Punkte der parabolischen Curve; es ist leicht ein-
zusehen, dass diese dritte Curve die Polarcurve {in Bezug auf C2) des
unendlich fernen Schnitts der Torse der stationiren Beriihrungsebenen
(spinode torse) ist, welche ja lings der parabolischen (Wende-) Curve
berithrt. Ist also die Classe dieser Torse ¢, so ist dies die Ordnung der
dritten Curve; es ist bekanut, dass ¢t =3 (m — 7) + 6. Damit nun
die Ordnung #” =3 w4+ m) + « + o der Fliche der Kriimmungs-
centren gleich der Summe der Ordnungen 3% ~-«, » und 3 (m — )+ 0
sel, muss die mittelste Curve dreifach gezihlt werden; sie ist mithin
Riickkehrcurve®) und zeigt sich so die Cuspidalitiit, die bekanntlich im-
mer bei Normalenproblemen im Unendlichen auftritt. Interessant ist,
wie die beiden Summanden von « -+ ¢ sich hier bez. auf den ersten
und dritten Bestandtheil vertheilen.

11. Die Gerade g, welche wir als Leitgerade fiir Norinalen von
F aufyefasst haben, sei nun selbst eine Normale. Ein ebener Schnitt,
der nicht durch den Fusspunkt von g geht, zeigt, dass die Fusspunkts-
curve B der die ¢ treffenden Normalen nach wie vor (n + 7) Ord-
nung ist; geht aber der ebene Schnitt durch den Fusspunkt P von g,
so gehort g zur Normalie dieses Schnittes, welche (n + r)** Grades
ist, und wird, wie bekannt, von # -4 v — 2 andern Erzeugenden der-
selben getroffen. Dies beweist, dass ein solcher ebener Schnitt der
Curve B ausserhalb P nur (# 4 » — 2)-mal begegnet, dass also P ein
Doppelpuntt auf B ist, und die Normale g von zwei unendlich nahen
Normalen getroffen wird. In gleicher Weise lisst sich zeigen, dass die

# Vgl. Steiner, Journ. £ Math. Bd. 49, 8. 349 u. 340. Auf ahnliche Weise
wie oben konnen auch die Riickkehrkegelschnitte der Fliche der Krammungs-
centren einer F? in den Hauptdiametralebenen ermittelt werden, welche Clebsch,
Journ. £, Math. Bd. 62, 8. 64 ff., gefunden hat,
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lings B umschriebene Torse T noch (r + m)*r Classe ist, die Berih-
rungsebene 7 von F' in P zur doppelten Beriihrungsebene hat. Die
Polarcurve (in Bezug auf C2) des unendlich fernen Schnitts von 7,
welche also einen Doppelpunkt hat, ist wie oben eindeutig auf die
Curve B bezogen und zwar so, dass sich die beiden Doppelpunkte
entsprechen. Das Erzeugniss N der sich auf die Normale g stiitzenden
andern Normalen ist also, wie cben, vom Grade n - 27 - m; g aber
ist nun sowohl Leitgerade als auch Erzeugende, und unendlich nahe an
ihr sind zwei andere Erzeugende, so dass N lings g von zwei Ebenen
Htorsal® beriikrt wird. In jedem Punkte von g wird N von n-+r-+m-1
Beriihrungsebenen beriihrt, von denen zwei die beiden ,torsalen® sind,
die andern von den n -+ +m — 1 Erzeugenden herriithren, die durch
den Punkt gehen.  Mithin liegt g auf N (-4 m - 1)-fach: als
Leitgerade (% -+ » 4 m — 1)-fach, als Erzeugende doppelt; in jeder
Ebene durch ’g liegen r — 1 Erzeugende. Bei F? ist also N vom
8. Grade und ¢ auf ihr T-fach, was freilich von der Angabe des Herrn
Geiser abweicht™®).

Dass die beiden Richtungen, in denen die Fusspunkte der Nach-
barnormalen liegen, welche g schneiden, also die Tangenten der durch
P gehenden Kriimmungslinien, zu einander normal sind, ist leicht in
folgender Weise zu ersehen: Sei P, einer dieser Fusspunkte, g, seine
Normale, so steht die Ebene (g, g,) auf der Schnittlinie der beiden
Beruhruncrsebenen 7 und 7, in P und P, senkrecht mithin auf der con-
jugirten Tangente von PP“ also die Tancrente einer Kriimmungslinie
steht stets auf ihrer conjugirten senkrecht. Da es nun durch Jeden
Punkt zwei Kriimmungslinien und im Allgemeinen in der Involution
der conjugirten Tangenten nur ein Paar zu einander rechtwinkliger
conjugirten giebt, so erhellt, dass die Kritmmungslinien-Tangenten diese
zu emander vechtwinkligen conjugirten Tangenten sind. Umgekehrt ist
leicht darzuthun, dass, wenn PP, und PP, die beiden rechtwinkligen
conjuﬂ*irten Tangenten in P sind, dann die Normale in P von denen
in P, und P, getroffen werden muss**),

*) Sulle normali all’ ellissoide, Annali di Matematica Ser. II, t. I, p. 327.

#*) Ueberhaupt scheint diese Definition der Kréimmungslinien, dass jede ihrer
Tangenten zu ihrer conjugirten senkrecht ist, diejenige zu sein, von der aus wohl
am besten auf rein geometrischem Wege dieses Gebiet zu bearbeiten ist. Aus
ihr ergeben sich z. B. die bekannten Sitze, dass zwei auf einander folgende Be-
" rihrungsebenen einer der Fliche lings einer Kriimmungslinie umschriebenen
Torse gegen die zugehorige Osculationsebene der Kriimmungslinie gleiche Neigung
haben (also wenn die Kriimmungslinie eben ist, alle Ebenen der Torse gegen die
Ebene der Kriimmungslinie, Joachimsthal’s Sats), ferner dass, wenn eine Linie
fiir zwei Flichen Krummunorshme ist, dieselben sich in ihr unter constantex Winkel
durchschneiden, und dessen Uml\ehruno-ssatz auf rein geometrischem Wecre in
sehr einfacher Weise,
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Die Erzeugenden der. Torse T, in denen sie von 7 beriihrt wird,
sind in Folge dessen, weil sie zu den Tangenten von B im Doppel-
punkte, also den Kriimmungslinien-Tangenten conjugirt sind, mit ihnen
identisch.

12. Ein Nabel- oder Kreispunkt ist ein Punkt, bei welchem die
Tnvolution der conjugirten Tangenten aus lauter Paaren zu einander
rechtwinkliger Strahlen besteht. Die (imagindren) Osculanten — auf
F? die durch den Punkt gehenden Geraden — begegnen also C2, und
die Normale des Nabelpunktes wird von allen Nachbarnormalen ge-
troffen. Sei g nun eme solche Nabelpupkis-Normale; die Curve B der
Fusspunkte der sie treffenden (im Allgemeinen endlich von ihr ver-
schiedenen) Normalen ist noch von der Ordnung » - #; jeder ebene
Schnitt, der durch den Nabelpunkt P gelegt ist, zeigt, dass B mitThm
ausserhalb P nur % +  — 3 Punkte gemein hat; denn die Normale
von P ist auf der Normalie dieses Schnittes, wie er auch sonst gelegt
sei, Torsallinie, trifft demnach nur » 4+ » — 3 endlich entfernte Er-
zeugenden der Normalie. Also ist der Nabelpunkt auf der Curve B,
die seiner Normale zugehort, ein dreifacher Punkt, d. L. drei Riclitungen
gehen von thm aus, in denen auch nock die zweite Normale der des
Kreispunkies begegnet™).

Die lings B umschriebene Torse 7' hat ebenfalls noch die Classe
r + m; die Berithrungsebene des Nabelpunktes beriihrt sie dreifach.
Die Fliche N der (im Allgemeinen endlich von g verscliedenen) Nor-
maten, welche die Normale g des Kreispunktes treffen, hat, wie im all-
gemeinen Falle, den Grad n+2r-1m; sie hat die g sur (n-r+m—1)-
fachen Leitgeraden, weil von jedem ihrer Punkte # 4+ m —1 Nor-
malen ausgehen, was auch so viele Berithrungsebenen giebt; ausserdem
ist ¢ noch dreifache Erzeugende von N, und dem entsprechen 3 FEbe-
nen, welche — von ¢ mit den 3 oben genannten unendlich nahen Nor-
malen gebildet — lings g, also torsal beriilren; in jeder Ebene durch
¢ liegen — ausser g und der unendlich nahen — noch # — 2 Norma-
len, woraus sich ebenfalls die (n 4 7 4 m - 2)-fachheit der g auf N
ergiebt.

13. Bei den Flichen 2. Grades gestaltet sich dies durch Degene-
rationen folgendermassen: Es ist von vornherein ersichtlich, dass, weil
die Osculanten eines Nabelpunktes stets imaginir sein miissen, nur bei
den Flichen mit imaginéiren (punktirten) Geraden reelle Nabelpunkte
vorhanden sind; Nabelpunkte sind iiberhaupt bei einer Fliche 2. Gra-
des die Berithrungspunkte der 12 Tangentialebenen, welche durch die
6 Seiten des durch CZ und C,, die unendlich ferne Curve von F“,

#) Salmon-Fiedler, Anal. Geom. des Raumes (erste Aufl.;, 11, S. 46.
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constituirten Vierecks an F? gehen; von diesen 6 Seiten sind nur zwei
Gegenseiten reell, und da dieselben F'? jedenfalls in imaginiren Punk-
ten treffen, so sind die 4 von ihnen ausgehenden Beriihrungsebenen
nur bei den Flichen mit imaginidren Geraden reell. Die 4 durch zwei
Gegenseiten gehenden Tangentialebenen gehen stets durch den unend-
lich fernen Punkt einer Axe der Fliche, also liegen die 4 ihnen ent-
stammenden Nabelpunkte auf derselben Haupt(diametral)ebene; folglich
gilt dies auch fiir die vier reellen Nabelpunkte einer ¥liche mit ima-
giniiren Geraden.

Da ein Nabelpunkt (P) stets auf einer Hauptebene liegt, so fallt seine
Normale (g) in diese Ebene; die Normalen des Hauptechnitts sind nun
simmtlich Flichennormalen; also lost sich von der einer Nabelpunkts-
Normale zugehorigen Curve B (4. Ordoung) der ganze Hauptschnits,
von der zugehdrigen Torse 7' (4. Classe) der lings desselben umschrie-
bene Cylinder und von der Normalenfliche N (8. Grades) die Evolute
des Hauptschnitts (als ebene Curve 4. Classe, als Linienfiiche 4. Gra-
des) ab. Der iibrig bleibende Theil von I bez. von 7' besteht aus den
beiden durch den Nabelpunkt gehenden Flichengeraden ¢” und 7', bez.
deren Ebenenbiischeln; denn weil diese Geraden die C2 treffen und
die Verbindungslinie dieser Begegnungspunkte G/ und L., also die
unendlich ferne Gerade der Beriihrungsebene des Nabelpunkts, dem
unendlich fernen Punkte G, der Normale g in Bezug auf C% polar
ist, also G, G, und G, L, den C2 tangiren, so fallen die Normalen
sémmtlicher Punkte von g’ bez. I” in die Ebene (g, ¢'), bez. (g, I'),
treffen also g und umbhiillen in jeder dieser Ebenen eine die g beriih-
rende (stets imaginiire) Parabel, in welehe demnach das Paraboloid, das
sonst von den Normalen lings einer Geraden der Fliche erzeugt wird,
ausgeartet ist. Diese Parabel wird auch von g’ bez. I’ tangirt, also
sind 24 Geraden der Fliche Normalen, nimlich die durch die Nabel-
punkte gehenden; die zugehdrige Tangentialebene ‘ist die durch die
Gerade und die Normale des Nabelpunkts bestimmte. Die beiden
Parabeln vervollstindigen die Evolute zur vollen Fliche 8. Grades;
die Normale ¢, die Evolute und beide Parabeln beriihrend, zeigt sich
als dreifache Brzeugende; der dreifache Punkt auf B und die drei-
fache Berithrungsebene von 7' kommt dadurch zu Stande, dass P und
seine Beriihrungsebene z zu jedem der drei Bestandtheile von B bez.
T gehort. In jeder Ebene durch ¢ liegt im Allgemeinen ausser g und
der unendlich nahen keine Normale mehr, weil » — 2 hier gleich 0
ist; die 6 Normalen aber, welche ein Punkt von g immerhin liefern
muss, sind g, die drei weitern Tangenten der Evolute und je die an-
dere Tangente der Parabeln in (g, ¢') und (g, ).

Es liefert nun zwar jeder Nabelpunkt zwei Parabelebenen, es er-
geben sich aber nicht 24 Parabelebenen, sondern nur 8, nimlich jede
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der 4 Tangenten des Kreises C2 in seinen Begegnungspunkten mit
C, bestimmt mit den beiden Geraden von F2 die durch ihren Beriih-
rungspunkt gehen, zwei derartige Parabelcbenen, so dass 8 mal je drei
Normalen von Nabelpunkten, die nicht derselben Hauptebene angehd-
ren, in derselben Ebene liegen. Die drei Nabelpunkte befinden sich
auf derselben Geraden von F* und sind also deren Durchgangspunkte
durch die Hauptebenen. Es ergeben sich auf diese Weise die singu-
liren Ebenen des Normalensystews einer F'?, welches 6. Ordnung und
2. Classe ist; mimlich 4 mit Curven 4. Classe (E, und die Haupt-
ebenen) und 8 mit Curven 2. Classe, welche Ebenen also vierfache,
bez. doppelte Beriihrungsebenen der Fliche der Kriimmungscentren
sind*®).

14. Da die Flichen hoherer Ordnung im Allgemeinen nicht Ebe-
nen besitzen, welche den Hauptebenen der Flichen F? entsprechen,
und da auch die fiir die Nabelpunkte einer F* eben entwickelten Ei-
genschaften wesentlich auf dem Umstaude beruhen, dass die Osculan-
ten ganz der Fliche angehdren, so lisst sich iiber singuldre Ebenen
der Normalensysteme der Flichen Loherer Orvdnung wur die eine allge-
meme Figenschaft angeben, dass die E,, stets eine solche mit einer Curve
(n + ryer Classe ist (Nr. 10).

Hingegen muss natiirlich fiir die (windschiefen) geradlinegen Flichen
iiberhaupt etwas Aehnliches sich aussagen lassen wie fiir die 7%, Reelle
Nabelpunlite kann eine solche Fliche, weil ihre Osculanten stets reell sind,
nicht haben. Xs ist aber wieder ersichtlich, dass die Normnalen lings
Jeder der 2w (imagindren) FErzeugenden, welche C3 treffen™*), sich
simmidlich in der durch diese Erzeugende gelegten und C2 beriihrenden
Ebene befinden und dort eine Parabel einlillen, welche auch die Ey-
zeugende berihrt, so dass diese auch eing Normale ist und auf der ge-
nannten Ebene, obgleich in derselben gelegen, semkrecht steht.

Jede dieser Erzeugenden ¢/ geht durch eine Reihe (imagindrer)
Nabelpunkte, deren Zahl gleich der nicht auf g/ gelegenen Schuitt-
punkte von (2 mit der Fliche der zweiten Osculanten der Punkte
von g/ ist; diese zweiten Osculanten erzengen aber die andere Schaar
des Hyperboloids, welches mit der Regelfiiche die betrachtete und zwei
unendlich nahe Erzeugende gemein hat; also liegen auf jeder der 2n
Erzeugenden 3 Nabelpunkte, und da auf andern Erzeugenden keine sich
befinden, so enthilt jede Regelfiiche wer Grades 6n (imagindre) Nabel-
punkie,

*) Vgl. den Aufsatz von Clebsch iiber das Normalenproblem (Borchardt’s
Journ. Bd. 62) und Herrn Kummer’s Abhandlung tber Strahlensysteme 1. and
2. Ordnung § 11. (Abh. der Berliner Acad. von 1866).

=<} Vgl. Darboux a. a. O.
Mathematische Annalen VIL 37
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Das einer Regelfliche zugehirige Normalensystem (2n + rYer Opg.
numy und v Classe, welches bekanntlich aus einer einfach unendlichen
Schaar gleichseitiger hyperbolischer Paraboloide besteht, enthilt also
eine singulire Ebene (E,) mit einer Curve (n~r)%" Classe und 2n (ima-
gindre) singulire Ebenen mit Curven zweiter Classe (Parabeln) *). Diese
Parabeln gehdren zur Schaar der Paraboloide.

Weil _]edes der Normalenparaboloide von der Geraden g, welche
zur Leitgeraden einer Normalenfliche N gewdhlt ist, zweimal getroffen
wird, so begegnet die der g zugehdrige Curve B Jeder Erzeugenden
zweimal und zwei Ebenen der Torse I’ gehen durch jede Erzeugende.

15. Wird eine Erzeugende g° selbst zur Leitgeraden einer Nor-
malenfliiche genommen, so 16st sich von B die Erzeugende g~ selbst ab;
es bleibt als eigentliche Curve B’ der im Allgemeinen nicht auf ¢’
gelegenen Fusspunkte von die g treffenden Normalen eine Curve
(n 4+ r — 1) Ordnung, welche jeder andern Erzeugenden zweimal,
der ¢’ aber in n Punkten begegnet, weil es in jeder Ebene durch ¢
r — 1 Normalen giebt, deren Fusspunkte nicht auf ¢” liegen; » — 2
dieser Punkte sind die Fusspunkte der Normalen auf den Doppelebeneny
durch ¢, deren jede eine der » — 2 die g’ treffenden Erzeugenden
enthilt.

Von der T sondert sich das Kbenenbiischel durch ¢g” ab und es
bleibt eine Torse 77 (w -7 -- 1)t Classe, fiir die das Dualistische
wie fiir B’ gilt; endlich von N 18st sich das Normalenparaboloid lings
g’ ab und es bleibt eine Fliche N” vom Grade 2 (» 4 » — 1), welche
die g* zur (2 n 4 r — 1)-fachen Leitgeraden hat.

Darmstadt, den 12. October 1873.

Nachtrag.

1. Herr von Jonquidres hat Comptes rendus Bd. 58 S. 570 die
Anzahl der Flichen cines Systems (w, v, @) angegeben, welche eine all-
gemeine Fliche F we Ordnung beriihren, nimlich

ey N=nlpm—17+v®n — 1)+ ]

und daraus schon in einer andern Abhandlung Comptes rendus Bd. 61
S. 442, freilich nur durch das Princip der Continuitdt, die Folgerung
gezogen , dass wenn die Fliche F nicht allgemein ist, sondem von der
Ordnunw 7, dem Range s und der Classe m ist (nach meiner Be-

*) Wegen der zwei Schaaren subsumiren sich die F'2? nicht hierunter.
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zeichnungsweise), die Zahl der sie beriihrenden Flichen im Systeme
(w, v, @) ist:
@) N=ym-+vr 4+ on.

Herr Zeuthen hat in den Nouv. Ann. fiir 1868 8. 390 einen Be-
weis der Formel (1) fiir den Fall gegeben, dass das System aus Fli-
chen 2. Grades besteht, und mit Hiilfe derselben die bekannte Zahl
der Normalen aus einem Punkte an eine allgemeine Fliche von neuem
gefunden.

Dieser Beweis ldsst sich ohne irgend welche wesentliche Aende-
rung auch fiir die allgemeinere Formel (2) (wie Herr Zeuthen gewiss
selbst bemerkt hat) benutzen, und ich will ihn in dieser Verallgemei-
nerung hier reproduciren.

Sei nach der Chasles’schen Benennung

ap -+ v+ yo

der Modul fiir die Bedingung Z, d. h. in einem Systeme (u, v, @) von
Flichen 2. Ordnung gebe es ey 4 fv + yo Flichen, welche der
neunten Bedingung Z geniigen, so hat Herr Zeuthen an der genannten
Stelle folgende Formeln ermittelt:

v (6p, P,Z)=10y,
v ( 2, 6P, Z)=10c,
9 4p, 3P, 7Z)= 8a+16ﬁ7
13Bp, 4P, 2)=168+ 8a,
worin ¢, %, ¥ die Anzahl der Kegel, der Kegelschnitte und der
Oberflichen, die aus zwei Fbenen mit in zwei Punkten begrenzter
Schnittlinie bestehen, in dem betreffenden Systeme sind; dabei ist frei-
lich jeder solche Kegel, bez. Kegelschnitt achtfach gerechnet, weil sein
Scheitel sich in 3 gegebenen Ebenen befindet, bez. seine Ebene durch
3 gegebene Punkte geht, wie dies Herr Zeuthen vorher auseinander
gesetzt hat.
Wenn nun Z die Bedingung ist, dass die Fliche F = (n, r, m)
beriihrt werde, so findet sich zunichst leicht:
v (6p, P, F)=10n,
weil es durch 6 Punkte 10 Ebenenpaare giebt, von denen jedes n-fach
zu rechnen ist, indem der eine Grenapunkt seiner Schnittgeraden deren
Befregnunospunkt mit der Ebene, der andere je einer der » Schnitt-
punkte mit F ist; das Duahtatspnnclp giebt:
¥ (p, 6 P, F) =10 m.

Da sich ferner (in einer Ebene) wie bekannt stets n - 27 Kegel-
schnitte befinden, welche eine Curve n'et Ordnung und st Classe, wie
37*
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2. B. den Schnitt der Ebene mit der Fliche F, und 4 Gerade beriih-
ren, so ist
und dualistisch

@(4[),3P,F)=8(m+27)
Die Vergleichung dieser Formeln mit den obigen giebt fiir die Berith-
rung mit ¥

e=m, pf=r, y=n.
Also befinden sich in eimem Systeme (w, v, o) von Flichen zweiten Gra-
des stets mu 4~ rv ++ no Flichen, welche eine Fliche (n, v, m) be-
rithren.

2. Daraus ergiebt sich:

1) weil ein System concentrischer Kugelu alle drei Charakteristiken
gleich 1 hat, so ist die Anzahl der Normalen aus einem Punlkle
an eime Fliche (n, v, m) gleich n 4+ r + m;

2) es ist frither (Math. Ann. Bd. VI, S. 248) von mir gefunden
worden, dass die Classe der Fusspunktsfliche einer Fliche
gleich der Zahl der Rotationsparaboloide ist, welche denselben
zwei Kegeln eingeschrieben sind und die Fliche I’ tangiren.
In einem Systeme von Flichen zweiten Grades, die denselben
zwei Kegeln eingeschrieben sind, befindet sich ein Ebenenpaar,
bestehend aus den beiden gemeinsamen Beriihrungsebenen der
Kegel, dessen Schnittgerade in den Scheiteln der Kegel be-
grenzt ist. Daher ist die Charakteristik p dieses Systems nur 2;
v=2, p=1. Also ist die Zahl der Flichen eines solchen
Systems, welche F beriihren, mithin die Classe der Fusspunkts-
fliiche von F

2m+2r4mn,
wie von mir a. a. O. S. 249 vermuthungsweise ausgespro-

chen ist.
3. Die gefundene Formel
N=mp+rv+ no
{ibertriigt sich unwittelbar auf die Curven wnd abwickelbaren Flichen.
Haben wir eine Curve von der Ordnung »’ und der Classe »”#) (Zahl
der eine Gerade treffenden ’lanoenten) und fassen sie als Fliche
(n, r, m) auf, so ist n =0, r=20', m =1"; also
N=us" 4 vn';
und fasst man eine abwickelbare Fliche von der Ordnung »’ und der
Classe m” als Fliche (n, 7, m) auf, so ist n == v’, r = m’, m = 0, also

*) lch muss hier nothwendig von meiner in der Abh. von Bd. VI gebrauchten
Bezeichnungsweise abgehen.
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N=uvwm' -+ er';
beides in Uebereinstimmung mit den von Herrn Zeuthen Nouv. Anu.
1868 8. 392 gefundenen Zahlen.

4. Es giebt drei einfach unendliche Systeme von Fliichen 2. Ordnung,
fiir die je zwel Charakteristiken O, die dritte 1 ist; nimlich eine Punkt-
reihe, ein ebener Strahlbiischel, ein Ebenenbiischel, deren Elemente
involutorisch gepaart sind; die Charakteristiken sind bez. p = v = 0,
o=1; uy=0=0,v=1; p=1, v=09=0 und eine Fliche
F == (n, r, m) wird ersichtlich bez. von n, », m Flichen jeder dieser
Systeme tangirt, was mit der obigen Formel iibereinstimmt.

5. In gleicher Weise lassen sich auch zwei andere von Herrn
Zeuthen a. a. 0. S, 392—397 gefundene Resultate in die allgemei-
nere Form umsetzen.

Ist noch % die Ordnung der Cuspidalcurve der Fliche F' und
die Classe der Torse der slationiiren Beriihrungsebenen, so ergiebt sich
fiir die® Zall der Flichen 2. Ordnung, welche 7 Bedingungen Z, - - - Z,
geniigen und die Fliche F doppelt beriihren,

N=tAmm—1)+1Brr—1)4+1Cnn—1)
4+ Drn—2)—L(r+3%),+ Enm+ Fir(m—2)—1(r 430,
worin die Zahlen A, B, C, -+ -, F*) allein von den 7 DBedingungen
Z, - - - Z, abhingen.

6. Wenn «, ¢ die Zahlen der Wendetangenten von F' bez. in
einer Ebene und durch einen Punkt sind, so findet sich in derselben
Weise fiir die Zahl der Flichen 2. Ordwung, die den 7 DBedingungen
Z, - - Z. geniigen und F stationir beriihren,

N=4D@n+&+tF@m+o),
worin auch 37 x fur 3n4 « und 3+ 4 ¢ fiir 3m + 6 treten kann.

7. Aus dem letzteren Resultate ergiebt sich nun durch dieselben
Schliisse, wie sie Herr Zeuthen macht, dass die Ordnung der Fliche
der Kriimmungsmittelpunkite fiir F ist:

n =Bn+a)+ B3m+06),
wie in der vorangehenden Abhandlung auf anderem Wege gefunden
worden ist, oder auch
n =6r4x-+4..
8. Die Ermittelung der Formeln fiir N und N, in Nr. 5. und 6.

geschah mit Hiilfe der Formeln (4a) und (11a) in dem Nyt Bidrag
til Laeren om Systemer af Keglesnit (Kopenhagen 1865) des Herrn

) Eine Verwechselung der beiden F ist wohl nicht méglich.
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Zeuthen (der in den Nouv. Ann. 1866 in franzdsischer ‘Uebersetzung
erschienen ist); in diesen Formeln sind die Pliicker’schen Relationen
benutzt; da dieselben fiir in Biischel zerfallende ebene Curven und
“Kegel nicht mehr gelten, so sind die Formeln fiir N und N, auf die
Curven und Torsen nicht in der Weise von Nr. 3. zu iibertragen.

9. Die Grissen A, B, C, D, E, ¥, welche allein von den 7 Be-
dingungen Z,, Zy, - -, Z; abhingen, lassen sich auf einem etwas
umstiindlichen, aber sonst nicht schweren Wege ganz nach der An-
leitung des Herrn Zeuthen als die 6 Charalteristiken des durch die
7 Bedingungen bestimmten doppelt unendlichen Systems wvon  Flichen
2. Grades nachweisen, nimlich:

A=N"Z2p, B=N(1Z2l, C=N(1%2P),
D=NTZLP), E=N1ZpP), F=N@1Zp,1);
etwas Aehnliches gilt bei dem 6 Bedingungen wunterworfenen dreifach
unendlichen Systeme, das nachher von Herrn Zeuthen betrachtet wird;
die 10 Grissen 4, B, C, - - -, K sind dessen Charakteristilien , nimlich:

A=N@®62Z3p), B=N(®6Z30, C=N(®Z3P),
D=N(®22pl), E=N(®Z2pP), F=N®Z2p2],
G=N®Z2,P), H=N6Zp2P), J=N(6Z1,2P),
K=N(®Zpl P).
Es ist wohl kaum einem Zweifel unterworfen, dass dies so weiter

fortgeht; so dass das von Chasles fir e einfach unendliches System
ausgesprochene Geselz sich einem allgemeineren subsumirt.

Darmstadt, den 28. December 1873.



Einige Worte zum Andenken an Hermann Hankel.

Von W. v. Zaux.

Das Leben des Mathematikers Hermann Hankel, auf welches
wir durch die nachfolgenden Zeilen die Aufmerksamkeit der Leser
dieser Zeitschrift hinzulenken wiinschen, ist kurz nach seiner Dauer
und einfach In seinem #Zussern Verlaufe, aber reich an Friichten ge-
wesen, welche dasselbe tiberdauern und dem frith Verstorbenen einen
ehrenvollen Platz in der Geschichte der mathematischen Wissenschaf-
ten sichern.

Hermann Hankel wurde am 14. Februar 1839 zu Halle gebo-
ren, wo sein Vater, der rithmlichst bekannte Physiker, Dr. Wilhelm
Hankel, damals eine Lehrerstelle an der Realschule bekleidete, und
zugleich als Docent an der Universitit thitig war. Die geistige Be-
fihigung des Knaben sprach sich friih in einem lebhaften Wissens-
drange aus, der durch den Vater umsichtig befriedigt und zugleich
fortdauernd rege erhalten wurde.

Seit der im Jahre 1849 in Folge der Berufung des Vaters an die
Universitit Leipzig erfolgten Uebersiedelung der Familie nach dieser
Stadt besuchte Hermann Hankel das Nicolaigymnasium daselbst.
Zeitig entwickelte sich seine ausgesprochene Befihigung fiir seinen spi-
tern Beruf, und mit grosster Energie verwandte er seine Krifte, soweit
sie nicht von der Schule in Anspruch genommen wurden, auf das Stu-
dium der Mathematik. .

Seine hervorragenden Leistungen in dieser verschafften ihm in den
letzten Schuljahren die Erlaubniss des Rectors der Schule, zum Gegen-
. stande seines Privatstudinms statt der alten Classiker die Schriften
der Mathematiker des Alterthums in der Ursprache zu wihlen, um
so in hoherem Maasse den philologigchen Anforderungen der Schule
und seinem der Mathematik zugewandten Wissensdrange zu geniigen.
— Bei seiner reich angelegten Natur musste hierdurch ein lebhaftes
Interesse fiir die Geschichte der Mathematik um so mehr geweckt
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werden, als die ihm eigene Griindlichkeit ihn stets auf den Zusammen-
hang der von ihm gewonnenen Kenntnisse blicken, und rechte Be-
fmedmunfr erst dann ﬁnden liess, wenn er ihnen durch Zusammenschluss
unter eine hohere Einheit Abrundung zu geben wusste.

Nachdem er so schon auf dem Gymnasium eine fiir seine Jahre
ungewdhnliche mathematische Bildung sich angeeignet hatte, bezog er
Osiem 1857 die Universitiit Leipzig, wo er in den Vortrigen seines
Vaters, so wie in denen von Drobisch, M6bius und vor allen von
Scheibner Belehrung und immer neue Anvegung zu seinen eigenen
rastlosen Studien fand.

Der in die Zeit des Anfanges der Leipziger Universititsstudien
fallende Ausbruch eines schweren kbrperlichen Leidens, den seine damals
ungeachtet der geistigen Anstrengungen noch kriftige Constitution
gliicklich iiberwand, néthigte ihn in Allem, was neben der Mathematik
ihn noch geistig anzog, strenges Maass zu halten. So stellte er z. B.
selne hiatonschen Forschurmen wieder ein, um sich zuvdrderst mit
ganzer Kraft den streng mathematischen Arbeiten zu widmen.

Von Ostern 1860 an setzte er seine Studien in Gbttingen fort,
wo die epochemachenden Vortrige von Riemaxnn ihn in die Theorie
der complexen Functionen einfithrten und seinen Interessen die Rich-
tung gaben, die seiner speciellen Begabung wohl die angemessenste
war, und der er auch bis zu seinem Ende treu geblieben ist.

Aber auch den physikalisch-mathematischen Vortrigen des genialen
Riemann wusste er mit reger Theilnahme zu folgen, und einen
schonen Beweis, wie tief er schon damals in den Geist der analytischen
Methoden eingedrungen war und mit welcher Gewandtheit er dieselben
zu handhaben verstand, liefert seine unter dem Titel: ,Zur allgemeinen
Theorie der Bewegung der Fliissigkeiten® verdffentlichte, preisgekronte
Losung der von der plulosophlbchen Facultit der Georgia Augusta
im Jahre 1860 gestellten Aufgabe: Die Gesetze fiir die Beweounrf der
Fliissigkeiten msbesondere fur die von Helmholtz behandelten Wn‘-
belbewegungen aus den Lagrange’schen Gleichungen abzuleiten.

Nachdem Hankel in so ehrenvoller Weise die Bahn eines mathe-
matischen Schriftstellers betreten hatte, verliess er im Herbst 1861
Gottingen, um noch einige Zeit in Berlin zu studiren und dort na-
mentlich Welerstrass und Kronecker zu horen. — Vorher hatte
er noch in Leipzig auf eine Abhandlung: ,Ueber eine besondere Classe
der symmetrischen Determinanten, Gottmoen 1861¢ die philosophische
Doctorwiirde erworben. In dleser Abhandhmo‘ werden Determinanten,
in denen die auf einer Parallele zu einer Dlarronale befindlichen Ele-
mente einander gleich sind, mehreren eleoanten Transformatxonen
unterzogen, und das Ploblem der Enthckelun@ einer Potenzreihe in
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einen Kettenbruch auf die Bildung solcher "Determinanten zuriickge-
fithrt. Im engern Anschluss hieran steht eine in den Berichten der
kouigl. sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften fiir 1862 publicirte
kleine Abhandlung , Ueber die Transformation von Reihen in Ketten-
briiche®. '

Im Herbste 1862 kehrte Hankel nach Leipzig zuriick, in der
Absicht, sich an der dortigen Universitit zu habilitiren.  Seine Ge-
sundheit hatte sich befestigt, und der Aufenthalt auf den beiden frem-
den Universititen hatte wie seine wissenschaftliche auch seine Cha-
rakterbildung vollendet. Klarheit des Denkens, welche die Vor-
aussetzung hervorragender Leistungen in den mathematischen Disci-
plinen ist, beherrschte den ganzen Kreis seiner geistigen Bestrebungen.
Sein durch strenge Selbstzucht ihm zur audern Natur gewoprdenes
Streben nach Griindlichkeit und Tiefe machte sich bei der Beantwor-
tung aller Fragen geltend, die das Leben dem Menschen stellt, und
dieselbe Bhrfurcht, die er den ernsten Arbeiten des menschlichen Gei-
stes auf dem mathematischen Gebiete entgegenbrachte, bescelte ihn
auch allem geschichtlich Gewordenen gegenjiber. Diese Ehrfurcht in
Verbindung mit dem tiefen sittlichen Ernste seines Charakters liess
ihn auch inmitten einer entgegengesetzten Zeitstromung an der ge-
offenbarten Wahrheit des Christenthums bis zu seinem Lebensende
unerschiitterlich festhalten.

Zu Anfang des Jahres 1863 habilifirte sich Hankel als Privat-
docent der Mathematik an der Universitit Leipzig. Zu der van ihm
eingereichten Habilitationsschrift , Ueber die Euler’schen Integrale
bei unbeschriinkter Variabilitit des Argumentes® hatten die Vorlesungen
von Riemann iber Functionen complexer Variabeln die erste An-
regung gegeben. Die Schrift ist ein Muster klarer Darstellung und
historischer Gewissenhaftigkeit. Thr besonderes Verdienst besteht aber
darin, dass sie die Resultate der friiheren Untersuchungen unter einen
allgemeinen Gesichtspunkt zusammenfasst und ihre Ableitung verein-
facht. Dieser Art der Darstellung blieb Hankel stets getreuw. — In
allen spitern Arbeiten gleicher Gattung geht er von dem historisch
gegebenen Materiale aus und giebt Rechenschaft yon dem Verhiltnisse
seiner eigenen Entwickelung zu dem schon Geleisteten.

In seinen akademischen Vortrigen wusste der jugendliche Docent
seine Zuhorer in seltenem Grade fiir den jedesmal behandelten Gegen-
stand zu interessiren, obwohl er (ganz entfernt vom Streben nach
falscher Popularitit) an seine Zuhorer nicht geringe Anforderungen
stellte. Vor allem und mit dem gliicklichsten Erfolge strebte er aber
danach, durch klare Darlegung des Gedankenganges und durchsichtige
Gliederung der Eutwickelung auch dem schwiicheren Verstindnisse den
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Ueberblick iiber das Ganze zu wahren und doch dabei die Theilnahme
der hoher Strebenden zu fesseln. )

Diese Leistungen als akademischer Lehrer, verbunden mit seinen
weiteren wissenschaftlichen Arbeiten, verschdﬂ’ten ihm die Anerkennung,
dass er im Herbst 1867, nachdem er im Friihjahr desselben Jahres zum
ausserordentlichen Profesaor in Leipzig ernannt war, als ordentlicher
Professor der Mathematik an die Universitit Erlangen und Ostern 1869
in gleicher Eigenschaft an die Universitit Tiibingen berufen wurde.
In Erlangen griindete er einen eigenen Hausstand, indem er Marie
Dippe aus Schwerin, die Tochter einer seinem elterlichen Hause lange
befreundeten Familie als Gattin heimfithrte, an deren Seite er das ge-
hoffte Lebensgliick bis zu seinem Tode in reichem Masse fand.

Im Uebrigen waren die Verhiltnisse in Erlangen nicht danach
angethan, dem strebsamen Geiste Hankel’s auf die Dauer zu gentigen,
weil die Zahl derjenigen, welche Mathematik studirten, iiberaus gering
war. Bei der Begeisterung, mit welcher er dem 1kademxschen Berufe
anhing, empfand er daher den Ruf nach Tiibingen als ein hohes Glick,
wo ihm ein reiches Wirken fiir Wissenschaft und Leben in Aussicht
gestellt schien. Zwar muthete thn Manches fremd an, aber das reiche
Geistesleben des schwibischen Stammes, die Fiille des Interessanten
in allen neuen ungewohnten Verhiltnissen, die sorgenfreie Existenz,
vor allem aber der grissere Kreis von Studenten gewihrten ihm volle
Befriedigung und die Hoffnung auf erspriessliche Thitigkeit. Diese
Hoffnung ist, obwobhl ihm nur eine vierjihrige Wirksamkeit beschieden
gewesen ist, nicht unerfiillt geblieben. — Von Anfang an arbeitete er
darauf hin, das mathematische Studium zu heben, die Ziele desselben
zu erweitern und den wissenschaftlichen Sinn der Studirenden zu be-
leben. — In dem beim Eintritt in den akademischen Senat der Uni-
versitit Tiibingen im April gehaltenen Vortrage: ,Die Entwickelung
der Mathematik in den letzten Jahrhunderten® gab Hankel dieser Ab-
sicht in beredten Worten Ausdruck, indem er als das Ziel der akademi-
schen Vorlesungen bezeichnete, das ganze Ideal der Wissenschaft denen
vorzufithren, die derselben ihr Leben widmen wollen, und sich zu dem
Grundsatze bekannte: ,Will man gewiss sein, ein mittleres Ziel zu er-
reichen, so stelle man sich das hochste, wer nur nach Mittelmissig-
keit strebt, wird auch diese nicht erreichen.

Nachdem Hankel sich genau mit den hochst eigenthiimlichen
und interessanten Verhiltnissen des wiirttembergischen Unterrichts-
wesens bekannt gemacht hatte, richtete er noch im Sommer 1869 ein
mathematisches Semmar von vier Cursen ein, dessen Verfassung der
des schon bestehenden philologischen Semmars nachgebildet war. Die
Theilnahme an den Uebungen des Seminars wurde fur die Candidaten
des Reallehramts obhnatonsch gemacht. Kine weitere von Hankel
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bewirkte Verbesserung bestand in der Erhohung der Anforderungen
in dem sogenannten Professoratsexamen, indem die Priifung mit auf
analytische Mechanik und neuere Geometrie erstreckt wurde. Hankel’s
Ueberzeugung, dass bei der durch ausgezeichnete Schalbildung iny All-
gemeinen weit geforderten geistigen Entwickelung der Studenten mit
dem Ziele auch die Krifte wachsen wiirden, fand sich bald durch
manchen schonen Erfolg bestitigt. Die Aufgabe des Professors der
Mathematik war es nun, vor Allem seinen Vortriigen eine dem ge-
steckten Ziele entsprechende Mannigfaltigkeit und Vollendung zu geben.

Mit verdoppelter Sorgfalt arbeitete Hankel jetzt an seinen Heften,
welche die Grundlage seiner stets frei gehaltenen Vortrige bildeten,
und freudig empfand er die durch volle Hingabe auf beiden Seiten
bedingte Wechselwirkung zwischen ihm und seinen Zuhdrern.

Aufmerksam auf die Aufnahme seiner Worte im Zuhorerkreise
achtend, lernte er selbst immer mehr sich dessen Bediirfnissen zu ac-
comodiren, und die Gewissheit, nicht vergeblich zu arbeiten, gab ihm
die Sicherheit, die den Meister kennzeichnet. Im Bewusstscin, hier
auch fiir tiefer gehende Bemerkungen Verstindniss zu finden, konnte
er mehr als sonst seine eigenartige Auffassung hervortreten lassen und
in gesteigerter Lebhaftigkeit des Vortrags die Zuhdrer mit fortreissen.

Bei solcher Hingabe an den Beruf als akademischer Lehrer blieb
fiir Hankel in Tiibingen nur wenig Zeit iibrig, seine fritheren littera-
rischen Arbeiten fortzusetzen oder neue zu unternehmen. °

Die grosse Aufgabe, die er sich schon in Leipzig gestellt hatte,
durch eine fundamentale Untersuchung die eigentliche Natur jener
Vorstellungen und Begriffe aufzukliren, auf welcher die complexen
Zahlen und ihre Functionen beruhen, und damif zugleich das Gebiet
zu begrenzen, innerhalb dessen sie ihre volle Berechtigung haben,
sowie gewissermassen die Direction fir den weiteren Fortschritt zu
geben, ist von ihm riicksichtlich der complexen Zahlensysteme durch
den im Jahre 1867 in Leipzig erschienenen ersten Theil der Vor-
lesungen iiber die complexen Zahlen und ihre Functionen mit gliick-
lichem Erfolge gelost worden. Um so mehr ist es zu bedauern, dass
er zur Ausarbeitung des zweiten Theils, welcher die Functionen der
complexen Zahlen in entsprechender Weise behandeln sollte, nicht
gelangt ist. — Es ist damit eine Liicke unausgefiillt geblieben, welche
als solche auch von denen empfunden wird, die selbstthitig an der
Erweiterung des bezeichneten Gebietes der Wissenschaft arbeiten. Von
kleineren Arbeiten sind zu erwihnen:

aDie Zerlegung algebraischer Functionen in Partialbriiche nach
den Principien der complexen Functionentheorie in der Zeitschrift fiir
Mathematik und Physik I, 8. 425—433.
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»Mathematische Bestimmung des Horopters. Poggendorff Anna-
leu, CXXII, 575.¢

»Ueber die Vieldeutigkeit der Quadratur und Rectification algebrai-
scher Curven. Eine Gratulationsschrift. Leipzig 1864.%

»Darstellung  symmetrischer Functionen durch Potenznummern,
Borchardt's Journal Bd. 67.¢

yDie Cylinderfunctionen erster und zweiter Art, in den Mathema-
tischen Annalen von Clebsch und Neumaun, Leipzig 186Y, 8. 467
—501.% Von dieser Abhandlung hat sich eine Fortsetzung in Han-
kel’s Nachlasse vorgefunden und steht die Publication derselben in
diesen Annalen in Aussicht.

Auch diirfen wir die Artikel , Gravitation¥, , Grenze* und ,La-
grange’s Lehrsatz in der Encyklopidie von Ersch und Gruber
nicht mit Stillschweigen iibergehen, von denen der erstere eine hochst
geistreiche Beleuchtung einer der wichtigsten Episoden aus der Ge-
schichte der exacten Wissenschaften ist, der zweite aber um deswillen
eine besondere Erwihnung verdient, weil er die Grundlage der Ana-
lysis ganz im Geiste und mit der historischen und sachlichen Griind-
lichkeit der ,Theorie der complexen Zahlensysteme® behandelt.

Einige populire Aufsiitze, die Hankel schrieb, beweisen die
Vielseitigkeit und Feinheit seiner Bildung; wegen seines hohern wis-
seuschaftlichen Werthes mochte dagegen hervorzuheben sein: ,Ein
Beitrag zur Beurtheilung der Naturwissenschaft des griechischen Al-
terthums. Deutsche Vierteljahrsschrift, 1867, IV, p. 120—155.%

Hankel’s letzte rein mathematische Arbeit waren die , Unter-
suchungen iiber die unendlich oft oscillirenden und unstetigen Functio-
uen®, in einem 1370 in Tibingen erschienenen Universitétsprogramme.
Im Anschluss an die erwillmte Arbeit iber den Grenzbegriff unter-
ziebht Hankel in dieser Abhandlung den Functionsbegriff im Allgemeinen
einer systematischen Analyse, Wenn er dabei zwar von gelegent-
lichen Untersuchungen Riemanu’s ausgeht und mit peinlicher Sorg-
falt den sporadischen Aeusserungen #lterer und neuerer Mathematiker
liber die Fragen dieses eminent schwierigen Capitels nachforseht, so
muss doch die Arbeit als eine durchaus selbststindige bezeichuet werden.
Durch knappe, prignant zeichnende Terminologie, durch genaue
Darlegung des erstrebten Zieles der Untersuchung und durch einen
unbefangenen Nachweis, wie weit es dem Autor gelungen ist, die
Wissenschaft diesem Ziele entgegen zu fiihren, dirfte diese Arbeit fiir
Nachfolger auf der gliicklich betretenen Bahn einen geeigneten Aus-
gangspunkt zu neuen Korschungen bilden, indem sie zugleich die
Richtungen andeutet, in welchen weitere Fortschritte sich vollziehen
konuen. — Die Hoffuung, selbst diese Untersuchungen weiter zu fiib-
ren, um sie dem inzwischen im ersten Entwurf begonnenen zweiten
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Theile seiner Functionentheorie einzufiigen, sollte sich ihm wnicht er-
fiillen, weil er am Schlusse des heissen und fiir ihn mit grossen An-
strengungen verbunden gewesenen Sommers 1872, an einer Hirnhaut-
entziindung erkrankte die ibn an den Rand des Grabes brachte, und
deren Folgen zur a,ussersten Schonung seiner Krifte ihn nothigten,

In den vorangehenden beiden Jahren hatte er neben der geschil-
. derten Thitigkeit fiir sein akademisches Lehramt seine Kraft in er
hohtem Masbe der Vorbereitung einer Geschichte der Mathematik
zugewandt. Hankel hatte friihzeitig die Idee gefasst, in dem bei
Gelegenheit seiner mathematischen Studien mit historischer Griind-
lichkeit gesammelten Materiale im Laufe der Jabre den Apparat zur
Abfassung einer umfassenden kritischen Geschichte der Mathematik
zu gewinnen, glaubte aber die Ausfiihrung der Arbeit selbst einer
spiiteren Periode seines Lebens vorbehalten zu sollen, weil die besten
Mannesjahre der Production auf dem rein wissenschaftlichen Gebiete
gewidmet sein miissten. Gleichwohl entschloss er sich gern, einer an
ihn herangetretenen Aufforderung zur Abfassung eines Abrisses der
Geschichte der Mathematik Folge zu geben, indem er in der Heraus-
gabe eines solchen kleineren Werkes ein vorziigliches Mittel erkannte,
der fiir spitere Zeit beabsichtigten umfassenderen Schrift einen hthern
Grad von Vollendung zu geben. Daher steckte er sich schou bei
diesem kleinen Werke das Ziel, die herkdmmliche Auffassung voll-
kommen selbststindig und mit allen ihm zy Gebote stehenden Mitteln
einer strengen Kritik zu unterziehen, und bei der Griindlichkeit und
Sorgfalt seiner Vorarbeiten konnte es nicht fehlen, dass er auf dem
zwar vielfach, aber oft sehr ungeniigend bearbe;teten Felde nicht wenig
Neues entdeckte

Das Werk neigte sich bereits seinem Abschlusse zu, als ihn die
erwihnte schwere Krankheit befiel. Wie durch ein Wunder genas er
und wurde den Seinen noch einmal zuriickgegeben; es zeigle sich
aber bald, dass er die frithere Kraft nicht mehr besass und auf ange-
strengte Arbeit verzichten musste. — Nur mit Unterbrechungen konnte
er wieder Vorlesungen halten, und wihrend ibm sonst die historischen
Arbeiten fast wie eine Erholung im Vergleich zu dem abstracten ma-
thematischen Forschen erschienen waren, musste er auch diese ein-
stellen und die Vollendung des Werkes von einer vollstindigen Wie-
derherstellung seiner Gesundbeit erwarten. Diese Hoffnung aber, an
der er bis zuletzt, jedoch mit religidser Ergebung in den Willen Gottes
festhielt, erfiillte sich nicht. Denn am 29. Aug. 1873 machte auf einer
Erholungsreise, die er mit seiner Gattin unternommen, zu Schramberg
im Schwarzwalde ein Gehirnschlag seinem Leben plotslich ein Ende.

An seinem frithen Grabe trauert mit seinen Angehbrigen und
Freunden auch die Wissenschaft. Dgnn er war ein reichbegabter
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Forscher und wiirde, wenn ihm ein lingeres Leben beschieden gewe-
sen wire, noch durch schome Friichte seines Fleisses und seines
Scharfblicks sich ausgezeichnet haben. Aus seinem Nachlasse soll
nnter Anderem die Geschichte der Mathematik, soweit sie vollendes
ist, und eine Reihe von Vorlesungen iiber die neuere Geometrie zur
Veroffentlichung gelangen. Diese, wie seine fritheren Arbeiten zeigen,
welch reiches Talent mit diesem jungen Gelehrten zu Grabe getragen
worden ist, wie Vieles noch daraus hiitte erblithen kbnnen, und sichern
ihm ein bleibendes und ehrenvolles Andenken.



Ueber die Flachen, deren Gleichungen aus denen ebener Curven
durch eine bestimmte Substitution hervorgehen.

Von F. E. Eckarpr in CHEMNITZ.

1. Bedeuten z, y, # die sogenannten Dreieckscoordinaten irgend
eines Punktes in einer Ebene, so stellt bekannilich jede homogene
Gleichung mte» Grades zwischen denselben:

f,y,2)=0,

eine ebene Curve dar. Es mbgen nun in dieser Gleichyng die Sub-
stitutionen

z—ap+ 79,
y=”7+ﬁ6:
z=0ad -+ By

ausgefithrt werden, wobei jede der Grbssen z, y, 2, «, 8, ¥, 0 noch
mit einer gewissen Constanten multiplicirt oder dividirt sein konnte,
welche hier durchgingig der Einfachheit halber gleich der Einheit
gesetzt wird. Versteht man nun unter «, §, 7, 0 die tetraedrischen
Coordinaten eines Punktes im Raume, so stellt die hervorgehende
Gleichung eine Fliche 2 m'‘*» Grades dar. Die Eigenschaften der auf
diese Weise enstehenden Flichen sollen im Nachstehenden genauer
untersucht werden.

Zunsichst enthilt jede derartige Fliche die acht Punkte, in wel-
chen sich die drei Flichen

“ﬂ+76=0,
ay + po=0,
«d + By =0

durchschneiden. Diese sind aber die Ecken sweier Tetraeder; das eine
ist das Fundamentaltetraeder selbst, das andere dagegen, dessen Fcken-
coordinaten den Bedingungen geniigen:
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—a= f= y= 7,
= —f= 7= 9,
= p=—y= a7
o= B= yp=—97,

wird von den vier Ebenen

Xe—atftpto=0,
Y— a—fty+0—0,
Z = a+ﬁ_y+6=0)
We atpty—0—0

gebildet. Wir wollen der Einfachheit halber die Ecken des Fundamen-
taltetraeders mit 4, (f=y =0 =10) u. s. w., und diejenigen des
sweiten mit B, (Y =272 = W =0) u. s. w. bezeichnen, diejenigen
des Fundamentaldreiecks dagegen mit @, (y = 2=0) u. s. w. Die
acht Punlte 4 und B sind dann m-fache Punkic der Fliche. Dies
geht fiir die ersteren unter Anderem daraus hervor, dass die Gleichung
der Fliche keine Coordinate in einer hoheren als der mt'e» Potenz ent-
hiilt; fiir die letzteren folgt es daraus, dass dieselbe Gleichung sich
nicht indert, sobald ¢ mit X, § mit ¥ u. s. w. vertauscht wird, in-
folge der Identititen:

af + 0 =4 (XY+ZW)u s. w.

Die Gleichung der Curve, in welcher die Fliche einer Tetraeder-
ebene, z. B. 0 = 0, begegnet, ist:

f (B, ay, By) =0

111

(5 4 2)=0;
sie geht also aus der Gleichung der urspriinglichen Curve hervor,
wenn man die Coordinaten mit den reciproken Werthen gewisser Te-
traedercoordinaten vertauscht. Aehnliches gilt fiir die Schnittcurven
mit den Ebenen des Tetraeders der B. Dagegen ist die Gleichung
des Tangentialkegels im Punkte A, identisch mit der gleich Null ge-

setzten Function, welche in der Gleichung der Fliche in & multipli-
cirt erscheint, also

oder

@, B,&)=0.

Dass somit die Gleichung jener Schnittcurve und diejenige dieses
Tangentialkegels aus einander hervorgehen, wenn man die Coordinaten
durch ihre rec1pr0ken Werthe ersetzt, hingt mit dem Umstande zu-
sammen, dass sich die Gleichung der Flache auch dann hicht dndert,
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wenn ¢ mit —, B mit TS W, und auch, wenn « mit %, f mit

%,— u. s. w. vertauscht wird.

2. Einer Geraden in der Ebene entspricht nach wunserer Trans-
formation eine Fliche zweiten Grades im Raume, welche durch die acht
Punlte A und B geld. Finem Punkte der Ebene entspricht der Durch-
schmitt zweier derartigen Flichen, also im Allgemeinen eime dwrch dic
acht Punl:te A und B gehende Rauwmcurve vierten Grades.

Wenn man daher durch unsere Transformation zwei Flichen 2 smten
und 2 nter Grades entstehen lisst, so schneiden sich dieselben in mu
Raumcurven vierten Grades, entsprechend den smn Schnitipunkten der
zugehorigen ebenen Curven.

Einem Doppelpunkte der ebenen Curve entspricht stets auf der
Fliche eine Doppelcurve vierten Grades, also einer Spitze der ersteren
eine Riickkehrkante der Fliche.

Bei den beiden diesen § 2. einleitenden Sitzen sind jedoch ecine
Rethe von Ausnahmen festzustellen. Einem Fundamentalpunkte in der
Ebene, 2. B. a,, entsprickt der Durchschnitt der Flichen

wy 4 o =0,
«d 4 By =0,
welcher aus den vier geraden Linien
«=0, f=0,
y=0, 0=0,
X=0, Y=0,
Z=0, W=0
besteht, also aus zwei einander gegeniiberliegenden Kanten des Tetra-

eders der Punkte 4, und aus zwei jene schneidenden und einander
ebenfalls gegeniiberliegenden Kanten des Tetraeders L.

3. Sechs gerade Liwien in der Ebenc gielt es, denen im Eaume
statt der Flichen zweiten Grades Ebenenpaare ontsprechen.  Die Glei-
chungen dieser Linien sind:

yiz=0,

z242=0,

z«+y=0.
Der Linie

y+ =0

entspricht z. B. das Ebenenpaar

wy+ B8+ wd+ gy =0

Mathematische Annalen. VII. 38
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oder

(a+B) (v +0)=0.
In jeder der 12 Ebenen dieser Paare liegt je eine Kante der Tetraeder
A und B.

Jedem Punlkte, welcher in emer der sechs geraden Linien in der
Ebene liegt, entspricht eine LRawmcurve vierten Grades, welche im zuge-
irigen Ebenenpaare liegen wund daher in zwei Kegelschwitte zerfallen
muss. Alle Flichen unserer Entstehungsweise haben daher die Eigen-
schaft, dass sic von den 12 Ebenen

« i =0,

e+y=0nu s w
in Kegelschwitten durchschnitten werden. Ist dabei eine der sechs ge-
raden Linien der Ebene zufillig eine Tangente der Curve, so beriihren
die zwei entsprechenden Ebenen die Fliche lings eines Kegelschnittes;
ist jene eine Doppeltangente, so beriihren die Ebenen lings je zweier
Kegelschnitte u. s. w.

So entspricht dem Kegelschnitte
Y@y +2)+Vnle+e)+Vp+y =0
die Fliche vierten Grades
V(& +B) 7 +0) +Vnlety) B++ 7@+ BE+7)=0,

welche von jeder von sechs Ebenen lings eines Kegelschnittes be-
rithrt wird.

4. Die sechs geraden Linien des vorigen § schneiden sich ausser
in den Fundamentalpunkten noch zu je dreien in vier Punkten, die
wir resp. mit ¢, ¢, ¢, ¢, bezeichnen wollen und deren Coordinaten
den Bedingungen geniigen:

L= Y= gz,
—&= Y= 2z,
Le==—y= 2z,
T= Yy==—2z

Diesen vier Punkten entsprechen wun auch keine wirklichen Kegelschnitt-
paare, sondern je vier gerade Linien, und es entsprechen z. B. dem
Punkte ¢, die vier geraden Linien, in welchen die Ebenen
6—fB=0; y—350=0
von den andern
«—p=0; B—08=0
oder auch von
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durchsehnitten werden. Diese vier geraden Linien schneiden sich in
einem Punkte C:

o == ﬁ =y = ) ,
und jede derselben geht sowohl durch einen der Punkte 4, als auch
durch einen der Punkte B.

Ebenso entsprechen den andern Punkten ¢, ¢,, ¢, je vier gerade
Linien, welche durch je einen der Punkte 4 und B gehen und sich
resp. in den Punkten

¢= p=—p=—9,

t=—f= y=-—9,

¢=—f=—y= 4,
welche wir C;, C, und C; nennen wollen, treffen.

Liegt einer der Punkte ¢, z. B. ¢;, auf einer ebenen Curve, so
liegen auf der entsprechenden Fliche stets die vier geraden Linien,
welche sich in O, schneiden, und da diese nicht in einer Ebene liegen,
so muss der Punkt O, em Doppelpunkt der Fliche sein. Geht also
z.. B. ein Kegelschnitt durch die vier Punkte ¢, in welchem Falle seine
Gleichung sein wird

ma? -+ ny? + pz* =0, wobei m 4+ n-+p=20,

so hat seine entsprechende Fliche vierten Grades 12 Doppelpunkte 4,
B und C und enthiilt die 16 geraden Linien, welche die Punkte ¢ mit
den Punkten A und B verbinden.

5. Wenn eine gerade Linie in der Ebene durch einen der Punkte
¢ geht, so entspricht ihr eine Fliche zweiten Grades durch die vier
demselben entsprechenden, in einem Punkte C sich treffenden Geraden,
also ¢in Kegel, welcher den Punkt C zum Scheitel hat. Da nun jede
Gerade einer ebenen Curve mice Grades in m Punkten begegnet, so
schneidet jeder Kegel, welcher einen der Punkte C zum Scheitel hat
und durch die vier geraden Linien geht, welche diesen mit den Punk-
ten 4 oder B verbinden, unsere Flichen in m Raumcurven vierten
Grades.

An eine ebene Curve mte» Grades ohne Doppelpunkt und Spitze
lassen sich von einem beliebigen ausserhalb gelegenen Punkte aus
m (m — 1) Tangenten legen. Daraus folgt, dass man von jedem Punkte
C aus an unsere Fliche 2wt Grades, sofern dieselbe keine Doppel-
oder Riicklehreurve hat, m (m—1) Kegel zweiten Grades legen kann,
welche dieselbe lings einer Raumcurve vierten Grades berihren und
ausserdem in m —2 derartigen Raumcurven durchschneiden. Jeder die-
ser Kegel ist dabei ein doppelter Beriihrungskegel, da jede Erzeugende
desselben die Fliche in den zwei Punkten beriihrt, in welchen sie der

38%
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Raumcurve vierten Grades begegnet. Daher reprisentiren jene m(m—1)
Kegel zweiten Grades im Ganzen einén Berithrungskegel vom Grade
4dmm—1).

Nun ist aber der Grad des Tangentialkegels bei einer Fliche
2mter Ordnung im Allgemeinen
2m(2m—1);
man wird daher noch einen weiteren Beriihrungskegel von €' aus er-
warten konnen, und zwar einen solchen 2mte Grades.

Die m (m— 1) Berithrungseurven vierten Grades der m(m — 1) Tan-
gentialkegel liegen ferner in einer Fliche 2 (m—1)tn Grades, welche der
ersten Polaren des Punktes ¢ in Bezug auf die ebene Curve entspricht.
Da nun die erste Polare des Punktes C in Bezug auf unsere Fliche vom
Grade 2m—1 ist, so muss die Beriithrungscurve des weiter zu erwar-
tenden Tangentialkegels in einer Fliche vom Grade

2m—1—2(m—1),
d. h. in einer Ebene liegen. Dies geht auch aof andere Weise noch

klarer hervor.

Die Gleichung der ersten Polaren eines beliebigen Punktes (a,
B8y, 71, 9,) in Bezug auf unsere Fliche ist:

@B+ ab+ 08+ y0)+ 2y ey + B0+ B3+

vﬁwm+am+mw+mo=m

wobei in 2% u. s. w. noch die bekannten Werthe fiir z, y und 2

einzufiihren sind. Fiir den Punkt C, (¢, = 8, = p, = 8,) z. B. wird
nun diese Gleichung

A+ L+ D) @tot+r+o=0
und die Beriihrungsebene des weiteren Tangentialkegels ist daher
et p+yto=0,
d. h. unabhingig von der Function f und somit fiir alle unsere Fli-

chen dieselbe.

Gleicherweise sind die Beriihrungsebenen der drei von C;, C, und
C; ans zu legenden Tangentialkegel:

“+t3""7""5=0)
«—B4y—3=0,
«—f—p40=0.
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Das Tetraeder dieser vier Ebenen hat wieder die Punkte ¢ zu
Ecken und man kapn daher sagen, dass das Tetraeder der Punkte C
in Bezug auf alle unsere Flichen sich selbst conjugirt ist.

Noch ist zu erwihnen, dass fiir alle die upendlich vielen Raum-
curven vierten Grades, welche die Punkte 4 und B enthalten, die vier
. Punkte C die Scheitel der dariiberstehenden Kegel zweiten Grades sind.
Daraus ergiebt sich unter Anderem, dass die Kegelschnitte, in welchen

nach § 3. unsere Fliche durch zwei zusammengehirige Ebenen, z. B.-

Gt B—0, y+38=0
durchschnitten wird, sich paarweise in doppelt perspectiyischer Lage
befinden und dass die beiden nicht auf der Schuittlinie jener Ebenen
liegenden Punkte C die Scheitel der zugehdrigen Sehkegel sind.

7. Geht eine ebene Curve durch einen der Punkte ¢, so hat,
wie schon erwihnt, die entsprechende Fliche den zugehdrigen Punkt
C zum Doppelpunkt. Der Tangente an dic Curve in jenem Punkte
entspricht sodann der Berihrungskegel der Fliche im Doppelpunkte.
Derselbe beriihrt die Fliche lings der vier geraden Linien, welche den
Punkt C mit den Punkten A oder B verbinden, und jede Erzeugende
desselben hat mit der Fliche im Scheitel vier znsammenfallende Punkte
gemeinschaftlich. Ueberdies schneidet der Beriihrungskegel die Fliche
in m — 2 Raumcurven vierten Grades.

Wire ¢ ein Doppelpunkt der ebenen Curve, so wire der Punkt
C ein vierfacher Punkt der Fliche; der Tangentialkegel desselben zer-
fillt in zwei Kegel zweiten Grades, welche den Tangenten des Doppel-
punktes entsprechen.

Ist ¢ eine Spitze, so fallen diese beiden Kegel zusammen. Ist
allgemein ¢ ein p-facher Punkt der ebenen Curve, so ist der Punkt
C ein 2p-facher Punkt der Fliche, dessen Tangentialkegel in p Kegel
zweiten Grades zerfallt. Die vier geraden Linien, welche den Punkt
C mit den Fundamentalpunkten verbinden, sind p-fache Linien der
Fliche.

8. Einem Eckpunkte des Fundamentaldreiecks in der Ebene ent-
sprechen, wie bereits gezeigt wurde, zwei sich kreuzende Kanten des
Tetraeders der Punkte 4 und swei sich kreuzende, aber jene schuei-
dende Kanten des Tetraeders der Punkte B. Geht also eine Curve
durch einen der Fundamentalpunkte, so enthiilt die entsprechende
Fliche jene vier Kanten, und st eine Curve dem Fundamentaldreieck
wmschrichen, so enthilt die Fliche simmiliche 12 Kanten beider Te-
traeder. .

Alsdann entspricht der Tangente der Curve in einem der Eckpunkte
eine Fliche zweiten Grades, welche durch je zwei Kanten beider Te-

-
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traeder geht und die Fliche in simmtlichen Punkten dieser Kanten
beriihrt. Besonders bemerkenswerth ist dabei der Fall, in welchem
die Tangente der Curve zusammenfillt mit einer der sechs Geraden,
denen nach § 3. Ebenenpaare entsprechen. Beriihrt z. B. die gerade

Linie
y+2=0

die Curve im Punkte a,, so beriihrt die Ebene
«p=0

die Fliche lings der Kanten
a=0, =0, und Z=0, W=0;

ebenso die Ebene

lings der Kanten

y=0, 0=0uwd X=0, Y=0.
Der Punkt -
«=0, =0, y=—90
hat somit, da er sowohl auf der Kante « =0, = 0, als auch auf
X =0, Y =0 liegt, zwei verschiedene Tangentialebenen:
¢+ pB=0und y -+ 0=0.
Dies ist aber nur dann moglich, wenn dieser Punkt ein Doppelpunkt
der Fliche ist. Gleiches gilt fiir den Punkt
«=—f, y=0, d=0.

Wenn also eine der sechs mehrfach erwiihnten Geraden die Curve
in cinem Fundamentalpunkte beriihrt, so hat die entsprechende Fliche
zwei der Punkte, in welchen sich dic Kanten der beiden Tetraeder A
und B gegenseitiy schneiden, zu Doppelpunkien.

Beriihren daher die drei geraden Linien

Y + 2=0 3
2+2=0,
z+y=0
die Curve in den Fundameutalpunkten, so schueidet die Ebene
et+Bf+y+d=0

die Fliche in einer Curve, welche die sechs Ecken eines vollstindigen
Vierseits zu Doppelpunkten hat.

9. Einem Punkte im Raume entspricht ein einziger Punkt der
Ebene, diesem aber entspricht umgekehrt eine Raumcurve vierten
Grades, durch welche unzihlig viel Flichen zweiten Grades gelegt
werden konnen, und zwar diejenige, welche durch die acht Punkte
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A und B geht und jenen Punkt im Raume enthilt. Ebenso entspricht
einer beheblgen Curve im Raume eine Curve in der Ebene, dieser aber
umgekehrt eine Fliche im Raume, und diese ist der geometrische Ort
derjenigen Raumcurven vierten Grades, welche durch die acht Punkte
A und B, sowie durch einen Punkt der Raumcurve gehen. Der Grad
dieser Flidche héngt selbstverstiindlich ab von dem Grade der Curve
im Raume und von der Lage derselben zn den Ecken und Kanten der
beiden Tetraeder 4 und B.

Liegt z. B. diese Leitlinie m!» Grades in einer Fliche & = 0 des
Fundamentaltetraeders, und ist die Gleichung derselben

ey =0, f(By, 7,0)=0,
so ist die Gleichung der erzeugenden Curve vierten Grades
(@B +70) B, = (ay + )y, = («6 + By) 0,

woraus folgt:
By 10, = 1 Lt . !
R R R T o LI TE o T

so dass sich die Gleichung der Fliche ergiebt:

1. 1 L
f(oeﬁ—i—yé" ay+ o’ ’a’a’-wy)"—“o'

Der Grad der Fliche ist somit unter der gemachten Voraussetzung
im Allgemeinen das Vierfache von demjenigen der Leitcurve und die
12 Kanten beider Tetraeder sind sm-fache Linien der Fliche. Geht
aber die Leitlinie durch einen der Fundamentalpunkte, so vermindert
sich der Grad der Fliche sofort um 2. Ist z B. die Leitlinie eine

Gerade .
=0, mp,+ny, +pd =0,

so ist die Gleichung der Fliche

=0.

‘m " P

wbtyd T wrpe T wsty

Auf dieser Fliche liegen im Allgemeinen 20 gerade Linien, nim-

lich die 12 Kanten der Tetraeder 4 und B, und die acht geraden

Linien, welche die acht Flichen beider Tetraeder noch iiberdies mif

der Fliche gemeinsam haben.

Liegt die gerade Linie beliebig im Raume, so ist dagegen.die

Fliche im Allgemeinen vom achten Grade.

’

10. Es ist klar, dass man die Betrachfungen der vorigen §§ we-
sentlich verallgemeinern kann, wenn man fiir 2, y und 2 {iberhaupt
homogene Functlonen der Coordmaten «, B, y, 0 substituirt; es wird
aladann allerdmws die Lage der acht Fundamentalpunkte 4 und B eine
weit allrrememere als bxsher, dagegen geht auch dabei der grosste Theil
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der gefundenen einfachen Eigenschaften verloren. Diese Sitze wiir-
den nur dann mit nur unwesentlichen Aenderungen wiederkehren,
wenp die mit unserer fritheren verwandte Substitution

&= (a+ ) (» +9)
y=(+(B+9
g=(a+ (B +7)

ausgefilhrt wiirde. Es ist bekannt, dass man sowohl diese, als auch
die fritheren Werthe 2z, y, # zu Wurzeln der Resolvente einer Glei-
chung vierten Grades wihlen kann, sofern die letztere die Wurzeln
«, B, v, 0 hat.

Aber die Betrachtungen des vorigen § lassen sich auch noch in
anderer Beziehung wesentlich verallgemeinern, wenn man statt der
Raumecurven vierten Grades andere Curven zu Erzeugungslinien der
Fliche wihlt. Besonders einfach ist der Fall, in welchem die Fliche
erzeugt wird durch Raumecurven dritten Grades, welche durch fiinf
gegebene Punkte gehen. Kine Fliche dieser Art kann auf folgende
einfache Weise erhalten werden: Man beziehe einen Kegel auf ein
bestimmtes Tetraeder und ersetze hierauf in der Gleichung desselben
die Coordinaten durch ihre reciproken Werthe; alsdann entsprechen
den Erzeugenden des Kegels Raumcurven dritten Grades, welche durch
die vier Eckpunkte des Tetraeders und durch den Punkt gehen, wel-
cher vermoge der angewandten Transformation dem Kegelscheitel ent-
spricht. Die fiinf Punkte sind aber nur dann gleich vielfache Punkte
der Fliche, wenn der gewihlte Kegel ein solcher 3 mter Grades ist,
welcher die vier durch die Tetraederecken gehenden Erzeugenden zu
m-fachen Linien hat. Die Flichen haben alsdann den Grad 5m; die
finf Punkte sind 3m-fache Punkte und ihre 10 Verbindungslinien
m-fache Linien der Fliche.

11. Ein besonders bemerkenswerthes Beispiel zu den in dieser
Abhandlung betrachteten Flichen bietet die Kernfliche der Flichen
dritten Grades mit vier Doppelpunliten, welche ich z B. in einer im
finften Bande dieser Zeitschrift verbffentlichten Arbeit S. 38 etwas
niher betrachtet habe. Legt man als Gleichung der Fliche dritten
Grades

1 1 1 1
Tt TS5 +5=0 .
za Grunde, so kann die Gleichung ihrer Kernfliche unter der Form
1 1 1 1
G+r+r+5etrp+r+o)=1,

aber auch noch einfacher
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=0

1 1 1
PT R B NPPEN F e T oy
geschrieben werden. Die fragliche Fliche ist also diejenige, welche
vermdge unserer Transformation dem Kegelschnitte

yz+ 2z + gy =0
entspricht. Da dieser Kegelschnitt durch die Fundamentalpunkte geht,
so enthilt die Fliche die Kanten der beiden Tetraeder 4 und B, wil-
rend die Ecken Doppelpunkte der Fliche sind. Da ferner der Kegel-
schnitt in den Fundamentalpunkten von den Linien

yte=0, s42=0, a4y—
beriihrt wird, so beriihrt jede der sechs Ebenen

“t =0,
e+ py=0u s w

die Fliche lings je einer Kante beider Tetraeder und die sechs Punkte,
in welchen die Ebene
ety o=0

den sechs Kanten eines jeden der beiden Tetraeder begegnet, sind
Doppelpunkte der Fliche (§ 8.). Diese Ebene schneidet daher die
Fliche in einer Curve vierten Grades mit sechs Doppelpunkten, also
in den vier Geraden, in welchen sie den Flachen beider Tetraeder be-
gegnet.
Vom Punkte C,
o == ﬁ =y = )

kann man an die Fliche zanichst zwei, allerdings imaginire Berith-
rungskegel zweiten Grades legen, ausserdem aber noch einen weiteren
Kegel vierten Grades, dessen Berithrungscurve in der Ebene

«+p+y+0=0
liegt und somit aus den eben erwdhnten vier geraden Linien besteht.
Man kann daher lings dieser vier Linien Beriihrungsebenen an die
Fliche legen, welche sich in einem Punkte schneiden.
Fiir die drei Punkte O, C,, C, zerfillt der Kegel vierten Grades
nicht; die Berithrungsebenen
¢+B—y—0=0nu s w

schneiden vielmehr aus der Fliche je eine Curve vierten Grades mit
zwei Doppelpunkten und es ist hiernach die im Schlusssatze des § 8.
der oben citirten Arbeit aufgestellte Behauptung zu berichtigen. Da-
gegen zerfallen fiir jeden dieser Punkte C;, C,, C; die zwei Kegel
zweiten Grades in vier Ebenen, welche lings gewisser Tetraederkanten

berithren. P
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Zugleich mag bei dieser Gelegenheit einiger Eigenschaften dey
fraglichen Fliche gedacht werden, welche sich nicht unmittelbar apg
den oben entwickelten allgemeinen Sitzen ergeben.

Legt man in einem Doppelpunkte 4 und dem entsprechenden
Doppelpunkte B (z. B. 4, und B,) die Tangentialkegel, so schneiden
diese sich gegenseitig in einem Kegelschnitte, welcher zugleich auf
der Fliche liegt, und ausserdem in einem Kegelschnitt auf der Polar-
ebene von C,. Die Ebene des ersten Kegelschnittes ist dabei eine der
durch den Punkt C; gehenden und die Fliche lings einer Geraden be.
rihrenden, oben erwihnten Ebenen. Jeder dieser Tangentialkegel be-
rithrt tiberdies die Fliche lings drei geraden Linien.

Die Tangentialkegel in einem der weiteren sechs Doppelpunkte
beriihren dagegen die Flache lings vier geraden Linien und durch-
schneiden sie daher sonst nicht. Zwei dieser Kegel aber, deren Scheitel
auf gegeniiberliegenden Kanten des Tetraeders A liegen, durchschnei-
den sich gegenseitig in zwei Kegelschnitten. Die sechs so sich ergeben-
den Kegelschnitte liegen paarweise in den Ebenen CC,C,, CC,C,,
cc,c;.

Der Tangentialkegel, welchen man ausser dem eigentlichen Be-’
rihrungskegel des Punktes selbst noch von einem der Doppelpunkte 4
oder I aus an die Fliche legen kann, zerfillt in die drei Ebenen,
welche die Fliche lings der drei in jenem Punkte zusammenlaufenden
Tetraederkanten beriihren, und in einen Kegel dritten Grades mit einer
isolirten Doppelkante. Fiir den Punkt 4, z. B. ist die Gleichung des

letzteren:

P+0B+pB+2)=8820.
Die Beriihrungscurve dieses Kegels ist eine ebene und die Gleichung
der Berithrungsebene ist:

Satft+y+0=0.

Fiir jeden der weiteren sechs Doppelpunkte dagegen zerfallt der
Tangentialkegel in:
1) den Beriihrungskegel des Doppelpunktes selbst;
2) einen lings eines Kegelschnittes berithrenden Kegel zweiten
Grades;
3) die Berithrungsebenen lings der zwei Kanten der Tetraeder
4 und B, welche sich in dem Doppelpunkte schneiden.
Fir den Doppelpunkt
«=—§, 7=0, 6=0
z. B, ist die Gleichung des Kegels unter 2)

(@t+Bt+v+dle+p+4y0=0;

die Gleichungen der beiden Ebenen anter 3) dagegen sind
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at+8=0, y4+0=0.

12, Kine andere bemerkenswerthe Fliche vierten Grades entspricht
dem Kegelschuitte
1 1 1
y-+z + itz + -y =0.

Dieser geht durch die drei Punkte ¢,, ¢, und ¢;, und die Schnitt-
punkte der drei Tangenten, die man an die Curve in diesen Punkten
legen kann, liegen auf den Linien

y—2=0, 2—2=0, z—y=0,
Die Fliche

1 + 1 1 0
(«+B) (y +9) (“+7>(6+3)+(a+3)(ﬁ+7)z
hat daher ausser den acht Punkten 4 und B noch die drei Punkte
0, C,, C; zu Doppelpunkten und enthilt die 12 geraden Liuien,
welche diese drei Punkte mit den Punkten 4 und B verbinden (§ 4.).
Die Tangentialkegel in je zweien dieser Punkte C schneiden sich in
zwei Kegelschnitten und die Ebeuen der sechs so sich ergebenden
Kegelschnitte schneiden sich simmtlich im Punkte C.
Jede der sechs Ebenen

a4+p=0, a+y=0us w

schneidet die Fliche in vier Geraden, jede der sechs Ebenen

¢e—f=0, a—y=0us w

dagegen in zwei Geraden und einem Kegelschnitt. Die sechs auf diese
Weise entstehenden Kegelschnitte sind zu je zweien in doppelt per-
spectivischer Lage und die Scheitel der sechs Sehkegel liegen in den
Punkten C,, C,, C;.

13. Unter den Flichen sechsten Grades ist diejenige hervorzu-
heben, welche der Curve dritten Grades

Y+ 2 (+2) @+ y)=8uyz
entspricht. Diese Curve geht durch die drei Fundamentalpunkte a
und hat in diesen die Linien

y+2=0, z24+2=0, 24+y=0
zu Tangenten; ferner hat die Curve den Punkt ¢,
T=y=2
zum isolirten Punkt. Die-entsprechende Fliche
(aB) (a7) (a+0) (B-+7) (B+0) [+ ) =8 (wf+79) (wy+Bd)iwd+fy)
hat daher die acht Punkte 4 und B zu dreifachen Punkten, den Punkt
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C, zu einem vierfachen Punkt und die sechs Punkte, in welchen die

Ebene
Gt Bty+o=0

den sechs Kanten der Tetraeder 4 oder B begegnet, zu Doppelpunk-
ten. Ferner liegen auf der Fliche die zwolf Kanten beider Tetraeder,
und ausserdem sind die vier geraden Linien, welche den Punkt C, mit
den vier Ecken A oder B verbinden, isolirte Doppellinien der Fliche,
Der Tangentialkegel des vierfachen Punktes zerfillt in zwei Kegel
zweiten Grades; derjenige eines dreifachen Punktes dagegen schneidet
die Fliche in einer ebenen Curve dritten Grades, welche zugleich auf
der gegeniiberliegenden Tetraederebene liegt. Jede der sechs Ebenen
« 4 B =0 u s. w. berihrt die Fliche in je einer Kante der Tetra-
eder A und B und durchschneidet sie iiberdies in einem Kegelschnitt.

Chemnitz, im Januar 1874.



Ueber eine neue Bedingung fiir den gewdhnlichen
Mittelwerthsatz.

Von Pavr pu Boms-Revyoxp in Tibingen.

Nach dem gewbhnlichen Mittelwerth_satz kann das Integral

b
f f(x) 9(z)dz auf die Form:

13

f(%) px)dz, a<EZDH,

gebracht werden, wenn q)(x) im Intervall ¢ <2 < b ihr Zeichen nicht
Wechselt Dlese Bedingung kann durch folgende davon ginzlich ver-
schiedene ersetzt werden: Jeune Umformung ist gestattet, wenn f(x)
wm Intervall a < z < b entweder wirgends zumimmt oder nirgends ab-

yimmt, und wenn , J p(z)dx = N (%) geselet, die Function A (z)- im

Intemall aLla<b @hr Zeichen nicht wechselt und stets < A(b) ist.
Geometrisch bedeutet diese Bedingung Folgendes; Die Curve y = A(z)
darf, indem sie die Punkte s =a, y = A(a)=0 und z=15, y=A(b)
verbindet, das von den Geraden:
2=a, z=0b, y=0, y=A(®)

eingeschlossene Rechteck nicht verlassen.

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus dem zweiten Mittelwerth-
satz*):

: : :
J1@o@is=r(@ [o@iz+ 10 J p(0)iz, a<f<b,

da die beiden Integrale rechter Hand positiv sind, indem man einen
zwischen f(«) und f(b) gelegenen Werth vor diese Integrale nimmt,

%) Man findet jenen Satz in Borchardt’s Journal Bd. 69, 8. 65, femwer auch
in diesen Annalen Bd. VI, S. 313. Apm. d, Redaction.
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Die neue Bedingung ist deshalb bemerkenswerth, weil sie fiir die
Function ¢ (x), der sie ja beliebig viele Zeichenwechsel gestattet, viel
weniger einschrinkend ist als die alte, wofiir sie allerdings der Function
{(«) weniger Spielraum gonnt.

Ich benutze diese "Gelegenheit, um in meinem letzten Aufsatz
» Ueber dic sprungweisen Werthverdnderungen analytischer Funttionen®
(Seite 241 dieses Bandes) einen storenden Druckfehler zu berichtigen.
Auf Seite 254 jenes Aufsatzes muss nimlich die zweite Formel so
lauten:
+7

Lim ’gff(a)da -+ cosz f(af) cos eda - --- cos nx f(a) cos nade
-j—n
+ sinz f(cc) sin edo -+ --- sin n:vff(a) sin nada}

nix—x)

xz {f(ﬁﬁ—{-o)-{—f(x; ~O)§ + {f(xx +0) — (x,-—())} le'/ sine 5.

Tiibingen, im April 1874.



Ueber die Correspondenzformel,

Von A. Brirt in DirusTADT.

Im VI. Bande dieser Annalen (S. 38 ff.) habe ich einen Satz be-
wiesen, vermdge dessen das bekannte Chasles’sche Correspondenz-
princip fiir Punkte auf einer Geraden ausgedehnt wird auf Punkte einer
Curve von allgemeinem Geschlecht. Erscheint an jener Stelle der Satz
wesentlich nur als Corollar zu Untersuchungen tiber Correspondenzen-
paare, und werden demnach manche an ihn ankniipfende Fragen dort
unerdriert gelassen, so wird im vorliegenden Aufsatze beabsichtigt,
durch niheres Eingehen auf die Eigenschaften einer einzelnen Corre-
spondenz und ihrer Coincidenzen diese Liicke auszufiillen.

Der a. a. O. gelieferte algebraische Beweis der Correspondenz-
formel (der Formel fiir die Anzahl der Coincidenzen einer Corre-
spondenz auf einer algebraischen Curve) wird in (I.) in geometri-
scher Fassung wiederholt. Die allgemeine Gestalt, welche Cayley
jener Formel gegeben hat, indem er ausser einfachen auch mehr-
fach zu rechnende Punkte der Curve als durch die Correspondenz aunf
einander bezogen annahm, ldsst sich, wie gezeigt wird, aus der vorher
bewiesenen besonderen ableiten, ohne dass es nothig ist, ein Zerfallen
der Correspondenz unter Adjunction der Curvengleichung in einzelne
Correspondenzen zwischen ,einwerthigen Punkten — was tbrigens
in vielen Fillen der Anwendung eintritt — voranszusetzen. Man er-
reicht dies mit Hiilfe eines auf Correspondenzen mit mehrwerthigen
Punkten beziiglichen Satzes (§ 9.), welcher die Vertauschung des un-
abhingig verinderlichen Punkfes mit einem der ihm entsprechenden
Punkte betrifft.

Das Verhalten der Correspondenzen in Doppel-, Rijckkehr- u. s. w.
-Punkten der gegebenen Curve, das in (IIL) betrachtet wird, veran-
lasst eine Unterscheidung zwischen ,eigentlichen“ und ,uneigentlichen*
Coincidenzen, von denen nur die ersteren bei eindeutiger Transformation
der gegebenen Curve nicht verloren gehen kinnen. Eine Reduction
der Correspondenzformel wird ebenso ur durch eigentliche Coinciden- -
zen, welche in singulire Punkte der Curve fallen, hervorgebracht. M-it
Hilfe der in § 21. aufgestellten Regeln lisst sich in jedem Falle die
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Grosse dieser Reduction bestimmen, wobei sich denn ganz allgemein
ergiebt, dass das Vorhandensein von Doppelpunkten nur in Ausnahme-
fallen eine solche nothig macht.

I. Correspondenzen mit einwerthigen Punkten.

1. Vermobge einer Correspondenz ¢ zwischen zwei Punkten »
und y (die man sich als Gleichung zwischen den Coordinaten derselben
vorzustellen hat) moge jedem Punkte z der Ebene eine Curve (y)
L. Ordnung entsprechen, jedem Punkte y eine Curve (z) K. Ordnung.
Sei dazu eine Curve f von der m. Ordnung gegeben, so entsprechen
wegen ¢ jedem Punkte y Km==F Punkte x dieser Curve, jedem Punkte
# Lm =1 Punkte y auf . Es giebt in der Ebene eine Curve von
der Ordnung K 4 L, fiir welche die Curve (y)- durch den Punkt
geht, und umgekehrt. Es giebt also anf [ £ - [ Punkte, fiir welche
einer der correspondirenden Punkte « in y fillt, oder umgekehrt. Wir
werden diese Punkte die Coincidenzpunlite der Correspondenz ¢ nennen;
die Correspondenz selbst, insofern wir sie in der Folge vorzugsweise
in Bezug auf f betrachten, wollen wir durch (%, ) bezeichnen.

2. Gegeben sei nun zwischen den Punkten z und y ausser ¢
eine andere Correspondenz ¢’ = (%, V). Wandert y auf f, so be-
schreiben die Punkte x, welche gleichzeitiz den Correspondenzen ¢
und ¢’ geniigen, eine Curve, deren Grad leicht zu ermitteln ist. Wir
betrachten eine beliebige Gerade (. Einem Punkte x derselben ent-
sprechen vermige ¢’ I’ Punkte y auf /,” jedem von diesen vermdge ¢
eine Curve von der Ordnung K, die auf G I"K Punkte z’ aus-
schneiden. Da nun jedem von diesen wiederum k'L Punkte x ent-
sprechen, so ist die Zahl der Coincidenzen von Punkten z mit Punk-
ten z’ gleich:

VK EL.

mUK+ELy=1k+k'
die Anzahl der Punktepaare «x,y auf f, welche den beiden Correspon-
denzen (k, 1) und (%', 1") zugleich gentigen.

Zeigen die Punkte z und y in jéder der beiden Corresponden-
zen ein symmetrisches Verhalten, ist also k=1, &' =1, so ergiebt
das angefithrte Verfahren nicht nur die Coincidenzen der Punkte Z,
sondern auch die der entsprechenden Punkte y, und die Anzahl der
Paare, welche gleichzeitig den Correspondenzen (k, k), (£', k") gentigen,
ist gleich der Hilfte der oben gefundenen Zahl:

i =Lk

3. Wir betrachten jetzt eine Correspondenz ¢ fiir sich, und zwar

unter der Voraussetzung, dass die Curven (z) und () durch die Punkte ¥

Daher ist:



Yeber die Correspondenzformel, 609

bez. z selbst hindurch gehn, welchen sie entsprechen, und wollen, um
gleich die Riicksicht auf die Curve f zu wahren, annehmen, dass einem
Punkte y von [ eine Curve (z) entspreche, von deren 7 Schnittpunkten
mit £ ¢ in y fallen (z. B. durch Berithrung, oder einen vielfachen
Punkt u. s. w.), wir wollen kurz sagen: eine Curve (z) mit einem
Jp-werthigen Schwittpunkt in x = y“. Ebenso sollen vermige derselben
Correspondenz von den ! Schnittpunkten, welche einem Punkte z ent-
- sprechen, 8 wieder in z fallen. Alsdann kann man zunichst zeigen,
dass immer p == 0 ist. Wir werden eine solche Correspondenz in der
Folge durch (5 — y, I — y) bezeichnen.

Wegen eines geometrischer Beweises dieser Behauptung sei es ge-
stattet, auf Nr. Il. zu verweisen; hier mbge ein einfacher algebraischer
Beweis Platz finden.

Man denke sich mit Hiilfe von f(z) = O eine der 3 homogenen
Coordinaten z;, %,, z; des Punktes x, etwa x,, eliminirt, so muss in

24

der Eliminationsgleichung der Factor - — %‘— y-mal auftreten. Eli-
? 2

minirt man dann noch ¥, so enthilt die resultirende Gleichung diesen
Factor my-mal. Aber diese Gleichung kann keine andere sein, als
wenn man umgekehrt erst y; und dann w, eliminirt hiitte, wodurch
denn jener Kactor m 0-mal vorgekommen wire. Daher hat man y=2d.

4. Es mbgen- nun wieder zwei Correspondenzen gegeben sein:
eine der eben betrachteten Art, ¢ = (5" — 9’, 7" — "), mit einem
y" werthigen Punkt in z =y, und eine ¢ = (%, }), welche durch Zu-
sammenfallen von z mit ¢ im Allgemeinen nicht befriedigt wird. Man
suche die Anzahl der Paare von geirennt liegenden Punkten z, y auf f,
welche gleichzeitig beiden geniigen. Von der Anzahl Aller, welche
die letztere Bedingung erfiillen:

kU FIE,

sind diejenigen Punktepaare abzuziihlen, fiir welche  in y fallt. Dies
tritt nun aber nur an denjenigen Stellen von f ein, wo Coincidenzen
von ¢ stattfinden, und zwar an jeder solchen Stelle p’-fach, weil ¢’
dann immer einen p’-fachen Punkt besitzt. Zihlt may also:

7E+D
Paare ab, so bleiben die gesuchten:
B —y)+1E —7)
Paare von getrennt liegenden Punkten.
5. Wir gehn endlich zu dem Falle iiber, dass 2 Correspondenzen
¢o=@F—y,l —y) und @' (k" — 7y, I’ —y’) mit je cinem y- und
y’-werthigen Punkt in # = y gegeben sind. Man denke sich zunfichst

die eine Correspondenz ¢ ein wenig deformirt in eine solche 7= &, b),
Mathematische Apnalen VIIL 39
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welche in # = y keinen ein- oder mehrwerthigen Punkt mehr besitat,
dagegen y diesem benachbarte Punkte auwf f. Nun ist die Anzahl der
Punktepaare, welche den Correspondenzen = und ¢’ geniigen, nach
dem Vorigen:

B 1B —p (1)

Unter diesen Paaren giebt es zwar keine solche von zusamsmenfal-
lender. Punkten mehr, wohl aber noch solche von nahe benachbarten
Punkten z, y, welche zusammenfallen, sobald die Deformation aufhort.
Diese sind zu finden.

Lassen wir den Punkt x auf f wandern, so begleiten ihn die y
Punkte y, welche die deformirte Correspondenz z ergiebt, in unmittel-
barer Nihe. Riickt aber z in die Nihe eines solchen Punktes C von
f, in welchem die Correspondenz ¢’ ausser einem ¢’-fachen Punkt
noch eine Coincidenz besitzt, so riickt auch der coincidirende Punkty
in die Nike von z, fillt in C mit # zusammen und entfernt sich wie-
der, wenn z sich von C entfernt. Wihrend dessen wird aber dieser
Coincidenzpunkt jeden der y Punkte y, welche z begleiten, einmal
passiren, und jeder Durchgang bezeichnet ein Paar von nahe benach-
barten Punkten z, y, welche beiden Correspondenzen z und ¢’ ange-
horen. Jedem Punkte C entsprechen somit y Paare, und, wenn es P’
Coincidenzpunkte der Correspondenz ¢’ giebt, so sind p - P’ Paare ab-
zuziehen. Ks bleiben also:

(p@) =kl + W' —y" k+D—y P
Paare von getrennt fallenden Punkten z, y, welche den beiden Corre-
spondenzen ¢ und ¢’ gleichzeitig geniigen.

6. Nun verfihrt man aber unsymmetriseil, indem man die eine
Correspondenz ¢ deformirt. Hitte man statt dessen ¢ deformirt, so
wiirde man die Formel:

- () =kl U —y B +1)—9'P
erhalten haben, wo P die Anzahl der Coincidenzpunkte der Correspon-
denz @ ist. Da die beiden Werthe (po’) einander gleich sein miissen,
so erhdlt man durch Vergleichung:

Po—p)—0—y) P —F —y)—(0 —75),

4 7’ .

Dieser Quotient hat fiir ¢ dieselbe Form wie fiir ¢’ und muss daher
von der speciellen Form der Correspondenz unabhingig sein; er kann
nur noch von den Constanten der Curve f abhingen. Man findet aus
irgend einer speciellen Correspondenz (z. B. der zwischen dem Beriih-
rungspunkt einer Tangente und den iibrigen Schnittpunkten derselben
bestehenden, fir welche P = der Anzahl der Wendetangenten von f
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ist) den Werth des Quotienten gleich 2 p, wo p das Geschlecht der
Curve [ ist. Daher hat man die Correspondenzformel:

P=k—n+0—n+2p7;
und ferner durch Substitution:

(po)=CE—NC —9)+E —9)E—2)—2pyy".
7. Setzt man noch:
k—y=u; ' —yp =u
l—y=14; U —y' =2,
wo dann also x die Anzahl der vermoge der Correspondenz ¢ = (x,4)
dem Punkte y entsprechenden nicht mit y' zpsammenfallenden Punkie
z ist, 4 die Anzahl der dem Punkt z entsprechenden Punkte y, welche

nicht mit z vereinigt liegen u. s. w., so ist die Ansahl der Coincidens-
punkte der Correspondenz (%, A):

Peuti+2py,
wo y die ,Werthigkeit des Punktes x = y bedeutet. Kerner ist die
Anzahl der den beiden Correspondenzen (%, ) und (%', ") zugleich ent-
sprechenden Punkiepaare z, y:
(o) ="+ 2x" — 2 pyy’.

Ist das Vorkommen der Punkte z und y in jeder der Correspon-
denzen @ und ¢’ ein symmetrisches, so dass also x =4, »" = 4’ ist,
so ist, aus dhnlichen Griinden wie oben (§ 2.), die Zahl der gesuch-
ten Paare gleich der Hilfte von (pg’):

L (o) =un" —pyy

8. Von den obigen Formeln fiir P und (pg") steht hinsichtlich
der Einfachheit der Darstellung keine hinter der anderen zuriick; hin-
sichtlich der Anwendbarkeit verhilt sich die letztere zur ersteren wie
der Ausdruck fiir den Grad der Resultante aus zwei algebraischen Glei-
chungen zu dem fiir den Grad der Discriminante einer solchen. Man
findet die weitere Discussion der Formel fiir (p¢’), sowie eine Aus-
dehnung derselben auf einen allgemeineren Fall in dem oben citirten
Aufsatz im VI Bande d. Ann. durchgefilhrt. An dieser Stelle moge
die Formel fiir P, die , Correspondenzformel“, einer niheren Betrach-
tung unterzogen und insbesondere (in I1.) auf eine solche Yorm gebracht
werden, dass sich der Ausdruck fiir (p ") als eine Folge derselben dar-
. stellen lisst.

) ~
H. Correspondenzen mit mehrwerthigen Punkten.

9. Wenn eine Correspondenz zwischen zwei Punkten £ und ¥y
einer Curve f durch Zusammenfallen von wx mit y hefriedigt wird, so
3%
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ist, wie oben in § 3. gezeigt wurde, diejenige Zahl, welche wir dje
» Werthigkeit“ des Punktes # =y genannt haben, unabhiingig davon,
ob man den Punkt z oder den Punkt y als den O‘egebenen, unabhanolg
verinderlichen betrachtet. Diese Bemerkung lisst sich in folgender
Weise verallgemeinern:

Wenn vermige einer Correspondenz swischen zwei Punkten x und
y eimer Curve [ unter den einem Punkte x' entsprechenden Punkten y
e G~werthiger Punkt y', d. h. ein solcher Punkt vorkommi, in welchem
@ einfache Punkte wo"eim’gt liegm, so st — sofern die Lage des i-werthi-
gen Punktes y' mit der von ’ als continwirlich verinderlich vorausgesetzt
wird — umyg Jekelwt unter den dem Punkt y' entsprechenden Punkten z
der Punlt z’ ebenfalls als ein i-werthiger zu rechnen.

10. Man erkennt die Richtigkeit dieses Satzes leicht fiir den Fall,
dass f eine Gerade ist. Denn die einander entsprechenden Parameter
2 und y der Punkte einer Geraden lassen sich als Coordinaten einer
Curve auffassen, welche, wenn einem jeden Punkt « ¢ gleiche Werthe y
(ausserdem noch andere Werthe %) entsprechen sollen, eine 4-fache
Curve als Bestandtheil besitzt. Vermdge dieser Curve entspricht dann
umgekehrt jedem Werth von 4’ das zugehorige 2" ¢-fach.

Dieser Betrachtungsweise kann, wie dies ahnlich Herr Zeuthen
that (diese Annalen Bd. III., 8. 151), eine allgemeinere Fassung ge-
geben werden, indem man an Stelle der Coordinaten zwei (eraden-
biischel einfiihrt. Wir wollen gleich an den allgemeineren Fall einer
beliebigen Curve [ anschliessen und ausserhalb derselben zwei beliebig
gelegene Punkte 4 und B annehmen, von deren einem A im Strahl

X nach einem Punkte x von f gezogen werden moge. Sucht man die
zu x und den ibrigen Schmttpunkten von X mit f gehtrigen Punkte
y und verbindet Jeden derselben mit B durch einen Strahl Y, so bil-
den, wenn 2 sich bewegt, die Schnittpunkte der Strahlen X, Y eine
Curve C, welche als genau dieselbe entstanden wire, wenn man die
zu den Strahlen Y gehiirigen Strahlen X aufgesucht und mit diesen
geschnitten hitte. Entspricht nun einem Punkte z” von [ unter an-
deren auch ein i-werthiger Pankt y’, der seine Lage continuirlich @n-
dert, wenn z’ dieselbe indert, so enthilt die Curve C eine %-fache
Curve als Bestandtheil, vermige deren denn auch umgekehrt der Strabl
X' dem Strahle Y~ i-fach entspricht. Weil nun aber die Lage der
Scheitel 4, B der Strahlenbiischel beliebig ist, so lisst sich das, was
von dem einem Punktepaare z',y eutbprechenden Strahlenpaare X' Y’
gilt, auf die Punkte z'y’ von [ selbst tibertragen, welche somit die Eigen-
schaft besitzen, einander wechselweise i- -werthig w entsprechen, q. e. d.

11. Durch die vorstehenden Betrachtungen rechtfertigt es sich,
wenn wir in der Kolge bisweilen unsymmetrisch verfahren, indem Wwir
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den Punkt y als den unabhiingig verinderlichen ansehn. Die so ab-
geleiteten Eigenschaften einer Correspondenz kdnnen nach Obigem
keine anderen sein, als man sie erhalten haben wiirde, wenn man den
Punkt z als den unabhiingig veriinderlichen angesehn hitte. Fillt
insbesondere ein ¢-werthiger Punkt y* mit & selbst zusammen, so hat
man den oben (§ 3.) betrachteten Fall. Der Beweis desselben hiitte
einer kleinen Modification bedurft, wenn man noch die Punkte 4 und
B als vereinigt gelegen angenommen hiitte. Diese Modification, auf
welche, mit Bezug auf § 1. der oben erwidhnten Abhandlung im
VI. Bande dieser Annalen (s. d. Druckfehlerverzeichniss zum VI. Bande),
Herr Zeuthen mich aufmerksam gemacht hat, findet man leicht durch
geometrische lnterpretation der oben in § 3. angestellten algebraischen
Betrachtung. Uebrigens lisst sich, wie bereits erwihnt, die besondere
Untersuchung dieses Falls durch Annahme getrennter Lage der Punkte
A, B vermeiden. )

Es mbge hier noch hervorgehoben werden, dass der oben (§ 9.)
ausgesprochene Satz ohne Weiteres auf den von Herrn Zeuthen a.
a. O. uncersuchten Fall, wo die einander entsprechenden Punkte z und
y auf verschiedenen Curven f und F gelegen sind, iibertragen werden |
kann. - :

12. Hat man nun eine Correspondenz mit mehrwerthigen Punk-
ten ®(zy) gegeben, vermoge deren jedem Punkte x der Curve f 1
(nicht in z fallende) i’-werthige Punkte y’, 2” ¢”-werthige Punkte y”
u. s. w. auf f und endlich ein [-werthiger Punkt in z selbst entspre-
chen, so ist die Gesammtzahl aller einem Punkte z entsprechenden
Punkte y gleich zu rechnen:

Fdd F4d"2" 4+ -=T4+A

einwerthigen Punkten, von denen A nicht in z fallen. Die Gesammt-
zahl der einem Punkte y entsprechenden Punkte z findet man in fol-
gender Weise. Man bestimme die Zahl «’ derjenigen Lagen des Punk-
tes ©, welchem der Punkt y als i’-facher Punkt y’ entspricht; dann
entsprechen diese, nach dem obigen Satz, dem Punkte y je als o
werthige Punkte 2'. Aehnlich bestimme man die Anzahl der dem Punkte
y entsprechenden ¢”-werthigen Punkte z” u. s. w. Die Gesammizahl
der einem Punkte y entsprechenden Punkte z ist alsdann gleich zu

rechnen:
F4ie % 4 =T 4K
einfachen Punkten.

13. Auch die Coincidenzen einer solchen Correspondenz sind ver-
schiedenartig. Riiekt nidmlich von den einem Punkte z entsprechen-
den A" i’-werthigen Punkten y’ ein solcher in den Punkt z herein
(abgesehen von dem in y = « schon vorhandenen I-fachen Punkt), so
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ist diese Coincidenz offenbar fiir ¢" Coincidenzen einfacher Punkte 7y
zihlen. Giebt es P’ solcher Coincidenzen, ferner P” Coingidenzen
von ¢”-werthigen Punkten y” mit 2 u. s. w., so sind die simmtlichen
Coincidenzen dquivalent:
P=i{P +i"P' 4 --

Coincidenzen einwerthiger Punkte.

Durch die vorstehenden Erorterungen ist die Correspondenz ¢ auf
eine solche mit einwerthigen Punkten zuriickgefiihrt. Wendet man die
fiir eine solche aufgestellte Correspondenzformel auf sie-an, so- erhilt

man die Gleichung: )
P=K+A+2prl,
oder:

?:I(PI_“I—-l/>+iI’(P’/—_‘“II__AI/)+....-=.)pr.
Dies ist aber eben die von Cayley angegebene Formel (Comptes ren-
dus, T. LXTI, 1866).

14. Mit Hiilfe der in § 12. gemachten Bemerkunaen lasst sich um-
gekehrt der Grad derjenigen Gleichung in den Coordmaten der Punkte
z und y, welche die Beziehung auf der Curve f vermittelt, bestim-
* men. Dieg mbge an dem Beispiel der durch die Tangenten von einem
Punkt z der Curve hergestellten Correspondenz ausgefiihrt werden.

Die Curve [ sei von der m. Ordnung. — Dem Punkte z ent-
sprechen: )

1) die m (m — 1) — 2 Beriihrungspunkte y* der Tangenten des durch
% gehenden Biischels (je doppelt zu rechnen);

2) die (m — 3) {m (m — 1) — 2} iibrigen Schuittpunkte y” dieser
Tangenten;

3) der [m (m — 1) — 2]-fache Punkt in z selbst.

Die Summe aller ist:
m {m (m — 1) — 2}
einfachen Punkten iHquivalent; der Grad der betreffenden Correspon-
denzgleichung in den Coordinaten von y also gleich:
m(m— 1) —2.
Ferner entsprechen einem Punkte y:

1) sofern derselbe als Beriihrungspunkt einer Tangente (also ein
Punkt y') aufgefasst wird: die m — 2 iibrigen Schnittpunkte z',
je 2-fach zu rechnen,

2) sofern derselbe einfachér Schnittpunkt einer Tangente (y”) seit

kann: die (m — 3) {m (m — 1) — 2} einfachen Schnittpunkte
” der Tangenten des Biischels durch y; je einfach.
3) ein [m (m — 1) — 2]-facher Punkt in y selbst,
Die Summe ist:
m (m— 1) (m — 2)
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einfachen Schnittpunkten Hquivalent, woraus hervorgeht, dass der Grad
der Correspondenzgleichung hinsichtlich der Coordinaten des Punktes
y ansteigh auf: )

(m — 1) (m — 2).

15. REin in mehrfacher Hinsicht bemerkenswerthes Beispiel einer
Correspondenz ® mit mehrwerthigen Punkten ist diejenige, welche sich
aus zwei Correspondenzen: («, 4) mit einem p-fachen, und (', 4"), mit
einem p'-fachen Punkt in z = y (denen ein Punktepaar x, y zugleich
gentigen soll) zusammensetzt, und zu einer Bestimmungsgleichung fiir
(p@’) (vgl. § 8.) fithrt. Vermoge (%, 4) entsprechen nimlich einem
Punkte z 4 Punkte y, deren jedem wiederum vermdge (x', ") »" Punkte,
die wir nun als y” bezeichnen wollen, entsprechen. Jedem von diesen
entsprechen riickwirts 4" Punkte (¢7), deren jedem wiederum x Punkte
(z”) eutsprechen. Alsdann ist (p¢’) die Anzahl der Coincidenzen yon
Punkten y” mit #. Die dem Punkt z entsprechenden Punkte y’ sind
je p'-werthige Punkte, wihrend die y” einwerthig sind. Ist noch P
die Anzah) der Coincidenzen der Correspondenz (x, ), so erhilt man
unter Anwendung der erweiterten Correspondenzformel (§ 13.):

gy (P—2—2A)+1-((pg) — %2 —ix)=2p-0=0.
Dies ist aber die in § 6. abf anderem Wege abgeleitete Formel fiir (p ¢').

III. Correspondenzen mit theilweise festen Punkten. Doppel- und
Riickkehrpunkte der gegebenen Curve.

16. Mit Riicksicht darauf, dass, wie man soeben gesehn, eine
Correspondenz mit mehrwerthigen Punkten als ein besonderer Fall
einer solchen mit einwerthigen aufgefasst werden kann, knipfen wir
die folgenden Betrachtungen an die leichter zu iibersehende Correspon-
denz mit einwerthigen Punkten an. Die Correspondenz (x, 1) mit einem
y-werthigen Punkt in # =y dachten wir uns oben (§ 1.) durch eine
Gleichung ¢ (2, y) = O zwischen den Coordinaten der Punkte x und y
gegeben. Wenn nun die Curve [ keine Doppel- und Riickkehrpunkte
besitzt, und die Curven (z) und (y), von der K. und L. Ordnung,
welche die % — K-m — p einem Punkte y entsprechenden Punkte z,
bez. die A = L-m — p einem Punkte z entsprechenden y ausschnei-
det, alle mit z, bezw. y, beweglich sind, so liegen die P Coincidenz-
punkte von (%, 4) auf einer Curve C; deren Gleichung man aus @==0
erhalten wiirde, wenn man darin die Coordinaten von z und y unend-
lich wenig verschieden annihme. Wir kinnen indess ohne diese alge-
braische Operation den Grad dieser Curve C der Coincidenzpunkte ver-
mittelst des Ausdrucks fiir P bestimmen, wenn wir darin die Zahlen
«, A und p durch m, , K und L ausdriicken :
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P=uti+4+2py=m{E+Ltym—3}=m-1,

und beriicksichtigen,'dass diese P Punkte ein vollstindiges Schnitt-
punktsystem auf f bilden miissen. Man erhilt somit fiir den Grad von
C die Zahl:

M=K+ L+ym—3).

" 17. Die Zahl TT bleibt die nimliche, wenn man fiir f eine Curve
mit Doppel- und vielfachen Punkten nimmt, durch welche, ebenso wie
durch feste einfache Punkte von f, die Curven (%) und (y) noch be-
liebig hindurch gehn kénnen. Denn -durch Specialisirung der Con-
stanten in den Gieichungen fir die Curve /" und die Correspondenz
(%, &) wird der Grad der Curve C nicht geéindert. Irgend einem Punkte
y der Curve [ entsprechen dann ausser den p in ihn selbst entfallen:
den Punkten:

a) # mit y bewegliche Punkte;

b) die in festliegende einfache oder mehrfache Punkte 4, 47, -

von f entfallenden Schmttpunkte der Curven (x) und (y) mit f
— Die Punkte 4, 4° - mogen , Ausnakmepunkte® von f
heissen.

Demgemiss findet nun eine Coincidenz statt in folgenden Fillen:

1) Wenn einer der » beweglichen einem Punkte y entsprechenden
Punkte = (oder auch: einer der 1 einem Punkte z entsprechenden
Punkte y, vgl. § 10.) diesem Punkt auf demselben Curvenzweig unend-
lich nahe gelegen ist. Dieser Art sind alle Coincidenzen, welche ein-
treten, wenu f keine Ausnahmepunkte besitzt. Wir wollen dieselben
im Gegensatz zu allen anderen, fiir welche eine jener Eigenschaften
nicht vorhanden ist, eigentliche Coincidenzen nennen. Fir eine gegebene
Correspondenz (x, 4) sel die Anzahl derselben = P,

2) Wenn einer der Ausnahmepunkte 4 mit y zusammenfillt,
d, h. wenn y in einen solchen hereinriickt. — Diese Coincidenzen
sind uneigentliche, wenn von den % beweglichen Punkten z, welche
dem in A liegenden Punkte y entsprechen, keiner in 4 hereinfillt.
Tritt dieser Fall indess fiir irgeud einen Ausnahmepunkt 4 ein, so

kann es sich ereignen, dass in diesen Ausnahmepunidt ezgentlwhe Coin-
cidenzen zu liegen kommen:

I. Wenn von den % Punkten 2, welche einem auf einen bestimmten
Zweige von A angenommenen Punkte y entsprechen, einige auf den-
selben Zweige, auf welchem y liegt, zuriickfallen. (Beispiele § 23. unten.)

II. Wenn jener Ausnahmepunkt 4 ein vielfacher Punkt mit theil-
weise zusammenfallenden Zweigen, z. B. ein Riickkehrpunkt ist. Zwei
in emem solchen Punkt von / vereinigte Punkte der Correspondenz
sind nicht nur als unendlich benachbart, sondern auch als auf dem-
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selben Curvenelemente unendlich benachbart anzusehn, und bilden somit
eine eigentliche Coincidenz.

Die unter I. und II. aufgezihlten, in Ausnahmepunkte entfallen-
den eigentlichen Coincidenzen mogen vereinigt und ihre Summe durch
¢ bezeichnet werden. Diese ¢ Coincidenzen sind dann unter der obigen -
Zahl P’ mit inbegriffen. Es mdge demnach P' — ¢ = P gesetst
werden.

Endlich moge noch @ die Summe aller wncigentlichen Coincidenzen
von (%, A) darstellen.

Aus § 16. folg‘t dann, dass die Gleichung besteht:

Pt Q+o=m-T,
aus welcher sich die Zahl P = P' — o der eigentlichen, nicht in Aus-
_nahmepunkte entfallenden Coincidenzern bestimmen ldsst, wenn man @
und o kennt.
Es moge zunichst die Anzahl @ der uneigentlichen Coincidenzen
ermittelt werden.

19. In einen einfachen Ausnahmepunkt 4 von / moge fiir jede Lage
von ¥ eine Anzahl ¢ der diesem Punkt entsprechenden Schnittpunkte
der Curve (z) entfallen; wihrend von den einem Punkte x entspre-
chenden Punkten 7 in A fallen mogen (wo v und ¢ auch Null sein
konnen).

Riickt nun der Punkt y in A, so entspricht thm einraal der Punkt
A 6-fach, weiter aber entspricht ihm die ganze Curve f z-fach, weil
er selbst jedem Punkt z dieser Curve z-fach entspricht, und man hat

somit:
64z
in A entfallende Coincidenzen*).

20. Aehulich ermittelt man die Anzahl der in einen Doppelpunkt
oder einen vielfachen Punkt von [ entfallenden Pupkte der Curve C.
Man nehme zuniichst an, dass fiir eine gegebeue Correspondenz die
Werthigkeit » des Punktes » = y Null sei, und dass in einem Doppel-
punkt A’ von f jede Curve (z) einen o’-werthigeu, jede Curve (y)
cinen 7’-werthigen Schuittpunkt besitze. Deformirt man nun die Cor-
respondenz ein wenig, so dass die 7" vorher in 4’ entfallenden Punkte
der Curve (y), welche irgend einem Punkte x entsprechen, nicht mehr

#) Diese Coincidenzen gehbren mcht in die Kategorie der eigentlichen Coin-
cidenzen, weil sie nicht dadurch entstanden sind, dass einer der x heweglichen
dem Punkte 4 entsprechenden Punkte x in diesen herein geriickt ist. Firz==10
erkennt man dies direct; ist aber = von Null verschieden, so kann man iiberhaupt
nicht mehr von x discreten dem Punkt A entsprechenden Punkten reden, weil
die ganze Curve [ an deren Stelle getreten ist.
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in A’ selbst, sondern nur dem Punkte A’ pahe benachbart fallen, so
entspricht irgend einem von diesen 7z’ Punkten die ganze Curve f
selbst einfach (wie im vorstehenden §), gehtt also y auf dem Weg
zum Doppelpunkt durch einen solchen hindurch, so erhilt man auf die
oben (ibd.) erdrterte Weise eine einfache Coincidenz; es ergeben sich
so 7" Coincidenzen, zu welchen noch die 6" Coincidenzen kommen,
welche eintreten, wenn y den Punkt A’ selbst passirt, so dass im
Ganzen in A': 6" 4 1z’ Coincidenzen fallen. Geht man nun zu einer
Correspondenz iiber, welche in A" sich ebenso wie die oben bespro-
chene verhilt, ansserdem aber in z = y einen - werthigen Punkt be-
sitzt, so kommen zu jenen 6’ 4 r’ in A’ entfallenden Coincidenzen
noch die 2 » weiteren hinzu, welche durch Zusammenfallen je eines
Zweiges des Doppelpunktes mit den auf den anderen Zweig entfallen-
den p Schnittpunkten eintreten, und man hat im Ganzen:
6+ 2y .
in einen Doppelpunkt entfallende (uneigentliche) Coincidenzen®). Man
findet auf demselben Wege die Anzahl der einem - fachen Punkte A”
von [ entsprechenden Coincidenzen, wenn ¢”, bez. " Schnittpunkte
der Curven (z) und (y) in ihn entfallen, gleich:
"+ +i(i—1)y.

21. Haben also vermége einer Correspondenz (x, 1) (die iibrigens
nicht blos einwerthige, sondern auch beliebig vielwerthige Punkte be-
sitzen kann) die Curven () und (y) in irgend einem festen i-fachen
(,Ausnahme“-)Punkte 4 von f (5 =1, 2, - - -) bezw. einen ¢- und z-
werthigen Schnittpunkt, und ist die Anzahl der beweglichen einwerthi-
gen Punkte, welche einem Punkt y, bez. z entsprechen (mehrwerthige
denke man sich in einwerthige zerlegt):

x=m-K—X6—y; A=m-L—2v—yp,

wo das Zeichen ¥ die Summe iiber die allen Ausnabmepunkten ent-

*) Die 6" 4 z’ ersteren Coincidenzen sind uneigentliche aus dem in der vor-
hergehenden Note angefiihrten Grunde; die 2y anderen sind gleichfalls solche,
und zwar nicht nur fiir den Fall, dass 4" ein Doppelpunkt mit getrennten Tan-
genten ist, sondern auch noch, wenn derselbe ein Riickkehrpunkt ist. Man er-
kenunt das Letztere am besten an dem besonderen Fall, wo 7’ =0, ¢ aber von
Null verschieden ist, fiir welchen im Allgemeinen keiner von den » dem Punkte
A’ entsprechenden Punkten z in denselben hereinfillt, so dass also die eine Be-
dingung der eigentlichen Coincidenz unerfiillt bleibt. — Wenn fiir ¢’ =1 =0
y von den x dem Punkt A entsprechenden Punkten in A zuriickfallen, wodurch
dann, wenn A ein Riickkehrpunkt ist, y eigentliche Coincidenzen entstehn, so
muss man hiernach annehmen, dass dieselben zu jenen 2y uneigentlichen Coinci-
denzen hinzugetreten sind, was sich in der That in einzelnen Fillen leicht nach-
weisen lisst. — Eine Bestitigung der obigen Schliisse gewihrt dbrigens die Be-
merkung in § 22.
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sprechenden Zahlen bedeutet, so ist die Anzahl aller uneigentlichen
Coincidenzen nach Vorstehendem:

Q=0+ Tety- Zili—1),
wo die letzte Summe £ sich iiber alle Ausnahmepunkte von [ erstreckt.

Substituirt man diesen Werth von @ in die Gleichung des § 18., so
erhilt man, indem man noch den Ausdruck fiir TT einsetzt:

P=m-M—Q—-o=x-+44+2py—aq,

p=tmim—3)+1—24iG—1),
das Geschlecht der Curve f ist. Man hat ferner fiir die Anzall P’
aller eigentlichen (§ 11.) Coincidenzen:
P =u+i+2py,

also genau die frithere Correspondenzformel (§ 7.), wihrend P die An-
zahl derjenigen eigentlichen Coincidenzen bedeutet, welche nicht in
Ausnahmepunkte von f fallen. Um P aus der Correspondenzformel
(P’) zu erhalten, hat man eine Reduction @ an derselben anzubringen,
welche sich aus den wegen der einzelnen Ausnahmepunkte anzubringen-
den Reductioner zusammensetzt. Die lefztere aber findet man (§ 18.),
indem man die Anzahl derjenigen von den x ecinem Ausnahmepunkte 4
entsprechenden einwerthigen Punkten x bestimmt, welche i A zuriick-
fallen (und zwar fiir einen vielfachep Punkt 4 mit getrennten Zweigen
auf denselben Zweig, auf welchem y angenommen wurde). Dies ist
(fiir jeden Zweig von 4 und) fiir alle Ausnahmepunkte 4 auszufithren.
Die Summe der so erhaltenen Zahlen ist o. — Insbesondere fiir Riick-
kelrpunkte gilt diese Regel ohne den in Klammern zugefiigten Vor-
behalt.

An Stelle der Correspondenzformel des § 7. (fiir P’) tritt die des
§ 13., wenn die Correspopdenz (%, ) durch eine solche mit mehr-
werthigen Punkten ersetzt wird. Die Regel fir Bestimmung der Re-
duction @ bleibt aber die nimliche auch fiir diesen Fall. »

929, Handelt es sich in den Fillen der Anwendung mejst um den
Werth des reducirten Ausdrucks P, so lisst sich doch auch dem Aus-
druck P’ ein nicht unwichtiger geometrischer Sinn unterlegen. Jede
Correspondenz behilt nimlich offenbar ihre Bedeutung fiir alle durch
eindeutige Transformation aus einander ableitbaren Curven, sowohl
was die Zahlen %, 4, y, als auch was die Gesammtzahl P’ der eigent-
lichen Coincidenzen angeht. Denn die Eigenschaft zweier Punkte, auf
demselben Curvenelement von / unendlich nahe_ benachbart zu liegen,
ist eine durch eindeutige Transformation unzerstorbare, ob dieses Ele-
ment nun ein emfaches Curvenelement von f ist, oder mit anderen
Elementen zu einem vielfachen Punkt von f vereinigt, oder endlich in

WO
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einen Riickkehrpunkt von f umgefaltet ist. Man muss also schliessen,
dass eine z. B. in einen Riickkehrpunkt 4 von f entfallende eigent-
liche Coincidenz bei einer eindeutigen Transformation von f, durch
welche der Riickkehrpunkt zerstort wird (was immer moglich ist, in-
dem man die Trapsformationscurven durch 4 gehn lésst), in eine eigent-
liche Coincidenz der gewohnlichen Art auf der transformirten Curve
iibergeht. Dies war aus anderen Griinden zu erwarten.

23. Wie sich die wegen vorhandener Doppel- oder Riickkehrpunkte
der Curve [ an der Forwel fir P’ anzubrmgende Reduction in einzelnen
Fillen gestaltet, moge im Folgenden an einigen Beispielen gezeigt
werden. Die auch sonst bemerkenswerthen Beispiele d) und f) verdanke
ich einer Mittheilung meines Collegen Sturm. ‘

a) Die Correspondenz (m—1, m—1),*) zwischen je 2 Schnitt-
punkten z und y einer Curve f (von der Ordnung m und dem Ge-
schlecht p) und einer Geraden, welche durch einen gegebenen Punkt
B ausserhalb f geht, hat zu- Coincidenzpunkten die 2m - 2p —2
Beriihrangspunkte der Tangenten des Geradenbiischels durch B. Ein
Doppelpunkt 4, welchen [ besitzt, verindert diese Zahl nicht, weil,
wenn der Punkt 4 in A riickt, von den ihm entsprechenden %=m—1
(im Allgemeinen nicht in y fallenden) Punkten x nur einer wieder in
den Doppelpunkt 4, und zwar auf den anderen Zweig desselben fallt.
Dagegen bringt jeder Riickkehrpunkt, aus den (§ 21.) angeftihrten
Griinden, eine Reduction um 1 hervor. Die Zahl der nicht in Aus-
nahmepunkte von f entfallenden eigentlichen Coincidenzen ist also,
wenn f B Riickkehrpunkte besitzt:

P—2m+2p—2—8.

b) Die Anzahl der von einem Doppelpunkt A aus an die Curve [
construirbaren Tangenten ist 2m 4 2p — 8. Sie berithren in den
(Jomcldempunkten einer Correspondenz (m—3, m—3), zwischen den
Schnittpunkten einer beliebig durch 4 freleoten Geraden mit f. Diese
Zahl erfihrt keine Reduction , wenn A4 in einen Riickkehrpunkt iiber-
geht; denn von den ihm als Punkt y entsprechenden x==m—3 Punk-
ten x (deu iibrigen Schuittpunkten der Rickkehrtangente in A’) fillt
keiner in 4 zuruek
- ¢) Die von Jonquigres (Borchardt’s Journal Bd 66) und Cay-
ley (Transact. R. Soc. Vol. 158) aufgesteliten Formeln fiir die Anzahl
der eine gegebene Curve f berithrenden Curven, welche noch gewissen
dusseren Bedingungen unterliegen, stimmen mit den (diese Annalen

) Hier wie in den folgenden Beispielen moge der Kiirze wegen fiir eine
Co.rres'pondenz, die (§ 7.) durch die Klammer (x,1) charakterisirt wird, die Wer-
thigkeit y des Punktes x = y als unterer Index beigefigt werden: (%, 2),-
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Bd. 1V, S. 548, und Bd. VI, S. 46 ff.) von mir aufgestellten Formeln
tiberein, obgleich an letzterer Stelle jene Bedingungen theilweise ersetat
sind durch die, dass die Curven noch durch die Doppelpunkte von f
gehn sollen. KEs geht daraus hervor, dass Doppelpunkte yon f eine
besondere Reduction ¢ an jenen Formeln fiir die Anzahl der Berith-
rungscurven in keinem Falle yeranlassen. Riickkehrpunkte bewirken
- nur dann eine Reduction, wenn die Schaar der Beriihrungscurven nicht
durch sie hindurchgeht. — Man verificirt dies leicht mit Hiilfe der oben
angegebenen Regeln.

d) Sind 2 ebene Curven A und B eindeutig auf einander bezogen,
so dass jedem Punkt von A eipe Tangente von B entspricht und um-
gekehrt, so ist die Anzahl derjenigen Punkte von 4, durch welche je
die entsprechende Tangente durchgeht, gleich der Anzahl der Coinci-
denzen einer Correspondenz (m, ), zwischen einem Punkt y von 4
und den m Schnittpunkten z von .4 mit der dem y entsprechenden
Tangente von B. Diese Zahl ist aber gleich m--r, wenn m der Grad
von A4 und r die Classe von B bedeutet, Weder Doppel- noch Riick-
kehrpunkte sind hierbei von Einfluss. — Hat man die niimliche Be-
ziehung zwischen 2 Raumcurven 4 und B, so wird die Classe der ab-
wickelbaren Fliche, welche die durch entsprechende Elemente {Punkt von
A und Tangente von B) gelegten Ebenen wmhiillen, ebenfulls =m +r
sein, wenn m und r ihre Bedeutung auch fiir die Raumcurven behal-
ten. — Denn durch Projection derselben auf eine beliebige Ebene er-
hilt man die vorige Beziehung. .

¢) Schneiden die Qurven eines einfach unendlichen Cyrvenbiischels B
(welches beliebig einfache oder Doppel- und Riickkehrpunkte von fzu Ba-
sispunkten besitzen mag) die Curvef in M beweglichen Punkten, so besteht
zwischen je zweien dieser Punkte eine Correspondenz ¢ =(M—1, M—1),,
Ist noch ein anderes Biischel B’ gegeben, das in M’ beweglichen Punk-
ten schneidet und.zu einer Correspondenz ¢'==(M'—1, M'—1), Ver-
anlassung giebt, so ist die Angahl der den Beiden gleichzeitig ange-
horenden Punktepaare (wegen des symmetrischen Verhaltens beider
Correspondenzen, vgl.'§ 7.):

(g9 )=UHU—1)(M'—1)—p.
Man hitte diese Punkte aber auch im Sinne des § 15. als Coincidenz-
punkte einer Correspondenz ® auffassen kbnnen, welche besteht zwi-
schen einem Punkty von f und: 1) den M— 1 Punkten z, welche ver-
mbge ¢ dem y entsprechen; 2) den (M—1) (M'—1) Punkten z’, von
denen vermdge ¢’ je M'—1 einem jemer Punkte z entsprechen. —
Man kann diese Auffassung zur Berechnung der Reduction benutzen,
welche durch die d Doppel- und g Riickkehrpunkte von f, die nicht
Basispunkte der Biischel & und B’ sind, veranlasst wird. Lisst man .
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nimlich den Punkt y auf einen Zweig eines Doppelpunktes 4 von f
riicken, so entspricht ihm ansser M —2 ausserhalb 4 gelegenen Punk-
ten z ein Punkt z anf dem anderen Zweig, wihrend einer der diesem
entsprechenden M’ —1 Punkte 2" auf den Zweig zurtickfillt, auf dem y
liegt. Die Coincidenz " mit y ist demnach eine eigentliche; zu ihr
gehort die Coincidenz auf dem anderen Zweig (wegen des eigenthiim-
lichen Verhaltens der gegebenen Correspondenz gruppiren sich die Co-
incidenzen je zu Paaxen welche ans Griinden der Symmetne doppelt
auftreten), und die Aahl der gesuchten Paare ist:
o) —d—B=MU—-H(M'—-1)—p—d—8,

wo noch f einfach in Abzug gebracht worden ist, weil Doppel- und
Ritekkehrpunkte im vorliegenden Falle sich nicht versehieden verhalten,

f) Gegeben sei wie in e) ein einfach unendliches Biischel, das in -
M beweglichen Punkten, werunter die Punkie z und y sich befinden
mogen, die Curve f schneidet, Es soll die Anzahl derjenigen Paare
von Schnittpunkten z, y bestimmt werden, welche in Bezug auf einen
beliebig gegebenen Kegelsehnitt polar gelegen sind. Ein solches Paar
muss Luolelch den belden Correspondenzen: @ =(M—1, M—1), und
@’ = (m, m), (die letztere zwischen einem Punkt y von / und den m
Schuittpunkten z der Polaren zu y) geniigen. Man erhilt so:

+(pg) =m(U—1)
fiir die Anzahl der gesuchten Paare. Diese Zahl erfihrt weder durch
Doppel- noch durch Riickkehrpunkte eine Reduction, indem eigentliche
Coincidenzen in den Ausnahmepunkten nicht vorhanden sind.

Darmstadt, im Februar 1874.



Ein Beweis des Additionstheorems fiir die hyperelliptischen
‘ Integrale.

Von Ap. ScaoMaxx in BerLin,

Der Abel’sche Satz, dass eine Summe von hyperelliptischen In-
tegralen dritter Gattung mit dem Parameter ¢ sich als eine bestimmte
logarithmische Function dieses Parameters darstellen lasse, fithrt um-
gekehrt' auf den Gedanken, aus der Natur der logarithmischen Function
ihre Darstellung durch Integrale herzuleiten, in denen das Argument
der Function als unabhiingiger Parameter der Integrale erscheint. Rine
derartige Darstellung liefert im Allgemeinen die Theorie complexer
Variabelen, welche eine in einem bestimmten Gebiete einliufige und
stetige Function durch ein iiber die Grenzen jenes Gebietes sich er-
streckendes Integral ausdriicken lehrt, welches als Parameter das Ar-
gument der Function enthilt. Indem ich diesen Ideengang verfolge,
hat der Beweis, welchen ich fiir das Additionstheorem der hyperellipti-
schen Integrale gebe, jene Theorie zur Grundlage und ist wesentlich
aus einer charakteristischen Eigenschaft der logarithmischen Function
geschopft. Sobald die gesuchte Darstellung gewonnen und das Theo-
rem fiir die dritte Gattung von hyperelliptischen Integralen zam Aus-
druck gebracht ist, setzt eine Vergleichung der Coefficienten der bei-
den Reihen, in welche sich die Fungtion und ihre Darstellung ent-
wickeln lisst, das Theorem fiir die erste und zweite Gattung unmittelbar
in Evidenz. Sucht man, von demselben Gesichtspunkt ausgehend, das
Additionstheorem fiir die allgemeinsten Formen Abel’scher Integrale
herzuleiten, so wird man im Wesentlichen auf die Beweisform gefiihrt,
welche Clebsch und Gordan in ihrem Werk ,Theorie der Abel’-
schen Functionen® gegeben haben. Gleichwohl, hoffe ich, wird der
Beweis, welchen ich votlege, gerade weil er durch Beschr:'inkung az.zf
die hyperelliptischen Integrale sich so iiberaus einfach und dnrchS}cl':tlg
gestaltet, den Lesern dieses Journals nach Inhalt und Form einiges

Interesse bieten.
§ 1
Essei = (2—a,) (z—ay) -+ (2 — @y, o) €ine ganze ratio-
nale Function von geradem Grade; der Fall, in welchem 7’ eine ganze
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rationale Function von ungeradem Grade ist, wird in der Folge auf
jenen zuriickgefithrt werden. Ferner seien M und N ganze rationale
Functionen von z dergestalt, dass die Function M -+ Ny fiir 2 = oo
von der n'®» Ordnung unendlich wird; ausserdem gelte die Beschrin-
kung, dass M und %* keine gemeinschaftliche Whurzel haben. Die
Werthe von z, welche den beiden Gleichungen
= (2 —a) (@—ay) -+ (7 — Gaot2)

und M-+ Ny==0 genfigen, sind Wurzeln der Gleichung M*—y? N*=,
Sollte diese Gleichung gleiche Wurzeln haben, so denke man die Coef-
ficienten in M und N so geindert, dass dieser Fall zuniichst vermie-
den werde. Jede Wurzel 2, der Gleichung wird entweder den Factor
M + Ny oder M — Ny zu Null machen, so dass jeder Wurzel 2, ein
Werth %, adjungirt ist, je nachdem jener Factor oder dieser verschwin-
det. Inwieweit von den gemachten Voraussetzungen Abstand genom-
men werden darf, wird nach erfolgter Darlegung des Theorems klar
liegen; vorliufiz mige zur Vereinfachung der Darstellang daran fest-
gehalten werden.

£

Nach diesen Vorbemerkungen beschriinke man die Vieldeutigkeit
.1 . I .
der Function v Ig Ty, 2 folgender Weise. Man nehme einen

Punkt 0 an, von dem aus alle singuliiren Punkte, sowohl diejenigen,
fiir welche die Function logarithmische, als auch diejenigen, fiir welche
sie algebraische Unstetigkeiten zeigt, nach verschiedenen Richtungen
liegen, und ‘setze voraus, dass die singuliren Punkte a@,a,---- G20-+2
in der Ordnung mit Indices versehen seien, wie sie in Richtung der
wachsenden Winkel einander folgen. Alsdann wihble man fiir ein Ar-
gument z im Bereich von ayqq2 einen bestimmten Werth + % und den-
jenigen Logarithmus, welcher, ohne dass z aus dem Bereich dieses
Punktes herausgetreten ist, fiir asys verschwindet; unter dem Bereich
des Punktes @rpt2 sei aber eine Kreisfliche um @so42 verstanden,
welche sich bis zum nichstgelegenen singuliren Punkt ausdehnt. Bei
dieser Annahme ist der Punkt asg4e fiir jedes Gebiet (/ler z Fliche,
welches ausser @zq» keinen singuliiren Punkt enthilt, seiner Singula-

ritit fiir die Function -%— Ig %:t—%% entkleidet; denn in hinling-

licher Nihe von @;g4.» lisst sich die Function durch die Reihe
2 {% + ﬂ;(%) + 3;-(%)3 + - in inf,} darstellen, deren Werth
bei einem Umlaut’ des Arguments um 2942 sich nicht dndert und fir
N(azo o)
M(a29+2)
Jenes Gebiet, in welchem die Function nunmehr eindeutig definirt ist,
lasst sich bis zu folgenden Grenzen ausdehnen. Man umgebe jeden

% == G242 den eindeutigen endlichen Werth 2 annimmt.
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der singunliren Punkte g, a, --- - - azg+1, sowie jede der 2n Wurzeln
242y vnn 22, durch Linien, welche vom Pynkte o geradlinig nach dem
singuliren Punkte ausgehen, diesen in einem kleinen Kreise um-
schliessen und alsdann geradlinig nach dem Punkte o zuriicklaufen.
Gestattet man der unabhingigen Variabeln nur solche Wege, welche
jene Linien nicht schneiden, so wird bei jedem geschlossenen Wege
die Function zu ihrem Anfangswerth zuriickkehren; die Funection wird
also, da der Punkt z = oo keine Singularitit anfweist, in dem ganzen
Gebiete T der z-Ebene einliufig und stetig sein, welches apsserhalb
jener Linjen gelegen ist. Jede einzelue Linie, welche zum Zweck der
Ausschliessung eines singuliren Punktes verzeichnet ist, mdge Schleife
des singuliren Puuktes heissen.

Nun sei z, eine Wurzel von M -+ Ny, und man lasse z auf dem
kleinen Kreise, welcher 2z, umschliesst, in Richtung der wachsenden
Winkel 2z, umlaufen. Da nach der Voraussetzung 2z, eine einfache
Wurzel der Gleichung M? — N?#? = () ist, und fiir 2, die Functio-
nen M und % nicht gleichzeitig verschwinden, so ist M 4 Nu um so
mehr proportional mit (2 — 2,), je niher z an den Punkt z, heran-
geht, wihrend 2, fir M — Nz keine Wurzel ist. Es wird demnach

lg %i—NJ\LZ um 2 zi zunehmen upd die oben betrachtete Function um

22 . . . 3
—-:)53 wachsen. Wire 2, hingegen eine Wurzel yon M — Ny gewesen,

so wiirde die Function um g—:—”— abgenommen haben. So oft daher die
Variabele die Schleife einer logarithmischen Unstetigkeit umliuft, nimmt

die Function um - E—;ﬁ) zu, je nachdem M - Ny oder M — Ny

fiir das Argument 2, zu Null wird.

Wenn man daher die Variabele auf zwei verschiedenen Wegen
von dem Punkte a@so12 aus nach dem Beginn des Schleifenkreises um
a, gelangen lisst, auf einem, welcher geradlinig zu ¢ und von da aus
auf den Grenzen des T Gebietes in positiver Winkelrichtung entlang
fiihrt, und auf einem anderen, welcher von @zp45 an geradlinig nach
0, von da aus aber unmitfelbar geradlinig zum Anfangspunkt des Schlei-
fenkreises um ¢, sich fortsetzt, so werden sich die Werthe, welche die

Function am Ende beider Wege annimmt, um ?—g—iqt unterscheiden,
wenn ¢, die Differenz zwischen der Anzahl der innerhalb des Winkel-
blatts (a,, 4206;) gelegenen Waurzeln von M 4 N7y und M — N7 be-
zeichnet. Wiirde man daher den Functionswerth am Ende des ersten

1 M+ N 2 .

Weges durch F Ig 71—[:—_}"—?7—; + =5 n darstellen, wo der Logarithmus

fir z = lim @, verschwinde, so wirde der Functionswerth am Ende
Mathematische Annalen, VIL 40
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des zweiten Weges sich in der Form % lg H + -2-;’;1 (py — q)
ausdriicken lassen. Die ersten Terme in diesen Functionswerthen indern
sich bei einem Umlauf um @, nicht, die zweiten dagegen wechseln ihr Zei-
M4-Ny

M— Ny’
deren Logarithmus fiir z=lim @, _, verschwindet, auf einem Wege lings
der Grenze des T- Gebietes am Beginn des Schleifenkreises von a, den

1 M4 Ny 2me . . .
Werth o g W=y -+ oy annehme, worin der Logarithmus fiir

#=1lim a, zu Null wird, so muss die urspriinglich definirte Function,
wenn die Variabele von asg4s aus geradlinig nach o und von da
aus auf der Grenze des 7'-Gebietes in positiver Winkelrichtung
nach a, liuft, einen Werth annehmen, der sich in der Form

1 M4 N 2 7e “
=g TIT.:F_N% -+ »1772(10‘ — Pr—14 Px—z — - - - p,) darstellen lisst,

worin der Logarithmus fiir z = lim a, verschwindet. Wenn demnach
die Variabele die Grenze des T'-Gebietes umschritten und von o aus
geradlinig nach agp4e zuriickgekehrt ist, so muss, da die Function
ihren urspriinglichen Werth wieder annimmt,

chen. Setzt man daher voraus, dass allgemein eine Function% ig

1., M4N t, M+4+Nq , 2=i
;18M1‘NZ=;;18'M_NZ+7(P29+2—p29+1+p29—-'-'*101)
sein. Die Logarithmen verschwinden beide fiir 2 = lim Qg2 €8 st
daher p2gps — Prgqr 4 p2o — - -+ - — p; =0, oder in anderer Form

+1

2 P2xt1= = D2x .
0

1

Lasst man dagegen die Variabele von ase.. geradlinig nach o
und von da unmittelbar geradlinig zu dem Anfangspunkt des Schlei-
fenkreises von @, gehen, dann aber, ohne a, zu umschreiten, nach o
anf demselben Wege zuriicklaufen und von da wieder ohne Riicksicht
auf die logarithmischen Schleifen, sogleich auf der Schleife von a, bis
zum Beginn ihres Kreises den Weg fortsetzen, so wird die Function,
wenn die Variabele in analoger Weise von @, zu a,, von a, zu @,
u. s. f. bis za a,, ohne je eine Singularitit der Function zu umschrei-
ten, ihren Lauf nimmt, bei Beginn des Schleifenkreises von «, die Form
haben % lg ﬁf%-ﬁ{? { (e + (o1 — s) - (B — ) |-
Hierin verschwindet der Logarithmus fiir # = lim a,, wihrend g, die
Differenz zwischen der Anzahl der in dem Winkelblatt (a,_0a.) ge-
legenen Wurzeln von M + Ny und M — Ny bezeichnet. Ist die
Variabele auf dem so charakterisirten Wege.zn dem Ausgangspunkt
zurlickgekehrt, so muss die Function, da das Argument nie einen sin-
guliren Punkt umschritten hat, den Anfangswerth wieder erhalten.
Da aber der Endwerth in der Form
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)+)
1 ",ﬁ+%z+2"”§§px 4 qxg

sich darstellt und der erste Term mit dem Ausgangswerth der Function
ibereinstimmt, denn in beiden verschwinden die Logarithmen fur
z_lim G2g42, $0 muss der zweite Term Null sein. Es ist daher

2 +0
2 £ Py = §: ¢-. Beide Relationen werden fiir spitere Transforma-

tlonen herangezogen werden.

§ 2.

Ist # irgend ein Punkt im Gebiete T, so bildet ein kleiner Kreis
um ¢ mit der Begrenzung von 7' zusammen eine neue Begrenzung fiir
eine Fliche, innerhalb welcher die Function (Z_l — lg %—*—N’] ein-
liufig und stetig ist. Eiue Integration iiber diese Beorenzunv hat den
Werth Null. Dabei ist zu bemerken, dass, wenn z die Grenzen des
T- Gebietes in positiver Winkelrichtung umliuft, der Grenzkreis um ¢
gleichfalls in positiver Winkelrichtung zu umschreiten ist, Die Aus-
fihrung dieser Integration fiihrt zu einer Darstellung der Function
1 M+ Ny
T8 Ty
elliptischen Integrale dritter Gattung in sich schliesst.

welche gleichzeitig das Additionstheorem fiir die hyper-

in der That, die Integration lings des kleinen Kreises um ¢ in

positiver kaelrlchtuu(r liefert den Werth > 7(7 g M%i*i:—g—:j—%(% , wobei

lt) lg %%;—'l—'ﬁ%zg) denjenigen-Werth bedeutet, welchen —71- 1g
annimmt, wenn Z von @y,4» aus in dem Gebiete 7' nach ¢ gelangt,
wihrend andererseits die Integration iiber die Begrenzung des Z7-Ge-
bietes zu hyperelliptischen Integralen Veranlassung giebt, in denen ¢
als unabhiingiger Parameter auttritt. Diese Integration zerfillt in eine
Anzahl solcher, welche sich iiber die Schleifen der logarithmischen Un-
stetigkeiten 2, erstrecken, und in eine Reihe solcher, welche sich iiber

die Schleifen der algebraischen Unstetigkeiten @, @, ---- azo.41 aus-
dehnen.
Ist 2, eine Waurzel von M -+ N7, so wird die Function
1 M+ Ny

T 97 & W=y

bei einem Umlauf um z, um ;- Z”t) zunehmen ; daher werden sich bei

der Integration von o bis z, und von 2, zuriick nach o die Bestand-

theile, welche die logarithmische Function enthalten, gegenseitig auf-
40%
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heben, und da das Integral um den unendlich kleinen Kreis, welcher
7, umgiebt, sich auf Null reducirt, so bleibt als Bestand fiir die In-

tegration 2x1 J = t)"]. Wire 2, eine Wurzel von M — Ny gewesen,

5o wére als Ergebniss der Intecrratlon — 2mi ‘f(z hervorgegangen.

u
Es sind daher dieIntegrationsresultate iiber die Schlelfen, welche 2, 2,-- -2y,

umfassen, in der Form zusammenzufassen 2mi E’ 'ﬁ T 1,

denjenigen Werth anzeigt, welcher dem 2z, adjunglrt ist.

Die Integration iiber eine Schleife, welche einen singuldren Punkt
@, umschliesst, zerfillt in ein geradliniges Integral von o bis a,, in
ein zweltes, welches iiber den Schleifenkreis auszufiihren ist, und end-
lich in ein drittes, welches sich von a, geradlinig nach o erstreckt.
Die Function hat auf dem Wege von o bis @, den Werth

1 M4+ N 2
(z—1)n 1’3 llf-*_N:;7 + (Zj;)ﬂ (17z"“px—1+p,,_2—-. . 1),
sie geht nach einem Umlauf auf dem Schleifenkreise in
1 M+ N 2w
(z—t)nlg Mi_Nz z__ntm(lo»--px_l—l—pz_z ..... )

iiber, es zerstoren sich daher bei der Integration diejenigen Terme,
welche die logarithmischen Functionen enthalten, und da das Integral
um den Punkt @, verschwindet, so ist das Resultat der Integration

47 (P — Pr—1F Px—2— -+ D) J(z t) . Bezeichnet man das

Integral ﬂz s Yarw mit A%, so lassen sich die Ergebnisse der Inte-

gration uber die Schleifen, welche @, a, -+ @241 umschliessen, in der

2041
Form darstellen 4xi§¢ A (py — Pres + Pu—z — - - -+ p)).
1
Aus den bisherigen Entwickeluncren ist mithin folgende Darstel-
lung der Function — lo M+

YHOENO@) _ & 0 )
I)1?('?)1"1%(0 N0 —2 /(z—tm—i" 24, (px—pemr Pz 0:
1

Diese Darstellung ist gultlg fir jeden Punkt im Gebiete 7. Zu-

gewonnen

-
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gleich schliesst sie in sich das Additionstheorem fiir die hyperellipti-
schen Integrale dritter Gattung, dem im folgenden Paragraphen noch
eine andere Form gegeben werden mag,

§ 3.

0
Die Integrale J G———ﬁj)—n , welche in Formel (I.) auftreten, sind
zﬂq‘u -

geradlinig von 2, bis o zu erstrecken mit demjenigen %, welches dem
2z, adjungirt ist. Statt dessen lisst sich die Integration von z, nach
@, und von a, geradlinig nach o wihlen, vorausgesetzt, dass jemer
ohne eine Ueberschreitung eines Punktes ¢, oder eines singuliren Punk-
tes @, in diesen iibergefilhrt werden kann; der Weg von z, nach g,
ist aber stets so zu nehmen moglich, dass diese Voraussetzung erfillt

[
. . T ds
ist. Es ist daher j T

. 2uTlu
Wourzel von M- Ny oder M— Ny ist. Die Summation in Formel (I,)
erstreckt sich iiber alle Wurzeln sowohl von M-+ Ny als von M — Ny;
es wird also — 4Y so oft bei der Summation auftreten, als der Unter-

schied zwischen der Anzahl jener Wurzeln von der Anzahl dieser be-

2042
tragt, das ist ﬁ" ¢,-mal. Demnach ist

1

Gy
= f‘(z.‘iztm F 4P, je nachdem z, eine
VI

27 9 az 27 :#Z:{‘z @ 20-+2
D ot =D [ A e
1 20y 1 N 1

Wiirde man die z-Ebene in Riicksicht auf 5 als zweiblitirige Rie-
mann sche Fliche fassen, deren Verzweigungsschnitte geradlinig von
den singuliiren Punkten ins Unendliche auslaufende und in ihrer Rich-
tung durch o bestimmte Strahlen sind, so misste der Integrationsweg
von a, bis 2, stets in demjenigen Blatte verlaufen, welches 7, angeigts
im Uebrigen wire er in Riicksicht auf ¢ der Beschriinkung unterwor-
fen, dass er nie den Strahl schneidet, welcher von ¢ aus sich ins Un-
endliche erstreckt und dessen Richtung durch die von o nach ¢ ange-

geben sei. ront
Nunmehr mégen in dem Ausdruck 2 2 Aﬁ:’ (P Pre1FPr—z—-+Py)
1

an Stelle der A, 49 .... 47 die geradlinigen Integrale von der

fz—f—l
dz

Form J (Z:Z)—(Z{ET:A(:?:: 41 eingefiibrt werden. Unter der Voraus-
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setzung dass ¢ nicht in einem der Dreiecke gelegen ist, welche durch
zwei auf einander folgende Punkte @@, :--- @241 und den Punkt o
bestimmt sind, gelten folgende Relationen:

— A(t) + A(t) = 4®

z—1,%
@) (} ®
‘A ; ~2 + A = A‘/—-" #—1

t) ( @)

— 4, +4 g Az. 3
® ®

AU) + A ) —_ ‘41’ .

Aus diesen Gleichungen folgt AY =AY+ 4D 4+ 4D 4. 4®

Giebt man dem Index % in dieser Glexchung die Zahlen 1,2, 3, --20-41
und addirt die dadurch entstehenden 2 ¢ -~ 1 Gleichungen, nachdem
jede mit dem zugehdrigen Zahlenfactor (p, — pr—1 -2z — - p,)
multiplicirt ist, so folgt

2¢+-1 o 2041
¢ )
‘i} 2A, (19}'.—1);:—-1'{-19;-2‘ "'171‘:2111 E 4 {Pz—pz~l+pz~2“ et ’1)‘
T T
201
U}
R A = (Pu—PratPrz—="py)
A
20+1
W Y
+2Az,1+1 _5_ f \Pe— Pz T Pe2— Py
prany
+ .....................
201

Der Zahlenfactor >* (ps — pe—1 4 pr—z — -+~ p,) liisst folgende Um-
1

formungen zu. Es ist

2

2 1 20-+1 2¢ 29~1
S‘ (Pe—PamrFPrma—--+ P)=_7 ps— Z Pet 2f e 2 D=
1 1 1 1 1
3 2
e 2‘?2—2‘?1+p1=§p2“+1'
1 1 0
o+1
Nach § 1. war aber ﬁ' Poxgr = 2 P22 daraus folgt
0 1

. Q 1 0+2
2? Pootr = § p3”+1+é Bes Z

2042 28+
Da nun die zweite Relation in § 1. zeigte, dass :S_‘ Pr= _F qx, SO
1

1

»
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29
. O N .
nimmt der Ausdruck QA; *{Pe— Peer+ Pr-s — -+-+ p,) die Form
1

20-+2
® .
an 4, E‘ gx. Bezeichnet man daher den Coefficienten von 2 - A:’:)_,l 2
T i

mit m, ,, und benutzt die in diesem Paragraphen gegebenen Umfor-
mungen zar Transformation von Formel (L), so heben sich die .4
heraus, und es ist

L1 M+ NOa®
I S8 e —vernn
2n T

] dz @ ® @ @

— Z _eZ 2.4 -2 —_? -3
¢ ) e=an 2 Ay o —2-4, m, .«A%‘_,,ee.mzo 1245y 0041y
ay

Gesetzt, es hitte ¢ in dem Dreleck (.- ;0a.) gelegen, so wire

. . . e ~ , @) ) s )

in obigem Gleichungssystem an Stelle von -- A7 - A7=A"
. - @ ) __ 40 2mE .

getreten die Relation — A" 4 A7 —Az~—w"“;ﬁ{)’ es wiirde also

: - " (® . 0] 2ai . : o

in obiger Formel 4.” dureh Azq,z“’h’@ zu ersetzen sein. Wiirde

man fiir die Integrationswege die fritheren Beschriinkungen aufheben,

VR

so wiirde fiir ein Integral J G in die Formel
a;

“ullu

tLo2mi 5 (@ 2 ® )
J+7—)—®z+2 Ay g+ 24, g0y A0 2/129,29‘(_1;129
(4%
eintreten, wo die #, u,, #,, - - - - 12, Zahlen bedeuten, welche in be-
kannter Weise durch den gewidhlten Integrationsweg bestimmt sind.
Das Additionstheorem jst mithin fiir die Integrale dritter Gattung be-
wiesen. Eine wiederholte Differenziation nach dem Parameter ¢ iiber-
* dz

triigt es auf Integrale von der Form G

]

§ 4

Um das Additionstheorem fiir die Integrale erster Gattung zu ent-
wickeln, umschliesse man alle singuliren Punkte, sowohl die a,a,---- @241
als auch die 7,2,----2, durch einen Kreis um den Nullpunkt un{i set_:ze
voraus, dass die Integrationswege innerhalb dieses Kreises in der Welse
verlaufen, wie Formel (IL.) es erfordert. Indem man ? ausserhan? dieses
Kreises annimmt, ist mod. ¢ stets grosser als mod, z; es lisst sich da-
her (z — £)~* und somit jeder Term der rechten Seite von Formel (IL)
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z, ’Z[L
nach absteigenden Potenzen von ¢ entwickeln. Fiir f:; gilt dem-

nach die Darstellung: .
N 1“11/4, z WIL zy”,u
1 - zdz —v [ & tdz .
e i e [,
a ay
d, wenn " 42 it BY | beeichnet, fir A” . folgende:
und, wenn man 7 w1, Dezeichnet, fiir 4~ folgende:
"z—l
@ 1 (1) ¥y ..
Ax—l x""_‘t Bd 1,2 By-], T emreene ‘B.¢~1 Pl el in inf.

In der Entwickelung der rechten Seite von Formel (II.) nach abstei-
genden Potenzen von ¢ ist also der Coefficient von ¢—*:

-3 =

Da nun die Function

#’7# .
(v—1) (7*1) =1

Z1""232 Myt 29 1,2¢ 29—1+ZB2929+xmze'

1 I M)A N@)n (6

(@) = MEH—N@Hn @)
Formel (IL) fiir ¢ = o0 von der (¢ 4 1) Ordnung Null wird, so
miissen alle Coefficienten von ¢ auf der rechten Seite bis zum Coeffi-
clenten von #—¢ einschliesslich verschwinden, und es ist deshalb jener
oben niedergeschriebene Coefficient so lange Null, als » < g ist. Es
gilt also

dz+2B,;"

auf der linken Seite in

2wl

Pz —92 (v) ()
(IIL) 2] B, 2By gt 2By iy, 2By gorityg

wenn dem v eint der Zahlen 0, 1, 2, .. .. (9 — 1) beigelegt wird.
Hebt man nunmehr die Beschrinkung fiir die Integrationswege auf
und ldsst o, m, -+ ma, irgend welche ganze Zahlen bedeuten, so ist
in Formel (1II.) das Additionstheorem fiir die g hyperelliptischen In-
tegrale erster Gattung in allgemeiner Form ausgesprochen.

§ 5.
Es bleibt noch iibrig, das Additionstheorem fiir die Integrale zwei-
ter Gattung zum Ausdruck zu bringen. Zu dem Ende entwickele man

. <t L M - N () .
die Function 70 Ig WO — NG nach absteigenden Potenzen von ?.

Diese Entwickelung ist giiltig, so lange ¢ ausserhalb jenes in § 4. be-

zeichneten Kreises gelegen ist. Sie auszufithren, ersetze man ¢ durch
1

w . Durch diese Substitution mag ¢ ©@F'5(f) in n(u), £ "M(#) in
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—(— ) .
M(x) und £ ¢ N (#) in N(u) iibergehen. Alsdann ist
Ly, MO N@NW
N(w) = M(u)~ N(u) N(u)
in der Umgebung von u = O nach aufsteigenden Potenzen von u ent-
wickelbar. Der Coetficient von «* ist gleich
RERTI e M () + N (w) N(w)
»! hf(l) Low M@ g M(u) — N(u)n{w) }
und dieser ist zugleich der Coefficient von ¢=* in der Entwickelung von

e+t M) + N@) 5(t) .. - .
g MO+ YOG 16 auch der Coefficient von ¢~ *Te+Y in der

@) ° MH—N@O9@)’
1 g, MO A+ NOa@®)
Entwwkeluno von — = lg M — Ny 9D
von £ Da letztere Relhe identisch gleich mit der in § 4. gegebenen
ist, so stimmen die Coefficienten von #~®¥¢*" in beiden iiberein. Es

ist daher

nach absteigenden Potenzen

i
-y .
V. AR (@ (@) o pletw (@+)
. )> / "z 91) m, 2B, , m.3~-~-_)1>20_1‘_2('m29 , ZB’e”o-rlmn
1 f & 1 M) + N(u) n(u) )
—_— £ 1 g Miw) o Nw)N(u
ST I G G 18 M = N S

Die rechte Seite dieser Gleichung enthilt ausser dem Term
1 g M) + N(0) lim 0" (nl

1 MO A NO) e O

»! M0) - N(0) ,—¢ o’

rationale Functionen der Coefficienten von M und N, also rationale
Functionen der Coefficienten, welche in M und N enthalten sind.
Solcher unabhiingiger Coefficienten in M und N giebt es 22 — o;
diese lassen sich durch willkiihrliche Annahme von 7n o Werthepaaren
2.7, aus den 2n—o Gleichungen von der Form M (z,) - 9. N (z,,=0
bestimmen, sind also algebraische Functionen der z,. In Formel (IV.)
liegt also das Theorem ausgedriickt, dass eine Anzahl von 2n—¢ In-
tegralen zweiter Gattung mit der unteren Grenze ¢, und willkiihrlich
gewihlten oberen Grenzen sich auf o Integrale derselben Gattung zu-
ruckﬁxhren lassen, zu denen noch eine alrrebralsche Function dieser
oberen Grenzen und ein bestimmter Loganthmus von e¢iner algebrai-

schen Function dieser Grenzen hinzutritt. Jene ¢ Integrale haben zu
2 __ n2N?
oberen Grenzen die Wurzeln der Gleichung = f_[_z AR L =0.

(2= 25, _0)

Die Integrationswege von «, bis (z.7,) in Formel (IV.) sind keiner
weiteren Beschrinkung unterworfen, sobald man die m,m,---my, irgend
welche ganze positive oder negative Zahlen bedeuten lisst.



634 Av. Scavaans. Ein Beweis d. Additionstheorems f. die hyperellipt. Integrale,

§ 6.

Die Formeln (1), (IL), (IIL), (IV.) hatten zunichst alle zar Vor-
aussetzung, dass %2 eine ganze rationale Function von geradem Grade
sei; doch bewahren sie auch ihre Giiltigkeit, wenn #* von ungeradem
Grade ist. In der That tritt bei ungeradems Grade von %2 der Punkt
#==o0c an die Stelle von a@sot2, welcher bei der Bestimmung von
1 Mt Ny
n © M- Ny
Indem man also einem bestimmten Argument z ausserhalb jenes in
§ 4. bezeichneten Kreises ein bestimmtes -+ % zuordnet und denjeni-
gen Logarithmus wihlt, welcher fiir 2 =00 verschwindet, ist die
Function in demselben Gebiet wie in § 1. einliufig und stetig; und
es gelten daher alle daraus abgeleiteten Schliisse. Es mag noch be-
merkt werden, dass, indem man die Bezeichnungen des § 5. volikom-
men beibehilt, bei ungeradem Grade von y* die Function n*(w) den

M (w) 4 N () N(w) in der Um-

in § 1. seiner Singularitdt vollstéindig entkleidet war.

Factor u enthdlt. In diesem Fall ist lg M) — N (@M (0)
/ \ 7

N (u) N (u)
M(u)

die Darstellung:

gebung von #==0 nach Potenzen der Function
1o M) A Nw) ()
M) 8 Mw) — Ny (W)

2 (NG | TN | i) Nou) ") N
J{M(u)_*_ 3M3Eu)+ 3 M5 (a) +“”(‘.’n+1)M2“+1(@;‘)+“ln mf}

zu entwickeln;

es gilt demnach fiir

Das Glied -V 500 N1 ()

@u1,M2%
fiir 4 ==0 von der xt® Ordnung zu Null wird. Bei der Bildung der
rechten Seite von Gleichung (IV.) werden also nur die Terme zu be-
rlicksichtigen sein bis % = v; denn alle Terme, fiir welche = > v, ver-
schwinden nach v»-maliger Differenziation fiir w = 0. Die iibrigen
Glieder ergeben rationale Functionen der Coefficienten von M und N.
Wenn demnach %* von ungeradem Grade ist, so tritt an Stelle der
logarithmischen Funetion in Formel (IV.) gleichfalls eine algebraische
Function der oberen Grenzen.

ist eine rafionale Function von u, welche



Bemerkung tiber das Flachennetz zweiter Ordnung-).

Von W. Fragy in Tibingen.

In Salmon’s ,Analytic geometry of three dimensions¥ (second
ed. p. 100 and 177) wird eine gewjsse kanonische Form fiir das simal-
tane System dreier Flichen zweiter Ordnung angegeben, um Folge-
rungen iiber die Combinanten aus ihr zu ziehen. Da aber die Mog-
lichkeit derselben dort nicht nachgewiesen wird, so konnte man diese
um so mehr in Zweifel ziehen, als fiir die mit den Flichennetzen eng
verkniipften Curven vierter Ordnung #hnliche kanonische Formen von
den Herren Clebsch und Liiroth als unzuldssig nachgewiesen sind.
Wirklich ergiebt sich aus den Resultaten des Letzteren, dass jemer
Zweifel begriindet war. S8ind nimlich ¢ = 0, ¥ = 0, g = 0 die Glei-

chungen dreier Flichen zweiter Ordnung, @, ---ay, b, -+ b;, ¢, -+ ¢;,
ferner z, - - - z; Pentaddercoordinaten, zwischen denen die Relation
ey ata+tata+ea=0

besteht, so lautet Salmon’s kanonische Form

5 5 3
T N
@), Q= Z wzl; Y= _?: bel; 1= _12 €zt

1

*) Wenn man symbolisch schreibt ¢ = a2, 9 =152, y=1¢,2 0 ecrgiebt
sich aus Herrn Gordan’s wichtizem Combipantensatze, dass alle Combinanten
des Netzes simultane Invarianten der zwei Formen

(abuv) (acuv) (beuv)
und
(abew) ap2byz

sind; man findet dies in evidenter Weise durch Einsicht in Herm Siufm’s
schone Arbeit bestitigt (Borchardt’s Journal Bd. 70). Die ganze a.lgebrmgche
Theorie aber ist mit nicht geringen Schwierigkeiten verkniipft, obwohl die nicht
versfientlichten Resultate des Herrn Gundelfinger erlauben, eine Reihe von
Sitzen aus den ebenen Kegelschnittnetzen zu ibertragen.
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Fiir %, % als unbestimmte Parameter ergiebt sich hieraus die Glei-
chung eines Flichennetzes
®) lp4puy+vy=0.

Den Ort der Kegelspitzen des Netzes (eine Curve sechster Ordnung
vom Geschlecht p = 3) findet man, indem man die letzte Gleichung
nach z, - - - 2, differentiirt in der Form

4) D12 == Prfy == P3ly == Py &y = P5 %3,
wo zur Abkiirzung gesetzt ist
pi = a;i. + b,,u, + V.

Durch Einsetzen der hieraus bestimmten Verhiltnisse der Grissen
2, - -+ #; findet man
- 1 1 1 1 1
®) wtw Tt ettt =%
und, indem man 4, g, » als Dreieckscoordinaten in einer Ebene an-
sieht, stellt dies die Gleichung einer Curve vierter Ordnung, der
Hesse’schen Abbildung der Kegelspitzencurve dar, welcher das voll-
stindige Fiinfseit der Geraden p, - - p, eingeschrieben ist. Nun kann
aber im Allgemeinen einer Curve vierter Ordnung kein Fiinfseit ein-
geschrieben werden, es ist vielmehr fiir Curven, bel denen dies mog-
lich ist, ein System von Berithrungscurven drittex Ordnung ausge-
zeichnet; andererseits kann nach Herrn Hesse jede Curve vierter
Ordnung (auf 36 verschiedene Arten) als Abbildung einer Kegelspitzen-
curve angesehen werden, woraus denn einleuchtet, dass jene kanonische
Form nur in speciellen Fillen zulissig ist. Ist aber umgekehrt die
Gleichung einer Curve vierter Ordnung in der Form (5) gegeben, so
stellt sich diese sofort als Abbildung der Kegelspitzencurve eines Netzes
(3) dar, dessen Gleichung man als eine Summe von 5 Quadraten dar-
gestellt erhilt. Aber diese Form ist dann immer auf unendlich viele
Arten modglich, denn man beweist den Satz:
Liegen die 10 Ecken eines vollstindigen Pentagders auf der
Curve der Kegelspitzen, so konnen derselben unendlich viele
Pentaeder eingeschrieben werden, deren Kanten also von
simmtlichen dreifachen Sehnen der Curve gebildet werden.

Um diese Pentaéder zu erhalten, construire man die drei dreifachen
Sehnen durch einen beliebigen Punkt der Curve und lege durch je
zwel derselben eine Ebene, welche ausser den 5 schon in ihr liegenden
die Curve noch in einem weiteren Punkte schneidet, so dass man im
Ganzen deren 1 -+ 3 -2 + 3 = 10 erhilt, welche unter Voraussetzung -
der im Satze ausgesprochenen Bedingung ein Pentaéder bilden.
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Der Satz ist leicht zu beweisen. Denn ays dem Pentaéder .z, --- z;,
welches im Raume dem Fiinfseit p, - - - p, entspricht, kann man m;-
endlich viele ableifen; man beachte nur, dass alle Berithrungseurven
dritter Ordnung, welche in den Ecken eines Vierseits die Fipfseite
beriihren, demselben System (in dem von Hesse, Crelle’s Journ. 49,
festgestellten Sinne) angehbren, und erkennt, dass die den 6 Ecken
eines Vierseits im Raume entsprechenden Punkte immer in einer Ebene
liegen miissen, wenn dies einmal eintrat. Es liegen aber die 6 den
Ecken des Vierseits p, - + - p, entsprechenden Punkte in der Ebene
z;, womit die Behauptung des Satzes erhiirtet ist.

Aus dem Umstande, dass die Kenntniss der 8 Schnittpunkte von
drei Flichen des Netzes hinreicht, um alle Doppeltangenten der ebenen
Curve vierter Ordnung zu finden, ergiebt sich noch:

Nach Auffindung eines Finfseits erfordert die vollstindige
Lisung des Problems der Doppeltangenten fiir die Liiroth™
schen Curven nur noch die Bestimmung der Wurzeln einer
Gleichung 8 Grades.

Bin weiterer Satz iiber dieses merkwiirdige Flichennetz moge noch
bewiesen werden:

Mit Hiilfe eines jeden Pentaéders konnen irgend drei der
Flichen des Netzes auf unendlich viele Arten als Polaren
eines Flichenpaares dritter Ordnung angesehen werden; die
zugehorigen Pole liegen in drei geraden Linien.

In der That kann man die durch die Gleichungen (2) dargestellten
Flichen immer ansehen als Polaren einer Fliche dritter Ordnung,

0= jl;zﬁ s
1

denn die Gleichungen der ersten Polaren dreier Punkte 2'2”#"” in Be-
zug auf dieselbe sind

5 5 &
O == E 7»@2'5' 2’;2 H 0 = E l,-z,«"z,ﬂ 5 0 == 2 1;2;”2‘2 .
1 1 1

Sollen diese mit den Flichen ¢, v, 1 zusammenfallen, so miissen die
Relationen erfiillt sein, :

4 3 ”
5o, Bl ==, &

-
-
o
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. 1 1 . . .
Sind also —, - zwei Werthsysteme, welche diesen Gleichungen ge-
i ¢
niigen, 6 ein Parameter, so erhilt man 7}— = % + 76—,- und
i 7 i

2 0 (li’ + eﬁl " bl (lb;_!_ ?_’1}2 2 <, U‘l’ + 6 ;'L'”)
¢ T L‘, lt', > ¢ _— }Vil z’ill 2 ~i 7: i,,

— 7

?

womit der Satz erwiesen ist.
Endlich ergiebt sich:
Drei Flichen kdonnen entweder (im Allgemeinen) gar nicht
oder auf zweifach unendlich viele Arten als Polaren einer
Flache dritter Ordnung angesehen werden.
Denn alsdann liegt die Kegelspitzencurve auf der zugehdrigen Kern-
fliche und enthilt die 10 Ecken des Pentaéders der Iliche dritter
Ordnung, derselben konnen aber unendlich viele Pentaéder eingeschrie-
ben werden.

Tiibingen, 13. Mirz 1874,
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Verbesserungen.

74 Z. 10 v. o. les a;x;d 2 statt a;d1.

86 Z. 11 v. u. lies 4(a;—a,) (ag—ay) statt 2{my—ay) (@3—ay).

87 Z. 1 v.o. lies 2(Q,Q) VA statt (Q@)VA.

87 Z. 2 v. o lies ,das doppelte Moment* statt ,das Moment-.
285 Z. 5 v. u. lies ,,Curve (s— 3% Ordnung ist* statt ,Curve ist“
310 Z. 9 v. o. lies 00 statt 0o®.

310 Z. 13 v. o. lies oc* statt oo

325 Z. 9 v. o, lies (1_”__;1‘,’)é stat (%’_?*)%.

326 Z. 2 v, u. lies ¢Q statt pgQ.

355 Z.11 v. u. lies 2 (@ 4 y? + 2?) statt a® 4 o® + 22,

358 Z. 15, 16, 17 v. o. lies ¢?! statt ¢'*.

359 Z. 1, 3, 8 v. u. lies ¢7 statt ¢°.

362 Z. 9 v. o. lies ¢7 statt ¢*.

363 ist auf den linken Seiten der beiden Formeln (15) aberall ¢7 statt ¢* zu
setzen.

. 381 Z. 4 v. u, lies PQR statt PPR.

381 Z. 9 v, o. Hes 2771 statt 2.

. 385 Z. 5 v. u. lies 35 statt A

Nachtrigliche Verbesserung zu Band VL

598 Z. 13 v. w und S. 601 Z. 2 v. o. lies g(N) statt GZ(A).
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Preisaufgaben

der Fiirstlich Jablonowski’schen Gesellschaft in Leipzig.

Aus der Mathematik und! Naturwissenschaft,

1. Fiir das Jahr 1874.‘ .

Das Problem der elektrischen Vertheilung auf einem Conductor
von gegebener Gestalt ist durch die bisher in Anwendung gebrachten
Methoden nur in verhiltnissmissic wenigen Fillen zur definitiven Lo-
sung gelangt oder einer solchen zuginglich geworden. Um die genann-
ten Methoden ihres speciellen Charakters zu entkleiden und wo moglich
auf ein allgemeineres Niveau zu erheben, scheint es zun#ichst winschens-
werth, wesentlich neue Fille in den Kreis der Untersuchungen hereinzu-
ziehen. Demgemiss stellt die Gesellschaft folgende Preisaufgabe:

Auf einem Rotationskirper, dessen Meridian durch die Lemniscate
(Cassini’sche Curve)

@4y —2a* (@ —y*) = bt —a'
dargestellt ist, soll die Verthedung der Elektricitit unter dem Ein-
flusse gegebemer dusserer Kriifte ermittelt werden.

Die Beantwortung des Specialfalles a==>0 wiirde durch die Methode
der reciproken Radien (Methode der sphirischen Spiegelung) auf den
Fall eines Hyperboloids reducirbar, und fiir die Erlangung des Preises
umzureichend sein. Preis 60 Ducaten.

2. Fiir das Jahr 1875.

Die Frage nach der Lage der Schwingungsebene des polarisirten
Lichtes ist trotz mannigfacher Bemiihnngen bis jetzt nicht entschieden
worden. Die Gesellschaft stellt daher die Aufgabe:

Es ist durch newe Untersuchungen die Lage der Schwingungsebenc

des polarisirten Licktes endgiiltig festzustellen.
Preis 60 Ducaten.

3. Fiir das Jahr 1876.

Trotz der meisterhaften Arbeiten Leverrier’s gber die Bewegpng
des Merkur kann die Theorie dieses Planeten noch nicht als endgiiltig
abgeschlossen betrachtet werden. Die Gesellschaft wiinscht eine aus-
fithrliche _

Untersuchung der die Bewegung des Merkur bestimmenden Krfte,
mit Riicksicht auf die yon Laplace (in der Mécanique céleste), von
Leverrier (in den Annales de 'Observatoire und den Comptes rendus
de I’ Académie des sciences), von Hansen (in den Berichten der Kon.
Stichs. Gesellsch. der Wiss. vom 15. April 1863) und von Wilhelm
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2  Preisanfgaben der Firstlich Jablonowski’schen Gesellschaft in Leipzig. |

Weber (vergl. Zollner iiber die Natur der Kometen S. 333) ange-
deuteten Einwirkungen. Ausser der vollstindigen Berechnung der Sto-
rungen ist eine Vergleichung mit den Beobachtungen unerldssiich, um
zu zeigen, bis zu welchem Grade der Genauigkeit sich die eingehenden
Constanten bestimmen lassen. Die Construction von Tafeln zur Orts-
berechnung behilt sich die Gesellschaft vor zum Gegenstand einer
spateren Preisbewerbung zu machen. Preis 700 Mark.

4. Fir das Jahr 1877,

Der nach Encke benannte und von diesem Astronomen wihrend
des Zeitraumes von 1819—1848 sorgfiltig untersuchte Komet I, 1819,
hat in seiner Bewegung Anomalieen gezeigt, welche zu ihrer Erkls-
rung auf die Hypothese eines widerstehenden Mittels gefithrt haben.
Da indessen eine genauere Untersuchung der Bahn nur iiber einen
beschrinkten Theil des Zeitraums vorliegt, iiber welchen die Beobach-
tungen (seit 1786) sich erstrecken, so ist;, eine vollsténdige Neubearbei-
tung der Bahn des Encke’schen Kometen um so mehr wiinschenswerth,
als die bisher untersuchten Bewegungen anderer periodischen Kometen
keinen analogen widerstehenden Einfluss verrathen haben. Die Gesell-
schaft wiinscht eine solche vollstindige Neubearbeitung herbeizufithren,
und stellt deshalb die Aufgabe:

die Bewegung des Encke’schen Kometen mit Beriicksichtigung aller
storenden Krdifte, welche von Einfluss sein kinnen, vorliufig wenig-
stens innerhalb des seit dem Jahre 1848 werflossenen Zeitraums su
untersuchen.
Die erginzende Bearbeitung fiir die frithere Zeit behilt sich die
Gesellschaft vor, eventuell zum Gegenstand einer spiteren Preishewer-
bung zu machen. Preis 700 Mark.

Die Bewerbungsschriften sind, wo nicht die Gesellschaft im beson-
dern Falle ausdriicklich den Gebrauch einer anderen Sprache gestattet,
in deutscher, lateinischer oder franzosischer Sprache zu verfassen, missen
deutlich geschrieben und paginirt, ferner- mit einem Motto versehen
und von einem versiegelten Couvert begleitet sein, das auf der Aussen-
seite das Motto der Arbeit trigh, inwendig den Namen und Wohnort
des Verfassers angiebt. Die Zeit der Einsendung endet mit dem 30. No-
vember des angegebenen Jahres und die Zusendung ist an den Secretdr
der Gesellschaft (fiir das Jahr 1874 Prof. Dr. G. Curtius) zu richten.
Die Resultate der Prifung der eingegangenen Schriften werden durch
die Leipziger Zeitung im Mirz oder April des folgenden Jahres bekannt
gemacht. ’

Die gekronten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesell-
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