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Die Form und Zahl der Reprasentanten nicht aquivalenter
Klassen der Transformationen der ultraelliptischen Functionen
fir beliebige Transformationsgrade.

Von E. Dorx in BresLav.

Hermite basirt seine Untersuchungen uber die Transformation
der ultraelliptischen’ Functionen (Hermite, Théorie de la transfor-
mation des fonctions Abéliennes. Paris 1855.) auf die Behandlung
des Systemes ‘der 16 ganzzahligen Transformationscoefficienten:

ay o @,
O co c1 c~ a3 ’
R . 0 1 2 3
dy dy dy dy
zwischen denen die Gleichungen bestehen:
@y dy+ by ey — 6 by — dy ay =0,
o dy~+by ¢, — € by—dy 2, =0,
@ Yagdy+byc5— e by—dyaz=a,dy+byc,—c by—dya,=k,
@y dy+ by cs— ¢, by—dyag =0,
Gy dy by 03— € by —dy g =0.
Es gelten sodann folgende Satze:

Die Determinante des Systemes (1) ist ein vollstindiges Quadrat,
nimlich k2. (Hermite pag. 3, 1%)

Die Gleichungen (2) sind gleichbedeutend mit:

ay by 4 ay by — @, by — a3 by =0,

Ao+ a6 —ayo —ag6=0,
®) @y s+ aydy — ay dy — a3 dy =k,

by &g + by ¢y —byep — by =k,
b ds + by dy— by dy — bsdo=0:
oy ¢ dy—Cy dy — 3y =0.
(r "rmite pag. 7.)
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482 E. Dorx.

Sind zwei Systeme a, - - -, ,--- den Gleichungen (2) unterwor- -
fen, so erhilt man durch Zusammensetzung derselben ein neues System
A, ..., fir welches dieselben ebenfalls gelten, und zwar ist, wenn man
die % entsprechende Grosse fiir das System &, - - - %, fiir das System
4, .-+ K nennt:

K=1Fkx.
(Hermite, pag. 3, 4.)

Hermite theilt diese Sitze ohne den Beweis mit, der in der That
leicht zu fithren ist.

Wenn % == 1, nennt Hermite die Systeme o, --- und 4, ...
dqunivalent.

Ist /; eine Primzahl, so sind, wie Hermite ebenfalls ohne Beweis
angiebt, die nicht #quivalenten Systeme reprisentirt durch folgende
vier Grundformen:

1000 1000 EFi0 ¢ EO ¢ 7
OlOO,H. OkzO,III. 010 0.,IV.0kz,i,
00O 0010 00k —4 0010
000k 000k 000 1 0001

worin 4, ¢', 4" simmtliche Werthe 0,1 ... ¥ — 1 annehmen kénnen.
Es giebt also 1 4 k 4 %2 4 %3 Klassen der Transformationen. (Her-
mite, pag. 4, 3%, 49%)

Ich stelle mir die Aufyabe, die Form und Zahl der Repriisentanten
der wicht dquivalenten Transformationen fir beliebige k zu ermitteln.

Tch hatte urspriinglich die Aufgabe so gelost, dass ich direct den
Reprisentanten aufsuchte, mit welchem die vorgelegte Transformation
dquivalent ist. Indessen verlangt diese Behandlungsweise ziemlich
complicirte Untersuchungen iiber die Mdglichkeit simultaner Losungen
gewisser Congruenzen, und ich habe es einfacher gefunden,’ durch
successive Anwendung mehrerer linedrer Transformationen auf den
Reprisentanten zu gelangen. Auf die Brauchbarkeit des successiven
Verfahrens war ich bei der Behandlung einer andern Transformations-
aufgabe von Hrn. Prof. Richelot aufmerksam gemacht.

Die Operation der Zusammensetzung zweier Systeme werde durch
ein zwischengesetztes x bezeichnet. Ich suche nun zunichst zu machen:

o Ay ay g &y &y Gy Oy a) a a) @y
4 by by by b Bo By BoBs| _ | O BBy by
“) X = PR O
Cy € € Gy Vo1 72 73 0 ¢ ¢ ¢
dy d, d, dy 9, 0, 0, 0, 0 d/ da, df

worin die @, - - - die Gleichungen (2) und (3) erfiillen, und die ;- - -
entsprechende Gleichungen, in denen nur % durch 1 zu ersetzen ist.
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Das Verschwinden der drei letztex{ Coefficienten in der ersten
Colonne ergiebt die Gleichungeun:
0 =0y &, + by By + by 7y + b, &,
) O=c; a4 ¢ By + ¢ 7o + ¢ 9y,
=dyey+dy By 4 doyy 4 d5 8.
Mit Benutzung der Gleichungen (2) erhdlt man hieraus:
(6) e iy 0, =dy:dy:—d;: —d,.

Da die Determinante des Systems «, - -- 1 ist, diirfen «, 8, y,, &,
keinen gemeinsamen Factor besitzen und sind demnach durch (6) voll-
kommen bestimmt.

Man suche nun irgend ein Werthsystem a3, B, 75, 05, welches
der Gleichung geniigt:

M 85 + Byys — vy — ey =1,
und bestimme die Grossen «,, B;, »;, 0,5 @, B,, 7., 0, aus folgen-
den Gleichungen (welche (3) entsprechen):

a) afy — a,fy = a3 fy — ey s =1v,,
b) &y, — @y, = 37y — @ ¥3 =V,,
) @0, — a0, =1+ @30y — &0y =

(8) ‘ 1';-):73
d) By, — Boys =14 Bsyo — Bo?s =G

e) B10, — B,0;, = P30, — B, 0, =y,
£) 10y — 7,0y = 30, — vo03 = ;.

11—

7

’

wyons . . . 1 —
Dass iibrigens, wenn man die rechte Seite von c¢) ——2~3—3~ gesetzt hat,

die von d) "2"'3 ist, geht aus (7) hervor.

Ich beweise jetzt, dass die Gleichungen (8) a) . f) in ganzen
Zahlen auflosbar sind.

Zunichst nehme ich d, und d, so an, dass sie den grossten ge-

. 1— . :
meinsamen Factor g von v;, v,, ——2-3'3 enthalten, sonst aber weiter

keinen besitzen. Enthielte nimlich 8, oder 0, einen Theiler von y
nicht, so folgte aus den leicht beweisbaren Relationen:

f
Bivy — viv, + 0 -i; =0
Bovs — y2v, + 0, H""Q’E:O

dass derselbe in }—"gﬁ enthalten sein miisste. L’%—’g und l——:;——’i’ , deren

Summe = 1 ist, konnen aber keinen gemeinsamen Factor besitzen.
‘ 31*
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Die Gleichungen c) e) f) werden jetzt ganzzahlig anfgelost. Sing
irgend welche Losungen derselben:

Ay, W5 By, By; 6y, 6y,
so sind simmtliche Losungen enthalten in:

A + my %7 Ay -+ my
\ )
By + my ‘x“tr B, + m,
4
€y + my f: Q2‘*"”3
wo m,, m,, m, vorliufig beliebige ganze Zahlen bedeuten.
Todem man hiemit in a) hineingeht, folgt:
8, d. 3.
(9‘{1 + my 7) (232 + m, i‘) - (%z + m, ‘f) (581 + m, 6‘—2’) =1,
oder:
4 [} 9 J
0B, — WY, +om (B — B, D)+ m (U, 2 — %, D) =,
oder endlich:

%,
7’
3.
2!
Y

C)) — 1;1 -+ m, : ;;3 =7 — (U, B, — AY,),
und ebenso aus b):
(10) —my 2wy T = — (U, 6, — %,6).
Damit die Gleichun.g (9) Iosbar ist, muss ein etwaiger gemeinsamer

4

Factor von 1;7 und — s

, welcher = @ sei, auch in der rechten Seite
enthalten sein.

Wie man sich durch Substitution der Werthe von v, - - - v, leicht
iberzeugt, ist:

14 11—y,
(11) -—-—’g o S =Y — Yy,
folglich:
14241 —9, v, v
—_—l =Y, = — Y, 2
9 2y 2 P 1 % ?
v 1— . s 2
und es muss der 7‘— und ’sz noch gemeinsame Factor auch in v, 75

enthalten sein, also in v, weil eben 2, 22 1= keinen gemeinsamen
3

B
Factor mehr besitzen sollen. g
Ferner ist nach c) und e):

d 0 - 1—v
9(1_2_912_1——_22'_3.,’
23 % "
1 2 “"z

-
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Der den rechten Seiten gemeinsame Factor o muas auch in der

Determinante U, B, — %A, B, enthalten sein, da sonst & und noch
einen gemeinsamen Factor besdssen.

Der Nachweis fiir die Losbarkeit von (10) ist ebenso mit Benutzung
von ¢) und f) zu fithren.

Wenn irgend eine ganzzahlige Losung von (9) m,, m, ist, so sind
die simmtlichen Losungen:

— V3

m=m1—|—p )Zm’ m)—m)“*‘sz,

wo p eine vorliufig beliebige ganze Zahl ist.

Gteht man mit dem Werthe von m, in (10) hinein, so erhilt man:
1— . .
(ml +P 7“) ) .° + my - 5;13:7’2 — (A6, — A C Y,
oder:

5 1 Y
(12) —p "xc? : % + “gzvs ”2_(’2[1@2_%(2@1)"}‘“11%‘

Damit diese Gleichung nach m, und p ganzzahlig losbar sei, muss die ~
rechte Seite den Factor 2”:'3 enthalten.

Zum Nachweise hievon setze ich in die rechte Seite von (12) aus
(9) ein:

— v 4 (B, — WPy + mz 21

V4 ’
)
und finde:
vy — (U6 — %6) — 2 {v,— (B, - %%)——m. =

m, =

(13) . )
=;1;;{”2”4"”1"5"”4(g~){16z A, G+ v5(Uy 232“’)12231)"}'1“2' 2y 'Vs;~
Der Divisor », thut hier nichts zur Sache, weil er zu 121;—3 relativ
prim ist.

Das letzte Glied der Klammer in (13) enthilt auo'enschemhch

12_::; die beiden ersten ebenfalls nach (11), und es handelt sich nur

noch um:

v, (% G — AWpCy) — 75 (U, — AB,)-
Setzt man fiir v, : 9,0, — B,0;, fir v;: 6,8, — @,d, so erhilt man:

-(521132 - QI250(531@:‘2 - 232@1) = 12—;3 (-581 (Slz - 232(54)7

woraus ersichtlich ist, dass auch hierin »123;—;;’ enthalten ist.
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Schreibt man die Gleichung (12):

My @ — P !f‘ = 11,,3) {”2 — @6 — AU C) +my 775}“;
240

so zeigt sich, dass sie in der That immer ganzzahlige Auflosungen zu-
lasst, weil & und —"i’- relativ prim sind.

Die Gleichungen a) b) ¢) ¢) f) sind nun erfiillt; und d) ist auch
befriedigt, da sie eine Folge der iibrigen ist, wie man mit Hiilfe von
(11) leicht einsieht. ’

Daraus, dass die Coefficienten ¢, - - - die Gleichungen (2) befrie-
digen, folgt noch, dass auch d," =0, d,’ = 0 werden.

Jetzt suche ich mit Hiilfe einer zweiten linediren Transformation
zu machen:

ao/ a]’ a2’ a3l uo’ al/ a2’ as’ ao” al/' a2’/ as//
[ 2wl Saa a0 oo
0 ¢ ¢ ¢ 0 v/ 7 7 0 0 ¢ ¢
00 0 4 00 04y 0 0 0 4~

Bei der Zusammensetzung der Systeme ergiebt sich sofort, dass
hiezu noch die Gleichung zu erfillen ist:

(15) o B+ ey =0,
also:
(16) B 1y =0¢":—¢ .
Den Gleichungen (2) entsprechen hier folgende:
ay 0y =1,

Biyy — 7By =1,

a0y + B,y — /B, =0,

a0y + Byyy — /B =0.

Hienach hat man «, =0, =1 zu setzen, ferner B, und y, der
Proportion (16) gemiiss ohne gemeinsamen Factor anzunehmen. S,

und p, sind dann aus der zweiten Gleichung (17) zu bestimmen, welche
oo viele Auflosungen zuldsst. Endlich hat man noch zu machen:

all = (ﬁi’ysl - 71,ﬂ;3l) )

wy = — (By'yy — v 'By), "
wobei es ibrigens freisteht, f," und p,’ = O zu setzen, so dass auch
«, und «,” verschwinden.

Schliesslich setze ich die Transformation a,” - - - noch einmal mit
emer linedren zusammen:

(17)
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a,” a” a,” a;” @ e a) o 4, A, 4, 4,
o | O 0wl |0
0 0 ¢ ¢ 0 0 9,7y 0 0 ¢ ¢
0o 0 0 4~ 0 0 0 & 0 0 0 D,

Hierin ist:

o v rp o . "
Ay=a)a), 4y =a)¢"+a"p", dy=a,"a)"+a,"B,"+0a,"p,",

— "o P , .
B, = b By = by B+ 8"y,
. C:; — c{ay?u,

A3 J— aO// ag”""a]” 53,,+a2/’y3’1+¢23,’63 v’

I 1 p i ot v
By = b By +b," vy + by 05",

. N7 Ry
03 - Cy Vs +"3 83 3
_D3 — [ZJN 63'1'

Die Coefficienten @, und d,” konnen, da ihr Product = %, ent-
weder beide -+ oder beide — sein, folglich kann man «,” und 4,",
deren Product = 1, immer so wihlen, dass 4, und D, positiv werden.
Ebenso kann man auch die beiden andern Diagonalcoefficienten positiv
machen durch geeignete Annahme von §,” und p,".

Zwischen den Grbssen «,” - - - bestehen noch folgende Relationen
(cf. (3)): , o

a) ys" 4 "y, =0,
w By + B — B =0,
so dass man nur noch iber «”, B,°, @, (und ;") verfiigen kann,
wodurch ;" und B;” bestimmt sind.
Man kann nun durch geeignete Wahl von:

a,” erreichen, dass 0 < 4; < 4,,

(19) 52" » ” O S -B?x < *Bl >
a’ 7 y 054, < A4y,
oy’ ” » 04, < 4y wird.

B, und C, sind hiedurch schon bestimmt. Sie geniigen den Glei-
chungen:

(20)

Es ist also:

4,05 + 4,0, = 0,
A,B,+ A, B,— 4,B,=0.
4,0,
Cy=— —;‘Ia—
und, weil 4,, 4,, C, nicht negativ, mit Beriicksichtigung von (19):
0 2 03 > - 02 .

Ferner ist:
A.___..' '—82 _ _,_A;'_?._Bi! .
4,

By=—
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Da nun beide Glieder des Zihlers an sich positiv sind, so folgt wegen
(19), dass der absolute Werth von B, < B,. Uebngens kann B,
positiv wie negativ sein.

Die Transformation a, - - - ist also mit einer andern Ay - - - Ggus-
valent, bei der die Coefficienten unter der Diagonale 0, die Diagonal-
coefficienten positiv, ferner jeder der moch brigen Coefficienten absolut
Kleiner als der Diagonalcoefficient derselben Zeile und A, A,, 45, B>0
sind. Ausserdem befriedigen die Coefficienten die Glezchngm (20) unqd
Ay Dy = B,C, = L.

Man iberzeugt sich ferner leicht, dass keine zwei Transformationen
der eben angegebenen Form unter einander dquivalent sein kimnen, ohne
identisch zu sein.

Man kann site duher als Reprisentanten der nicht dquivalenten
Klassen wiihlen.

Eine ndhere Betrachtung zeigt indessen, dass die Coefficienten
der Reprisentanten innerhalb der so eben angegebenen Grenzen nicht
vollkornmen willkithrlich sind.

Um daher die Form der Reprisentanten genauer festzustellen und
spiter die Zahl der zu einem gegebenen Transformationsgrade gehdrigen
zu bestimmen, untersuche ich, welche Systeme*):

ay a; @, o

0 b b ¥
21 1 92 03
(1) 0 0 ¢ ¢
00 0 q
mit den Gleichungen vereinbar sind:
a0 d3 = k,
bie, =Fk,

#2) 6 + a6, =0,

oy + @y by — ayby =
WO a,, by, ¢, d; positiv, die tbrigen Coefficienten absolut Kleiner als

die Diagonalcoefficienten derselben Zeile und a,, a,, a5, b, > 0 sind.
Jedenfalls ist:
a =1,
a =1,

wo f, und ¢, Factoren von % sind, und:

*) Der Bequemlichkeif wegen ist die Bezeichnung gedindert.
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k
d-s =1l = %
&
Cy == t_ = ?l_ .
Der grosste gemeinsame Factor von ¢, und ¢, sei 6,, und:
by = 601 Gpy,
ty == 6y Gy3 -

. 64, und 6,3 sind relativ prim.
Da tyt; = t,¢,, so ist:

04y 602t3 == 64, 631y .

¢ 2
Ich nenne & = -%:6,,, sodass also:
O3 o2
ly == 6)y 6y,
ty =030y,

und 6,; der grbsste gemeinsame Factor von £, und #, ist.
Der grosste gemeinsame Factor von 6,, und 6,, sei f, und:
601 = {61
O3 = [633,
so ist in Folge der vorhergehenden Definitionen f der grisste gemein-
same Factor von t, ¢, &, f;.
Die dritte Gleichung (22) wird nun:

f661602¢s + a1 633602 = 0,
oder:

6ocs + Gay =0,
und:

al = a" 60/1 )
t = — a,’63.
Weil a, <, sein sollte, ist a, < EtT = f6,, und besitzt auch fo,
N [
Werthe,
Die letzte Gleichung (22) geht tber in:

16616085 + @, 661, — 0516616, =0,
oder:

. B
60«263 + “‘a—lf—z - a2613 =O .

Dies ergiebt zunichst die Bedingung:

(23) 3’79—’ eine ganze Zahl,
(24) 0,645 — “L% = 0 (mod 6,,),

f
und liefert sodann:

by = ,;1; (“2 O33 — a,}b,)'
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Der grosste gemeinsame Factor von a,” und f sel ¢ und:
=99,
by =10,v.
Da nun b,<#,, so besitzt b, fiir ein einmal angenommenes a;': %"— =631 POy,
Werthe.
Weil 6, und 6,; relativ prim sind, so folgt fiir ein bestimmtes

e, und b, aus (24) a, bis auf Vlelfache von 6,,. Da nun g, <t‘,,
so kann:

so folgt aus (23):

. a4y =, + moy,, (a, < 6y)

;ﬁ = ¢;, Werthe annehmen.
02 .

a, <1, ist weiter keiner Beschrinkung unterworfen, und hat also
¢, Werthe.

Bei fest angenommenen ¢, und ¢, giebt es fiir ein bestimmtes a,:

601§ Gyy + Gy - by = Garlyty .

Reprisentanten nicht #iquivalenter Klassen, und fiir alle «,:

0=/0p—1

6ot tO = Po s
=0

wo @, den grossten gemeinsamen Factor von f und o bedeutet..

Es wird sich also zunichst um die Ausfihrung der so definirten
Summe handeln. Die moglichen Werthe von ¢(a,’) sind unter der
Form darstellbar:

e=zf+y,

=0, 1. (65— 1),
=0, 1---(f—1).
Der grosste gemeinsame Factor von f und g ist daher auch der grosste
gemeinsame Factor von f und ¥, daher ist obige Summe:

e=0 <Pe
Man hat also die Summe der gréssten Factoren zu nehmen, welche f
mit 0, 1, 2...f— 1 gemein hat (wobei 1 auch mitzurechnen ist).
Es sei nun:

WwO:

f=abf .- . n",
wo @, b---n Primzahlen bedeuten.
Ich bxlde die Summe, indem ich untersuche, welchen Beitrag jeder
Factor von f zu derselben liefert.
a®bf . .. n¥ ist enthalten in O und liefert den Beitrag a®df - - - #"
Der Factor ¢ = a*~*b8 - . . »” ist enthalten in:

l.q)’ 2.9)...(a2._.1).9)'
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Indessen ist @ nur dann der grisste gemeinsame Factor dieser Grossen
mit f, wenn die Coefficienten nicht Vielfache von a sind. Es sind
also fortzulassen :

1'@'9’, 2.a.q)) ...(a"‘-l__l)a.(p_
Die Zahl der noch iibrig bleibenden Grossen betrigt:
(@* — 1) — (e ' — D) =a*"1(a — 1).

Jede derselben liefert zur Summe den Beitrag a*—*bf . . - »*, folglich

alle zusammen:
{(@a— Da*=1b8 ... 0¥,

Da nun x =1, 2 ...« sein kann, so ist der Beitrag simmtlicher
Factoren der Form a¢—*3f . .. 4”:

wle—1)a=1bt - o = f 2O

Ebenso liefern die Grossen a“bf—24¢v .. n' den Beitrag:
Bo—1)asbr=ter - = BE=D e,

- Der Factor a*—*b8—2¢7 - . . »* ist enthalten in (a*b* —1) Grissen
aus der Reihe 1, 2.../— 1. Von diesen sind aber fortzulassen die-
jenigen , welche eine hohere Potenz von @ enthalten, also (a*—114—1)
Gréssen, sowie die eine hohere Potenz von b enthaltenden, welche
an Zahl sind: (a#b*—1—1). Jetzt sind aber zweimal fortgelassen, folg-
lich wieder hinzuzuzihlen die (a*—!¥*—'—1) Grossen, welche sowohl
durch hohere Potenzen von a, wie auch durch hohere Potenzen von
b theilbar sind. Die Zahl der wirklich in Betracht kommenden Gréssen
ist also:

(a*b* — 1) — (a”‘lbl— 1)_ (axbl—l -+ (ax—lbl——l_ 1) =
= g*~ b (a—1)(b—1),

und der Beitrag zur Summe:

(@—1)p—Tya= b1t - - . =42 2L
Da nun aber » und 4 die Werthe 1,2 .- « resp. 1,2 .- 8 besitzen
diirfen, so giebt es «f Factoren von f, welche obige Form haben und
zur Summe: :

fa(a~l) L Be—1
. a b
beitragen. .
Man iibersieht schon, wie dies Verfahren sich weiter fortsetzen
lasst. Die ganze Summe wird hienach:
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(a—1 —1) (-1 —1)Bb-1)y(c—1
fliqeiesl 4 eemDB0D y eeoD BO v D

a b 4
B(b—1) , e(a—1)y(c—1) , ala—1)f(b-1)d(d--1)
+ b + a ¢ + @ '.W'b_ d
vn—=1) | pm—1)sn-1) | Al-1Dum-D)r(n-1) al@a—1)fb-1)  »(n—1))
+ — + R _I_ T = _|_ + T e l.

b n

= /(=7 (4 B0 - (14207

Die Anzahl der Reprisentanten nicht dquivalenter Klassen ist somit
fiir dasselbe t, und t,:

66160 [ty 8 (1 + ‘“_“a‘ D) (14 ﬂﬂi;})). (14 3’.(!‘_7;1_')
= 1,2, (] + f",,,(ﬁ‘.z:.l_)) (1 + E(b_b'll_)) . .(1 + l’_(%_ !.)) .

(25)

Wenn k keine quadratischen Factoren enthilt, wird f=1, denn
f, welches in £, ¢,, t,, ¢, als Factor enthalten sein sollte, miisste fiir
I = t,t, einen Factor f? zur Folge haben. Die Exponenten e, - v
werden O und die Anzahl der Reprisentanten fiir ein bestimmtes £,
und ¢, reducirt sich auf:
t? 4y,

also die Zahl der siimmtlichen zum Transformationsgrade & gehdrigen
Repriisentanten : )
=t

wo fiir £, und ¢, simmtliche Factoren von % zu setzen sind. Weil es
freisteht, bei jedem ¢, #, seine simmtlichen Werthe durchlaufen zu
lassen, kann obige Summe gesehrieben werden:

St2 3t
‘Wenn nun:

k=pipy- P,
wo die p Primzahlen bedeuten, so ist:

bt =140 +p+ - 00)+ DD+ 0103+ -+ - Pr1P0)
T @Paps+ o )t PP e
=1 4+p)(L+p,) - (L4 pa),

2tyl=14 (p>+p + - - pb) + (00,0 + 9,20t ¢ - Pa—1DaY)
+ (p2pltpt 4 - - )4 it P
=A4pHA 4+ - (1425,

und die Anzahl der Représentanten:
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k==

k{__Il(l + o1 4 2 08,

welche Formel das Resultat von Hermite fiir einen primzahligen
Transformationsgrad in sich schliesst.

Ich wende mich jetzt dazu fiir belickige & die Gesammtzahl der
Reprisentanten der nicht dquivalenten Klassen zu ermitteln.

Ich habe dazu:
@) 2trt (1407 (14 802 (3 i)

auszudehnen iiber alle ¢, und ¢,, welche Factoren von % sind, und es
sind «, B -+ v dadurch fiir jedes Werthepaar ¢, ¢, definirt, dass der
grosste gemeinsame Factor von ¢, t,, £,, #, ist:

f=a*bf ...

Die in % enthaltenen Primfactoren a, 0 - - n kénnen darin zu
geraden und zo ungeraden Potenzen erhoben vorkommen. Es sei

daher:
b a2@ . ... g2 . @edl. .. g2vt,

Bei der Bildung der Summe (26) verfahre ich so, dass ich sie
zuerst ausdehne iiber alle Werthsysteme von #, und ¢, welche dasselbe
f ergeben, und nachher f die simmtlichen moglichen Werthe er-
theile.

Fiir dasselbe f bleibt der letzte Factor in (26) constant, also habe
ich nur:

21,2,

fiir die zu demselben f gehorigen ¢, und ¢, zu nehmen.

Wenn :

=% ¢ . 60.3‘0...””

@1 {t" @ d N ]

) tt=a“;...d3n.e':....”’u,
50 wird:
(28) Zto?tl —, Zazao'i"“x s e d2do+al . 32%+”x v oo nz"a'f"n ,

oder, da die «, und «, ihre simmtlichen Werthe durchlaufen kinnen,
wihrend die tibrigen Exponenten constant bleiben, ete.:
(28) Dt = Zateta . ... Td2td . B@uta ... Dyttt

Ich schreite jetzt zur Bestimmung von Xg?%+® und Zef*ta,
welche eine gesonderte Behandlung erfordern.
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Da:
t3 =?k_ = q2%—% ... ded —do . 2e41—e . n27’+1——1‘°’
0
t2 =tk' = ¢~ ... g2d—d . Q2eti—e . .. n2v’+l—1',)
. .

so sind fiir &, und «, alle diejenigen Combinationen zu nehmen, welche
als grossten gemeinsamen Factor von
a“°, a® s a2a’— a, , e’ —a )
a® ergeben.
Wenn nun nicht gerade « = a’, so sind diese Werthsysteme:

1) ¢pg= «, o, = a4,
2 oy=2d—0a, 0, = a1,

Da= ety o=«
8) gy = «tu, o =20—a,

A=0,1,2...2(e— a),

p=1,2...2(¢—a)—1.

Ist « = &, so giebt es nur einen moglichen Fall:

Hienach ist:
, A=2(a'—a) , u=2(a'—a)—1
2a2ao+a, — (aSa + a4a——a) 120 al _I_ (aaa _I_ a2« +a) 21 a2f‘,
= M=
oder nach Ausfilhrung der Summen und einigen Reductionen:

4

{(as (o' — a)__l)(l_*_._ “"I‘ aQ) — gie'—a)+1 + a2l@'—a)+1l

a3a

(29) Ia?%tu=G@a,a=

at—1
Wenn ¢ = o/, so ist:
39) Zatete = Ga, o’ = a’*.
Ganz analog sind den ¢, und &, solche Werthsysteme beizulegen, dass:
e, en, ertlon getl—s
den grossten gemeinsamen Factor e besitzen, also:

1) gg= ¢, &= ¢+ 4,

2) 80=28’+1.—.g’ & — 8—|—l, l=0,l,...2(€_€)+1’

Neg= ¢e¢+u, &= ¢, o
4) 6g= ¢+u, g =24 1—g P=DL2 0 2(E—g,
und man findet:
i A=2(e'—s)-1 pH=2(a'—0)
ety =ue, .=(eﬂa _|_ e - o+2) Py et + (63' + e2e'+ l+l) 3 e2m
: A=0 u=1

(81)

_ {(@=9+3 —1)(1 4-e+ ) — et —+3 4 @—n+2}

e2—1
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Der Fall ¢ = & ordnet sich hier der allgemeinen Formel unter.
Die Zahl der Repriisentanten, bel depen f=a%..... g0 .¢ .. 0
ist also:

. ala—1) ) o(d—1) (e—1 -
i32} @a,a(1+“T“)' "@d,é(l'{'”"g“")' ue,e(l +§%"”)")"11n,v(1+t(ﬁ;e~l)) .
Jetzt hat man noch hievon die Summe zu nehmen fiir simmt-
liche f,d. h.e--0,¢6--vdieWerthe0,1--¢&';---0,1..8;0,1..¢;
++0,1.- -2 beizulegen. i
Da nun wieder « seine simmtlichen Werthe fiir jedes System der
B - -v durchlaufen kann, so erhilt man die Gesammizahl der Re-
prasentanten:
a=a wla—1y 0= d(d—1)\ *=F (e—1)
B9 2 Gua(1+550) - 2600 (1427 Z 0 (1 +5577)
=y vin—1)
- 2 (14 55)-
Nach (29) und (30) wird nun:
(34) ai}"“@a)a(l +M) =
a-»g.x(l a(awl)) (a8t —a—1)(1+4 ) ghle—a)t1 2(a -a)+x}
+ 1 Y(1+a+a)—a +a
+ (1 L=y oo,

Die einzelnen Summen, auf deren Bildung es ankommt, haben

die Form:
- @ @ e 9“'__
(30) 2 A% === @ 1 s
@==0 af—1
[75 T AR § 1) 9“: a(’“'._a(’ -
36 3 gaee e W THE 6T e .
( ) a==0 a® 1 {ae———l)g

Fiihrt man die Summation aus und reducirt, so findet man
schliesslich:

an "f&’“'@ @, a (1 -+ ”i(g:l—}) = G, & =
@ + éfﬁ { @ — =
Analog wird:
!:;:','e'ue’a (1 _{__ﬁ(ﬁf J_))a

E (1 o) (o 1) (1 e ef) — e

224 1)—1) — =" af'“ +1§ .

"0
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und nach Ausfiihrung der Summationen und einigen Reductionen:

(38) ‘E‘lue,e(l + w) = Ug, v =

B (T eb et et ;2 STt ers e 1) —1)— STl ],
Die Anzahl der wicht dquivalenten K lassen, welche zum Trams-
formationsgrade:
E o= a2 ... d”' -1 S SR 2E )

==

gehoren, ist also:
Guaw - GaoUspu - Uss,

s

worin G und U durch (37) und (38) definirt sind.



