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Bemerkung tber die Abbildung einer gewissen Fliche vierter
Ordnung.

Von W. Fraum in TUBINGEN.

Ein interessantes Beispiel einer Fliche vierter Ordnung mit einer
Doppelgeraden liefert die Complexfliche vierter Ordnung und Classe,
deren Herr Klein in einer Note (diese Ann. Bd. II) erwihnt hat.
Einen andern bemerkenswerthen Fall bietet diese Fliche dar, wenn sie
nur vier Knotenpunkte enthiilt, welche nicht in einer Ebene liegen. Dann
sind auf derselben noch 36 Kegelschnitte und nur vier Paare gerader
Linien vorhanden, aber ausser der Abbildung von Clebsch findet eine
andere statt, bei der die Abbildungsfunctionen von der fiinften Ordnung
sind, bei der acht einfache, ein doppelter und ein dreifacher Funda-
mentalpunkt vorhanden sind, und welche vermittelt wird durch einen
willkithrlichen Kegelschnitt der Schaar nebst einem Biischel von Raum-
curven dritter Ordnung auf der Fliche. Auf diese Abbildung wird man
sofort gefithrt, indem man die Gleichung dieser Fliche aufsucht.

Drei Flichen zweiter Ordnung, welche die Doppelgerade und die
vier Knotenpunkte enthalten, haben weitere Punkte nicht gemein.
Zwei derselben, etwa ¢, ¥, schneiden sich ausser in der Doppelgera-
den « noch in einer Raumcurve dritter Ordnung C,, welche ¢ in zwei
Punkten begegnet. Letztere Curve hat also 12 Punkte mit der Fliche
(F,) gemein, die beiden zuletzt erwihnten und die vier Knotenpunkte,
welche aber alle doppelt zu rechnen sind. Jede Fliche ¢ 4 py ent-
hiilt C, und schneidet offenbar noch eine weitere € aus F, aus, welche
ebenfalls die vier Knotenpunkte enthalten muss. Den Factor g kann
man (auf eine Weise) so bestimmen, dass C; durch einen beliebigen
Punkt von F, geht. Lisst man nun diesen Punkt unendlich nahe an
-die Curve C; heranriicken, so fallen beim Uebergange zur Grenze beide
Curven zusammen, oder @ - w¥ == ® beriihrt die Fliche F, lings einer
Raumcurve dritter Ordnung; es muss also mdglich sein, die Gleichung
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F,=0 mit Hiilfe von ® = 0 in die Form eines vollsta,ndwen Quadrats
zu bringen, oder es wird %)

F,=Y¥?—09,.
Ist daher die Doppelgerade der Schnitt der Ebenen p =0, ¢ =0,

so enthalten die Flichen zweiter Ordnung @y, ®, ¥ alle die Gerade
p==0, g=20 und es wird schliesslich F, von der Form

M Fy=(pa+qa’) (pb + ¢b") — (pe + q¢')?,
wo p, 4, a,a’, b, b’, ¢, ¢’ lineare Functionen der Coordinaten z, --- z,
sind.

Die Flichen zweiter Ordnung, welche lings der erwihnten Cur-
ven dritter Ordnung beriihren, bilden die Bchaar

(pa+qa’) +2u e+ ¢¢) + @* (P +¢b) =
wo u einen verinderlichen Parameter bedeuten soll.
Auch die Regelfiiche:
AA =4{ab—cD) (@Y —? —(ab' +a'b—2¢c%)=0

beriihrt offenbar die Fliche F, und man beweist leicht, dass sie von
den vier Ebenen durch je drei der Knotenpunkte lings eines Kegel-
schnitts bertihrt wird. Uebrigens ist die Classe unserer Fliche = 8.

Indem wir jetzt zur Abbildung der kliche tibergehen, nehmen
wir als Fundamentaltetraeder der Coordinatenbestimmung dasjenige der
vier Knotenpunkte und als Gleichungen der Doppelgeraden:

&+ 2, + xy + 2y =
P1%y + pa®y + P32 + p; = 0.
Die allgemeinste Gleichung einer Fliche zweiter Ordnung, welche
diese und die Knotenpunkte enthilt, ist dann:

(@t o 34 2) (@) Py Byt - 0y ) — (P18 APy @) (00 210y 2y
= XX zx (i —a) (p.—pr) =0 (i,k=1,2,3,4)
2,0 0 0 1 @'
10 2,0 0 1 a
‘00 2,0 1 a “
000 #1 o = )=0.
111100
PPy w3 s 0 0

i

i

|

i

#) Sind %, v, w quadratische Ausdriicke in 2, %, - - #;, 80 kann offenbar
jede Gleichung, welche in %, v, w homogen und quadratisch ist, in die Form ge-

bracht werden: ¥? — @@, = 0, wie man sofort siehf, indem man zunichst », v, w
Mathematische Annalen. VIL 33
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Mithin wird die Gleichung unserer Fliche F,,
a\ /b c\?
(2> (p) (p)m(‘p) ==O’
welche sich ohne Weiteres in folgende drei zerlegen ldsst
Zp;x; + AZ%’; =O,

2% Zapr;+ AZax; + p(Zepiw, + A Zc,2) =0,
Zepai+AZ a4 w(Ehpa + AZbix) =0,

o (g4 =0,
X, (pi+ 2) (et ue)=0,
Zzi(pi+4) (6 +wpb)=0,
Die Auflosung ergiebt
oy = (P + 4) (ps + ) (p, + 2) 4,
0xy = (py + 4) (13 + 4) (ps+ 4) 4,
0y = (py+ 4) (0 + 4) (0, + 4) 4,
oz, = (py + 4) (p, + 4) (p, + 4) 44,
wo die 4 die aus dem System
1 1 1 1 '
ay+pey aytpe, agtuc; ag - pe
¢ +uby o+ ﬂbz’ ¢+ wby ¢+ ubd,

mit Auslassung von je einer Vertikalreihe gebildeten Determinanten

oder:

©)

bedeuten. Diese Form zeigt, indem man %, ~':— fiir 1, p setzt, sofort

das Vorhandensein eines dreifachen Fundamentalpunktes (2 =0, v =0)
und einer doppelten (u == 0, v == 0), sowie acht einfacher, welche auf
vier Geraden durch den dreifachen Fundamentalpunkt liegen. Diesen
vier Geraden entsprechen auf der Fliche die vier Knotenpunkte, jedem
Punkte einer solchen eine durch den entsprechenden Knotenpunkt
gehende Richtung. Ebenso entspricht der Geraden v = O auf der
Fliche ein einzelner fester Punkt.

Die Gleichungen (2%) beweisen, dass die Abbildung vermittelt wird
durch die Schaar der oben erwihnten Raumecurven dritter Orduung
und einen Ebenenbiischel durch die Doppelgerade, dessen Ebenen jede
Curve noch in einem Punkte schneiden.

Dem doppelten Fundamentalpunkte entspricht ein Kegelschnitt
der durch die Ebenen des Biischels bestimmten Schaar, dem dreifachen

als Dreieckscoordinaten in der Ebene annimmt. (Cayley, Quarterly Journal
Bd. X und XI.)
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eine rationale Raumcurve von der mehrfach erwihnten Art, und der
Punkt der Fliche, welcher der Geraden » = O entspricht, ist eben der
beiden gemeinsame Punkt.

Die Geraden eines Paares liegen auf der Fliche in einer Ebene,
welche durch die Doppelgerade und einen der vier Knotenpunkte geht,
sie bilden sich ab als zwei einfache Fundamentalpunkte, welche mit
dem dreifachen in einer Geraden liegen. Ausser den durch die 4 >< 2
einfachen Fundamentalpunkte abgebildeten vier Paaren giebt es keine
Geraden auf der Flicke. Acht Kegelsehnitte liegen in den vier Ebe-
nen des Tetraeders der Knotenpunkte; je zwel zusammengehtrige wer-
den abgebildet durch drei Gerade, welche den dreifachen Fundamental-
punkt mit sechs einfachen verbinden, und durch das Geradenpaar,
welches das iibrigbleibende Paar einfacher Fundamentalpunkte mit dem
doppelten verbindet. Achtundzwanzig weitere Kegelschnitte liegen auf
der Fliche, von denen je zwei sich zu einem ebenen Schnitte ergin-
zen. Xin solches Paar wird abgebildet durch zwei Kegelschnitte, deren
jeder drei einfache Fundamentalpunkte, sowie den doppelten und den
dreifachen enthilt. Die Kegelschnittschaar wird abgebildet durch einen
Strahlbiischel, dessen Centrum der dreifache Fupdamentalpunkt ist.
Die Discussion der iibrigen Curven auf der Fliche moge iibergangen
werden. Die niedrigste Abbildung erhilt man aus der erwihnten, in-
dem man mittelst Cremona’scher Transformationen die Abbildungs-
functionen auf den vierten Grad reducirt. Als Transformationscurven
werden Kegelschnitte angewendet, welche durch den doppelten, den
dreifachen, und einen beliebigen der einfachen Fundamentalpunkte
gehen. )

Abbildung der Doppelgeraden. Ein Ebenenbiischel durch die Doppel-
gerade hat die Gleichung:

Zpa;+ 06 Xx,=0.

Setzt man die Werthe von #; in 4, g, » ein, so zerfillt das Resultat
in den Factor: 64 — v und in den anderen:

Py b, yn Py .
1 1 1 1 :

vp ) ( o Fue) (wp, A ayFpce) (vp A agfue) vt A0 atee)
VP +4) a4 ue) (v, A (va, -t ucy) (v A (va, ) (v, +2)(va,+ucy)

und dieser, gleich Null gesetzt, stellt die Abbildung der Doppelgera-
den dar. Sie ist also eine Curve vierter Ordnung mit zwei Doppel-
punkten im doppelten und im dreifachen Fundamentalpunkte, welche
durch die anderen acht Fundamentalpunkte je einmal hindurchgeht.
Mit Hiilfe eines Kegelschnittbiischels kann man leicht beliebig
viele solche Punktepaare der Abbildung auffinden, welche die einzelnen

38%
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Punkte der Doppelgeraden abbilden. Fithrt man die von der Abbil-
dungscurve herriihrenden elliptischen Integrale erster Gattung mit ge-
horig bestimmten unteren Grenzen ein, so hat man, wenn b, ... b,
die Integrale fiir die einfachen &, b beziehungsweise die Summen der
beiden Integrale, welche den beiden Doppelpunkten zugehdren und u, »
die Integrale eines Punktepaares sind, die Gleichung
U+vL3bL2b b - by=5bc,

weil das Paar u, v auf der Abbildung unendlich vieler ebener Schnitte
liegt; aber
bi+b+b=c¢; by+b+b=c;
bs+bs+b=c; b+b+b=c,

b4 bg—=4c—40,
u+v+2b —b=c,

daher

ausserdem auch:
b+b =c.
Bestimmt man nun irgend zwei Punkte mit den Argumenten 4/, v,
welche der Gleichung

w4+ v =20 —1b,
utv+u 4o +b+b"=2¢.

Die letzte Gleichung aber sagt aus, dass w, v mit den Punkten
u’, v und den Doppelpunkten auf einem Kegelschnitte liegen, alle
Punktepaare sind mithin bestimmt durch den Schnitt der Abbildung
mit dem Biischel der Kegelschnitte durch zwei Punkte »', »° und die
Doppelpunkte. -

geniigen, so ist:

Elmshorn, 18. Juli 1873.



