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Die neuere Algebra und die Ausdehnunglehre.

Von Hermaxy GrassMaxy in STeTTIN,

Die neuere Algebra hat durch die vereinten Bemiihungen der her-
vorragendsten Mathematiker gegenwirtis eine Ausbildung erlangt,
welche sie fast mit allen Zweigen der Mathematik in die engste Be-
ziehung setzt und auch diese mit ihren Ideen befruchtet. Und in dem
Mittelpunkte aller dieser Bestrebungen stand seit einer Reihe von Jah-
ren der seinen zahlreichen Freunden und der gesammten Wissenschaft
so frih entrissene Clebsch, der fast nach allen Seiten hin diese Be-
strebungen anregte und forderte, und die vereinzelten hier und dort
gewonnenen Resultate zu verweben und durch neue und umfassende
Gedanken zu beleben und auf neue viel verheissende Bahnen zu lenken
verstand. Durch ijhn bin auch ich wieder auf das Gebiet der neueren
Algebra zuriickgefiihrt und zu dew Versuche angeregt worden, das-
selbe mit dem nahe angrenzenden Gebiete der Ausdehnungslehre in
niheren Zusammenhang zu setzen. Indem ich die Principien dieser
Wissenschaft, wie ich sie in meinen Werken von den Jahren 1844
und 1862 bearbeitet habe, auf die Probleme der Invariantentheorie an-
wandte, gelangte ich zu einem Salze, der, wie ich glaube, als ein Fun-
damentalsatz dieser Theorie angesehen werden muss, und den ‘ich
seinem wesentlichen Inhalte nach hier sogleich aufstelle.

g 1.
Fundamentalsatz.

In diesem Satze bedeutet # die Anzahl der Einheiten (in der ge-
raden Linie 2, in der Ebene 3 u. s. w.), aus “denen die der Betrach-
tung unterworfenen extensiven Grbssen numerisch abgeleitet werden,
% die Anzahl simmtlicher Zahlcoefficienten, welche in dem zu Grunde
liegenden Vereine algebraischer Formen vorkommen und welche simmt-
lich als von einander unabhingig betrachtet werden.

Alle Formen (Invarianten, Covarianten, Zwischenformen u. s. w.),
welche einer gegebenen algebraischen Form oder einem Vereine solcher
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Formen entspriessen, lassen sich aus k — m 4 1 von einander unab-
hingigen Stammformen als rationale Functionen ableiten, und zwar als
ganze Functionen, wenn man eine gewisse ganze Function u dieser
Stammformen gleich 1 setzt. Man erldlt diese Stammformen, indem
man in den gegebenen Formen statt der extensiven Varwabeln z m exten-
sive Variabeln 'z, - - - - z,, (statt jedes einzelnen Factors eine beliebige
derselben) einfihrt, von denen eine, etwa x,, mit « gleich, wud eine
andere, etwa x,, durch die dbrigen und durch eine der gegebenen For-
men in der Art bestimmt ist, dass sie in Bezug auf diese Form Cen-
trum erster Ordnung zu den Polen zy, - - -z, wird und ausserdem
= (&, %y + -+ Zp) =1 ist. Wenn dann eme belicbige dem gegebenen
Vereine entsprossene Form TI als ganze Function der Stamanformen
dargestellt werden soll, so gelingt dies unmittelbar, indem man in 1T statt
der Einheiten e, - - ¢,., von denen die I Coefficienten abhingen, z,, - - ,,
emfihrt, eine der verdnderlichen Zallen, von denen x (= z,) abhingt
(etwa z,,) gleich 1 und die @brigen Null setzt.

Auch wenn diese invarianten Bildungen TT nur symbolisch ge-
geben sind, lisst sich die Reduction auf die Stammformen aufs leich-
teste ausfiihren.

Dadurch, dass man » = 1 setzt, kann die Homogenitit aufhéren,
aber man kann sie stets sofort wieder herbeifiihren, wenn man « so
oft (statt 1) als Factor hinzufiigt, bis die Homogenitiit erreicht ist.

Ferner gilt dieser Satz nicht nur, wenn die gegebenen Formen
einfach-algebraische, sondern auch, wemn sie alle oder einige unter
ihnen Connexe oder Complexe, oder aus beiden beliebig zusammen-
gesetzte Formen sind, z. B. Formen, welche in der Ebene von Punkten
und Linien (Annalen VI, 203), im Raume von Punkten, Linien (oder
Summen derselben) und Ebenen, iiberhaupt in einem Gebiete m'er Stufe
von Grossen erster, zweiter bis (m — 1)'** Stufe abhingen (Apnalen
VII, 43).

In allen diesen Fillen kann man statt der L — m - 1 Stamm-
formen auch beliebige andere, aber von einander unabhingige invariante
Bildungen (Invarianten, Covarianten u. s. w.) einfithren, welche dem
gegebenen Vereine entsprossen sind; aber es hort dann, wenn man
statt aller Stammformen die iiblichen invarianten Bildungen einfiihren
will, schon bei terniren Formen die Rationalitit auf und man muss
dann zu einer grosseren Zahl jener Bildungen seine Zuflucht nehmen,
wenn man die Rationalitit bewahren will.

Diese Bemerkungen werden geniigen, um die Bedeutung und die
Anwendbarkeit des neuen Fundamentalsatzes vorliufig festzustellen.
Fiir das niihere Verstindniss ist es erforderlich, einige Grundbegriffe
aus der Ausdehnungslehre aufzunehmen und sie mit der iiblichen Sym-
bolik (die ich unverindert beibebalte) in Beziebung zu setzen; doch
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beschrinke ich mieh auf das fiir den vorliegenden Zweck Unentbehy-
lichste, indem ich im Uebrigen auf die Paragraphen meiner Ausdeh-
nungslehre von 1844 (%) und auf die Nummern der Bearbeitung der-
selben von 1862 (,) verweise.

§2

Grundbegriffe der Ausdehnungslehre und ihre Anwendung auf die
neuere Algebra. .

Den extensiven Grdssen, welche die Ausdehn\ingslehre behandelt,
liegt eine Reihe von Grossen zu Grunde, welche in keiner Zahlbe-
ziehung zu einander stehen, d. h. von denen sich keine aus den iibri-
gen numerisch ableiten oder, anders ausgedriickt, keine sich als
lineare Function der tibrigen mit Zahlcoefficienten darstellen lisst,
und die ich, sofern sie als urspriinglich zu Grunde liegend betrachtet
werden, FEinheiten erster Stufe genannt habe. Als solche konnen z. B,
im Raume 4 belicbige Punkte betrachtet werden, die nicht in einer
Ebene liegen. Esseien e, - - - ¢, diese Einheiten, so nenne ich Grosse
erster Stufe jede Grosse z, ¢, + - -« Zneén, WO z,, - - - 2, Zahlgrossen
sind, und die Gesammtheit dieser Grossen nenne ich ein Gebiet mter
Stufe (A, 13; A, 1 ).

Das Product zweier Grossen erster Stufe nenne ich ein combina-
torisches, wenn fiir dasselbe die Gesetze (aa) = 0, (ad) = — (ba) gel-
ten, und nenne diese Producte und die aus ihnen numerisch ableit-
baren Grossen Grossen zweiter Stufe. Entsprechend bei 3 und mehr
Factoren erster Stufe, bei denen gleichfalls das Product Null wird, wenn
zwei Factoren gleich werden, und entgegengesetzten Werth annimmt,
wenn man zwel derselben vertauscht. (¥, 28, U, 52 )

Man erhiilt so Grossen erster bis m' Stufe, wihrend die Zahlen
als Grossen nullter Stufe erscheinen. Grdssen von hoherer als m'
Stufe kann es in einem Gebiete m'er Stufe nicht geben, da das com-
binatorische Product von m -+ 1 Grossen erster Stufe schon ersicht-
lich Null wird. Aber auch die Gréossen mter Stufe liefern keine eigen-
thiimlichen neuen Grossen. Denn sie verhalten sich wie blosse Zah-
len, indem (a,a, - - - @) = (¢,€, + - - €,) A ist, wenn A die Determi-
nante der Zahlenreihen bezeichnet, durch welche a;, -~ @, aus ¢, -+ én
abgeleitet sind (¥, 45, A, 62 f£.). Schon hieraus ist ersichtlich, dass
diese Bezeichnung eines combinatorischen Productes von m Factoren
wit der der symbolischen Producte in der Invariantentheorie im Wesen
iibereinstimmt. Um diese Producte (von m Factoren) als wirkliche
Zahlen darzustellen, geniigt es, das combinatorische Product der
Einheiten erster Stufe (e, ¢, - - - €,) = 1 zu setzen. .

Jede Grosse ptor Stufe ist offenbar aus Einheiten pter Stufe, welche
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die Combinationen ohne Wiederholung aus den m Einheiten erster
Stufe zur pter Classe darstellen, numerisch ableitbar. So wie aber die
Grossen mu'e Stufe vermdge obiger Gleichung (ee,--.¢,) = 1 als
Grossen nullter Stufe sich darstellen, so -entsprechen sich Jdiberhaupt
die Grossen p**-und m — p*r Stufe (immer im Ganzen m Einheiten
erster Stufe vorausgesesetzt). Um dies Entsprechen klar hervortreten
zu lassen, setze ich einem combinatorischen Producte von Einheiten
erster Stufe das combinatorische Product der iibrigen Einheiten erster
Stufe reciprok und zwar mit der Zeichenbestiminung, dass, wenn an
jenes Product dies reciproke (erginzende %, 138, %, 89 f.) angeschlos-
sen wird, und dadurch beide zu einem Producte von sn Einheiten ver-
bunden werden, dies gesammte Product gleich 4 1 wird. Dadurch ist
dann zu jeder Grosse ihre reciproke, die aus den reciproken Einheiten
durch dieselben Zahlen abgeleitet ist, wie jene aus den ihrigen, genau
bestimmt. Alle Gesetze der Ausdehnungslehre lassen sich dann un-
mittelbar auf die reciproken Grossen ibertragen. Als Beispiel wihle
ich die Grossen in einem Gebiete vierter Stufe im Rpume. Hier tre-
ten hervor die Grossen erster Stufe als Punkte, die Grossen zweiter
Stufe als Linien und Summen von Linien (% 113, 122; %A, 283), die
Grossen dritter Stufe als Ebenen; wilhrend die Grossen vierter Stufe,
da sie Raumtheile darstellen, sich in Zahlen verwandeln, wenn man
einen Raumtheil (¢, ¢,¢;¢,) = 1 setzt. Die Grossen erster Stufe sind aus
den 4 Einheiten e, ¢,, ¢;, ¢,, die Grossen dritter Stufe aus den 4 zu
jenen reciproken Einheiten r,, ry, 7y, 7,, die Grossen zweiter Stufe
aus 6 Binheiten, nimlich (e,e,), (¢5¢,), (¢, 6,) und den reciproken
(es5), (ese), (ese,) ableitbar, und ist X aus diesen 6 Einheiten durch
die Zahlen z,, - - - z; abgeleitet, so stellt eine Function dieser Zahlen
einen von X beschriebenen Complex dar, welcher ein lineiirer Com-
plex wird, wenn (X X) = 0 ist (%, 124; %A, 286 vgl. 393 und vor
allem Klein’s gedankenreiche Arbeiten im 2% und 5t Bande der
Annalen).

Tiir die Invariantentheorie sind von besonderem Interesse die com-
binatorischen Producte von einer Grosse (m — 1) und einer Grosse
erster Stufe, welche wieder, da die Gesammtzahl der Factoren erster
Stufe, die in ihnen enthalten sind, m betriigt, als Zahlen erscheinen.
Ist = eine Grosse erster Stufe = z,6, + - - - 2, ¢, (WO %, - « %, Zah-
len sind) und a eine Grosse (m —1) Stufe = g,7, 4 -+ - Gu¥m, WO
7y, -7, die zu e, - - ¢, reciproken Einheiten und ¢, - - - @ Zahlen
sind, so ist nach obigem (¢,r;) = 1, hingegen (¢7;) = 0, wenn ¢ von
k verschieden ist, also

(az) = @, 4 @y%y + * -+ CuTy = Uz,
letateres, wie unten gezeigt wird, nach der iiblichen symbolischen Be-
zeichnung.
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Ferner ist fiir den Begriff der invarianten Bildungen noch der
Begriff der lincalen Aenderung (U, 71—76) von Wichtigkeit. Ich sage
_ nimlich, eine Grosse einer Reihe von Grossen dndere sich lineal, wenn
sie in eine andere Grisse tibergeht, welche sich von jener nur dadurch
unterscheidet, dass zu ibr eine mit einem beliebigen Zahlfactor (u)
versehene andere Grosse der Reihe hinzutritt, also z. B. A sich in
A 4 wB verwandelt, wenn 4 und B beliebige Grossen jener Reihe
sind, und ich sage, die Grossenreihe sei lineal gedndert, wenn sie be-
liebigen und beliebig wiederholten linealen Aenderungen der darin
enthaltenen Grossen unterworfen ist. Ks leuchtet sogleich ein, dass |
ein combinatorisches Product von Grossen erster Stufe sich nicht #n-
dert, wenn seine Factorenreithe lineal geiindert wird; aber ich habe
auch (%, 76) gezeigt, dass von 2 gleichen combinatorischen Producten
jedes in das andere durch lineale Aenderung seiner Factorenreihe
iibergefilhrt werden kann (die Factoren als Grbssen erster oder auch
m — 1ter Stufe vorausgesetzt).

Hiernach kann man alle invarianten Bildungen (Invarianten, Co-
varianten u. s. w.) als solche definiren, die bei lincaler Aenderung der
Einheiten ungeiindert bleiben, eine Definition, die ihrer Einfachheit
wegen wohl vor der gewthnlichen den Vorzug verdient, zumal da sie
ohne weiteres auch alle symbolischen Bildungen als invariant nach-
weist.

Weunn sich nun die Einheiten ¢, - - - ¢, in beliebige aus ihnen
numerisch ableitbare Grossen ¢, - - - &, verwandeln, aber so, dass
(&18y« -+ €n) == (g€, -+ - €,) =1 ist, und

5‘1 =0, € + trt almﬁem

& == Q1 €4 + s A €
L= + - Zuty, =25 + - Entn

ist, so wird, wie man sogleich durch Einfihrung der Werthe der &
in die letzte Gleichung sieht, ~

x1=au§1 + o Guika

Bp== Q11+ + - - G P

d. h. die Substitutionen, Murch welche die neuen Einheiten aus den
alten, und die, durch welche die alten Variabeln aus den neuen her-
vorgehen, sind zn einander transponirt, und es lassen sich daher
die invarianten Eigenschaften ebenso gut auf die Einheiten als auf
die verinderlichen Aahlomssen griinden; die Substitutionsdeterminante
(ist in beiden Fillen Ulelch und zwar unter obiger Voraussetzung
gleich 1. Die extensive Variable z bleibt dabei dieselbe und kann
also als Covariante erster Stufe aufgefasst werden.



Die neuere Algebra und die Aunsdehnungslehre. ) 543

Schon diese nahe liegende Betrachtungsweise fithrt vermdge der
durch Hermite eingefiihrten typischen Darstellung unmittelbar zu
einem dem obigen Fundamentalsatze entsprechenden Satze, wihrend
fiir die Ableitung des Fundamentalsatzes selbst noch die Idee der Po-
laren (Centralen) zu Hiilfe genommen werden muss.

Ausser der combinatorischen Multiplication ist nun fiir die neuere
Algebra von gleicher Wichtigkeit diejenige Multiplication, welche in
ihren Gesetzen vollkommen mit der algebraischen Multiplication der
Zahlgrossen iibereinstimmt, und welche ich daher, auch wenn die
Factoren Grossen hoherer Stufen sind, die algebraische genannt und
auch wie diese bezeichnet habe. Thr Begriff und die Anwendung des-
selben auf Functionen findet sich ausfithrlich entwickelt in #. 348—427
der Ausdehnungslehre von 1862 und dem wesentlichen Grundgedanken
nach dargelegt auf S. 266 ff. der Ausdehnungslehre von 1844. Ist
nimlich [ = (2, %,, + - + %) eine beliebige Function der m veriinder-
lichen Zahlgrossen z,, - - + &n, und ist

=26+ Zubn,

wo e, - - - ¢, Einheiten von erster oder auch hoherer Stufe sind,
74, -+ - 7, die reciproken Einbeiten, so ist nach dem Obigen (gir;)=<1,
hingegen (¢;7:)=0, wenn ¢ von L verschieden ist; also ist (v7)=uz,,
(z7,) = 2,, w. 5. W. also:
f(@y, @2y 0 - - 2n) =1 ([27,], [273), - - - [o7a]),

also eine Function einer einzigen, aber extensiven Variablen (%, 350).
Ist insbesondere f eine homogene Funetion n'e® Grades, so kommt in
f({zry], - - - [®7.]) die extensive Variable x in jedem Gliede n-mal als
Factor vor.

Entfernt man daher z aus diesen Verbindungen (z7,), und setzt
an die Stelle, wo z gestanden hat, irgend ein Zeichen, welches die
dadureh entstandene Liicke darstellt, und setzt nun den so aus

FiLerd, - (arad)
hervorgehenden Ausdruck = a, so wird

f=ax* (A, 358).
Ich habe diese Liicke Anfangs (%, Seite 266 ff.) durch leer gelassene
Klammern, spiter (A, 353 ff.) durch ! bezeichnet; das Bequemste ist,
sie durch irgend eine bestimmt gewihlte extensive Variable zu bezeich-
nen, und ich werde dazu allemal z selbst withlen, go dass also a==az" ist
und ay* avs az* (oder @) dadurch hervorgeht, dass man iiberall y statt
@ setzt. Sollen nun zu diesem Ausdrucke a = ax"=[f({zr], - [Zr.])
verschiedene extensive Factoren, die jedoch mit xz von gleicher Stofe
sein miissen, und deren Anzahl p nicht grosser als » sein darf, hin-
zutreten, so hat man (nach A, 353) diese auf alle mdglichen Arten
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in p der Liicken (also hier statt «) einzufithren, und die Summe der
s0 erhaltenen Ausdriicke durch ihre Anzahl, die hier n(n—1)---(n—p--1)
betrigt, zu dividiren. Nachdem dies festoeqetzt ist, ermebt sich leicht,
31, 360 f.), dass fiir diese hmzutretenden Factoren die Gesetze der
gewbhnlichen algebraischen Multiplication gelten, namentlich auch, dass
ag? == {x e+ Lubm) = xi" ae” -+ —?w,”“‘x:,aef*‘ez+~
inshesondere wenn z ==z, ¢, + Z,¢, + 2;¢; ist
az==xlae’ 120020 e+ 22, 2,08 0042 0, 2 00, 0420, 25a0,0,
=0y 2 gy )7 Uy B3P+ 200, 5, 8y + 2358, Xy @gy 2, 7
ist, wenn ae’ mit 4., ae e, mit a4, v. s. w. bezeichnet wird, kurz
ax* ist dasselbe,” was symbolisch durch o bezeichnet wird, wihrend
draz”
die,* daf -
in der Ebene, so wird ax* = 0 die Gleichung einer Curve n*r Ord-
nung; dann driickt die Gleichung a2*—ly == 0 aus, dass (nach der
Poncelet’schen Benennung) y harmonisches Centrum (erster Ordnung)
zu der Curve az® = 0 (nach der urspriinglichen Benennung zu den #
Durchschnitten der Geraden zy mit dieser Curve) in Bezug auf den
Pol x ist; daher habe ich (Theorie der Centralen in Crelle’s Journal
Band 24 und 25) den Ort von z bei festem y die erste Polare von y
und den Ort von y bei festem x die erste Centrale von z genannt®),
und diese erste Centrale, die ich schlechthin Centrale nenne, spielt in
der Invariantentheorie eine schon in dem Kundamentalsatze erkennbare
Haauptrolle.

Im Allgemeinen werde ich az#—#y?, als Function von y betrach-
tet, die p'* Centrale von x und, als Function von z betrachtet, die
p'c Polare von y in Bezug anf die Function az* nennen, so dass also
die p'¢ Polare der n — pt* Centrale identisch ist. Endlich bemerke
ich noch, dass auch die Complexe durch eine Kunction der Form

=nn—1) " (n—p -+ Daee,f .- ist. Ist x ein Punkt

azrz’ ¥z’ . .. dargestellt werden kidnnen, wo z eine Grisse erster
Stufe, o' zweiter, z” dritter Stufe ist u. s. w.
§ 3.
Symbelik.

Die angestellten Betrachtungen fithren uns hiniiber zu der symbo-
lischen Bezeichnung, wie sie zuerst von Arenhold (Borch. J. Bd. 55)

*) Vgl. Nachrichten von der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Got-
tingen von 1872, S. 567 ff. Gelegentlich bemerke ich, dass, was ich dort Wende-
linie genannt habe, mit der von Clebsch so genannten Polardeterminante (Borch.
Journ. 39. 8. 125) zusammenfillt, was mir entgangen war.
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in die neuere Algebra eingefiihrt, und von Clebsch und in Anschluss
an ihn von Gordan zu der hohen Stufe von Vollkommenheit gebracht
ist, welche sie gegenwirtig zu einer unentbehrlichen oder doch Husserst
bequemen Waffe gemacht hat, um neue Gebiete mathematischen Wis-
sens zu erobern. Die Bezeichnungen, die ich im wvorhergehenden §
angewandt habe, und die sich aus dem Wesen der Ausdehnungsgréossen
mit unabweislicher Nothwendigkeit ergaben, und die ich daher kurz
die organischen Bezeichnungen nennen will, sollen daher keineswegs
jene vortreffliche Symbolik verdringen oder ersetzen, sondern nur sie
erginzen, indem sie einerseits jener Symbolik stets eine reale, anschau-
liche Bedeutung unterlegen, andrerseits da eintreten, wo jene nicht aus-
reicht. Es sel zuerst die reale Bedeutung der symbolischen Producte
(@be - - +) betrachtet, wo a, b, - - - sich auf die Functionen az*,
Jbxf, u. s. w. beziehen, von denen aber auch mehrere einander gleich
sein konnen. Dann bedeutet (abe---) zuniichst die gleichfalls sym-
bolische Determinante £ - @, b,¢, - - -, und der ganze Ausdruck, sofern
er nur solche symbolische Producte enthdlt, gewinnt erst dadurch eine
reale Bedeutung, dass man ihn nach Potenzen der a,, @,, - - b;, b, - - -
entwickelt und die Potenzen der @ zusammenordnet, ebenso die der
b u. s. w.; alsdann hat man statt a,“a,% - - - - zuletzt den Coefficienten
e, aye++ VOD @z zu setzen. Dieser ist nach dem obigen ae “g,% - --;
also kann man (abe.--) = ZF ae, - be, - cey - - - setzen, d. h. (abe---)
bedeutet, dass man in die zu @, b, ¢, - - gehbrigen Functionen die
Schaar der Einheiten e¢,, - - ¢, in allen mdglichen Folgen ( jede Einheit
statt eines Factors z der Function) eintreten lisst, dem sp erhaltenen
Product das + oder —-Zeichen vorsetzt, je nachdem das combinato-
rische Product der Einheiten in dieser Folge + 1 oder — 1 ist, und
diese Producte addirt; ich will dies so ausdriicken, dass ich sage, man
habe dann in abe- - - die Schaar der Einheiten harmonisch eingefiihrt,
Diese Einfiihrung wird dann bei den folgenden synmbolischen Producten,
die in dem ganzen Ausdrucke als Factoren yorkommen, als schon voll-
zogen vorausgesetzt, so dass also in jeder Function nur noch die Fac-
toren z ibrig bleiben, welche nicht schon friiher durch Einheiten ver-
dringt waren. Kommen ausser jemen symbolischen Producten (abe--+)
noch die symbolischen Factoren a¢? u, s. w. vor, so bedeuten diese
weiter nichts, als dass die noch iibrig gebliebenen z in den betreffen-
den Functionen ungeiindert stehen bleiben sollen; sie kbnnen also alle
weggelassen werden, nur wenn noch eine zweite Reihe von Verdnder-
lichen (oder mehrere solche), die durch die extensive Grosse ¥ bezcich-
net sei, hinzukommt, so sind die Factoren a? u, s. w. nicht mehr zu
unterdriicken; aber ihre Bedentung ist aus dem Vorigen ohne weiteres
ersichtlich. Man kann aber die Bedeutung der symbolischen Producte
(abe - - ) noch concréter fassen. Niimlich setzen wir 7, 7, - + « 7. als
Mathematische Annalen, VIL 35
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die zu e, €, - - e, reciproken Einheiten und bezeichnen mit @ die
Grosse a7+ a,7y+ - -Qn¥m, WO a;, - - Ay die Zahlgrossen sind, welche
aus @ durch Einfihrung von e, ¢,, - - - €, statt eines z entstehen, so

ergiebt sich (abc---) = (abc---), wo das Product rechts als combi-
natorisches zu fassen und zugleich a, = (az) ist; die Grossen & sind
dann als (erste) Centralen von z in Bezug auf die Function az* zy
fassen, oder in Bezug auf die Function, welche daraus durch Einfigh-
rung der Einheiten, die durch die fritheren symbolischen Producte be-
dingt war, hervorging.

Diese Andentungen mogen gentigen, um die reale Bedeutung der
Symbole festzustellen; es wird die Auffassung dieser Bedeutung iiberall
da von wesentlichem Nutzen sein, wo man gezwungen ist, die symbo-
lische Darstellung zu verlassen.

§ 4,
Theorie bindrer Formen.

Es wird hinreichend sein, wenn ich den Fundamentalsatz fiir bi-
niire Formen erweise und seine Bedeutung fiir dieselben darlege, indem
dadurch schon auf gewisse Weise der Weg vorgezeichnet ist, den man
bei Formen, die aus mehr als 2 Einheiten entspringen, einzuschlagen
hat. Ich werde dabei der Bequemlichkeit wegen z und y statt der im
Fundamentalsatze mit #, und z, bezeichneten extensiven Grossen ein-
fithren und zunichst die Aufgabe stellen, die aus einer biniren Form
ax® entspringenden invarianten Bildungen, wenn sie als Functionen
der Coefficienten o, =ae", a,==ae¢" e, -+ az = ae,” und der
verdnderlichen Zahlgrossen x, und #, gegeben sind, als Functionen der
kE — 1 Stammformen darzustellen. Es sei z = z,¢, -+ 2,¢,. Da nun
alle jene Bildungen unverindert bleiben, wenn man statt e, und ¢,
zwei aus ihnen numerisch abgeleitete Grossen setzt, deren combinato-
risches Product 1 ist, so kann man x und y dafiir einfihren mit der
vorliufigen Bedingung, dass (zy), was wir mit u bezeichuen wollen,
gleich 1 sei. Jede aus den Einheiten numerisch ableitbare Grosse p
lisst sich dann auch aus 2 und y ableiten. Es sei p = p,¢,+p,6=
7, % 4 7Y, so wird nun die invariante Bildung

TT(ay, -+ - ar, Py P2) = TN @, * + - Pay Ty, Wa)s
wo die ¢ aus den @ hervorgehen, indem man z und y statt ¢, und &
setzt, nimlich g, =a2", ¢, =az*—'y, --. @, =ay*. Setzt man
nun 7, =1, =, =0, so wird p =z = 2, ¢, + 2,¢,, und es wird

M=Tl(ay, - - a, 2, Z,) =T, * * Pu, 1, 0),
oder wenn

Way, - ar, @y, 2) = Flay, -+ ) 2,0 4 -+«
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ist, wo ¢ den Grad der invarianten Bildung bezeichnet, so ist

n=F((p0,- "9:’"))
also als ganze Function der % Formen ¢, - - - . @, dargestellt. Aber
eine dieser Formen, nimlich @, = a2"—1y ist Null, wenn y harmo-
nisches Centrum erster Ordnung zu dem Pole 2 in Bezug auf die durch
die Gleichung az™ = 0O dargesteliten » Punkte ist, und es ist also
dann TT als ganze Function der & — 1 = » Stammformen ¢,, @,,--- @,
dargestellt. Hierbei war uw = (zy) vorliufig gleich 1 gesetat; es ist
y durch die Gleichung az*~'y =0 bedingt, d. h. y ist, abgesehen
von einem Zahlfactor gleich az"—!, d. h. y = az*—1 also,
u=ar""lz=az" = q,

der urspriinglichen Function. Ist also die erhaltene Gleichung nicht
homogen, so macht man sie nun homogen durch Hinzufiigung von
Factoren a.

Diese Entwickelung stimmt im Resultate, wie auch dem Wesen
nach in der Art der typischen Darstellung mit Clebsch Theorie der
bindiren algebraischen Formen S. 321—328 iberein (vgl. auch Gun-
delfinger in Boreh. J. Bd. 74); sie gilt auch unmittelbar fir (simul-
tane) Bildungen, die einem Vereine bindrer Formen entsprossen sind,
indem man nur fiir a,, a,, - - & die simmtlichen Zahleoefficienten der
Formen dieses Vereines zu setzen hat.

Viel wichtiger als diese Zuriickfithrung der explicite gegebenen
Bildungen auf die Stammformen ist die der symbolisch gegebenen, die
aber ganz nach denselben Principien erfolgt. Das symbolische Product
(ab) ist = a, b, — @b, ; ersetzt man also wie oben ¢, und e, durch
y und z (ich habe beide der einfacheren Zeichenbestimmung wegen
vertauscht) wo (yx) vorliufig 1 gesetzt wird, so wird nun

- (ab) = a,b. — a,b,
oder, da, wie oben gezeigt, die Factoren ., b, entbehrlich sind,
= a, — by, also
((lb)"——-—‘ (ay___by)n p— a;z n n—-lb + W(”’_l) yn-2by2 —_—

oder wenn ¢ und & dieselbe Functlon darstellen

= qy" — —+ awy"—l ax* 1y - "(:’ 3 axtyrtaar 2yt — ...
1 1)(» 2
@by = 9y 9n + ”(” ) gy gy — M DOD g ot

wenn man, wie oben, y so bestimmt, dass @, = ¢z~ 1y =0 wird.

Dies ist der Satz, den Clebsch in seiner Theorie der biniren
Formen 8. 334 als einer schriftlichen Mittheilung Brioschi’s entnom-
men darstellt.

Derselbe Iisst sich aber vermdge der von mir angegebenen Me-
35%
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thode unmittelbar zu folgendem Satze erweitern, welcher fast alle Be-
ziehungen, die zwischen bindren Formen herrschen, zur Evidenz bringt.

Wenn (ab)?(ac) - - - eine beliebige symbolische Invariantenbildung
(Tnvariante oder Covariante) einer algebraischen Form a==br==cr=...
ist, so setze man a — b fir (ab), a — ¢ fir (ac) u. s. w., entwickele
nach Potenzen von a, b, ¢, - - -, schreibe dann @, statt a”, b, - « - und
setze @, = 0, so ist der so hervorgehende Ausdruck gleich (ab)? (ac)t - - .

Man erhilt so, abgesehen von dem Factor ¢,, der die urspriing-
liche Function darstellt, und erst zuletzt zur Herstellung der Homoge-
nitit hinzugefiigt zu werden braucht,

6 =% @b = @,, ¢;=(ab)’(a0) =3, ¢ =1%(ab)=9,+ 397
e=(ab)! (@) =9s + 49,955 ¢ =95+ 159,90, +- 109s?, - - -
Also

P == Cy § @5 =10 — 4664

@y =¢, D@ =ty — 15,6, 4+ 45 ¢,® 4 10¢,?

g, =c, — 3¢ | (vgl CL bin. K. 337).

Als Beispiel mbgen die von Clebsch mit B und j bezeichneten
Bildungen dienen R == (ab)*(cd)*(ac)(bd)=(a—0b)*(c—d)*(a—c)(b—d)
= (a*—2ab-+b?) (*—2¢d+d?) (ab—bec—ad+cd) oder mit Weg-
lassung der Glieder, die zuletzt nur eine erste Potenz erhalten, und
die nach dem Obigen null sind, — ¥36® — a®d® — 24%b%c® — 2a*c* d*
—2020 d? 20 == —2 ¢, — 8,3 = —2¢,> — 8¢,5. Um sie durch
Hinzufiigung der Factoren ¢, = f (bei Clebsch) homogen zu machen,
ist zu bedenken, dass die Functionen ¢ in jedem Gliede so oft vor-
kommen miissen, als die Anzah! der symbolischen Elemente betrigt,
also in ¢, ¢, ¢, - - je zweimal, in ¢;, ¢, ¢4, - - - je dreimal, in B
viermal, also

___0324-4023
jR = — Stk

in Uebereinstimmung mit Clebsch 8. 337.

Ferner j = (ab)?(ac)? (bc)* = (a—b)*(a— €)*(b— ¢)?, was sich mit
. Weglassung der Glieder, welche eine erste Potenz enthalten, verwan-
delt in 6 (@, p,—@;>— @) = 6 (¢,¢,—4¢,>—¢;%), also homogen ge-
macht, da j nur 3 symbolische Elemente enthilt

1j= f2—0264——f3023-—032

in Uebereinstimmung mit Clebseh S. 338.

Wi sich alles dies fiir ternire und hohere Formen gestaltet, denke .
ich spiterhin zu zeigen.

Stettin, den 21. Februar 1874,



