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Ueber eine neue Art der Rieman n’schen Flachen.

Von Ferix Kirix in ERLANGEN.

Bei der Untersuchung der algebraischen Functionen y einer Ver-
inderlichen x pflegt man sich zweier verschiedener anschauungs-
missiger Hiilfsmittel zu bedienen. Man reprisentirt nimlich entweder
y und z gleichmissig als Coordinaten eines Punktes der Ebene, wo
dann die reellen Werthe derselben allein in Evidenz treten und das
Bild der algebraischen Function die algebraische Curve wird — oder
man breitet die complexen Werthe der einen Variabeln z tiber eine
Ebene aus und bezeichnet das Functionsverhiltniss zwischen y und z
durch die iiber der Ebene construirte Riemann’sche Fliche. Es
muss in vielen Beziehungen wiinschenswerth sein, zwischen den beiden
Anschauungsbildern einen Uebergang zu besitzen. Ich darf mit Bezug
hierauf nur das Eine hervorheben, dass niimlich ein solcher Uebergang
vom rein geometrischen Standpunkte aus geradezu gefordert werden
muss, wenn die Sitze, welche sich auf die Zahl und Periodicitdt der
lings einer algebraischen Curve erstreckten Integrale beziehen, zu
einem unmittelbaren Verstindnisse gebracht werden sollen. .

Ein solcher Uebergang ist nun in einfachster Weise berzustellen.
Er schliesst sich an die Auffassung einer Curve als des Umhillungs-
gebildes ihrer Tangenten®) an; er setzt ferner in einem gewissen
Masse diejenigen Erbrterungen tiber den Zusammenhang der Flichen
voraus, welche in dem vorstehenden Aufsatze entwickelt wurden.

Man gehe von der Bemerkung aus, dass man jeder Tangente einer
algebraischen Curve, mag die Tangente reell oder imaginir sein, im
Allgemeinen einen reellen Punkt zuordnen kann. Ist nimlich die Tan-
gente reell, so wihle man als entsprechenden Punkt ihren Beriihrungs-
punkt; ist die Tangente imaginir, so wihle man den einen reellen
Punkt, den sie iiberhaupt besitzt. Diese beiden Festsetzungen, deren
eigentlicher Sinn iibrigens aus den weiter unten angefithrten Beispie-

* Wollte man die dualistisch entgegenstehenden Ueberlegungen anstellen,
so wiirde die Anschaulichkeit des Resultats, auf die ich eben Gewicht legen
michte, verloren gehen.
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len vo6llig deutlich werden soll, stimmen insofern mit einander, als die
auf reelle Tangenten beziigliche aus der anderen durch Grenziibergang
hervorgeht. Denn der reelle Punkt einer imagindren Tangente ist ihr
Durchschnittspunkt mit der conjugirten Tangente, und, wenn diese
beiden Linien in eine reelle zusamumenfallen, so wird aus ihrem Durch-
schnittspunkte eben der Beriihrungspunkt.

Diese Festsetzungen werden bei etwaigen mehrfach berithrenden
reellen Tangenten ungeniigend. Wir wollen nur den Fall reeller Doppel-
oder Wende-Tangenten ins Auge fassen. Hat die Doppeltangente reelle
Berithrungspunkte, so werden wir ihr eben diese beiden Punkte zu-
ordnen; ist sie aber isolirt, so mag ihr die Gesammtheit der ihr an-
gehorigen reellen Punkte entsprechend gesetet sein. Ebenso sollen
einer Wendetangente alle auf ihr gelegenen reellen Punkte zugeordnet
werden. Es wird noch aus den weiteren Ausfilhrungen hervorgehen,
dass diese Festsetzungen mit den voraufgeschickten nicht nur vertriig-
lich sind, sondern sich aus ihnen in naturgemiisser Weise ergeben.

Die zweifach unendlich vielen reellen Punkte, welche man, diesen
Festsetzungen zufolge, der Gesammtheit der reellen und imaginiren
Tangenten der Curve zuordnet, werden eine geschlossene Fliche bil-
den, welche die verschiedenen Theile der Ebene mit einer Anzahl von
Bliittern iiberdeckt, die jedesmal gleich ist der Anzahl der imaginiiren
Tangenten, welche man von einem Punkte des betreffenden Theiles
der Ebene an die Curve legen kann (und die also immer gerade ist).
Diese Fliche ist dann ein vollstindiges Bild der durch die Curce defi-
nirten algebraischen Function. Sie ist auf die gewdhnliche Rie-
mann’sche Fliche, wie man sie fiir diese Function construiren konnte,
im Allgemeinen eindeutig bezogen. Eine Ausnahwe tritt nur fir die-
jenigen Werthsysteme ein, welche den reellen, isolirten Doppeltangen-
ten und den reellen Wendetangenten der Curve entsprechen. Denn
wihrend dieselben auf der gewdhulichen Riemann’schen Fliche durch
je zwei Punkte vorgestellt werden (welche im Falle der Wendetan-
genten consecutiv sind), entsprechen ihnen bei unserer Fliche ganze
gerade Linien, die der Fliche, wie man findet, bez. als Doppel- und
Riickkehrkanten angehdren: die beiden Flichen sind also in der Art
auf einander bezogen, dass auf der einen eine Reihe von Fundamen-
talpunkten auftritt. TUm also von dem Zusammenhange unserer
Fliche auf den Zusammenhang der entsprechenden Rijemann 'schen
Fliche schliessen zu kinnen, wird man den Satz benthigen, der im
vorstehenden Aufsatze gegen Ende aufgestellt und bewiesen wurde.

Doch betrachten wir eine Reihe von Beispielen. Sei zunichst ein
Kegelschnitt gegeben, der als Ellipse vorausgesetet sein mag. Die
reellen Punkte, welche den imaginiren Tangenten der Ellipse ent-
sprechen, erfiillen das Innere der Ellipse doppelt, uusere Fliche hat
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also in diesem Falle die Gestalt eines elliptischen Doppelblaties, oder,
wenn man will, eines flachen Ellipsoids. Ein Ellipsoid ist aber eine
nullfach zusammenhingende Fliche*); deshalb giebt es beim Kegel:
schnitte kein lings der Curve erstrecktes iiberall endliches Integral.

Nehmen wir ferner eine Curve dritter Classe., -Aunch sie kann,
was fir die Anschauung bequem ist, als vollig im Endlichen gelegen
vorausgesetzt werden, und besteht dann entweder aus zwei geschlosse-
nen Zweigen oder nur aus einem, wie dies in den beistehenden, iibri-
gens nur schematischen Zeichnungen dargestellt ist.

V4

Betrachten wir zunfichst den ersten Fall. Sowohl von jedem
Punkte ausserhalb des Ovals als von jedem Punkte innerhalb des mit
drei Spitzen versehenen Curvenzugs kann man drei reelle Tangenten
an die Curve legen; die reellen Punkte, welche imaginiren Tangenten
der Curve entsprechen, erfiillen daher den Raum zwischen den beiden
Curvenziigen doppelt, unsere Flicke ist eine Art Ringfliche. Sie ist
also in der That zweifach zusammenhingend, wie es fiir eine Curve
mit dem Geschlechte 1 sein muss, oder umgekehrt, es liegt darin der
Beweis, dass die Curve dem Geschlechte 1 angehirt. Es ist leicht, die
Werthe, welche das eine auf die Curve beziigliche iiberall endliche In-
tegral fiir die einzelnen Punkte der Fliche annimmt, ihrer allgemeinen
Vertheilung nach anzugeben. Zu dem Zwecke sei es gestattet, von
Meridianen der Ringfiache und von Breifencurven derselben zu spre-
chen; die beiden Ziige, aus denen die Curve dritter Classe bestebt,
werden selbst zu den Breitencurven gehdren. Die beiden Perioden,
welche das auf die Curve beziigliche iiberall endliche Integral besitzt,
entstehen dadurch, dass man dem zwischen bestimmten Grenzen ge-

*) Wegen dieser Art der Zihlung vgl. den vorstehenden Aufsatz,
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fithrten Integrationswege beliebig Meridiancurven und Breitencurven
zufiigen kann. (Diese und die folgenden Behauptungen, welche sich
ans den bekannten Sitzen iber die Integrale anf Riemann’schen
Flichen ohne Weiteres ergeben, sollen hier ohne Beweis angefihrt
sein.) Die erstere dieser Perioden sei imaginir genommen, gleich i,
die zweite reell, gleich w. Als untere Grenze werde dasjenige Werth-
system gewihlt, welches durch die in der Zeichnung vertical gestellte
reelle Riickkehrtangente bezeichnet ist, und dem auf unserer Fliche
der obere von den drei reellen Riickkehrpuynkten entspricht. Das bis
zu irgend einem anderen Punkte hingeleitete Integral werde, unter
Trennung des reellen und imagindren Theiles, % - ¢v genannt, wo
also « nur bis auf Multipla von w, » bis auf Multipla von w’ bestimmt
ist. Dann hat man als Bedingung dafiir, dass drei Tangenten der
Curve dritter Classe, welche den Integralwerthen

v, Uiy, ug vy
entsprechen, sich in einem Punkte schneiden, die Relationen®):
wy - Uy + uy = 0 (mod. w )
2, 4 v, + v; =0 (mod. w’) .

In Folge dessen ergiebt sich eine Vertheilung der Werthe von
u 4 iv iiber unsere Fliche, wie sie auf der beigesetzten Zeichnung
veranschaulicht ist.

Lings des Zuges mit drei Spitzen sind die reellen Zahlen voun O
bis w in der Weise vertheilt, dass die drei Spitzen die Argumente 0,

¥ Vgl. Clebsch in Borchardt’s Journal t. 63, p. 105. Es sind dort nur
nicht, wie im Texte, der reelle und imaginire Theil getrennt, iberdies ist die
untere Grenze des Integrals beliebig gelassen.
Mathematische Annalen, VII, 26



562 F. Kremw.

4w, 3w bekommen. Die Punkte einer Meridiancurve, welche durch
eine Tangente dieses Curvenzuges auf der Fliche bezeichnet ist, be-
sitzen alle dasselbe w, lings der Curve indert sich nur das v von (
anfangend bis w’. Fiir die Punkte des umschliessenden Ovals hat

gleichmissig den Werth % . An den drei Stellen etwa, die durch kleine

Kreise bezeichnet sind, befinden sich diejenigen Punkt, welche die 6
paarweise conjugirt imaginéiren Riickkehrtangenten der Curve repri-
sentiren; ihre Argumente sind beziiglich 0 4~ %, L+ ?gi 5

Fiir die Curven dritter Classe ohne Oval gestalten sich diese Ver-
hiltnisse im Allgemeinen #hnlich. Der ganze Raum ausserhalb des
mit drei Spitzen versehenen Curvenzuges wird bei ihnen doppelt von den
Punkten iiberdeckt, die imaginéiren Tangenten entsprechen. Die zuge-
hirige Fliche erstreckt sich also dhmlich ins Unendliche, wie ein ein-
schaliges Hyperboloid. Der Zusammenhang der Fliche ist nach wie
vor gleich 2 (vgl. den vorstehenden Aufsatz), die Curve hat das Ge-
schlecht 1.

Es ist nun besonders interessant, zu sehen, wie sich die zugehs-
rige Fliche modificirt, wie im Zusammenhange damit das Geschlecht
der algebraischen Function auf Null herabsinkt, wenn man der Curve
eine Doppeltangente oder Wendetangente ertheilt. Die Doppeltan-
gente kann isolirt oder mit reellen Berithrungspunkten vorausgesetzt
werden. Beidemal bildet die zugehdrige Curve einen Uebergang zwi-
schen den beiden vorstchend unterschiedenen Arten chne Doppeltan-
gente. Die Curve mit Wendetangente endlich stellt sich wieder als
Uebergangsform zwischen die beiden Curven mit Doppeltangente.

Um nimlich zuniichst eine Curve mit isolirter Doppeltangente zu
erhalten, kann man das Oval der ersten Figur nach allen Richtungen

gleichmiissig unbegrenzt wachsen lassen. Dann geht es schliesslich,
indem es zur isolirten Doppeltangente wird, in die doppelt zihlende



Ueber Riemann’sche Fljchen. 563

unendlich ferne Gerade tiber; setzt man den Aenderungsprocess noch
weiter fort, so wird es imaginir und man hat die allgemeine Curve
ohne Oval. Doch besser lassen sich diese Verhiltnisse iibersehen,
wenn man die betreffenden Figuren so durch eine Collineation um-
gestaltet, dass die fragliche Doppeltangente ins Endliche fillf. Die
Curven haben dann die in der Zeichnung dargestellte Gestalt; die
von der zugehbrigen Fliche iiberdeckten Particen der Ebene sind
schraffirt.

Im Falle I1 hat die Fliche eine Doppelgerade bekommen (oder
richtiger eine Selbstberiihrungsgerade), sie ist nach wie vor zweifach
zusammenhiingend. Aber die zugehtrige Riemann’sche Fliche ist
nur” noch nullfach zusammenhingend. Denn sie trigt zwel Funda-
mentalpunkte, denen diese Doppelgerade entspricht, und also ist ihr
Zusammenhang, nach den Auseinandersetzungen des vorstehenden Auf-
satzes, um Zwei kleiner als der Zusammenhang der von uns construir-
ten Fliche.

Doch nehmen wir die Doppeltangente nicht isolirt. Danp kapn
sich der Uebergang in der folgenden Weise gestalten, die ans den
nebenstehenden Figuren wohl verstindlich ist:

Dabei ist es nun vollig deutlich, dass die in Figur I und III zwei-
fach zusammenhingende Fliche im Falle II nullfach zusammenhingend
geworden ist.

Den Fall der Carve dritter Classe mit Wendetangente endlich mag
man in der Art als Zwischenfall zwischen den zweierlei Curven mit
Doppeltangente betrachten, wie die Zeichnung auf der folgenden Seile
veranschaulicht. :

Es mag dadurch insbesondere deutlich werden, warum man eine
Wendetangente als Riickkehrtangente unserer Fliche aufzufassen hat.
Denn sie entsteht in Figur II aus der Doppelkante von Figur . Es
wiirde in gewissem Sinne consequenter sein, die Doppeltangente in
Figur III als isolirte Curve unserer Fliche beizubehalten, statt sie durch
ihre beiden Beriihrungspunkte zu ersetzen; man miisste dann nar die

36%
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Festsetzung hinzufiigen, dass eine solche isolirte Curve fiir den Zusam-
menhang der Riemann’schen Fliche nicht in Betracht kommt, wo-
durch das Resultat dasselbe bleibt. -

Von Curven wierter Classe will ich nur einige Beispiele angeben,
welche sich der Anschauung besonders leicht darbieten. Eine solche
Curve werde zuniichst als in zwei Kegelschnitte zerfallen vorausge-

4

setzt; man nehme fiir diese Kegelschnitte zwei Ellipsen mit vier g
meinsamen Punkten. Die auf sie beziigliche Fliche besteht dann aus
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zwei Ellipsoiden, welche sich zum Theil iberlagern, aber keinen Punkt
mit einander gemein haben, womit eben dem Umstande, dass man es
mit einer reducibeln Curve vierter Classe zu thun hat, Ausdruck ge-
geben wird und geradezu diese Reducibilitit bewiesen ist. Man con-
struire nun die vier gemeinsamen Tangenten der beiden Ellipsen und
und wende auf dieselben (auf eine oder mehrere) den soeben bei den
Curven dritfer Classe bereits gebrauchten Auflésungsprocess an. Ich
will hier nur diejenigen Zeichnungen hinsetzen, welche man erhilt,
wenn man die im Endlichen gelegenen Theile der bez. gemeinsamen
Tangenten in reelle Curvenzweige spaltet. Die beigesetzten Zahlen
beziehen sich auf die Zahl der Blitter, mit der die Fliche die ver-
schiedenen Theile der Ebene uberdeckt die nicht bezeichneten Theile
der Ebene sind nullfach iiberdeckt, insbesondere also die kleinen, mit
zwei Spitzen versehenen Dreiecke im Innern der bez, Zeichnunaen

Die so hergestellten Flichen sind in der That bez. 0-, 2-, 4-, 6-
fach zusammenhandend wie sie es sein miissen, da sie smh auf Cur-
ven vierter Classe mit 3, 2, 1, O Doppeltangenten heziehen, die also

=0, 1, 2, 3 ergeben.

Die bisher betrachteten Flichen zeichren sich durch ihre grosse
Uebersichtlichkeit, durch das Fehlen jeder Verzweigung aus. Kine
solche wird aber im Allgemeinen vorhanden sein, und ich darf mit
Bezug hierauf als ein Belsplel das Folgende anfuhren Es sei eine
Curve dritter Ordnung mit isolirtem Doppelpunkte gegeben; als Clas-
sencurve aufgefasst ist sie vom vierten Grade und dadurch singulir,

_"\o / \ /
i . \\

dass sie drei reelle Wendetangenten besitzt, Eine solche Curve werde
in der Art gezeichnet, dass ihre Wendetangenten zugleich ihre Asympto-
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ten sind, wo dann der isolirte Punkt in dem Innern des von den drej.
Asymptoten gebildeten Dreiecks liegen wird.

Es sind der Figur bereits die Zahlen zugesetzt, welche angeben,
wie viele imaginire Tangenten von den Punkten der verschiedenen
Theile der Ebene an die Curve gehen. Das Innere des Asymptoten-
dreiecks wird, wie man sieht, viermal von der Fliche iiberdeckt, wih-
rend es die angrenzenden Partieen der Ebene snur zweimal oder null-
mal sind. Dies wird moglich, indem man der Fliche eine von dem
isolirten Doppelpunkte ausgehende Verzweigung ertheilt, wie sie etwa,
in symmetrischer Weise, durch die beigesetzte Zeichnung veranschau-
licht ist.

T \\\\\\\\§//////
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Erlangen, im Februar 1874.



