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Ueber Normalen an algebraische Flachen,

Von Rep. Stury in DarmstapT.

In meinem Aufsatze Bd. VI S. 241 dieser Annalen habe ich die
Wahrscheinlichkeit des Satzes ausgesprochen, dass die Zahl der Nor-
malen aus einem Punkte an eine Fliiche stets gleick der Summe n-r--m
ist, wenn n die Ordnung, v der Rang (Grad des Tangenten-Complezes)
und m die Classe der Fliche ist*). Ich will in Folgendem einen Be-
weis dieses Satzes mittheilen und dann noch einige andere Unter-
suchungen ankniipfen, unter anderm Ordnung und Classe der Fliche
der Kritmmungscentren angeben. .

1. Nennen wir ! die fragliche Zahl, so ist ersichtlich der Grad »’
derjenigen geradlinigen Fliche N, welche von den einer beliebigen
Geraden g begegnenden Normalen der Fliche F = (n, r, m) erzeugt
wird, gleich I + », denn in einer Ebeune liegen im Allgemeinen r Nox-
malen von F und die Gerade g ist eine l-fache Leitgerade von N.

Die Torse, welche der F' lings eines ebenen Schnitts € umschrie-
ben ist, ist bekanntlich vt Classe, folglich die Polarcurve ihres un-
endlich fernen Schnitts in Bezug auf C2 von der Ordnung r; dieselbe
ist eindeutig auf C bezogen, demnach erzeugen die Verbindungsgera-
den entsprechender Punkte, d. h. die Flichennormalen lings C' nach
Chasles (C. R. Bd. 62) eine Fliche (Normalie) vom Grade n + 7;
da also % - » von diesen Normalen von der Geraden g getroffen wer-
den, so ist die Curve B der Fusspunkte derjenigen Normalen wvon F,
welche g treffen, von der Ordnung v = n + v, indem auf jedem ebenen
Schnitte von F v Fusspunkte liegen. B begegnet der g in den »
Punkten S = (F, g) und jede Ebene durch g enthilt ausserdem r Fuss-
punkte, weil so viele Normalen.

%) Ich habe nachtriglich bemerkt, dass schon Salmon im Jahre 1847 {Cam-
bridge and Dublin Math, Journ. Bd. III, 8. 47) diesen Satz gefunden, jedoch nur
fiir den Fall, dass der Punkt unendlich fern ist, bewiesen und auf die endlichen
Punkte tbertragen hat (vgl. Nr. 2.).
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Der Kegel, der der Fliche F' aus einem beliebigen Punkte um-
schrieben ist, ist m'er Classe, seine Beriihrungscurve »'* Ordnung, mit-
hin die Fliche der Normalen von F lings dieser Curve vom Grade
r -+ m, woraus wiederum hervorgeht, dass die Torse T' der Tangenten-
cbenen von F, deren Normalen die g treffen und welche also in den
Punkten von B berithren, von der Classe y, = r -+ m ist. Daher ist
die Polarcurve ihres unendlich fernen Schnitts in Bezug auf> €2, welche
eindeutig auf B bezogen ist, von der Ordnung 7 -+ m; und die Ver-
bindungsgeraden entsprechender Punkte, also die Normalen, welche ¢
treflfen, erzeugen eine Fliche N vom Grade w = n -+ v 4+ r 4+ m
= + 2 r - m; da diese Grosse andererseits gleich [ - » ist, so er-
giebt sich

. =n-+r-4+m,
wie zu beweisen war.

2. Durch den unendlich fernen Punkt von g — sowie iiberhaupt
durch jeden unendlich fernen Punkt — gehen m endliche Normalen,
welche den auf ¢ senkrechten Berithrungsebenen zugehren, und 2 -+ »
in E, gelegene, niimlich die von jenem Punkte an die unendlich ferne
Curve C, von F gehenden; denn alle (in F, gelegenen) Normalen
dieser Curve sind, wie bekannt Flichennormalen.

Der Schnitt von N mit E besteht aus diesen # - 7 Normalen
und der oben genannten Polarcurve der unendlich fernen Curve der
Torse 7.

3. Die Anzakl I der Normalen von F, welche zwei Gerade tref-
fen, ist W' =n -+ 21 +}- m; mithin begegnen sich die zwei Geraden
zugehorigen Curven B in # -+ 2+ - m Punkten. Schneiden sich die
beiden Geraden, so sind % -+ 7 - m von diesen Punkten die Fuss-
punkte der aus dem Schnittpunkte gefillten Normalen, die » ibrigen
gehdren den » Normalen in der Ebene der beiden Geraden an.

4. Suchen wir die Classe ¢ der Curve B, d.i. die Ordnung ihrer
Tangentenfliche. Bei den Flichen 2. Ordnung kann B nur 4. Ord-
nung 8. Classe sein, da sie sich offenbar gegen beide Schaaren gleich-
artig verhalten muss und ein Doppel- oder Cuspidalpunkt nicht mog-
lich ist.

Es sei a die Zakl der Osculanten (Wendetangenten) von F, welche
in einer beliebigen Ebene liegen, 6 dagegen die der Osculanten, welche durch
einen beliebigen Punlt gehen (beide Zahlen bekanntlich dualistisch zu
einander). Die Ordnung der Torse, welche der Fliche F lings eines
ebenen Schnitts C uwmschrieben ist, ist % 4~ «, denn der Schnitt dieser
Torse mit der Ebene von O besteht aus ¢ und deren « Osculanten.

Das dualistische Resultat hiervon ist: Die Classe der Beriihrungs-
curve des der Fliche aus einem Punkte O umschriebenen Kegels ist
m -1 6; von den Tangenten dieser Curve, welche z. B. einer durch O
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gehenden Geraden begegnen, liegen # in den durch diese Gerade an
die Fliche gefiihrten Beriihrungsebenen, die iibrigen sind die 6 Oscu-
lanten, welche von O ausgehen. Bemerken wir weiter: jede Tangente der
Curve C und die durch ihren Beriihrungspunkt gehende Erzeugende
der lings C umschriebenen Torse sind conjugirte Tangenten, und ebenso
jede Tangente, die durch O geht, unud die Tangente der Beriihrungs-
curve des aus O der Fliche umschriebenen Kegels in dem Berithrungs-
punkte jener sind conjugirte Tangenten.

Dreht man nun eine Ebene um eine Gerade g und construirt lings
jeden Schuittes mit F' die umschriebeye Torse, so lautet die Frage:
swie viele dieser Torsen gehen durch einen Punkt O?% mit andern
Worten: ,wie viele Tangenten von ¥ gehen durch O, deren conjugirte
die Gerade g treflen?+ oder ,welches ist die Classe der Beriihrungs-
curve des aus O umschriebenen Kegels? “.

Man sieht also, dass # -+ ¢ der genannten Torsen durch einen
Punkt gehen.

5. Sei nun g die Leitgerade unserer Normalenfliche N; I, die allen
zu g normalen Ebenen gemeinsame Gerade, T, ein Punkt derselben;
7 die Ebene durch g, welche auf der Richtung nach P, normal ist.
Die lings des Schnitts derselben der Fliche umschriebene Torse trifft
I, in # 4+ « Punkten P,; umgekehrt durch jeden Punkt P, auf I,
gehen m - 6 der den Ebenen durch g zugehdrigen Torsen; also giebt
jeder P, m -+ ¢ Punkte P,. Die Zahl der Coincidenzen ist demnach
#-~m -+ « 4+ 6. Durch jeden dieser Punkte gehen zwei unendlich
nahe Beriihrangsebenen von F, deren Beriihrungspunkte sich auf der-
jenigen Ebene z befinden, welche zur Richtung nach dem Coincidenz-
puukte normal ist, d. h. durch ¢ gehen » - m -}- « 4 ¢ Ebeneu, welche
zwei unendlich nahe Normalen enthalten.

Da nun die Fliiche der Kriimmungscentren von F bekanntlich von
allen den Ebenen eingehiillt wird, in denen zwei von den r Flichen-
normalen unendlich nahe sind, so hat sich das Resultat ergeben:

Di¢ Fliche der Kriimmungscentren con I ist von der Classe
m =n-t+m-t+a+o.

6. Die Ebenen durch g mit zwei unendlich nahen Normalen lie-,
fern weiter ebenso viele Tangenten der Curve B, welche die Gerade ¢
treffen; dazu kommen noch die 2# Tangenten von B, welche von den
n Punkten S herrithren; daraus folgt, dass die Clusse ¢ der Curce B
gleich 3n + m -+ @ + 6 ist. Wir erkennen ferner, dass wir in den
durch g gehenden Ebenen mit zwei unendlich nahen Normalen zugleich
diejenigen Torsallinien von N erhalten, deren Spitzen*) nicht auf g
liegen; es sind deren also g =n 4 m 4 a 4 0.

) Hinsichtlich dieser Benennungen sehe man meinen am Anfang genannten
Aufsatz Nr. 20,
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Weil ferner die Fliche V und die Curve B eindeutig auf einander
bezogen sind, so besteht, wenn " der Ramg von N ist, folgende Relation:

2 — 1) —r¥=2w—1)—op,

¥ =2 —~v)+o=38n+2r+3m-+a-+to.
Mithin besitzt die Fliche N ausser der I-fachen Leitgeraden ¢ noch
eine Doppelcurve D von der Ordnung

d="12 @u+3r+2m)—3 n+7r+m)— 4§ («+o).

Auf ihr liegen die Spitzen der oben erwihnten g Torsallinien; jede
Ebene durch ¢ trifft sie in den § 7 (# — 1) Schnittpunkten ihrer »
Normalen; folglich begegnet D der Geraden ¢ in

dmr (o brbm) — § Gnt 27 4 3m) — 4 (e + o)
Punkten. In diesen Punkten von g begegnen sich zwei endlich ver-
schiedene Normalen, deren Ebene durch g geht, wilhrend sonst von

den 1 (I — 1) Ebenen, welche durch je zwel der I von einem Punkte
auf g ausgehenden Normalen gebildet werden, keine durch g geht.

also

7. An der eben citirten Stelle meines Aufsatzes habe ich gezeigt,
dass die Gesammtzahl der Torsallinien einer Regelfliche von “dem
Grade »" und dem Range »* gleich 2 (+" — #’) ist. Mithin hat die
Fliche N im Ganzen 4 (n + m) + 2 (« + ¢) Torsallinien, folglich
bleiben nach Abzug der ¢ oben erhaltenen noch tibrig 3(n-+m) 4+ « + ¢
Torsallinieu, welche ihre Spitze auf ¢ — also in deren Cuspidalpunk-
ten — haben. Dies sind Normalen der Fliche, welche von einer un-
endlich nahen und zwar auf g getroffen werden, ohne dass die Ebene
beider durch g geht.

Diese Begegnungspunkte sind aber ersichtlich die auf g gelegenen
Punkte der Fliche der Kriimmungscentren; mithin ist die Ordnung w"
der Fliche der Kriimmungscentren gleich 3 (n + m) + « - 6%).

Nach einer brieflichen Bemerkung des Herrn Schubert ist also
7 =3B n 4 «) + 3 m -+ 6) gleich der Summe der Ordnungen der
Evoluten zweier ebenen Schnitte, welche beziehlich in die gegebene
Fliche und in deren Reciprocalfliche gemacht sind.

Die Flache der Kriimmungscentren ist die Brennfliche des Systems
der Normalen, welches von der Ordnung % - » -~ m und der Classe
r ist; folglich muss**)

*) Durch Abzihlung im Unendlichen hat, wie ich neuerdings (April 1874) ge-
sehen habe, Herr Samuel Roberts dies Resultat schon im vorigen Jahre gefun-
den Proceedings of the London Mathematical Society, 13. Mirz 1873).

**) Klein, in 8. Lie’s Aufsatz Gottinger Nachr, 1870, Nr. 4.
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n—m =2+ r 4+ m—r
=2+ m)
sein, wie auch auf der Stelle ersichtlich ist.

8. Es sei g’ irgend eine andere Gerade; durch jeden Punkt von
g gehen n -4 r - m Normalen; ihre Fusspunkte erzeugen mit ¢’ ebenso
viele Ebenen; die Normalie lings des Schnitts jeder dieser Ebenen ist
(n + 7) Grades und trifft g noch mit # 4 » — 1 Normalen.

Also jedem Punkte auf g entsprechen so (w4 r-4m) (n+r—1)
andere Punkte und umgekehrt; von den 2 (n -+ r -+ m) (n +r — 1) Co-
incidenzpunkten sind die einen — der Zahl nach v — so beschaffen,
dass von jedem zwei endlich verschiedene Normalen ausgehen, deren
Fusspunkts-Verbindungsgerade die ¢" trifft, und diese Punkte sind dop-
pelt zu rechnen, weil bei jedem derselben zwel von den n - r + m
Eberen und damit zwei von den n - 7 4 m entsprechenden Gruppen
von je # -+ r — 1 Punkten identisch sind, also jeder dieser Punkte
sich gleich mit zwei seiner entsprechenden Punkte vereinigt hat; die
andern sind solche Punkte, von deren Normalen eine und die unend-
lich nahe vom Nachbarpunkte auf ¢ so beschaffen sind, dass ihre Fuss-
punkts- Verbindungsgerade, also eine Tangeute von B, die Gerade g’
trifit. Die Zahl der letsteren ist demmnach ¢, Folglich ist

2o+ o=2m+r+m@t+r—1),
demnach

ve=m+r+mmt+r)—+OBn+ 20+ 3m) —} ¢+ o).
Fillt man also aus jedem Punkte von g die I Normalen an F, verbin-
det deren Fusspunkte unter einander, so erhilt man durch diese Ver-
bindungsgeraden eine Fliche vom Grade v. Die Curve B ist auf der-
selben offenbar (i -4 r 4+ m — 1)-fach; folglich wird die Fliche von
der Geraden g ausserhalb der » Punkte -S noch in v—n(n+r+m—1)
Punkten getroffen; das sind die d Begegnungspunkte der Doppelcurve
D von N mit g.

Da die Formeln fir I, #’, ', m”, u", d, & in Bezug auf % und m
einerseits und « und o andererseits symmetrisch sind, so haben diese
Grissen fiir zwei polare Flichen denselben Werth.

9. Die in den meisten Formeln auftretende Summe a - ¢ lisst
sich nicht als lineare Function vou %, 7, m darstellen. Bei den all-
gemeinen Flichen st Ordnung ist « 4+ 6 = m 4 27 — 3u; dies
stimmt aber, wie ich mich bei mehreren friiher yon mir untersuchten
Flichen mit Doppelourven®) iiberzeugt habe, bei denselben nicht,
vielmehr ist, wie sich bis_jetzt empirisch gezeigt hat, die rechte Seite
Kleiner als die linke und zwar um die doppelte Zahl der auf der Dop-

*) Math. Ann. Bd IV, S. 249. -
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pelcurve befindlichen Cuspidalpunkte. Auch ist die Ungleichheit a
priori ersichtlich, da die Summe « 4 6 durch polare Transformation
in sich selber tibergeht, wihrend dies bei m 4 27 — 3 n ja uicht der
Fall ist. Also muss jene Summe in den Formeln bleiben.

Fiir eine allgemeine Fliche we Ordnung verwandeln sich die
Formeln, weil r =nm —1), m=n{n—1?, «=3n{Hm—2),
6=nm—1)(n—2),als0 «a +6=nm42)(n—2)=n(n—4)
ist, in folgende:

l=n(m —n+1), veu? g=n"n—1), #=h=n

o=2mn—1), ¥=4n*n—1), m' =2nn*—n-—1),

d=1nQ@nt—3n—20*+20+ 1), d=n*(®*—2n*41),
W=2nn—10Cu+1), v=nm—1)n—n4 1%,

Die Formeln fiir 7, %', #', m”, d, &, n” gelten wegen ihrer Sym-
metrie mit Vertauschung von » in m fiir eine allgemeine Fléiche m®r
Classe, weil ebenso r=m(m —1), n=m(m —1)*, e=m(m—1)(m—2),
6=3m (m—2) ist.

Bei ciner windschiefen Regelfliche ist m = n, 6 = «, also
l=2n+47r*), ve=p=n-+r, #'==h=20n+r), 0=202n+a),
rF=20B8n+r+a), m=2n+a), n"=20E8n4+«).

10. Der Schnitt der Fliche der Kriimmungseentren (n”'er Ord-
nung) durch E,***) besteht aus 3 Theilen. Der eine ist, weil alle
Normalen von C, Fliichennormalen sind, die Evolute dieser Curve
(me Ordnung, 7 Classe), welche bekanntlich von der Classe n 47
und der Ordnung 3 # - « ist; dieselbe enthilt die auf diesen unend-
lich fernen Normalen befindlichen Kriimmungscentra, insofern C,, deren

¥) Der Werth fiir I findet sich zuerst angegeben von Terquem Journ. v.
Liouville sér. I, t. V, p, 175; geometrische Beweise haben noch gegeben F. Au-
gust, Journ. f. Math. Bd. 68, S. 245, und Mannheim, Comptes rendus 1870,
erste Hilfte, p. 1025; F. August hat auch den Werth von » ermittelt und zu-
gleich gefunden, dass (bei einer allgemeinen Fliche) die Curve B die Grundcurve
eines Biischels von Flichen nter Ordnung ist; Mannheim hat noch den Werth
fiir »' oder k hinzugefiigt und Darboux, Comptes rendus 1870 erste Hilfte p. 1328,
die Werthe fur g, m”, n”; die zwei letzteren sind gleichzeitig von dem der Wissen-
schaft als Opfer des Krieges so frih entrissenen L. Marcks gefunden: Math Ann.
Bd. V, S. 29. Mit der Darboux'schen Note, von welcher ich erst nach Voll-
endung meiner Untersuchungen Kenntniss erhielt, werden sich in meinem Aaf-
satze mancherlei iibereinstimmende Schlisse finden; immerhin aber hoffe ich,
anch ausser der wesentlichen Verallgemeinerung, doch einiges Neue zu bieten.

##) Vgl. meinen Aufsatz, Math. Annalen Bd. VI, S. 254.

=%} Vgl Marcks a. a. O., wo die Untersuchung fiir den Fall der allgemei-
nen Flichen nt* Ordnung mit zum Theil ihnlichen Schlissen gemacht wird, nur
dass dort aus der Ordnung des unendlichfernen Schnitts erst auf die der Flache ge-
schlossen wird, in ihnlicher Weise wie es bei Salmon in Bezug auf die Zabl 1
geschieht. .
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Hauptnormalschnitt ist. Der zweite Theil wird von den zweiten Kriim.
mungscentren derselben Normalen gebildet, welche zu den endlichen
Hauptnormalschnitten der Punkte von C, gehdren.

Die Ordnung dieser Curve kann auf folgende Weise ermittelt wer-
den: man denke sich einen von dem unendlich fernep Schnitt unend-
lich wenig verschiedenen ebenen Schnitt; von demselben kann ange-
nommen werden, dass er anf den zweiten Kriimmungslinien, welche
durch die Punkte von C, gehen, je die unendlich nahen Punkte ent-
balt. Die Normalie lings desselben ist vom Grade # 4 r; n Erzeu-
gende von ihr liegen in E,, welche ihre Fusspunkte in den beiden
Schnitten gemeinsamen Punkten haben; der iibrige Schnitt dieser Nor-
malie mit F,, eine Curve #** Ordnung, ist der gesuchte zweite Theil.
Diese Curve rter Ordnung ist tbrigens der Curve (. in Bezug auf
C: polar. Der dritte Theil endlich enthilt die unendlich fernen Krtim-
mungscentren der Punkte der parabolischen Curve; es ist leicht ein-
zusehen, dass diese dritte Curve die Polarcurve {in Bezug auf C2) des
unendlich fernen Schnitts der Torse der stationiren Beriihrungsebenen
(spinode torse) ist, welche ja lings der parabolischen (Wende-) Curve
berithrt. Ist also die Classe dieser Torse ¢, so ist dies die Ordnung der
dritten Curve; es ist bekanut, dass ¢t =3 (m — 7) + 6. Damit nun
die Ordnung #” =3 w4+ m) + « + o der Fliche der Kriimmungs-
centren gleich der Summe der Ordnungen 3% ~-«, » und 3 (m — )+ 0
sel, muss die mittelste Curve dreifach gezihlt werden; sie ist mithin
Riickkehrcurve®) und zeigt sich so die Cuspidalitiit, die bekanntlich im-
mer bei Normalenproblemen im Unendlichen auftritt. Interessant ist,
wie die beiden Summanden von « -+ ¢ sich hier bez. auf den ersten
und dritten Bestandtheil vertheilen.

11. Die Gerade g, welche wir als Leitgerade fiir Norinalen von
F aufyefasst haben, sei nun selbst eine Normale. Ein ebener Schnitt,
der nicht durch den Fusspunkt von g geht, zeigt, dass die Fusspunkts-
curve B der die ¢ treffenden Normalen nach wie vor (n + 7) Ord-
nung ist; geht aber der ebene Schnitt durch den Fusspunkt P von g,
so gehort g zur Normalie dieses Schnittes, welche (n + r)** Grades
ist, und wird, wie bekannt, von # -4 v — 2 andern Erzeugenden der-
selben getroffen. Dies beweist, dass ein solcher ebener Schnitt der
Curve B ausserhalb P nur (# 4 » — 2)-mal begegnet, dass also P ein
Doppelpuntt auf B ist, und die Normale g von zwei unendlich nahen
Normalen getroffen wird. In gleicher Weise lisst sich zeigen, dass die

# Vgl. Steiner, Journ. £ Math. Bd. 49, 8. 349 u. 340. Auf ahnliche Weise
wie oben konnen auch die Riickkehrkegelschnitte der Fliche der Krammungs-
centren einer F? in den Hauptdiametralebenen ermittelt werden, welche Clebsch,
Journ. £, Math. Bd. 62, 8. 64 ff., gefunden hat,
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lings B umschriebene Torse T noch (r + m)*r Classe ist, die Berih-
rungsebene 7 von F' in P zur doppelten Beriihrungsebene hat. Die
Polarcurve (in Bezug auf C2) des unendlich fernen Schnitts von 7,
welche also einen Doppelpunkt hat, ist wie oben eindeutig auf die
Curve B bezogen und zwar so, dass sich die beiden Doppelpunkte
entsprechen. Das Erzeugniss N der sich auf die Normale g stiitzenden
andern Normalen ist also, wie cben, vom Grade n - 27 - m; g aber
ist nun sowohl Leitgerade als auch Erzeugende, und unendlich nahe an
ihr sind zwei andere Erzeugende, so dass N lings g von zwei Ebenen
Htorsal® beriikrt wird. In jedem Punkte von g wird N von n-+r-+m-1
Beriihrungsebenen beriihrt, von denen zwei die beiden ,torsalen® sind,
die andern von den n -+ +m — 1 Erzeugenden herriithren, die durch
den Punkt gehen.  Mithin liegt g auf N (-4 m - 1)-fach: als
Leitgerade (% -+ » 4 m — 1)-fach, als Erzeugende doppelt; in jeder
Ebene durch ’g liegen r — 1 Erzeugende. Bei F? ist also N vom
8. Grade und ¢ auf ihr T-fach, was freilich von der Angabe des Herrn
Geiser abweicht™®).

Dass die beiden Richtungen, in denen die Fusspunkte der Nach-
barnormalen liegen, welche g schneiden, also die Tangenten der durch
P gehenden Kriimmungslinien, zu einander normal sind, ist leicht in
folgender Weise zu ersehen: Sei P, einer dieser Fusspunkte, g, seine
Normale, so steht die Ebene (g, g,) auf der Schnittlinie der beiden
Beruhruncrsebenen 7 und 7, in P und P, senkrecht mithin auf der con-
jugirten Tangente von PP“ also die Tancrente einer Kriimmungslinie
steht stets auf ihrer conjugirten senkrecht. Da es nun durch Jeden
Punkt zwei Kriimmungslinien und im Allgemeinen in der Involution
der conjugirten Tangenten nur ein Paar zu einander rechtwinkliger
conjugirten giebt, so erhellt, dass die Kritmmungslinien-Tangenten diese
zu emander vechtwinkligen conjugirten Tangenten sind. Umgekehrt ist
leicht darzuthun, dass, wenn PP, und PP, die beiden rechtwinkligen
conjuﬂ*irten Tangenten in P sind, dann die Normale in P von denen
in P, und P, getroffen werden muss**),

*) Sulle normali all’ ellissoide, Annali di Matematica Ser. II, t. I, p. 327.

#*) Ueberhaupt scheint diese Definition der Kréimmungslinien, dass jede ihrer
Tangenten zu ihrer conjugirten senkrecht ist, diejenige zu sein, von der aus wohl
am besten auf rein geometrischem Wege dieses Gebiet zu bearbeiten ist. Aus
ihr ergeben sich z. B. die bekannten Sitze, dass zwei auf einander folgende Be-
" rihrungsebenen einer der Fliche lings einer Kriimmungslinie umschriebenen
Torse gegen die zugehorige Osculationsebene der Kriimmungslinie gleiche Neigung
haben (also wenn die Kriimmungslinie eben ist, alle Ebenen der Torse gegen die
Ebene der Kriimmungslinie, Joachimsthal’s Sats), ferner dass, wenn eine Linie
fiir zwei Flichen Krummunorshme ist, dieselben sich in ihr unter constantex Winkel
durchschneiden, und dessen Uml\ehruno-ssatz auf rein geometrischem Wecre in
sehr einfacher Weise,
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Die Erzeugenden der. Torse T, in denen sie von 7 beriihrt wird,
sind in Folge dessen, weil sie zu den Tangenten von B im Doppel-
punkte, also den Kriimmungslinien-Tangenten conjugirt sind, mit ihnen
identisch.

12. Ein Nabel- oder Kreispunkt ist ein Punkt, bei welchem die
Tnvolution der conjugirten Tangenten aus lauter Paaren zu einander
rechtwinkliger Strahlen besteht. Die (imagindren) Osculanten — auf
F? die durch den Punkt gehenden Geraden — begegnen also C2, und
die Normale des Nabelpunktes wird von allen Nachbarnormalen ge-
troffen. Sei g nun eme solche Nabelpupkis-Normale; die Curve B der
Fusspunkte der sie treffenden (im Allgemeinen endlich von ihr ver-
schiedenen) Normalen ist noch von der Ordnung » - #; jeder ebene
Schnitt, der durch den Nabelpunkt P gelegt ist, zeigt, dass B mitThm
ausserhalb P nur % +  — 3 Punkte gemein hat; denn die Normale
von P ist auf der Normalie dieses Schnittes, wie er auch sonst gelegt
sei, Torsallinie, trifft demnach nur » 4+ » — 3 endlich entfernte Er-
zeugenden der Normalie. Also ist der Nabelpunkt auf der Curve B,
die seiner Normale zugehort, ein dreifacher Punkt, d. L. drei Riclitungen
gehen von thm aus, in denen auch nock die zweite Normale der des
Kreispunkies begegnet™).

Die lings B umschriebene Torse 7' hat ebenfalls noch die Classe
r + m; die Berithrungsebene des Nabelpunktes beriihrt sie dreifach.
Die Fliche N der (im Allgemeinen endlich von g verscliedenen) Nor-
maten, welche die Normale g des Kreispunktes treffen, hat, wie im all-
gemeinen Falle, den Grad n+2r-1m; sie hat die g sur (n-r+m—1)-
fachen Leitgeraden, weil von jedem ihrer Punkte # 4+ m —1 Nor-
malen ausgehen, was auch so viele Berithrungsebenen giebt; ausserdem
ist ¢ noch dreifache Erzeugende von N, und dem entsprechen 3 FEbe-
nen, welche — von ¢ mit den 3 oben genannten unendlich nahen Nor-
malen gebildet — lings g, also torsal beriilren; in jeder Ebene durch
¢ liegen — ausser g und der unendlich nahen — noch # — 2 Norma-
len, woraus sich ebenfalls die (n 4 7 4 m - 2)-fachheit der g auf N
ergiebt.

13. Bei den Flichen 2. Grades gestaltet sich dies durch Degene-
rationen folgendermassen: Es ist von vornherein ersichtlich, dass, weil
die Osculanten eines Nabelpunktes stets imaginir sein miissen, nur bei
den Flichen mit imaginéiren (punktirten) Geraden reelle Nabelpunkte
vorhanden sind; Nabelpunkte sind iiberhaupt bei einer Fliche 2. Gra-
des die Berithrungspunkte der 12 Tangentialebenen, welche durch die
6 Seiten des durch CZ und C,, die unendlich ferne Curve von F“,

#) Salmon-Fiedler, Anal. Geom. des Raumes (erste Aufl.;, 11, S. 46.
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constituirten Vierecks an F? gehen; von diesen 6 Seiten sind nur zwei
Gegenseiten reell, und da dieselben F'? jedenfalls in imaginiren Punk-
ten treffen, so sind die 4 von ihnen ausgehenden Beriihrungsebenen
nur bei den Flichen mit imaginidren Geraden reell. Die 4 durch zwei
Gegenseiten gehenden Tangentialebenen gehen stets durch den unend-
lich fernen Punkt einer Axe der Fliche, also liegen die 4 ihnen ent-
stammenden Nabelpunkte auf derselben Haupt(diametral)ebene; folglich
gilt dies auch fiir die vier reellen Nabelpunkte einer ¥liche mit ima-
giniiren Geraden.

Da ein Nabelpunkt (P) stets auf einer Hauptebene liegt, so fallt seine
Normale (g) in diese Ebene; die Normalen des Hauptechnitts sind nun
simmtlich Flichennormalen; also lost sich von der einer Nabelpunkts-
Normale zugehorigen Curve B (4. Ordoung) der ganze Hauptschnits,
von der zugehdrigen Torse 7' (4. Classe) der lings desselben umschrie-
bene Cylinder und von der Normalenfliche N (8. Grades) die Evolute
des Hauptschnitts (als ebene Curve 4. Classe, als Linienfiiche 4. Gra-
des) ab. Der iibrig bleibende Theil von I bez. von 7' besteht aus den
beiden durch den Nabelpunkt gehenden Flichengeraden ¢” und 7', bez.
deren Ebenenbiischeln; denn weil diese Geraden die C2 treffen und
die Verbindungslinie dieser Begegnungspunkte G/ und L., also die
unendlich ferne Gerade der Beriihrungsebene des Nabelpunkts, dem
unendlich fernen Punkte G, der Normale g in Bezug auf C% polar
ist, also G, G, und G, L, den C2 tangiren, so fallen die Normalen
sémmtlicher Punkte von g’ bez. I” in die Ebene (g, ¢'), bez. (g, I'),
treffen also g und umbhiillen in jeder dieser Ebenen eine die g beriih-
rende (stets imaginiire) Parabel, in welehe demnach das Paraboloid, das
sonst von den Normalen lings einer Geraden der Fliche erzeugt wird,
ausgeartet ist. Diese Parabel wird auch von g’ bez. I’ tangirt, also
sind 24 Geraden der Fliche Normalen, nimlich die durch die Nabel-
punkte gehenden; die zugehdrige Tangentialebene ‘ist die durch die
Gerade und die Normale des Nabelpunkts bestimmte. Die beiden
Parabeln vervollstindigen die Evolute zur vollen Fliche 8. Grades;
die Normale ¢, die Evolute und beide Parabeln beriihrend, zeigt sich
als dreifache Brzeugende; der dreifache Punkt auf B und die drei-
fache Berithrungsebene von 7' kommt dadurch zu Stande, dass P und
seine Beriihrungsebene z zu jedem der drei Bestandtheile von B bez.
T gehort. In jeder Ebene durch ¢ liegt im Allgemeinen ausser g und
der unendlich nahen keine Normale mehr, weil » — 2 hier gleich 0
ist; die 6 Normalen aber, welche ein Punkt von g immerhin liefern
muss, sind g, die drei weitern Tangenten der Evolute und je die an-
dere Tangente der Parabeln in (g, ¢') und (g, ).

Es liefert nun zwar jeder Nabelpunkt zwei Parabelebenen, es er-
geben sich aber nicht 24 Parabelebenen, sondern nur 8, nimlich jede
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der 4 Tangenten des Kreises C2 in seinen Begegnungspunkten mit
C, bestimmt mit den beiden Geraden von F2 die durch ihren Beriih-
rungspunkt gehen, zwei derartige Parabelcbenen, so dass 8 mal je drei
Normalen von Nabelpunkten, die nicht derselben Hauptebene angehd-
ren, in derselben Ebene liegen. Die drei Nabelpunkte befinden sich
auf derselben Geraden von F* und sind also deren Durchgangspunkte
durch die Hauptebenen. Es ergeben sich auf diese Weise die singu-
liren Ebenen des Normalensystews einer F'?, welches 6. Ordnung und
2. Classe ist; mimlich 4 mit Curven 4. Classe (E, und die Haupt-
ebenen) und 8 mit Curven 2. Classe, welche Ebenen also vierfache,
bez. doppelte Beriihrungsebenen der Fliche der Kriimmungscentren
sind*®).

14. Da die Flichen hoherer Ordnung im Allgemeinen nicht Ebe-
nen besitzen, welche den Hauptebenen der Flichen F? entsprechen,
und da auch die fiir die Nabelpunkte einer F* eben entwickelten Ei-
genschaften wesentlich auf dem Umstaude beruhen, dass die Osculan-
ten ganz der Fliche angehdren, so lisst sich iiber singuldre Ebenen
der Normalensysteme der Flichen Loherer Orvdnung wur die eine allge-
meme Figenschaft angeben, dass die E,, stets eine solche mit einer Curve
(n + ryer Classe ist (Nr. 10).

Hingegen muss natiirlich fiir die (windschiefen) geradlinegen Flichen
iiberhaupt etwas Aehnliches sich aussagen lassen wie fiir die 7%, Reelle
Nabelpunlite kann eine solche Fliche, weil ihre Osculanten stets reell sind,
nicht haben. Xs ist aber wieder ersichtlich, dass die Normnalen lings
Jeder der 2w (imagindren) FErzeugenden, welche C3 treffen™*), sich
simmidlich in der durch diese Erzeugende gelegten und C2 beriihrenden
Ebene befinden und dort eine Parabel einlillen, welche auch die Ey-
zeugende berihrt, so dass diese auch eing Normale ist und auf der ge-
nannten Ebene, obgleich in derselben gelegen, semkrecht steht.

Jede dieser Erzeugenden ¢/ geht durch eine Reihe (imagindrer)
Nabelpunkte, deren Zahl gleich der nicht auf g/ gelegenen Schuitt-
punkte von (2 mit der Fliche der zweiten Osculanten der Punkte
von g/ ist; diese zweiten Osculanten erzengen aber die andere Schaar
des Hyperboloids, welches mit der Regelfiiche die betrachtete und zwei
unendlich nahe Erzeugende gemein hat; also liegen auf jeder der 2n
Erzeugenden 3 Nabelpunkte, und da auf andern Erzeugenden keine sich
befinden, so enthilt jede Regelfiiche wer Grades 6n (imagindre) Nabel-
punkie,

*) Vgl. den Aufsatz von Clebsch iiber das Normalenproblem (Borchardt’s
Journ. Bd. 62) und Herrn Kummer’s Abhandlung tber Strahlensysteme 1. and
2. Ordnung § 11. (Abh. der Berliner Acad. von 1866).

=<} Vgl. Darboux a. a. O.
Mathematische Annalen VIL 37
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Das einer Regelfliche zugehirige Normalensystem (2n + rYer Opg.
numy und v Classe, welches bekanntlich aus einer einfach unendlichen
Schaar gleichseitiger hyperbolischer Paraboloide besteht, enthilt also
eine singulire Ebene (E,) mit einer Curve (n~r)%" Classe und 2n (ima-
gindre) singulire Ebenen mit Curven zweiter Classe (Parabeln) *). Diese
Parabeln gehdren zur Schaar der Paraboloide.

Weil _]edes der Normalenparaboloide von der Geraden g, welche
zur Leitgeraden einer Normalenfliche N gewdhlt ist, zweimal getroffen
wird, so begegnet die der g zugehdrige Curve B Jeder Erzeugenden
zweimal und zwei Ebenen der Torse I’ gehen durch jede Erzeugende.

15. Wird eine Erzeugende g° selbst zur Leitgeraden einer Nor-
malenfliiche genommen, so 16st sich von B die Erzeugende g~ selbst ab;
es bleibt als eigentliche Curve B’ der im Allgemeinen nicht auf ¢’
gelegenen Fusspunkte von die g treffenden Normalen eine Curve
(n 4+ r — 1) Ordnung, welche jeder andern Erzeugenden zweimal,
der ¢’ aber in n Punkten begegnet, weil es in jeder Ebene durch ¢
r — 1 Normalen giebt, deren Fusspunkte nicht auf ¢” liegen; » — 2
dieser Punkte sind die Fusspunkte der Normalen auf den Doppelebeneny
durch ¢, deren jede eine der » — 2 die g’ treffenden Erzeugenden
enthilt.

Von der T sondert sich das Kbenenbiischel durch ¢g” ab und es
bleibt eine Torse 77 (w -7 -- 1)t Classe, fiir die das Dualistische
wie fiir B’ gilt; endlich von N 18st sich das Normalenparaboloid lings
g’ ab und es bleibt eine Fliche N” vom Grade 2 (» 4 » — 1), welche
die g* zur (2 n 4 r — 1)-fachen Leitgeraden hat.

Darmstadt, den 12. October 1873.

Nachtrag.

1. Herr von Jonquidres hat Comptes rendus Bd. 58 S. 570 die
Anzahl der Flichen cines Systems (w, v, @) angegeben, welche eine all-
gemeine Fliche F we Ordnung beriihren, nimlich

ey N=nlpm—17+v®n — 1)+ ]

und daraus schon in einer andern Abhandlung Comptes rendus Bd. 61
S. 442, freilich nur durch das Princip der Continuitdt, die Folgerung
gezogen , dass wenn die Fliche F nicht allgemein ist, sondem von der
Ordnunw 7, dem Range s und der Classe m ist (nach meiner Be-

*) Wegen der zwei Schaaren subsumiren sich die F'2? nicht hierunter.
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zeichnungsweise), die Zahl der sie beriihrenden Flichen im Systeme
(w, v, @) ist:
@) N=ym-+vr 4+ on.

Herr Zeuthen hat in den Nouv. Ann. fiir 1868 8. 390 einen Be-
weis der Formel (1) fiir den Fall gegeben, dass das System aus Fli-
chen 2. Grades besteht, und mit Hiilfe derselben die bekannte Zahl
der Normalen aus einem Punkte an eine allgemeine Fliche von neuem
gefunden.

Dieser Beweis ldsst sich ohne irgend welche wesentliche Aende-
rung auch fiir die allgemeinere Formel (2) (wie Herr Zeuthen gewiss
selbst bemerkt hat) benutzen, und ich will ihn in dieser Verallgemei-
nerung hier reproduciren.

Sei nach der Chasles’schen Benennung

ap -+ v+ yo

der Modul fiir die Bedingung Z, d. h. in einem Systeme (u, v, @) von
Flichen 2. Ordnung gebe es ey 4 fv + yo Flichen, welche der
neunten Bedingung Z geniigen, so hat Herr Zeuthen an der genannten
Stelle folgende Formeln ermittelt:

v (6p, P,Z)=10y,
v ( 2, 6P, Z)=10c,
9 4p, 3P, 7Z)= 8a+16ﬁ7
13Bp, 4P, 2)=168+ 8a,
worin ¢, %, ¥ die Anzahl der Kegel, der Kegelschnitte und der
Oberflichen, die aus zwei Fbenen mit in zwei Punkten begrenzter
Schnittlinie bestehen, in dem betreffenden Systeme sind; dabei ist frei-
lich jeder solche Kegel, bez. Kegelschnitt achtfach gerechnet, weil sein
Scheitel sich in 3 gegebenen Ebenen befindet, bez. seine Ebene durch
3 gegebene Punkte geht, wie dies Herr Zeuthen vorher auseinander
gesetzt hat.
Wenn nun Z die Bedingung ist, dass die Fliche F = (n, r, m)
beriihrt werde, so findet sich zunichst leicht:
v (6p, P, F)=10n,
weil es durch 6 Punkte 10 Ebenenpaare giebt, von denen jedes n-fach
zu rechnen ist, indem der eine Grenapunkt seiner Schnittgeraden deren
Befregnunospunkt mit der Ebene, der andere je einer der » Schnitt-
punkte mit F ist; das Duahtatspnnclp giebt:
¥ (p, 6 P, F) =10 m.

Da sich ferner (in einer Ebene) wie bekannt stets n - 27 Kegel-
schnitte befinden, welche eine Curve n'et Ordnung und st Classe, wie
37*
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2. B. den Schnitt der Ebene mit der Fliche F, und 4 Gerade beriih-
ren, so ist
und dualistisch

@(4[),3P,F)=8(m+27)
Die Vergleichung dieser Formeln mit den obigen giebt fiir die Berith-
rung mit ¥

e=m, pf=r, y=n.
Also befinden sich in eimem Systeme (w, v, o) von Flichen zweiten Gra-
des stets mu 4~ rv ++ no Flichen, welche eine Fliche (n, v, m) be-
rithren.

2. Daraus ergiebt sich:

1) weil ein System concentrischer Kugelu alle drei Charakteristiken
gleich 1 hat, so ist die Anzahl der Normalen aus einem Punlkle
an eime Fliche (n, v, m) gleich n 4+ r + m;

2) es ist frither (Math. Ann. Bd. VI, S. 248) von mir gefunden
worden, dass die Classe der Fusspunktsfliche einer Fliche
gleich der Zahl der Rotationsparaboloide ist, welche denselben
zwei Kegeln eingeschrieben sind und die Fliche I’ tangiren.
In einem Systeme von Flichen zweiten Grades, die denselben
zwei Kegeln eingeschrieben sind, befindet sich ein Ebenenpaar,
bestehend aus den beiden gemeinsamen Beriihrungsebenen der
Kegel, dessen Schnittgerade in den Scheiteln der Kegel be-
grenzt ist. Daher ist die Charakteristik p dieses Systems nur 2;
v=2, p=1. Also ist die Zahl der Flichen eines solchen
Systems, welche F beriihren, mithin die Classe der Fusspunkts-
fliiche von F

2m+2r4mn,
wie von mir a. a. O. S. 249 vermuthungsweise ausgespro-

chen ist.
3. Die gefundene Formel
N=mp+rv+ no
{ibertriigt sich unwittelbar auf die Curven wnd abwickelbaren Flichen.
Haben wir eine Curve von der Ordnung »’ und der Classe »”#) (Zahl
der eine Gerade treffenden ’lanoenten) und fassen sie als Fliche
(n, r, m) auf, so ist n =0, r=20', m =1"; also
N=us" 4 vn';
und fasst man eine abwickelbare Fliche von der Ordnung »’ und der
Classe m” als Fliche (n, 7, m) auf, so ist n == v’, r = m’, m = 0, also

*) lch muss hier nothwendig von meiner in der Abh. von Bd. VI gebrauchten
Bezeichnungsweise abgehen.
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N=uvwm' -+ er';
beides in Uebereinstimmung mit den von Herrn Zeuthen Nouv. Anu.
1868 8. 392 gefundenen Zahlen.

4. Es giebt drei einfach unendliche Systeme von Fliichen 2. Ordnung,
fiir die je zwel Charakteristiken O, die dritte 1 ist; nimlich eine Punkt-
reihe, ein ebener Strahlbiischel, ein Ebenenbiischel, deren Elemente
involutorisch gepaart sind; die Charakteristiken sind bez. p = v = 0,
o=1; uy=0=0,v=1; p=1, v=09=0 und eine Fliche
F == (n, r, m) wird ersichtlich bez. von n, », m Flichen jeder dieser
Systeme tangirt, was mit der obigen Formel iibereinstimmt.

5. In gleicher Weise lassen sich auch zwei andere von Herrn
Zeuthen a. a. 0. S, 392—397 gefundene Resultate in die allgemei-
nere Form umsetzen.

Ist noch % die Ordnung der Cuspidalcurve der Fliche F' und
die Classe der Torse der slationiiren Beriihrungsebenen, so ergiebt sich
fiir die® Zall der Flichen 2. Ordnung, welche 7 Bedingungen Z, - - - Z,
geniigen und die Fliche F doppelt beriihren,

N=tAmm—1)+1Brr—1)4+1Cnn—1)
4+ Drn—2)—L(r+3%),+ Enm+ Fir(m—2)—1(r 430,
worin die Zahlen A, B, C, -+ -, F*) allein von den 7 DBedingungen
Z, - - - Z, abhingen.

6. Wenn «, ¢ die Zahlen der Wendetangenten von F' bez. in
einer Ebene und durch einen Punkt sind, so findet sich in derselben
Weise fiir die Zahl der Flichen 2. Ordwung, die den 7 DBedingungen
Z, - - Z. geniigen und F stationir beriihren,

N=4D@n+&+tF@m+o),
worin auch 37 x fur 3n4 « und 3+ 4 ¢ fiir 3m + 6 treten kann.

7. Aus dem letzteren Resultate ergiebt sich nun durch dieselben
Schliisse, wie sie Herr Zeuthen macht, dass die Ordnung der Fliche
der Kriimmungsmittelpunkite fiir F ist:

n =Bn+a)+ B3m+06),
wie in der vorangehenden Abhandlung auf anderem Wege gefunden
worden ist, oder auch
n =6r4x-+4..
8. Die Ermittelung der Formeln fiir N und N, in Nr. 5. und 6.

geschah mit Hiilfe der Formeln (4a) und (11a) in dem Nyt Bidrag
til Laeren om Systemer af Keglesnit (Kopenhagen 1865) des Herrn

) Eine Verwechselung der beiden F ist wohl nicht méglich.
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Zeuthen (der in den Nouv. Ann. 1866 in franzdsischer ‘Uebersetzung
erschienen ist); in diesen Formeln sind die Pliicker’schen Relationen
benutzt; da dieselben fiir in Biischel zerfallende ebene Curven und
“Kegel nicht mehr gelten, so sind die Formeln fiir N und N, auf die
Curven und Torsen nicht in der Weise von Nr. 3. zu iibertragen.

9. Die Grissen A, B, C, D, E, ¥, welche allein von den 7 Be-
dingungen Z,, Zy, - -, Z; abhingen, lassen sich auf einem etwas
umstiindlichen, aber sonst nicht schweren Wege ganz nach der An-
leitung des Herrn Zeuthen als die 6 Charalteristiken des durch die
7 Bedingungen bestimmten doppelt unendlichen Systems wvon  Flichen
2. Grades nachweisen, nimlich:

A=N"Z2p, B=N(1Z2l, C=N(1%2P),
D=NTZLP), E=N1ZpP), F=N@1Zp,1);
etwas Aehnliches gilt bei dem 6 Bedingungen wunterworfenen dreifach
unendlichen Systeme, das nachher von Herrn Zeuthen betrachtet wird;
die 10 Grissen 4, B, C, - - -, K sind dessen Charakteristilien , nimlich:

A=N@®62Z3p), B=N(®6Z30, C=N(®Z3P),
D=N(®22pl), E=N(®Z2pP), F=N®Z2p2],
G=N®Z2,P), H=N6Zp2P), J=N(6Z1,2P),
K=N(®Zpl P).
Es ist wohl kaum einem Zweifel unterworfen, dass dies so weiter

fortgeht; so dass das von Chasles fir e einfach unendliches System
ausgesprochene Geselz sich einem allgemeineren subsumirt.

Darmstadt, den 28. December 1873.



