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Ueber die Correspondenzformel,

Von A. Brirt in DirusTADT.

Im VI. Bande dieser Annalen (S. 38 ff.) habe ich einen Satz be-
wiesen, vermdge dessen das bekannte Chasles’sche Correspondenz-
princip fiir Punkte auf einer Geraden ausgedehnt wird auf Punkte einer
Curve von allgemeinem Geschlecht. Erscheint an jener Stelle der Satz
wesentlich nur als Corollar zu Untersuchungen tiber Correspondenzen-
paare, und werden demnach manche an ihn ankniipfende Fragen dort
unerdriert gelassen, so wird im vorliegenden Aufsatze beabsichtigt,
durch niheres Eingehen auf die Eigenschaften einer einzelnen Corre-
spondenz und ihrer Coincidenzen diese Liicke auszufiillen.

Der a. a. O. gelieferte algebraische Beweis der Correspondenz-
formel (der Formel fiir die Anzahl der Coincidenzen einer Corre-
spondenz auf einer algebraischen Curve) wird in (I.) in geometri-
scher Fassung wiederholt. Die allgemeine Gestalt, welche Cayley
jener Formel gegeben hat, indem er ausser einfachen auch mehr-
fach zu rechnende Punkte der Curve als durch die Correspondenz aunf
einander bezogen annahm, ldsst sich, wie gezeigt wird, aus der vorher
bewiesenen besonderen ableiten, ohne dass es nothig ist, ein Zerfallen
der Correspondenz unter Adjunction der Curvengleichung in einzelne
Correspondenzen zwischen ,einwerthigen Punkten — was tbrigens
in vielen Fillen der Anwendung eintritt — voranszusetzen. Man er-
reicht dies mit Hiilfe eines auf Correspondenzen mit mehrwerthigen
Punkten beziiglichen Satzes (§ 9.), welcher die Vertauschung des un-
abhingig verinderlichen Punkfes mit einem der ihm entsprechenden
Punkte betrifft.

Das Verhalten der Correspondenzen in Doppel-, Rijckkehr- u. s. w.
-Punkten der gegebenen Curve, das in (IIL) betrachtet wird, veran-
lasst eine Unterscheidung zwischen ,eigentlichen“ und ,uneigentlichen*
Coincidenzen, von denen nur die ersteren bei eindeutiger Transformation
der gegebenen Curve nicht verloren gehen kinnen. Eine Reduction
der Correspondenzformel wird ebenso ur durch eigentliche Coinciden- -
zen, welche in singulire Punkte der Curve fallen, hervorgebracht. M-it
Hilfe der in § 21. aufgestellten Regeln lisst sich in jedem Falle die
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Grosse dieser Reduction bestimmen, wobei sich denn ganz allgemein
ergiebt, dass das Vorhandensein von Doppelpunkten nur in Ausnahme-
fallen eine solche nothig macht.

I. Correspondenzen mit einwerthigen Punkten.

1. Vermobge einer Correspondenz ¢ zwischen zwei Punkten »
und y (die man sich als Gleichung zwischen den Coordinaten derselben
vorzustellen hat) moge jedem Punkte z der Ebene eine Curve (y)
L. Ordnung entsprechen, jedem Punkte y eine Curve (z) K. Ordnung.
Sei dazu eine Curve f von der m. Ordnung gegeben, so entsprechen
wegen ¢ jedem Punkte y Km==F Punkte x dieser Curve, jedem Punkte
# Lm =1 Punkte y auf . Es giebt in der Ebene eine Curve von
der Ordnung K 4 L, fiir welche die Curve (y)- durch den Punkt
geht, und umgekehrt. Es giebt also anf [ £ - [ Punkte, fiir welche
einer der correspondirenden Punkte « in y fillt, oder umgekehrt. Wir
werden diese Punkte die Coincidenzpunlite der Correspondenz ¢ nennen;
die Correspondenz selbst, insofern wir sie in der Folge vorzugsweise
in Bezug auf f betrachten, wollen wir durch (%, ) bezeichnen.

2. Gegeben sei nun zwischen den Punkten z und y ausser ¢
eine andere Correspondenz ¢’ = (%, V). Wandert y auf f, so be-
schreiben die Punkte x, welche gleichzeitiz den Correspondenzen ¢
und ¢’ geniigen, eine Curve, deren Grad leicht zu ermitteln ist. Wir
betrachten eine beliebige Gerade (. Einem Punkte x derselben ent-
sprechen vermige ¢’ I’ Punkte y auf /,” jedem von diesen vermdge ¢
eine Curve von der Ordnung K, die auf G I"K Punkte z’ aus-
schneiden. Da nun jedem von diesen wiederum k'L Punkte x ent-
sprechen, so ist die Zahl der Coincidenzen von Punkten z mit Punk-
ten z’ gleich:

VK EL.

mUK+ELy=1k+k'
die Anzahl der Punktepaare «x,y auf f, welche den beiden Correspon-
denzen (k, 1) und (%', 1") zugleich gentigen.

Zeigen die Punkte z und y in jéder der beiden Corresponden-
zen ein symmetrisches Verhalten, ist also k=1, &' =1, so ergiebt
das angefithrte Verfahren nicht nur die Coincidenzen der Punkte Z,
sondern auch die der entsprechenden Punkte y, und die Anzahl der
Paare, welche gleichzeitig den Correspondenzen (k, k), (£', k") gentigen,
ist gleich der Hilfte der oben gefundenen Zahl:

i =Lk

3. Wir betrachten jetzt eine Correspondenz ¢ fiir sich, und zwar

unter der Voraussetzung, dass die Curven (z) und () durch die Punkte ¥

Daher ist:
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bez. z selbst hindurch gehn, welchen sie entsprechen, und wollen, um
gleich die Riicksicht auf die Curve f zu wahren, annehmen, dass einem
Punkte y von [ eine Curve (z) entspreche, von deren 7 Schnittpunkten
mit £ ¢ in y fallen (z. B. durch Berithrung, oder einen vielfachen
Punkt u. s. w.), wir wollen kurz sagen: eine Curve (z) mit einem
Jp-werthigen Schwittpunkt in x = y“. Ebenso sollen vermige derselben
Correspondenz von den ! Schnittpunkten, welche einem Punkte z ent-
- sprechen, 8 wieder in z fallen. Alsdann kann man zunichst zeigen,
dass immer p == 0 ist. Wir werden eine solche Correspondenz in der
Folge durch (5 — y, I — y) bezeichnen.

Wegen eines geometrischer Beweises dieser Behauptung sei es ge-
stattet, auf Nr. Il. zu verweisen; hier mbge ein einfacher algebraischer
Beweis Platz finden.

Man denke sich mit Hiilfe von f(z) = O eine der 3 homogenen
Coordinaten z;, %,, z; des Punktes x, etwa x,, eliminirt, so muss in

24

der Eliminationsgleichung der Factor - — %‘— y-mal auftreten. Eli-
? 2

minirt man dann noch ¥, so enthilt die resultirende Gleichung diesen
Factor my-mal. Aber diese Gleichung kann keine andere sein, als
wenn man umgekehrt erst y; und dann w, eliminirt hiitte, wodurch
denn jener Kactor m 0-mal vorgekommen wire. Daher hat man y=2d.

4. Es mbgen- nun wieder zwei Correspondenzen gegeben sein:
eine der eben betrachteten Art, ¢ = (5" — 9’, 7" — "), mit einem
y" werthigen Punkt in z =y, und eine ¢ = (%, }), welche durch Zu-
sammenfallen von z mit ¢ im Allgemeinen nicht befriedigt wird. Man
suche die Anzahl der Paare von geirennt liegenden Punkten z, y auf f,
welche gleichzeitig beiden geniigen. Von der Anzahl Aller, welche
die letztere Bedingung erfiillen:

kU FIE,

sind diejenigen Punktepaare abzuziihlen, fiir welche  in y fallt. Dies
tritt nun aber nur an denjenigen Stellen von f ein, wo Coincidenzen
von ¢ stattfinden, und zwar an jeder solchen Stelle p’-fach, weil ¢’
dann immer einen p’-fachen Punkt besitzt. Zihlt may also:

7E+D
Paare ab, so bleiben die gesuchten:
B —y)+1E —7)
Paare von getrennt liegenden Punkten.
5. Wir gehn endlich zu dem Falle iiber, dass 2 Correspondenzen
¢o=@F—y,l —y) und @' (k" — 7y, I’ —y’) mit je cinem y- und
y’-werthigen Punkt in # = y gegeben sind. Man denke sich zunfichst

die eine Correspondenz ¢ ein wenig deformirt in eine solche 7= &, b),
Mathematische Apnalen VIIL 39
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welche in # = y keinen ein- oder mehrwerthigen Punkt mehr besitat,
dagegen y diesem benachbarte Punkte auwf f. Nun ist die Anzahl der
Punktepaare, welche den Correspondenzen = und ¢’ geniigen, nach
dem Vorigen:

B 1B —p (1)

Unter diesen Paaren giebt es zwar keine solche von zusamsmenfal-
lender. Punkten mehr, wohl aber noch solche von nahe benachbarten
Punkten z, y, welche zusammenfallen, sobald die Deformation aufhort.
Diese sind zu finden.

Lassen wir den Punkt x auf f wandern, so begleiten ihn die y
Punkte y, welche die deformirte Correspondenz z ergiebt, in unmittel-
barer Nihe. Riickt aber z in die Nihe eines solchen Punktes C von
f, in welchem die Correspondenz ¢’ ausser einem ¢’-fachen Punkt
noch eine Coincidenz besitzt, so riickt auch der coincidirende Punkty
in die Nike von z, fillt in C mit # zusammen und entfernt sich wie-
der, wenn z sich von C entfernt. Wihrend dessen wird aber dieser
Coincidenzpunkt jeden der y Punkte y, welche z begleiten, einmal
passiren, und jeder Durchgang bezeichnet ein Paar von nahe benach-
barten Punkten z, y, welche beiden Correspondenzen z und ¢’ ange-
horen. Jedem Punkte C entsprechen somit y Paare, und, wenn es P’
Coincidenzpunkte der Correspondenz ¢’ giebt, so sind p - P’ Paare ab-
zuziehen. Ks bleiben also:

(p@) =kl + W' —y" k+D—y P
Paare von getrennt fallenden Punkten z, y, welche den beiden Corre-
spondenzen ¢ und ¢’ gleichzeitig geniigen.

6. Nun verfihrt man aber unsymmetriseil, indem man die eine
Correspondenz ¢ deformirt. Hitte man statt dessen ¢ deformirt, so
wiirde man die Formel:

- () =kl U —y B +1)—9'P
erhalten haben, wo P die Anzahl der Coincidenzpunkte der Correspon-
denz @ ist. Da die beiden Werthe (po’) einander gleich sein miissen,
so erhdlt man durch Vergleichung:

Po—p)—0—y) P —F —y)—(0 —75),

4 7’ .

Dieser Quotient hat fiir ¢ dieselbe Form wie fiir ¢’ und muss daher
von der speciellen Form der Correspondenz unabhingig sein; er kann
nur noch von den Constanten der Curve f abhingen. Man findet aus
irgend einer speciellen Correspondenz (z. B. der zwischen dem Beriih-
rungspunkt einer Tangente und den iibrigen Schnittpunkten derselben
bestehenden, fir welche P = der Anzahl der Wendetangenten von f
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ist) den Werth des Quotienten gleich 2 p, wo p das Geschlecht der
Curve [ ist. Daher hat man die Correspondenzformel:

P=k—n+0—n+2p7;
und ferner durch Substitution:

(po)=CE—NC —9)+E —9)E—2)—2pyy".
7. Setzt man noch:
k—y=u; ' —yp =u
l—y=14; U —y' =2,
wo dann also x die Anzahl der vermoge der Correspondenz ¢ = (x,4)
dem Punkte y entsprechenden nicht mit y' zpsammenfallenden Punkie
z ist, 4 die Anzahl der dem Punkt z entsprechenden Punkte y, welche

nicht mit z vereinigt liegen u. s. w., so ist die Ansahl der Coincidens-
punkte der Correspondenz (%, A):

Peuti+2py,
wo y die ,Werthigkeit des Punktes x = y bedeutet. Kerner ist die
Anzahl der den beiden Correspondenzen (%, ) und (%', ") zugleich ent-
sprechenden Punkiepaare z, y:
(o) ="+ 2x" — 2 pyy’.

Ist das Vorkommen der Punkte z und y in jeder der Correspon-
denzen @ und ¢’ ein symmetrisches, so dass also x =4, »" = 4’ ist,
so ist, aus dhnlichen Griinden wie oben (§ 2.), die Zahl der gesuch-
ten Paare gleich der Hilfte von (pg’):

L (o) =un" —pyy

8. Von den obigen Formeln fiir P und (pg") steht hinsichtlich
der Einfachheit der Darstellung keine hinter der anderen zuriick; hin-
sichtlich der Anwendbarkeit verhilt sich die letztere zur ersteren wie
der Ausdruck fiir den Grad der Resultante aus zwei algebraischen Glei-
chungen zu dem fiir den Grad der Discriminante einer solchen. Man
findet die weitere Discussion der Formel fiir (p¢’), sowie eine Aus-
dehnung derselben auf einen allgemeineren Fall in dem oben citirten
Aufsatz im VI Bande d. Ann. durchgefilhrt. An dieser Stelle moge
die Formel fiir P, die , Correspondenzformel“, einer niheren Betrach-
tung unterzogen und insbesondere (in I1.) auf eine solche Yorm gebracht
werden, dass sich der Ausdruck fiir (p ") als eine Folge derselben dar-
. stellen lisst.

) ~
H. Correspondenzen mit mehrwerthigen Punkten.

9. Wenn eine Correspondenz zwischen zwei Punkten £ und ¥y
einer Curve f durch Zusammenfallen von wx mit y hefriedigt wird, so
3%
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ist, wie oben in § 3. gezeigt wurde, diejenige Zahl, welche wir dje
» Werthigkeit“ des Punktes # =y genannt haben, unabhiingig davon,
ob man den Punkt z oder den Punkt y als den O‘egebenen, unabhanolg
verinderlichen betrachtet. Diese Bemerkung lisst sich in folgender
Weise verallgemeinern:

Wenn vermige einer Correspondenz swischen zwei Punkten x und
y eimer Curve [ unter den einem Punkte x' entsprechenden Punkten y
e G~werthiger Punkt y', d. h. ein solcher Punkt vorkommi, in welchem
@ einfache Punkte wo"eim’gt liegm, so st — sofern die Lage des i-werthi-
gen Punktes y' mit der von ’ als continwirlich verinderlich vorausgesetzt
wird — umyg Jekelwt unter den dem Punkt y' entsprechenden Punkten z
der Punlt z’ ebenfalls als ein i-werthiger zu rechnen.

10. Man erkennt die Richtigkeit dieses Satzes leicht fiir den Fall,
dass f eine Gerade ist. Denn die einander entsprechenden Parameter
2 und y der Punkte einer Geraden lassen sich als Coordinaten einer
Curve auffassen, welche, wenn einem jeden Punkt « ¢ gleiche Werthe y
(ausserdem noch andere Werthe %) entsprechen sollen, eine 4-fache
Curve als Bestandtheil besitzt. Vermdge dieser Curve entspricht dann
umgekehrt jedem Werth von 4’ das zugehorige 2" ¢-fach.

Dieser Betrachtungsweise kann, wie dies ahnlich Herr Zeuthen
that (diese Annalen Bd. III., 8. 151), eine allgemeinere Fassung ge-
geben werden, indem man an Stelle der Coordinaten zwei (eraden-
biischel einfiihrt. Wir wollen gleich an den allgemeineren Fall einer
beliebigen Curve [ anschliessen und ausserhalb derselben zwei beliebig
gelegene Punkte 4 und B annehmen, von deren einem A im Strahl

X nach einem Punkte x von f gezogen werden moge. Sucht man die
zu x und den ibrigen Schmttpunkten von X mit f gehtrigen Punkte
y und verbindet Jeden derselben mit B durch einen Strahl Y, so bil-
den, wenn 2 sich bewegt, die Schnittpunkte der Strahlen X, Y eine
Curve C, welche als genau dieselbe entstanden wire, wenn man die
zu den Strahlen Y gehiirigen Strahlen X aufgesucht und mit diesen
geschnitten hitte. Entspricht nun einem Punkte z” von [ unter an-
deren auch ein i-werthiger Pankt y’, der seine Lage continuirlich @n-
dert, wenn z’ dieselbe indert, so enthilt die Curve C eine %-fache
Curve als Bestandtheil, vermige deren denn auch umgekehrt der Strabl
X' dem Strahle Y~ i-fach entspricht. Weil nun aber die Lage der
Scheitel 4, B der Strahlenbiischel beliebig ist, so lisst sich das, was
von dem einem Punktepaare z',y eutbprechenden Strahlenpaare X' Y’
gilt, auf die Punkte z'y’ von [ selbst tibertragen, welche somit die Eigen-
schaft besitzen, einander wechselweise i- -werthig w entsprechen, q. e. d.

11. Durch die vorstehenden Betrachtungen rechtfertigt es sich,
wenn wir in der Kolge bisweilen unsymmetrisch verfahren, indem Wwir
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den Punkt y als den unabhiingig verinderlichen ansehn. Die so ab-
geleiteten Eigenschaften einer Correspondenz kdnnen nach Obigem
keine anderen sein, als man sie erhalten haben wiirde, wenn man den
Punkt z als den unabhiingig veriinderlichen angesehn hitte. Fillt
insbesondere ein ¢-werthiger Punkt y* mit & selbst zusammen, so hat
man den oben (§ 3.) betrachteten Fall. Der Beweis desselben hiitte
einer kleinen Modification bedurft, wenn man noch die Punkte 4 und
B als vereinigt gelegen angenommen hiitte. Diese Modification, auf
welche, mit Bezug auf § 1. der oben erwidhnten Abhandlung im
VI. Bande dieser Annalen (s. d. Druckfehlerverzeichniss zum VI. Bande),
Herr Zeuthen mich aufmerksam gemacht hat, findet man leicht durch
geometrische lnterpretation der oben in § 3. angestellten algebraischen
Betrachtung. Uebrigens lisst sich, wie bereits erwihnt, die besondere
Untersuchung dieses Falls durch Annahme getrennter Lage der Punkte
A, B vermeiden. )

Es mbge hier noch hervorgehoben werden, dass der oben (§ 9.)
ausgesprochene Satz ohne Weiteres auf den von Herrn Zeuthen a.
a. O. uncersuchten Fall, wo die einander entsprechenden Punkte z und
y auf verschiedenen Curven f und F gelegen sind, iibertragen werden |
kann. - :

12. Hat man nun eine Correspondenz mit mehrwerthigen Punk-
ten ®(zy) gegeben, vermoge deren jedem Punkte x der Curve f 1
(nicht in z fallende) i’-werthige Punkte y’, 2” ¢”-werthige Punkte y”
u. s. w. auf f und endlich ein [-werthiger Punkt in z selbst entspre-
chen, so ist die Gesammtzahl aller einem Punkte z entsprechenden
Punkte y gleich zu rechnen:

Fdd F4d"2" 4+ -=T4+A

einwerthigen Punkten, von denen A nicht in z fallen. Die Gesammt-
zahl der einem Punkte y entsprechenden Punkte z findet man in fol-
gender Weise. Man bestimme die Zahl «’ derjenigen Lagen des Punk-
tes ©, welchem der Punkt y als i’-facher Punkt y’ entspricht; dann
entsprechen diese, nach dem obigen Satz, dem Punkte y je als o
werthige Punkte 2'. Aehnlich bestimme man die Anzahl der dem Punkte
y entsprechenden ¢”-werthigen Punkte z” u. s. w. Die Gesammizahl
der einem Punkte y entsprechenden Punkte z ist alsdann gleich zu

rechnen:
F4ie % 4 =T 4K
einfachen Punkten.

13. Auch die Coincidenzen einer solchen Correspondenz sind ver-
schiedenartig. Riiekt nidmlich von den einem Punkte z entsprechen-
den A" i’-werthigen Punkten y’ ein solcher in den Punkt z herein
(abgesehen von dem in y = « schon vorhandenen I-fachen Punkt), so
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ist diese Coincidenz offenbar fiir ¢" Coincidenzen einfacher Punkte 7y
zihlen. Giebt es P’ solcher Coincidenzen, ferner P” Coingidenzen
von ¢”-werthigen Punkten y” mit 2 u. s. w., so sind die simmtlichen
Coincidenzen dquivalent:
P=i{P +i"P' 4 --

Coincidenzen einwerthiger Punkte.

Durch die vorstehenden Erorterungen ist die Correspondenz ¢ auf
eine solche mit einwerthigen Punkten zuriickgefiihrt. Wendet man die
fiir eine solche aufgestellte Correspondenzformel auf sie-an, so- erhilt

man die Gleichung: )
P=K+A+2prl,
oder:

?:I(PI_“I—-l/>+iI’(P’/—_‘“II__AI/)+....-=.)pr.
Dies ist aber eben die von Cayley angegebene Formel (Comptes ren-
dus, T. LXTI, 1866).

14. Mit Hiilfe der in § 12. gemachten Bemerkunaen lasst sich um-
gekehrt der Grad derjenigen Gleichung in den Coordmaten der Punkte
z und y, welche die Beziehung auf der Curve f vermittelt, bestim-
* men. Dieg mbge an dem Beispiel der durch die Tangenten von einem
Punkt z der Curve hergestellten Correspondenz ausgefiihrt werden.

Die Curve [ sei von der m. Ordnung. — Dem Punkte z ent-
sprechen: )

1) die m (m — 1) — 2 Beriihrungspunkte y* der Tangenten des durch
% gehenden Biischels (je doppelt zu rechnen);

2) die (m — 3) {m (m — 1) — 2} iibrigen Schuittpunkte y” dieser
Tangenten;

3) der [m (m — 1) — 2]-fache Punkt in z selbst.

Die Summe aller ist:
m {m (m — 1) — 2}
einfachen Punkten iHquivalent; der Grad der betreffenden Correspon-
denzgleichung in den Coordinaten von y also gleich:
m(m— 1) —2.
Ferner entsprechen einem Punkte y:

1) sofern derselbe als Beriihrungspunkt einer Tangente (also ein
Punkt y') aufgefasst wird: die m — 2 iibrigen Schnittpunkte z',
je 2-fach zu rechnen,

2) sofern derselbe einfachér Schnittpunkt einer Tangente (y”) seit

kann: die (m — 3) {m (m — 1) — 2} einfachen Schnittpunkte
” der Tangenten des Biischels durch y; je einfach.
3) ein [m (m — 1) — 2]-facher Punkt in y selbst,
Die Summe ist:
m (m— 1) (m — 2)
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einfachen Schnittpunkten Hquivalent, woraus hervorgeht, dass der Grad
der Correspondenzgleichung hinsichtlich der Coordinaten des Punktes
y ansteigh auf: )

(m — 1) (m — 2).

15. REin in mehrfacher Hinsicht bemerkenswerthes Beispiel einer
Correspondenz ® mit mehrwerthigen Punkten ist diejenige, welche sich
aus zwei Correspondenzen: («, 4) mit einem p-fachen, und (', 4"), mit
einem p'-fachen Punkt in z = y (denen ein Punktepaar x, y zugleich
gentigen soll) zusammensetzt, und zu einer Bestimmungsgleichung fiir
(p@’) (vgl. § 8.) fithrt. Vermoge (%, 4) entsprechen nimlich einem
Punkte z 4 Punkte y, deren jedem wiederum vermdge (x', ") »" Punkte,
die wir nun als y” bezeichnen wollen, entsprechen. Jedem von diesen
entsprechen riickwirts 4" Punkte (¢7), deren jedem wiederum x Punkte
(z”) eutsprechen. Alsdann ist (p¢’) die Anzahl der Coincidenzen yon
Punkten y” mit #. Die dem Punkt z entsprechenden Punkte y’ sind
je p'-werthige Punkte, wihrend die y” einwerthig sind. Ist noch P
die Anzah) der Coincidenzen der Correspondenz (x, ), so erhilt man
unter Anwendung der erweiterten Correspondenzformel (§ 13.):

gy (P—2—2A)+1-((pg) — %2 —ix)=2p-0=0.
Dies ist aber die in § 6. abf anderem Wege abgeleitete Formel fiir (p ¢').

III. Correspondenzen mit theilweise festen Punkten. Doppel- und
Riickkehrpunkte der gegebenen Curve.

16. Mit Riicksicht darauf, dass, wie man soeben gesehn, eine
Correspondenz mit mehrwerthigen Punkten als ein besonderer Fall
einer solchen mit einwerthigen aufgefasst werden kann, knipfen wir
die folgenden Betrachtungen an die leichter zu iibersehende Correspon-
denz mit einwerthigen Punkten an. Die Correspondenz (x, 1) mit einem
y-werthigen Punkt in # =y dachten wir uns oben (§ 1.) durch eine
Gleichung ¢ (2, y) = O zwischen den Coordinaten der Punkte x und y
gegeben. Wenn nun die Curve [ keine Doppel- und Riickkehrpunkte
besitzt, und die Curven (z) und (y), von der K. und L. Ordnung,
welche die % — K-m — p einem Punkte y entsprechenden Punkte z,
bez. die A = L-m — p einem Punkte z entsprechenden y ausschnei-
det, alle mit z, bezw. y, beweglich sind, so liegen die P Coincidenz-
punkte von (%, 4) auf einer Curve C; deren Gleichung man aus @==0
erhalten wiirde, wenn man darin die Coordinaten von z und y unend-
lich wenig verschieden annihme. Wir kinnen indess ohne diese alge-
braische Operation den Grad dieser Curve C der Coincidenzpunkte ver-
mittelst des Ausdrucks fiir P bestimmen, wenn wir darin die Zahlen
«, A und p durch m, , K und L ausdriicken :
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P=uti+4+2py=m{E+Ltym—3}=m-1,

und beriicksichtigen,'dass diese P Punkte ein vollstindiges Schnitt-
punktsystem auf f bilden miissen. Man erhilt somit fiir den Grad von
C die Zahl:

M=K+ L+ym—3).

" 17. Die Zahl TT bleibt die nimliche, wenn man fiir f eine Curve
mit Doppel- und vielfachen Punkten nimmt, durch welche, ebenso wie
durch feste einfache Punkte von f, die Curven (%) und (y) noch be-
liebig hindurch gehn kénnen. Denn -durch Specialisirung der Con-
stanten in den Gieichungen fir die Curve /" und die Correspondenz
(%, &) wird der Grad der Curve C nicht geéindert. Irgend einem Punkte
y der Curve [ entsprechen dann ausser den p in ihn selbst entfallen:
den Punkten:

a) # mit y bewegliche Punkte;

b) die in festliegende einfache oder mehrfache Punkte 4, 47, -

von f entfallenden Schmttpunkte der Curven (x) und (y) mit f
— Die Punkte 4, 4° - mogen , Ausnakmepunkte® von f
heissen.

Demgemiss findet nun eine Coincidenz statt in folgenden Fillen:

1) Wenn einer der » beweglichen einem Punkte y entsprechenden
Punkte = (oder auch: einer der 1 einem Punkte z entsprechenden
Punkte y, vgl. § 10.) diesem Punkt auf demselben Curvenzweig unend-
lich nahe gelegen ist. Dieser Art sind alle Coincidenzen, welche ein-
treten, wenu f keine Ausnahmepunkte besitzt. Wir wollen dieselben
im Gegensatz zu allen anderen, fiir welche eine jener Eigenschaften
nicht vorhanden ist, eigentliche Coincidenzen nennen. Fir eine gegebene
Correspondenz (x, 4) sel die Anzahl derselben = P,

2) Wenn einer der Ausnahmepunkte 4 mit y zusammenfillt,
d, h. wenn y in einen solchen hereinriickt. — Diese Coincidenzen
sind uneigentliche, wenn von den % beweglichen Punkten z, welche
dem in A liegenden Punkte y entsprechen, keiner in 4 hereinfillt.
Tritt dieser Fall indess fiir irgeud einen Ausnahmepunkt 4 ein, so

kann es sich ereignen, dass in diesen Ausnahmepunidt ezgentlwhe Coin-
cidenzen zu liegen kommen:

I. Wenn von den % Punkten 2, welche einem auf einen bestimmten
Zweige von A angenommenen Punkte y entsprechen, einige auf den-
selben Zweige, auf welchem y liegt, zuriickfallen. (Beispiele § 23. unten.)

II. Wenn jener Ausnahmepunkt 4 ein vielfacher Punkt mit theil-
weise zusammenfallenden Zweigen, z. B. ein Riickkehrpunkt ist. Zwei
in emem solchen Punkt von / vereinigte Punkte der Correspondenz
sind nicht nur als unendlich benachbart, sondern auch als auf dem-
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selben Curvenelemente unendlich benachbart anzusehn, und bilden somit
eine eigentliche Coincidenz.

Die unter I. und II. aufgezihlten, in Ausnahmepunkte entfallen-
den eigentlichen Coincidenzen mogen vereinigt und ihre Summe durch
¢ bezeichnet werden. Diese ¢ Coincidenzen sind dann unter der obigen -
Zahl P’ mit inbegriffen. Es mdge demnach P' — ¢ = P gesetst
werden.

Endlich moge noch @ die Summe aller wncigentlichen Coincidenzen
von (%, A) darstellen.

Aus § 16. folg‘t dann, dass die Gleichung besteht:

Pt Q+o=m-T,
aus welcher sich die Zahl P = P' — o der eigentlichen, nicht in Aus-
_nahmepunkte entfallenden Coincidenzern bestimmen ldsst, wenn man @
und o kennt.
Es moge zunichst die Anzahl @ der uneigentlichen Coincidenzen
ermittelt werden.

19. In einen einfachen Ausnahmepunkt 4 von / moge fiir jede Lage
von ¥ eine Anzahl ¢ der diesem Punkt entsprechenden Schnittpunkte
der Curve (z) entfallen; wihrend von den einem Punkte x entspre-
chenden Punkten 7 in A fallen mogen (wo v und ¢ auch Null sein
konnen).

Riickt nun der Punkt y in A, so entspricht thm einraal der Punkt
A 6-fach, weiter aber entspricht ihm die ganze Curve f z-fach, weil
er selbst jedem Punkt z dieser Curve z-fach entspricht, und man hat

somit:
64z
in A entfallende Coincidenzen*).

20. Aehulich ermittelt man die Anzahl der in einen Doppelpunkt
oder einen vielfachen Punkt von [ entfallenden Pupkte der Curve C.
Man nehme zuniichst an, dass fiir eine gegebeue Correspondenz die
Werthigkeit » des Punktes » = y Null sei, und dass in einem Doppel-
punkt A’ von f jede Curve (z) einen o’-werthigeu, jede Curve (y)
cinen 7’-werthigen Schuittpunkt besitze. Deformirt man nun die Cor-
respondenz ein wenig, so dass die 7" vorher in 4’ entfallenden Punkte
der Curve (y), welche irgend einem Punkte x entsprechen, nicht mehr

#) Diese Coincidenzen gehbren mcht in die Kategorie der eigentlichen Coin-
cidenzen, weil sie nicht dadurch entstanden sind, dass einer der x heweglichen
dem Punkte 4 entsprechenden Punkte x in diesen herein geriickt ist. Firz==10
erkennt man dies direct; ist aber = von Null verschieden, so kann man iiberhaupt
nicht mehr von x discreten dem Punkt A entsprechenden Punkten reden, weil
die ganze Curve [ an deren Stelle getreten ist.
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in A’ selbst, sondern nur dem Punkte A’ pahe benachbart fallen, so
entspricht irgend einem von diesen 7z’ Punkten die ganze Curve f
selbst einfach (wie im vorstehenden §), gehtt also y auf dem Weg
zum Doppelpunkt durch einen solchen hindurch, so erhilt man auf die
oben (ibd.) erdrterte Weise eine einfache Coincidenz; es ergeben sich
so 7" Coincidenzen, zu welchen noch die 6" Coincidenzen kommen,
welche eintreten, wenn y den Punkt A’ selbst passirt, so dass im
Ganzen in A': 6" 4 1z’ Coincidenzen fallen. Geht man nun zu einer
Correspondenz iiber, welche in A" sich ebenso wie die oben bespro-
chene verhilt, ansserdem aber in z = y einen - werthigen Punkt be-
sitzt, so kommen zu jenen 6’ 4 r’ in A’ entfallenden Coincidenzen
noch die 2 » weiteren hinzu, welche durch Zusammenfallen je eines
Zweiges des Doppelpunktes mit den auf den anderen Zweig entfallen-
den p Schnittpunkten eintreten, und man hat im Ganzen:
6+ 2y .
in einen Doppelpunkt entfallende (uneigentliche) Coincidenzen®). Man
findet auf demselben Wege die Anzahl der einem - fachen Punkte A”
von [ entsprechenden Coincidenzen, wenn ¢”, bez. " Schnittpunkte
der Curven (z) und (y) in ihn entfallen, gleich:
"+ +i(i—1)y.

21. Haben also vermége einer Correspondenz (x, 1) (die iibrigens
nicht blos einwerthige, sondern auch beliebig vielwerthige Punkte be-
sitzen kann) die Curven () und (y) in irgend einem festen i-fachen
(,Ausnahme“-)Punkte 4 von f (5 =1, 2, - - -) bezw. einen ¢- und z-
werthigen Schnittpunkt, und ist die Anzahl der beweglichen einwerthi-
gen Punkte, welche einem Punkt y, bez. z entsprechen (mehrwerthige
denke man sich in einwerthige zerlegt):

x=m-K—X6—y; A=m-L—2v—yp,

wo das Zeichen ¥ die Summe iiber die allen Ausnabmepunkten ent-

*) Die 6" 4 z’ ersteren Coincidenzen sind uneigentliche aus dem in der vor-
hergehenden Note angefiihrten Grunde; die 2y anderen sind gleichfalls solche,
und zwar nicht nur fiir den Fall, dass 4" ein Doppelpunkt mit getrennten Tan-
genten ist, sondern auch noch, wenn derselbe ein Riickkehrpunkt ist. Man er-
kenunt das Letztere am besten an dem besonderen Fall, wo 7’ =0, ¢ aber von
Null verschieden ist, fiir welchen im Allgemeinen keiner von den » dem Punkte
A’ entsprechenden Punkten z in denselben hereinfillt, so dass also die eine Be-
dingung der eigentlichen Coincidenz unerfiillt bleibt. — Wenn fiir ¢’ =1 =0
y von den x dem Punkt A entsprechenden Punkten in A zuriickfallen, wodurch
dann, wenn A ein Riickkehrpunkt ist, y eigentliche Coincidenzen entstehn, so
muss man hiernach annehmen, dass dieselben zu jenen 2y uneigentlichen Coinci-
denzen hinzugetreten sind, was sich in der That in einzelnen Fillen leicht nach-
weisen lisst. — Eine Bestitigung der obigen Schliisse gewihrt dbrigens die Be-
merkung in § 22.
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sprechenden Zahlen bedeutet, so ist die Anzahl aller uneigentlichen
Coincidenzen nach Vorstehendem:

Q=0+ Tety- Zili—1),
wo die letzte Summe £ sich iiber alle Ausnahmepunkte von [ erstreckt.

Substituirt man diesen Werth von @ in die Gleichung des § 18., so
erhilt man, indem man noch den Ausdruck fiir TT einsetzt:

P=m-M—Q—-o=x-+44+2py—aq,

p=tmim—3)+1—24iG—1),
das Geschlecht der Curve f ist. Man hat ferner fiir die Anzall P’
aller eigentlichen (§ 11.) Coincidenzen:
P =u+i+2py,

also genau die frithere Correspondenzformel (§ 7.), wihrend P die An-
zahl derjenigen eigentlichen Coincidenzen bedeutet, welche nicht in
Ausnahmepunkte von f fallen. Um P aus der Correspondenzformel
(P’) zu erhalten, hat man eine Reduction @ an derselben anzubringen,
welche sich aus den wegen der einzelnen Ausnahmepunkte anzubringen-
den Reductioner zusammensetzt. Die lefztere aber findet man (§ 18.),
indem man die Anzahl derjenigen von den x ecinem Ausnahmepunkte 4
entsprechenden einwerthigen Punkten x bestimmt, welche i A zuriick-
fallen (und zwar fiir einen vielfachep Punkt 4 mit getrennten Zweigen
auf denselben Zweig, auf welchem y angenommen wurde). Dies ist
(fiir jeden Zweig von 4 und) fiir alle Ausnahmepunkte 4 auszufithren.
Die Summe der so erhaltenen Zahlen ist o. — Insbesondere fiir Riick-
kelrpunkte gilt diese Regel ohne den in Klammern zugefiigten Vor-
behalt.

An Stelle der Correspondenzformel des § 7. (fiir P’) tritt die des
§ 13., wenn die Correspopdenz (%, ) durch eine solche mit mehr-
werthigen Punkten ersetzt wird. Die Regel fir Bestimmung der Re-
duction @ bleibt aber die nimliche auch fiir diesen Fall. »

929, Handelt es sich in den Fillen der Anwendung mejst um den
Werth des reducirten Ausdrucks P, so lisst sich doch auch dem Aus-
druck P’ ein nicht unwichtiger geometrischer Sinn unterlegen. Jede
Correspondenz behilt nimlich offenbar ihre Bedeutung fiir alle durch
eindeutige Transformation aus einander ableitbaren Curven, sowohl
was die Zahlen %, 4, y, als auch was die Gesammtzahl P’ der eigent-
lichen Coincidenzen angeht. Denn die Eigenschaft zweier Punkte, auf
demselben Curvenelement von / unendlich nahe_ benachbart zu liegen,
ist eine durch eindeutige Transformation unzerstorbare, ob dieses Ele-
ment nun ein emfaches Curvenelement von f ist, oder mit anderen
Elementen zu einem vielfachen Punkt von f vereinigt, oder endlich in

WO
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einen Riickkehrpunkt von f umgefaltet ist. Man muss also schliessen,
dass eine z. B. in einen Riickkehrpunkt 4 von f entfallende eigent-
liche Coincidenz bei einer eindeutigen Transformation von f, durch
welche der Riickkehrpunkt zerstort wird (was immer moglich ist, in-
dem man die Trapsformationscurven durch 4 gehn lésst), in eine eigent-
liche Coincidenz der gewohnlichen Art auf der transformirten Curve
iibergeht. Dies war aus anderen Griinden zu erwarten.

23. Wie sich die wegen vorhandener Doppel- oder Riickkehrpunkte
der Curve [ an der Forwel fir P’ anzubrmgende Reduction in einzelnen
Fillen gestaltet, moge im Folgenden an einigen Beispielen gezeigt
werden. Die auch sonst bemerkenswerthen Beispiele d) und f) verdanke
ich einer Mittheilung meines Collegen Sturm. ‘

a) Die Correspondenz (m—1, m—1),*) zwischen je 2 Schnitt-
punkten z und y einer Curve f (von der Ordnung m und dem Ge-
schlecht p) und einer Geraden, welche durch einen gegebenen Punkt
B ausserhalb f geht, hat zu- Coincidenzpunkten die 2m - 2p —2
Beriihrangspunkte der Tangenten des Geradenbiischels durch B. Ein
Doppelpunkt 4, welchen [ besitzt, verindert diese Zahl nicht, weil,
wenn der Punkt 4 in A riickt, von den ihm entsprechenden %=m—1
(im Allgemeinen nicht in y fallenden) Punkten x nur einer wieder in
den Doppelpunkt 4, und zwar auf den anderen Zweig desselben fallt.
Dagegen bringt jeder Riickkehrpunkt, aus den (§ 21.) angeftihrten
Griinden, eine Reduction um 1 hervor. Die Zahl der nicht in Aus-
nahmepunkte von f entfallenden eigentlichen Coincidenzen ist also,
wenn f B Riickkehrpunkte besitzt:

P—2m+2p—2—8.

b) Die Anzahl der von einem Doppelpunkt A aus an die Curve [
construirbaren Tangenten ist 2m 4 2p — 8. Sie berithren in den
(Jomcldempunkten einer Correspondenz (m—3, m—3), zwischen den
Schnittpunkten einer beliebig durch 4 freleoten Geraden mit f. Diese
Zahl erfihrt keine Reduction , wenn A4 in einen Riickkehrpunkt iiber-
geht; denn von den ihm als Punkt y entsprechenden x==m—3 Punk-
ten x (deu iibrigen Schuittpunkten der Rickkehrtangente in A’) fillt
keiner in 4 zuruek
- ¢) Die von Jonquigres (Borchardt’s Journal Bd 66) und Cay-
ley (Transact. R. Soc. Vol. 158) aufgesteliten Formeln fiir die Anzahl
der eine gegebene Curve f berithrenden Curven, welche noch gewissen
dusseren Bedingungen unterliegen, stimmen mit den (diese Annalen

) Hier wie in den folgenden Beispielen moge der Kiirze wegen fiir eine
Co.rres'pondenz, die (§ 7.) durch die Klammer (x,1) charakterisirt wird, die Wer-
thigkeit y des Punktes x = y als unterer Index beigefigt werden: (%, 2),-
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Bd. 1V, S. 548, und Bd. VI, S. 46 ff.) von mir aufgestellten Formeln
tiberein, obgleich an letzterer Stelle jene Bedingungen theilweise ersetat
sind durch die, dass die Curven noch durch die Doppelpunkte von f
gehn sollen. KEs geht daraus hervor, dass Doppelpunkte yon f eine
besondere Reduction ¢ an jenen Formeln fiir die Anzahl der Berith-
rungscurven in keinem Falle yeranlassen. Riickkehrpunkte bewirken
- nur dann eine Reduction, wenn die Schaar der Beriihrungscurven nicht
durch sie hindurchgeht. — Man verificirt dies leicht mit Hiilfe der oben
angegebenen Regeln.

d) Sind 2 ebene Curven A und B eindeutig auf einander bezogen,
so dass jedem Punkt von A eipe Tangente von B entspricht und um-
gekehrt, so ist die Anzahl derjenigen Punkte von 4, durch welche je
die entsprechende Tangente durchgeht, gleich der Anzahl der Coinci-
denzen einer Correspondenz (m, ), zwischen einem Punkt y von 4
und den m Schnittpunkten z von .4 mit der dem y entsprechenden
Tangente von B. Diese Zahl ist aber gleich m--r, wenn m der Grad
von A4 und r die Classe von B bedeutet, Weder Doppel- noch Riick-
kehrpunkte sind hierbei von Einfluss. — Hat man die niimliche Be-
ziehung zwischen 2 Raumcurven 4 und B, so wird die Classe der ab-
wickelbaren Fliche, welche die durch entsprechende Elemente {Punkt von
A und Tangente von B) gelegten Ebenen wmhiillen, ebenfulls =m +r
sein, wenn m und r ihre Bedeutung auch fiir die Raumcurven behal-
ten. — Denn durch Projection derselben auf eine beliebige Ebene er-
hilt man die vorige Beziehung. .

¢) Schneiden die Qurven eines einfach unendlichen Cyrvenbiischels B
(welches beliebig einfache oder Doppel- und Riickkehrpunkte von fzu Ba-
sispunkten besitzen mag) die Curvef in M beweglichen Punkten, so besteht
zwischen je zweien dieser Punkte eine Correspondenz ¢ =(M—1, M—1),,
Ist noch ein anderes Biischel B’ gegeben, das in M’ beweglichen Punk-
ten schneidet und.zu einer Correspondenz ¢'==(M'—1, M'—1), Ver-
anlassung giebt, so ist die Angahl der den Beiden gleichzeitig ange-
horenden Punktepaare (wegen des symmetrischen Verhaltens beider
Correspondenzen, vgl.'§ 7.):

(g9 )=UHU—1)(M'—1)—p.
Man hitte diese Punkte aber auch im Sinne des § 15. als Coincidenz-
punkte einer Correspondenz ® auffassen kbnnen, welche besteht zwi-
schen einem Punkty von f und: 1) den M— 1 Punkten z, welche ver-
mbge ¢ dem y entsprechen; 2) den (M—1) (M'—1) Punkten z’, von
denen vermdge ¢’ je M'—1 einem jemer Punkte z entsprechen. —
Man kann diese Auffassung zur Berechnung der Reduction benutzen,
welche durch die d Doppel- und g Riickkehrpunkte von f, die nicht
Basispunkte der Biischel & und B’ sind, veranlasst wird. Lisst man .
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nimlich den Punkt y auf einen Zweig eines Doppelpunktes 4 von f
riicken, so entspricht ihm ansser M —2 ausserhalb 4 gelegenen Punk-
ten z ein Punkt z anf dem anderen Zweig, wihrend einer der diesem
entsprechenden M’ —1 Punkte 2" auf den Zweig zurtickfillt, auf dem y
liegt. Die Coincidenz " mit y ist demnach eine eigentliche; zu ihr
gehort die Coincidenz auf dem anderen Zweig (wegen des eigenthiim-
lichen Verhaltens der gegebenen Correspondenz gruppiren sich die Co-
incidenzen je zu Paaxen welche ans Griinden der Symmetne doppelt
auftreten), und die Aahl der gesuchten Paare ist:
o) —d—B=MU—-H(M'—-1)—p—d—8,

wo noch f einfach in Abzug gebracht worden ist, weil Doppel- und
Ritekkehrpunkte im vorliegenden Falle sich nicht versehieden verhalten,

f) Gegeben sei wie in e) ein einfach unendliches Biischel, das in -
M beweglichen Punkten, werunter die Punkie z und y sich befinden
mogen, die Curve f schneidet, Es soll die Anzahl derjenigen Paare
von Schnittpunkten z, y bestimmt werden, welche in Bezug auf einen
beliebig gegebenen Kegelsehnitt polar gelegen sind. Ein solches Paar
muss Luolelch den belden Correspondenzen: @ =(M—1, M—1), und
@’ = (m, m), (die letztere zwischen einem Punkt y von / und den m
Schuittpunkten z der Polaren zu y) geniigen. Man erhilt so:

+(pg) =m(U—1)
fiir die Anzahl der gesuchten Paare. Diese Zahl erfihrt weder durch
Doppel- noch durch Riickkehrpunkte eine Reduction, indem eigentliche
Coincidenzen in den Ausnahmepunkten nicht vorhanden sind.

Darmstadt, im Februar 1874.



