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Ein Beweis des Additionstheorems fiir die hyperelliptischen
‘ Integrale.

Von Ap. ScaoMaxx in BerLin,

Der Abel’sche Satz, dass eine Summe von hyperelliptischen In-
tegralen dritter Gattung mit dem Parameter ¢ sich als eine bestimmte
logarithmische Function dieses Parameters darstellen lasse, fithrt um-
gekehrt' auf den Gedanken, aus der Natur der logarithmischen Function
ihre Darstellung durch Integrale herzuleiten, in denen das Argument
der Function als unabhiingiger Parameter der Integrale erscheint. Rine
derartige Darstellung liefert im Allgemeinen die Theorie complexer
Variabelen, welche eine in einem bestimmten Gebiete einliufige und
stetige Function durch ein iiber die Grenzen jenes Gebietes sich er-
streckendes Integral ausdriicken lehrt, welches als Parameter das Ar-
gument der Function enthilt. Indem ich diesen Ideengang verfolge,
hat der Beweis, welchen ich fiir das Additionstheorem der hyperellipti-
schen Integrale gebe, jene Theorie zur Grundlage und ist wesentlich
aus einer charakteristischen Eigenschaft der logarithmischen Function
geschopft. Sobald die gesuchte Darstellung gewonnen und das Theo-
rem fiir die dritte Gattung von hyperelliptischen Integralen zam Aus-
druck gebracht ist, setzt eine Vergleichung der Coefficienten der bei-
den Reihen, in welche sich die Fungtion und ihre Darstellung ent-
wickeln lisst, das Theorem fiir die erste und zweite Gattung unmittelbar
in Evidenz. Sucht man, von demselben Gesichtspunkt ausgehend, das
Additionstheorem fiir die allgemeinsten Formen Abel’scher Integrale
herzuleiten, so wird man im Wesentlichen auf die Beweisform gefiihrt,
welche Clebsch und Gordan in ihrem Werk ,Theorie der Abel’-
schen Functionen® gegeben haben. Gleichwohl, hoffe ich, wird der
Beweis, welchen ich votlege, gerade weil er durch Beschr:'inkung az.zf
die hyperelliptischen Integrale sich so iiberaus einfach und dnrchS}cl':tlg
gestaltet, den Lesern dieses Journals nach Inhalt und Form einiges

Interesse bieten.
§ 1
Essei = (2—a,) (z—ay) -+ (2 — @y, o) €ine ganze ratio-
nale Function von geradem Grade; der Fall, in welchem 7’ eine ganze
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rationale Function von ungeradem Grade ist, wird in der Folge auf
jenen zuriickgefithrt werden. Ferner seien M und N ganze rationale
Functionen von z dergestalt, dass die Function M -+ Ny fiir 2 = oo
von der n'®» Ordnung unendlich wird; ausserdem gelte die Beschrin-
kung, dass M und %* keine gemeinschaftliche Whurzel haben. Die
Werthe von z, welche den beiden Gleichungen
= (2 —a) (@—ay) -+ (7 — Gaot2)

und M-+ Ny==0 genfigen, sind Wurzeln der Gleichung M*—y? N*=,
Sollte diese Gleichung gleiche Wurzeln haben, so denke man die Coef-
ficienten in M und N so geindert, dass dieser Fall zuniichst vermie-
den werde. Jede Wurzel 2, der Gleichung wird entweder den Factor
M + Ny oder M — Ny zu Null machen, so dass jeder Wurzel 2, ein
Werth %, adjungirt ist, je nachdem jener Factor oder dieser verschwin-
det. Inwieweit von den gemachten Voraussetzungen Abstand genom-
men werden darf, wird nach erfolgter Darlegung des Theorems klar
liegen; vorliufiz mige zur Vereinfachung der Darstellang daran fest-
gehalten werden.

£

Nach diesen Vorbemerkungen beschriinke man die Vieldeutigkeit
.1 . I .
der Function v Ig Ty, 2 folgender Weise. Man nehme einen

Punkt 0 an, von dem aus alle singuliiren Punkte, sowohl diejenigen,
fiir welche die Function logarithmische, als auch diejenigen, fiir welche
sie algebraische Unstetigkeiten zeigt, nach verschiedenen Richtungen
liegen, und ‘setze voraus, dass die singuliren Punkte a@,a,---- G20-+2
in der Ordnung mit Indices versehen seien, wie sie in Richtung der
wachsenden Winkel einander folgen. Alsdann wihble man fiir ein Ar-
gument z im Bereich von ayqq2 einen bestimmten Werth + % und den-
jenigen Logarithmus, welcher, ohne dass z aus dem Bereich dieses
Punktes herausgetreten ist, fiir asys verschwindet; unter dem Bereich
des Punktes @rpt2 sei aber eine Kreisfliche um @so42 verstanden,
welche sich bis zum nichstgelegenen singuliren Punkt ausdehnt. Bei
dieser Annahme ist der Punkt asg4e fiir jedes Gebiet (/ler z Fliche,
welches ausser @zq» keinen singuliiren Punkt enthilt, seiner Singula-

ritit fiir die Function -%— Ig %:t—%% entkleidet; denn in hinling-

licher Nihe von @;g4.» lisst sich die Function durch die Reihe
2 {% + ﬂ;(%) + 3;-(%)3 + - in inf,} darstellen, deren Werth
bei einem Umlaut’ des Arguments um 2942 sich nicht dndert und fir
N(azo o)
M(a29+2)
Jenes Gebiet, in welchem die Function nunmehr eindeutig definirt ist,
lasst sich bis zu folgenden Grenzen ausdehnen. Man umgebe jeden

% == G242 den eindeutigen endlichen Werth 2 annimmt.
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der singunliren Punkte g, a, --- - - azg+1, sowie jede der 2n Wurzeln
242y vnn 22, durch Linien, welche vom Pynkte o geradlinig nach dem
singuliren Punkte ausgehen, diesen in einem kleinen Kreise um-
schliessen und alsdann geradlinig nach dem Punkte o zuriicklaufen.
Gestattet man der unabhingigen Variabeln nur solche Wege, welche
jene Linien nicht schneiden, so wird bei jedem geschlossenen Wege
die Function zu ihrem Anfangswerth zuriickkehren; die Funection wird
also, da der Punkt z = oo keine Singularitit anfweist, in dem ganzen
Gebiete T der z-Ebene einliufig und stetig sein, welches apsserhalb
jener Linjen gelegen ist. Jede einzelue Linie, welche zum Zweck der
Ausschliessung eines singuliren Punktes verzeichnet ist, mdge Schleife
des singuliren Puuktes heissen.

Nun sei z, eine Wurzel von M -+ Ny, und man lasse z auf dem
kleinen Kreise, welcher 2z, umschliesst, in Richtung der wachsenden
Winkel 2z, umlaufen. Da nach der Voraussetzung 2z, eine einfache
Wurzel der Gleichung M? — N?#? = () ist, und fiir 2, die Functio-
nen M und % nicht gleichzeitig verschwinden, so ist M 4 Nu um so
mehr proportional mit (2 — 2,), je niher z an den Punkt z, heran-
geht, wihrend 2, fir M — Nz keine Wurzel ist. Es wird demnach

lg %i—NJ\LZ um 2 zi zunehmen upd die oben betrachtete Function um

22 . . . 3
—-:)53 wachsen. Wire 2, hingegen eine Wurzel yon M — Ny gewesen,

so wiirde die Function um g—:—”— abgenommen haben. So oft daher die
Variabele die Schleife einer logarithmischen Unstetigkeit umliuft, nimmt

die Function um - E—;ﬁ) zu, je nachdem M - Ny oder M — Ny

fiir das Argument 2, zu Null wird.

Wenn man daher die Variabele auf zwei verschiedenen Wegen
von dem Punkte a@so12 aus nach dem Beginn des Schleifenkreises um
a, gelangen lisst, auf einem, welcher geradlinig zu ¢ und von da aus
auf den Grenzen des T Gebietes in positiver Winkelrichtung entlang
fiihrt, und auf einem anderen, welcher von @zp45 an geradlinig nach
0, von da aus aber unmitfelbar geradlinig zum Anfangspunkt des Schlei-
fenkreises um ¢, sich fortsetzt, so werden sich die Werthe, welche die

Function am Ende beider Wege annimmt, um ?—g—iqt unterscheiden,
wenn ¢, die Differenz zwischen der Anzahl der innerhalb des Winkel-
blatts (a,, 4206;) gelegenen Waurzeln von M 4 N7y und M — N7 be-
zeichnet. Wiirde man daher den Functionswerth am Ende des ersten

1 M+ N 2 .

Weges durch F Ig 71—[:—_}"—?7—; + =5 n darstellen, wo der Logarithmus

fir z = lim @, verschwinde, so wirde der Functionswerth am Ende
Mathematische Annalen, VIL 40
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des zweiten Weges sich in der Form % lg H + -2-;’;1 (py — q)
ausdriicken lassen. Die ersten Terme in diesen Functionswerthen indern
sich bei einem Umlauf um @, nicht, die zweiten dagegen wechseln ihr Zei-
M4-Ny

M— Ny’
deren Logarithmus fiir z=lim @, _, verschwindet, auf einem Wege lings
der Grenze des T- Gebietes am Beginn des Schleifenkreises von a, den

1 M4 Ny 2me . . .
Werth o g W=y -+ oy annehme, worin der Logarithmus fiir

#=1lim a, zu Null wird, so muss die urspriinglich definirte Function,
wenn die Variabele von asg4s aus geradlinig nach o und von da
aus auf der Grenze des 7'-Gebietes in positiver Winkelrichtung
nach a, liuft, einen Werth annehmen, der sich in der Form

1 M4 N 2 7e “
=g TIT.:F_N% -+ »1772(10‘ — Pr—14 Px—z — - - - p,) darstellen lisst,

worin der Logarithmus fiir z = lim a, verschwindet. Wenn demnach
die Variabele die Grenze des T'-Gebietes umschritten und von o aus
geradlinig nach agp4e zuriickgekehrt ist, so muss, da die Function
ihren urspriinglichen Werth wieder annimmt,

chen. Setzt man daher voraus, dass allgemein eine Function% ig

1., M4N t, M+4+Nq , 2=i
;18M1‘NZ=;;18'M_NZ+7(P29+2—p29+1+p29—-'-'*101)
sein. Die Logarithmen verschwinden beide fiir 2 = lim Qg2 €8 st
daher p2gps — Prgqr 4 p2o — - -+ - — p; =0, oder in anderer Form

+1

2 P2xt1= = D2x .
0

1

Lasst man dagegen die Variabele von ase.. geradlinig nach o
und von da unmittelbar geradlinig zu dem Anfangspunkt des Schlei-
fenkreises von @, gehen, dann aber, ohne a, zu umschreiten, nach o
anf demselben Wege zuriicklaufen und von da wieder ohne Riicksicht
auf die logarithmischen Schleifen, sogleich auf der Schleife von a, bis
zum Beginn ihres Kreises den Weg fortsetzen, so wird die Function,
wenn die Variabele in analoger Weise von @, zu a,, von a, zu @,
u. s. f. bis za a,, ohne je eine Singularitit der Function zu umschrei-
ten, ihren Lauf nimmt, bei Beginn des Schleifenkreises von «, die Form
haben % lg ﬁf%-ﬁ{? { (e + (o1 — s) - (B — ) |-
Hierin verschwindet der Logarithmus fiir # = lim a,, wihrend g, die
Differenz zwischen der Anzahl der in dem Winkelblatt (a,_0a.) ge-
legenen Wurzeln von M + Ny und M — Ny bezeichnet. Ist die
Variabele auf dem so charakterisirten Wege.zn dem Ausgangspunkt
zurlickgekehrt, so muss die Function, da das Argument nie einen sin-
guliren Punkt umschritten hat, den Anfangswerth wieder erhalten.
Da aber der Endwerth in der Form
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)+)
1 ",ﬁ+%z+2"”§§px 4 qxg

sich darstellt und der erste Term mit dem Ausgangswerth der Function
ibereinstimmt, denn in beiden verschwinden die Logarithmen fur
z_lim G2g42, $0 muss der zweite Term Null sein. Es ist daher

2 +0
2 £ Py = §: ¢-. Beide Relationen werden fiir spitere Transforma-

tlonen herangezogen werden.

§ 2.

Ist # irgend ein Punkt im Gebiete T, so bildet ein kleiner Kreis
um ¢ mit der Begrenzung von 7' zusammen eine neue Begrenzung fiir
eine Fliche, innerhalb welcher die Function (Z_l — lg %—*—N’] ein-
liufig und stetig ist. Eiue Integration iiber diese Beorenzunv hat den
Werth Null. Dabei ist zu bemerken, dass, wenn z die Grenzen des
T- Gebietes in positiver Winkelrichtung umliuft, der Grenzkreis um ¢
gleichfalls in positiver Winkelrichtung zu umschreiten ist, Die Aus-
fihrung dieser Integration fiihrt zu einer Darstellung der Function
1 M+ Ny
T8 Ty
elliptischen Integrale dritter Gattung in sich schliesst.

welche gleichzeitig das Additionstheorem fiir die hyper-

in der That, die Integration lings des kleinen Kreises um ¢ in

positiver kaelrlchtuu(r liefert den Werth > 7(7 g M%i*i:—g—:j—%(% , wobei

lt) lg %%;—'l—'ﬁ%zg) denjenigen-Werth bedeutet, welchen —71- 1g
annimmt, wenn Z von @y,4» aus in dem Gebiete 7' nach ¢ gelangt,
wihrend andererseits die Integration iiber die Begrenzung des Z7-Ge-
bietes zu hyperelliptischen Integralen Veranlassung giebt, in denen ¢
als unabhiingiger Parameter auttritt. Diese Integration zerfillt in eine
Anzahl solcher, welche sich iiber die Schleifen der logarithmischen Un-
stetigkeiten 2, erstrecken, und in eine Reihe solcher, welche sich iiber

die Schleifen der algebraischen Unstetigkeiten @, @, ---- azo.41 aus-
dehnen.
Ist 2, eine Waurzel von M -+ N7, so wird die Function
1 M+ Ny

T 97 & W=y

bei einem Umlauf um z, um ;- Z”t) zunehmen ; daher werden sich bei

der Integration von o bis z, und von 2, zuriick nach o die Bestand-

theile, welche die logarithmische Function enthalten, gegenseitig auf-
40%
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heben, und da das Integral um den unendlich kleinen Kreis, welcher
7, umgiebt, sich auf Null reducirt, so bleibt als Bestand fiir die In-

tegration 2x1 J = t)"]. Wire 2, eine Wurzel von M — Ny gewesen,

5o wére als Ergebniss der Intecrratlon — 2mi ‘f(z hervorgegangen.

u
Es sind daher dieIntegrationsresultate iiber die Schlelfen, welche 2, 2,-- -2y,

umfassen, in der Form zusammenzufassen 2mi E’ 'ﬁ T 1,

denjenigen Werth anzeigt, welcher dem 2z, adjunglrt ist.

Die Integration iiber eine Schleife, welche einen singuldren Punkt
@, umschliesst, zerfillt in ein geradliniges Integral von o bis a,, in
ein zweltes, welches iiber den Schleifenkreis auszufiihren ist, und end-
lich in ein drittes, welches sich von a, geradlinig nach o erstreckt.
Die Function hat auf dem Wege von o bis @, den Werth

1 M4+ N 2
(z—1)n 1’3 llf-*_N:;7 + (Zj;)ﬂ (17z"“px—1+p,,_2—-. . 1),
sie geht nach einem Umlauf auf dem Schleifenkreise in
1 M+ N 2w
(z—t)nlg Mi_Nz z__ntm(lo»--px_l—l—pz_z ..... )

iiber, es zerstoren sich daher bei der Integration diejenigen Terme,
welche die logarithmischen Functionen enthalten, und da das Integral
um den Punkt @, verschwindet, so ist das Resultat der Integration

47 (P — Pr—1F Px—2— -+ D) J(z t) . Bezeichnet man das

Integral ﬂz s Yarw mit A%, so lassen sich die Ergebnisse der Inte-

gration uber die Schleifen, welche @, a, -+ @241 umschliessen, in der

2041
Form darstellen 4xi§¢ A (py — Pres + Pu—z — - - -+ p)).
1
Aus den bisherigen Entwickeluncren ist mithin folgende Darstel-
lung der Function — lo M+

YHOENO@) _ & 0 )
I)1?('?)1"1%(0 N0 —2 /(z—tm—i" 24, (px—pemr Pz 0:
1

Diese Darstellung ist gultlg fir jeden Punkt im Gebiete 7. Zu-

gewonnen

-
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gleich schliesst sie in sich das Additionstheorem fiir die hyperellipti-
schen Integrale dritter Gattung, dem im folgenden Paragraphen noch
eine andere Form gegeben werden mag,

§ 3.

0
Die Integrale J G———ﬁj)—n , welche in Formel (I.) auftreten, sind
zﬂq‘u -

geradlinig von 2, bis o zu erstrecken mit demjenigen %, welches dem
2z, adjungirt ist. Statt dessen lisst sich die Integration von z, nach
@, und von a, geradlinig nach o wihlen, vorausgesetzt, dass jemer
ohne eine Ueberschreitung eines Punktes ¢, oder eines singuliren Punk-
tes @, in diesen iibergefilhrt werden kann; der Weg von z, nach g,
ist aber stets so zu nehmen moglich, dass diese Voraussetzung erfillt

[
. . T ds
ist. Es ist daher j T

. 2uTlu
Wourzel von M- Ny oder M— Ny ist. Die Summation in Formel (I,)
erstreckt sich iiber alle Wurzeln sowohl von M-+ Ny als von M — Ny;
es wird also — 4Y so oft bei der Summation auftreten, als der Unter-

schied zwischen der Anzahl jener Wurzeln von der Anzahl dieser be-

2042
tragt, das ist ﬁ" ¢,-mal. Demnach ist

1

Gy
= f‘(z.‘iztm F 4P, je nachdem z, eine
VI

27 9 az 27 :#Z:{‘z @ 20-+2
D ot =D [ A e
1 20y 1 N 1

Wiirde man die z-Ebene in Riicksicht auf 5 als zweiblitirige Rie-
mann sche Fliche fassen, deren Verzweigungsschnitte geradlinig von
den singuliiren Punkten ins Unendliche auslaufende und in ihrer Rich-
tung durch o bestimmte Strahlen sind, so misste der Integrationsweg
von a, bis 2, stets in demjenigen Blatte verlaufen, welches 7, angeigts
im Uebrigen wire er in Riicksicht auf ¢ der Beschriinkung unterwor-
fen, dass er nie den Strahl schneidet, welcher von ¢ aus sich ins Un-
endliche erstreckt und dessen Richtung durch die von o nach ¢ ange-

geben sei. ront
Nunmehr mégen in dem Ausdruck 2 2 Aﬁ:’ (P Pre1FPr—z—-+Py)
1

an Stelle der A, 49 .... 47 die geradlinigen Integrale von der

fz—f—l
dz

Form J (Z:Z)—(Z{ET:A(:?:: 41 eingefiibrt werden. Unter der Voraus-
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setzung dass ¢ nicht in einem der Dreiecke gelegen ist, welche durch
zwei auf einander folgende Punkte @@, :--- @241 und den Punkt o
bestimmt sind, gelten folgende Relationen:

— A(t) + A(t) = 4®

z—1,%
@) (} ®
‘A ; ~2 + A = A‘/—-" #—1

t) ( @)

— 4, +4 g Az. 3
® ®

AU) + A ) —_ ‘41’ .

Aus diesen Gleichungen folgt AY =AY+ 4D 4+ 4D 4. 4®

Giebt man dem Index % in dieser Glexchung die Zahlen 1,2, 3, --20-41
und addirt die dadurch entstehenden 2 ¢ -~ 1 Gleichungen, nachdem
jede mit dem zugehdrigen Zahlenfactor (p, — pr—1 -2z — - p,)
multiplicirt ist, so folgt

2¢+-1 o 2041
¢ )
‘i} 2A, (19}'.—1);:—-1'{-19;-2‘ "'171‘:2111 E 4 {Pz—pz~l+pz~2“ et ’1)‘
T T
201
U}
R A = (Pu—PratPrz—="py)
A
20+1
W Y
+2Az,1+1 _5_ f \Pe— Pz T Pe2— Py
prany
+ .....................
201

Der Zahlenfactor >* (ps — pe—1 4 pr—z — -+~ p,) liisst folgende Um-
1

formungen zu. Es ist

2

2 1 20-+1 2¢ 29~1
S‘ (Pe—PamrFPrma—--+ P)=_7 ps— Z Pet 2f e 2 D=
1 1 1 1 1
3 2
e 2‘?2—2‘?1+p1=§p2“+1'
1 1 0
o+1
Nach § 1. war aber ﬁ' Poxgr = 2 P22 daraus folgt
0 1

. Q 1 0+2
2? Pootr = § p3”+1+é Bes Z

2042 28+
Da nun die zweite Relation in § 1. zeigte, dass :S_‘ Pr= _F qx, SO
1

1

»
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29
. O N .
nimmt der Ausdruck QA; *{Pe— Peer+ Pr-s — -+-+ p,) die Form
1

20-+2
® .
an 4, E‘ gx. Bezeichnet man daher den Coefficienten von 2 - A:’:)_,l 2
T i

mit m, ,, und benutzt die in diesem Paragraphen gegebenen Umfor-
mungen zar Transformation von Formel (L), so heben sich die .4
heraus, und es ist

L1 M+ NOa®
I S8 e —vernn
2n T

] dz @ ® @ @

— Z _eZ 2.4 -2 —_? -3
¢ ) e=an 2 Ay o —2-4, m, .«A%‘_,,ee.mzo 1245y 0041y
ay

Gesetzt, es hitte ¢ in dem Dreleck (.- ;0a.) gelegen, so wire

. . . e ~ , @) ) s )

in obigem Gleichungssystem an Stelle von -- A7 - A7=A"
. - @ ) __ 40 2mE .

getreten die Relation — A" 4 A7 —Az~—w"“;ﬁ{)’ es wiirde also

: - " (® . 0] 2ai . : o

in obiger Formel 4.” dureh Azq,z“’h’@ zu ersetzen sein. Wiirde

man fiir die Integrationswege die fritheren Beschriinkungen aufheben,

VR

so wiirde fiir ein Integral J G in die Formel
a;

“ullu

tLo2mi 5 (@ 2 ® )
J+7—)—®z+2 Ay g+ 24, g0y A0 2/129,29‘(_1;129
(4%
eintreten, wo die #, u,, #,, - - - - 12, Zahlen bedeuten, welche in be-
kannter Weise durch den gewidhlten Integrationsweg bestimmt sind.
Das Additionstheorem jst mithin fiir die Integrale dritter Gattung be-
wiesen. Eine wiederholte Differenziation nach dem Parameter ¢ iiber-
* dz

triigt es auf Integrale von der Form G

]

§ 4

Um das Additionstheorem fiir die Integrale erster Gattung zu ent-
wickeln, umschliesse man alle singuliren Punkte, sowohl die a,a,---- @241
als auch die 7,2,----2, durch einen Kreis um den Nullpunkt un{i set_:ze
voraus, dass die Integrationswege innerhalb dieses Kreises in der Welse
verlaufen, wie Formel (IL.) es erfordert. Indem man ? ausserhan? dieses
Kreises annimmt, ist mod. ¢ stets grosser als mod, z; es lisst sich da-
her (z — £)~* und somit jeder Term der rechten Seite von Formel (IL)
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z, ’Z[L
nach absteigenden Potenzen von ¢ entwickeln. Fiir f:; gilt dem-

nach die Darstellung: .
N 1“11/4, z WIL zy”,u
1 - zdz —v [ & tdz .
e i e [,
a ay
d, wenn " 42 it BY | beeichnet, fir A” . folgende:
und, wenn man 7 w1, Dezeichnet, fiir 4~ folgende:
"z—l
@ 1 (1) ¥y ..
Ax—l x""_‘t Bd 1,2 By-], T emreene ‘B.¢~1 Pl el in inf.

In der Entwickelung der rechten Seite von Formel (II.) nach abstei-
genden Potenzen von ¢ ist also der Coefficient von ¢—*:

-3 =

Da nun die Function

#’7# .
(v—1) (7*1) =1

Z1""232 Myt 29 1,2¢ 29—1+ZB2929+xmze'

1 I M)A N@)n (6

(@) = MEH—N@Hn @)
Formel (IL) fiir ¢ = o0 von der (¢ 4 1) Ordnung Null wird, so
miissen alle Coefficienten von ¢ auf der rechten Seite bis zum Coeffi-
clenten von #—¢ einschliesslich verschwinden, und es ist deshalb jener
oben niedergeschriebene Coefficient so lange Null, als » < g ist. Es
gilt also

dz+2B,;"

auf der linken Seite in

2wl

Pz —92 (v) ()
(IIL) 2] B, 2By gt 2By iy, 2By gorityg

wenn dem v eint der Zahlen 0, 1, 2, .. .. (9 — 1) beigelegt wird.
Hebt man nunmehr die Beschrinkung fiir die Integrationswege auf
und ldsst o, m, -+ ma, irgend welche ganze Zahlen bedeuten, so ist
in Formel (1II.) das Additionstheorem fiir die g hyperelliptischen In-
tegrale erster Gattung in allgemeiner Form ausgesprochen.

§ 5.
Es bleibt noch iibrig, das Additionstheorem fiir die Integrale zwei-
ter Gattung zum Ausdruck zu bringen. Zu dem Ende entwickele man

. <t L M - N () .
die Function 70 Ig WO — NG nach absteigenden Potenzen von ?.

Diese Entwickelung ist giiltig, so lange ¢ ausserhalb jenes in § 4. be-

zeichneten Kreises gelegen ist. Sie auszufithren, ersetze man ¢ durch
1

w . Durch diese Substitution mag ¢ ©@F'5(f) in n(u), £ "M(#) in
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—(— ) .
M(x) und £ ¢ N (#) in N(u) iibergehen. Alsdann ist
Ly, MO N@NW
N(w) = M(u)~ N(u) N(u)
in der Umgebung von u = O nach aufsteigenden Potenzen von u ent-
wickelbar. Der Coetficient von «* ist gleich
RERTI e M () + N (w) N(w)
»! hf(l) Low M@ g M(u) — N(u)n{w) }
und dieser ist zugleich der Coefficient von ¢=* in der Entwickelung von

e+t M) + N@) 5(t) .. - .
g MO+ YOG 16 auch der Coefficient von ¢~ *Te+Y in der

@) ° MH—N@O9@)’
1 g, MO A+ NOa@®)
Entwwkeluno von — = lg M — Ny 9D
von £ Da letztere Relhe identisch gleich mit der in § 4. gegebenen
ist, so stimmen die Coefficienten von #~®¥¢*" in beiden iiberein. Es

ist daher

nach absteigenden Potenzen

i
-y .
V. AR (@ (@) o pletw (@+)
. )> / "z 91) m, 2B, , m.3~-~-_)1>20_1‘_2('m29 , ZB’e”o-rlmn
1 f & 1 M) + N(u) n(u) )
—_— £ 1 g Miw) o Nw)N(u
ST I G G 18 M = N S

Die rechte Seite dieser Gleichung enthilt ausser dem Term
1 g M) + N(0) lim 0" (nl

1 MO A NO) e O

»! M0) - N(0) ,—¢ o’

rationale Functionen der Coefficienten von M und N, also rationale
Functionen der Coefficienten, welche in M und N enthalten sind.
Solcher unabhiingiger Coefficienten in M und N giebt es 22 — o;
diese lassen sich durch willkiihrliche Annahme von 7n o Werthepaaren
2.7, aus den 2n—o Gleichungen von der Form M (z,) - 9. N (z,,=0
bestimmen, sind also algebraische Functionen der z,. In Formel (IV.)
liegt also das Theorem ausgedriickt, dass eine Anzahl von 2n—¢ In-
tegralen zweiter Gattung mit der unteren Grenze ¢, und willkiihrlich
gewihlten oberen Grenzen sich auf o Integrale derselben Gattung zu-
ruckﬁxhren lassen, zu denen noch eine alrrebralsche Function dieser
oberen Grenzen und ein bestimmter Loganthmus von e¢iner algebrai-

schen Function dieser Grenzen hinzutritt. Jene ¢ Integrale haben zu
2 __ n2N?
oberen Grenzen die Wurzeln der Gleichung = f_[_z AR L =0.

(2= 25, _0)

Die Integrationswege von «, bis (z.7,) in Formel (IV.) sind keiner
weiteren Beschrinkung unterworfen, sobald man die m,m,---my, irgend
welche ganze positive oder negative Zahlen bedeuten lisst.
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§ 6.

Die Formeln (1), (IL), (IIL), (IV.) hatten zunichst alle zar Vor-
aussetzung, dass %2 eine ganze rationale Function von geradem Grade
sei; doch bewahren sie auch ihre Giiltigkeit, wenn #* von ungeradem
Grade ist. In der That tritt bei ungeradems Grade von %2 der Punkt
#==o0c an die Stelle von a@sot2, welcher bei der Bestimmung von
1 Mt Ny
n © M- Ny
Indem man also einem bestimmten Argument z ausserhalb jenes in
§ 4. bezeichneten Kreises ein bestimmtes -+ % zuordnet und denjeni-
gen Logarithmus wihlt, welcher fiir 2 =00 verschwindet, ist die
Function in demselben Gebiet wie in § 1. einliufig und stetig; und
es gelten daher alle daraus abgeleiteten Schliisse. Es mag noch be-
merkt werden, dass, indem man die Bezeichnungen des § 5. volikom-
men beibehilt, bei ungeradem Grade von y* die Function n*(w) den

M (w) 4 N () N(w) in der Um-

in § 1. seiner Singularitdt vollstéindig entkleidet war.

Factor u enthdlt. In diesem Fall ist lg M) — N (@M (0)
/ \ 7

N (u) N (u)
M(u)

die Darstellung:

gebung von #==0 nach Potenzen der Function
1o M) A Nw) ()
M) 8 Mw) — Ny (W)

2 (NG | TN | i) Nou) ") N
J{M(u)_*_ 3M3Eu)+ 3 M5 (a) +“”(‘.’n+1)M2“+1(@;‘)+“ln mf}

zu entwickeln;

es gilt demnach fiir

Das Glied -V 500 N1 ()

@u1,M2%
fiir 4 ==0 von der xt® Ordnung zu Null wird. Bei der Bildung der
rechten Seite von Gleichung (IV.) werden also nur die Terme zu be-
rlicksichtigen sein bis % = v; denn alle Terme, fiir welche = > v, ver-
schwinden nach v»-maliger Differenziation fiir w = 0. Die iibrigen
Glieder ergeben rationale Functionen der Coefficienten von M und N.
Wenn demnach %* von ungeradem Grade ist, so tritt an Stelle der
logarithmischen Funetion in Formel (IV.) gleichfalls eine algebraische
Function der oberen Grenzen.

ist eine rafionale Function von u, welche



