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Bemerkung tiber das Flachennetz zweiter Ordnung-).

Von W. Fragy in Tibingen.

In Salmon’s ,Analytic geometry of three dimensions¥ (second
ed. p. 100 and 177) wird eine gewjsse kanonische Form fiir das simal-
tane System dreier Flichen zweiter Ordnung angegeben, um Folge-
rungen iiber die Combinanten aus ihr zu ziehen. Da aber die Mog-
lichkeit derselben dort nicht nachgewiesen wird, so konnte man diese
um so mehr in Zweifel ziehen, als fiir die mit den Flichennetzen eng
verkniipften Curven vierter Ordnung #hnliche kanonische Formen von
den Herren Clebsch und Liiroth als unzuldssig nachgewiesen sind.
Wirklich ergiebt sich aus den Resultaten des Letzteren, dass jemer
Zweifel begriindet war. S8ind nimlich ¢ = 0, ¥ = 0, g = 0 die Glei-

chungen dreier Flichen zweiter Ordnung, @, ---ay, b, -+ b;, ¢, -+ ¢;,
ferner z, - - - z; Pentaddercoordinaten, zwischen denen die Relation
ey ata+tata+ea=0

besteht, so lautet Salmon’s kanonische Form
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*) Wenn man symbolisch schreibt ¢ = a2, 9 =152, y=1¢,2 0 ecrgiebt
sich aus Herrn Gordan’s wichtizem Combipantensatze, dass alle Combinanten
des Netzes simultane Invarianten der zwei Formen

(abuv) (acuv) (beuv)
und
(abew) ap2byz

sind; man findet dies in evidenter Weise durch Einsicht in Herm Siufm’s
schone Arbeit bestitigt (Borchardt’s Journal Bd. 70). Die ganze a.lgebrmgche
Theorie aber ist mit nicht geringen Schwierigkeiten verkniipft, obwohl die nicht
versfientlichten Resultate des Herrn Gundelfinger erlauben, eine Reihe von
Sitzen aus den ebenen Kegelschnittnetzen zu ibertragen.
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Fiir %, % als unbestimmte Parameter ergiebt sich hieraus die Glei-
chung eines Flichennetzes
®) lp4puy+vy=0.

Den Ort der Kegelspitzen des Netzes (eine Curve sechster Ordnung
vom Geschlecht p = 3) findet man, indem man die letzte Gleichung
nach z, - - - 2, differentiirt in der Form

4) D12 == Prfy == P3ly == Py &y = P5 %3,
wo zur Abkiirzung gesetzt ist
pi = a;i. + b,,u, + V.

Durch Einsetzen der hieraus bestimmten Verhiltnisse der Grissen
2, - -+ #; findet man
- 1 1 1 1 1
®) wtw Tt ettt =%
und, indem man 4, g, » als Dreieckscoordinaten in einer Ebene an-
sieht, stellt dies die Gleichung einer Curve vierter Ordnung, der
Hesse’schen Abbildung der Kegelspitzencurve dar, welcher das voll-
stindige Fiinfseit der Geraden p, - - p, eingeschrieben ist. Nun kann
aber im Allgemeinen einer Curve vierter Ordnung kein Fiinfseit ein-
geschrieben werden, es ist vielmehr fiir Curven, bel denen dies mog-
lich ist, ein System von Berithrungscurven drittex Ordnung ausge-
zeichnet; andererseits kann nach Herrn Hesse jede Curve vierter
Ordnung (auf 36 verschiedene Arten) als Abbildung einer Kegelspitzen-
curve angesehen werden, woraus denn einleuchtet, dass jene kanonische
Form nur in speciellen Fillen zulissig ist. Ist aber umgekehrt die
Gleichung einer Curve vierter Ordnung in der Form (5) gegeben, so
stellt sich diese sofort als Abbildung der Kegelspitzencurve eines Netzes
(3) dar, dessen Gleichung man als eine Summe von 5 Quadraten dar-
gestellt erhilt. Aber diese Form ist dann immer auf unendlich viele
Arten modglich, denn man beweist den Satz:
Liegen die 10 Ecken eines vollstindigen Pentagders auf der
Curve der Kegelspitzen, so konnen derselben unendlich viele
Pentaeder eingeschrieben werden, deren Kanten also von
simmtlichen dreifachen Sehnen der Curve gebildet werden.

Um diese Pentaéder zu erhalten, construire man die drei dreifachen
Sehnen durch einen beliebigen Punkt der Curve und lege durch je
zwel derselben eine Ebene, welche ausser den 5 schon in ihr liegenden
die Curve noch in einem weiteren Punkte schneidet, so dass man im
Ganzen deren 1 -+ 3 -2 + 3 = 10 erhilt, welche unter Voraussetzung -
der im Satze ausgesprochenen Bedingung ein Pentaéder bilden.
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Der Satz ist leicht zu beweisen. Denn ays dem Pentaéder .z, --- z;,
welches im Raume dem Fiinfseit p, - - - p, entspricht, kann man m;-
endlich viele ableifen; man beachte nur, dass alle Berithrungseurven
dritter Ordnung, welche in den Ecken eines Vierseits die Fipfseite
beriihren, demselben System (in dem von Hesse, Crelle’s Journ. 49,
festgestellten Sinne) angehbren, und erkennt, dass die den 6 Ecken
eines Vierseits im Raume entsprechenden Punkte immer in einer Ebene
liegen miissen, wenn dies einmal eintrat. Es liegen aber die 6 den
Ecken des Vierseits p, - + - p, entsprechenden Punkte in der Ebene
z;, womit die Behauptung des Satzes erhiirtet ist.

Aus dem Umstande, dass die Kenntniss der 8 Schnittpunkte von
drei Flichen des Netzes hinreicht, um alle Doppeltangenten der ebenen
Curve vierter Ordnung zu finden, ergiebt sich noch:

Nach Auffindung eines Finfseits erfordert die vollstindige
Lisung des Problems der Doppeltangenten fiir die Liiroth™
schen Curven nur noch die Bestimmung der Wurzeln einer
Gleichung 8 Grades.

Bin weiterer Satz iiber dieses merkwiirdige Flichennetz moge noch
bewiesen werden:

Mit Hiilfe eines jeden Pentaéders konnen irgend drei der
Flichen des Netzes auf unendlich viele Arten als Polaren
eines Flichenpaares dritter Ordnung angesehen werden; die
zugehorigen Pole liegen in drei geraden Linien.

In der That kann man die durch die Gleichungen (2) dargestellten
Flichen immer ansehen als Polaren einer Fliche dritter Ordnung,

0= jl;zﬁ s
1

denn die Gleichungen der ersten Polaren dreier Punkte 2'2”#"” in Be-
zug auf dieselbe sind

5 5 &
O == E 7»@2'5' 2’;2 H 0 = E l,-z,«"z,ﬂ 5 0 == 2 1;2;”2‘2 .
1 1 1

Sollen diese mit den Flichen ¢, v, 1 zusammenfallen, so miissen die
Relationen erfiillt sein, :

4 3 ”
5o, Bl ==, &

-
-
o
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. 1 1 . . .
Sind also —, - zwei Werthsysteme, welche diesen Gleichungen ge-
i ¢
niigen, 6 ein Parameter, so erhilt man 7}— = % + 76—,- und
i 7 i

2 0 (li’ + eﬁl " bl (lb;_!_ ?_’1}2 2 <, U‘l’ + 6 ;'L'”)
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womit der Satz erwiesen ist.
Endlich ergiebt sich:
Drei Flichen kdonnen entweder (im Allgemeinen) gar nicht
oder auf zweifach unendlich viele Arten als Polaren einer
Flache dritter Ordnung angesehen werden.
Denn alsdann liegt die Kegelspitzencurve auf der zugehdrigen Kern-
fliche und enthilt die 10 Ecken des Pentaéders der Iliche dritter
Ordnung, derselben konnen aber unendlich viele Pentaéder eingeschrie-
ben werden.

Tiibingen, 13. Mirz 1874,



