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Ueber rationale Curven vierter Ordnung.
Von

A. Brirn in Miinchen,

(Mit zwei lithographirten Tafeln.)

Die eleganten Eigenschaften einzelner rationaler Curven 4. Ord-
nung und ihr Vorkommen in Problemen der angewandten Mathematik
hat die Geometer seit Langem und wiederholt zu Untersuchungen ver-
anlasst, die interessante Details hinsichtlich der Gestalt und Erzeugungs-
weise dieser Curven zu Tage forderten. Viele jener Eigenschaften
erscheinen aber bei niherer Betrachtung als Ausdruck bekannter Sitze
der projectivischen Geometrie. Der Zweck des Nachfolgenden ist,
eine zusammenfassende, anch die speciellen Fille nicht ausschliessende
Darstellung der projectivischen Eigenschaften der Curven 4. Ordnung
mit 3 Doppelpunkten und ihrer gestaltlichen Formen zu geben, in
welche sich die bekannteren bequem einreihen lassen. Es liegt nahe,
hierbei auf gewisse Fragen einzugeben, die fiir die Curven 4. Ordnung
ohne Doppelpunkt noch unbeantwortet, fiir die rationalen Curven aber
wegen der Einfachheit ihrer Gleichung eben noch discutirbar sind.
Ich habe namentlich die Eigenschaften der Wendepunkte und deren
gegenseitige Lage im Auge, sowie den engen Zusammenhang derselben
mit den Doppeltangenten, wie er nach den Untersuchungen von
Zeuthen*) iiber Systeme von Curven 4. Ordnung und dessen Sitzen
tber die Realititsverhiltnisse der Doppeltangenten und Wendepunkte,
die Klein auf Curven . Ordnung ausgedehnt hat, bestehen muss.

Die Doppeltangenten der rationalen Curven 4. Ordnung hat Sal-
mon**) durch eine geschickte Umformung der Gleichung dieser Cur-
ven dargestellt; zur Untersuchung der Wendepunkte muss man jedoch
einen anderen Weg einschlagen. Ich gehe von der Darstellung der
Coordinaten der Curve durch einen Parameter aus, was die Entwickelung

*) Zeuthen, Almin.delige Egenskaber ete. (s. vorige Note), ferner: Spr les
co:%rbes du 4. ?rdre. Diese Annalen Bd. VII. — Klein, Eine neue Relation
zwischen den Singularititen etc., ibid, Bd. X.

**) Salmon, hohere Curven, herausg. von Fiedler, Art, 2841
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an die Bildungen eines simultahen Systems von 3 quadratischen Factoren
zu kniipfen gestattet, und bilde in diesen die Gleichungen 6. und 8.
Grades fiir die Parameter bez. der Wendepunkte und Doppeltangenten.
Die erstere erweist sich als im Allgemeinen auf Gleichungen niederen
Grades nicht zuriickfithrbar; dies bestiitigh die auch sonst sich ergebende
Bemerkung, dass die Eigenschaften der Wendepunkte tiefer liegen als
die der Doppeltangenten. Die 6 Wendepunkte zeigen ein den 3 Wende-
punkten einer rationalen Curve 3. Ordnung, die auf einer Geraden
liegen, analoges Verhalten: sie liegen auf einem Kegelschnitt, der die
Curve in noch 2 Punkten von iibrigens nicht weiter bemerkenswerthen
Higenschaften schneidet. Namentlich geht derselbe im Allgemeinen
nicht durch einen Doppelpunkt der Curve, woraus man denn ersieht,
dass beim Uebergang von einer rationalen zu einer Curve 4, Ordnung
ohne Doppelpunkte dieser Kegelschnitt nicht in einen solchen durch
8 Wendepunkte iibergehen kann. ’

Ein merkwiirdiges Verhalten zeigen die Discriminanten der er-
wihnten Doppeltangenten- und Wendepunkts-Gleichungen; sie zerfallen
niimlich (s. den vorstehenden Aufsatz) in Factoren, die in den Coeffi-
cienten der betreffenden Gleichung rational sind. Bei der Bedeutung
derselben fiir die Curve erschien es zweckmiissig, ihnen besondere
Namen beizulegen; ich nenne z. B. ,Undulationsfactor“ den Factor,
der durch sein Verschwinden das Auftreten einer Undulationstangente
anzeigt., Diese Factoren nun sind alle bis auf einen den Discrimi-
nanten der Wendepunkts- und der Doppeltangentengleichung, zum
Theil in verschiedener Vielfachheit, gemeinsam, und in dieser Erschei-
nung finde ich den algebraischen Erklirungsgrund fiir die von Zeu-
then und Klein bemerkten Bezichungen zwischen den reellen Wende-
punkten und den isolirten Doppeltangenten, wonach die Zahl der
Ersteren zwar von den isolirten, nicht aber von den etwa vorhandenen
imagindren Doppeltangenten abhiingt. Wenn nimlich ein solcher
Factor, wie z. B. der ,,Undulationsfactor¥, einfacher Factor in beiden
Diseriminanten ist, so verschwinden, nach dem in vorstehender Note
aufgestellten Satz, gleichzeitig mit zwei reellen Wendepunkten auch
zwei reelle Bertihrungspunkte einer Doppeltangente, sie wird zur isolir-
ten Doppeltangente; wenn aber andererseits z. B. der ,Cuspidalfactor,
dessen Verschwinden nimlich das Auftreten eines Riickkehrpunktes
anzeigh, in der Discriminante der Wendepunktsgleichung einfach, in
der der Doppeltangentengleichung doppelt auftritt, so erkennt man
daraus, dass beim Durchgang durch den Verschwindungswerth die
Zabl der reellen Wendepunkte um 2, die der Bertihrungspunkte der
Doppeltangenten entweder um 4 oder iiberhaupt nicht ab- oder zunimmt,
d. h. die Zahl der Doppeltangenten mit reellen Bertthrungspunkten sndert
sich entweder {iberhaupt nicht, oder es werden 2 conjugirt imaginir.
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Man findet zwm Schluss eineg yollstindige Aufzihlung der .v;;..
schiedenen Curvenformen, auf welche sich unsere Darstelling pezl}f -
Von allen rationalen Curven 4. Ovrdnung ist die Curve mit dre:xfacl:] enx
Punkt die einzige, auf die unsere Uptersuchungen keine unmitte ’zf?'
Anwendung haben, weil diese Curve nicht, wie alle anderen, sel};st 12
Grenzfille nicht ausgenommen, duych quadratische Transformation au
cinem Kegelschnitt erhalten werden kann.

§ 1.

Die Gleichungen fiir die Singularititen einer rationalen Curve.

Wenn die Coordinaten einer C(yrve rational durch einen f:ara»
meter darstellbar sind, so lassen sich die homogenen (Dreiecks-}(»h’?m‘~
dinaten ; z, #, ganzen Functionen F;(1), (i=1,2, ) desselbenn pro-
portional setzen:

@ -z = F (1)
1) 0 - @y, = F, (%)

@ - &y = Iy(A),
wo von den Functionen F;(4) mindestens eine den ». Grad erreicht,
wenn die Curve von der ». Ordnung ist. ) .

Es mbgen zunichst die Gleichungen fir die Singularititen wie
Wendungen, Doppelpunkte, Doppeltangenten in einer Form auf'ges:bellt
werden, welche eine bequeme Berechnung der Coefficienten dieser
Gleichungen ermbglicht und darum fir nicht zu hohe Werthe von %
vor der iiblichen Darstelling den Vorzug zu verdienen scheint. Ich
beschrinke mich der Einfachheit halber auf Curven 4. Ordnung:

Fid) = ai + b+ A%c; ~ A0di+ e, (1=1,2,3),

wo die @, b, ¢, - - - constante (reelle oder imaginire) Grissen sind,
und beginne mit der Aufstellung der Beziehung zwischen den Para-
metern 4, 4, 4; von 3 auf einer geraden Linije:
. @ %y - @y - oy =0 .
ligenden Punkten der Curve. Ist 4, der dem 4. Schuittpunkt zuge-
horige Parameter, so erhilt man, nach Substitution der Fi(4) in die
Gleichung der Geraden, die symmetrischen Functionen der Wurzeln
dieser Gleichung ausgedriickt durch:

OOyttt GeAy « Ay Ay Ay,

oy bytoybyFayby=—06- 4, (A Ao+ A hi+A2)~6- 2, 1,4y,
3) €16+ eyt tages = 6-4, (A +2, +4, )'f‘ﬁ(}»glg"rlglr}-&l A,

o di+aydytagdy=—a- 4,y - 1 —0y +i, 424, ),

o+ 008y F g6y = g1,
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wo ¢ ein constanter Factor ist. Hieraus ergiebt sich die Gleichuug
zwischen den Parametern 1, 1, 4, dreier auf gerader Linie liegender
Punkte der Curve:
Ay Ay iy Ay dy Ay 0 |
bx 522’3 ““12’13““131;”‘"’1112 ”“7”11'2'1'3 |
(4) O=D(Add)=|¢ 0 ¢ A+ Ay Ay '12'13‘{‘337‘1”{“'{1'12!'
d,d, dy —1 — Ay —Ay—2, ?
ley e, e 0 1 {

Wir betrachten einige besondere Lagen der Geraden.

I. Der Punkt ¢ (wo der Parameter zur Beuennung des Punktes
verwendet ist) liege auf der Tamgenfe an einem Punkt 1 der Curve;
dann besteht zwischen ¢ und 4 eine ,Correspondenz“-Gleichung, die
aus (4) erhalten wird, indem man 4, == ¢, 4, = 4, = 4 setzt:

D(ead)= D, (11} - ¢ + Dy(12) - ¢ + Dy(22) = 0.
Die Ausdriicke Dy, D,, D, gehen aus den unten (IV) ebenso bezeich-
neten hervor, indem man dort i, == 4, = 1 setzt, und sind demnach
vom 4. Grad in A

II. Neben D (¢22)=10 besteht dieselbe nach g differentiirte
Gleichung, wenn @, 4 ein den Beriihrungspunkten einer Doppeltan-
gente zukommendes Parameterpaar ist. Durch Elimination von g erhilt
man die Diseriminante:

D,2(4) — 4 D(A5) Dy(A2) = 0

als Gleichung fir die den Berithrungspunkten 2ugehirigen 8 Para-
meterwerthe.

Aus den 5 Gleichungen (3) ergeben sich fiir das einer Doppel-
tangente zugehorige Parameterpaar A,, A,, indem

M=ly=N; A=12=A
gesetzt wird, 5 Gleichungen, welche sich durch Elimination der Ver-
hiiltnisse @, : «, : ¢, : 6 auf ein (zweien dquivalentes) System von Glei-
chungen zwischen A, und A, reduciren. XEine dieser Gleichungen ist:

(1) oy 4 a0y -+ 03 @y o A12A22;

e -+ gy + azey
wenn, wie wir dies spiter annehmen werden, o, =a,==¢,=¢,=0 ist.
I1I. Wird die Gerade Wendetangente, so erhilt man die Be-
dingungsgleichung fiir den Parameter eines Wendepunkis:
D22y =0==D, (A1) - A* 4 D,(A4) - 2 -+ Dy(A4).

IV. Gehoren endlich die Parameter A, und 4, den 2 Zweigen eines
Doppelpunkts an, so wird der Parameter 1, = ¢ eines dritten Schnitt-
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punktes der Geraden unbestivimt, (Qpdpet man also D (4, 4y 45) nach

Poten.zen von 4, an, so verschwinden die Coefficienten derselben einzeln.
Nun ist aber:

D(l,l‘t?/{;;) = DI (2-: 12) . 132 -+ ])2(1]}»2) - Ay -+ D3(l‘12)’

wo die D durch folgende Determinanten darstellbar sind:

Uy Ay @y Ayd, 0 i
b, b, by — 1, —4, — Ay
Dy(A)2,) = €y Cy cq 1 At A3
d, d, d, 0 —1
e e, e, 0 0
@y a,a; Ak, 0
by by by — 4, — 4, 0
(6) Dy (A dy) = ¢, ¢, ¢, 1 MA, s
dydydy, 0  —i—h
ey ey ey 0 1
| oy a, ay 0. 0
) by b, by — 14, 0
Dy(22y) = ¢, ¢, ¢5 4,4+ 4, Aihy
didy, d; —1 — Ay —4,
¢y e ey 0 1

Die Parameterwerthe eines Doppelpunktes geniigen also den 3
Gleichungen ¥):

D1(1112)=0; ,-D2(;{'13-9)=0, D3(11l2)=0.

§ 2.
Die Gleichungen fiir die Wendepunkte und Doppeltangenten unter
Adjunction der Coordinaten der Doppelpunkte.

Die Gleichungen des vorigen Paragraphen werden weiterer Be-
handlung zuginglich, wenn man die Doppelpunkte der rationalen
Curve 4. Ordnung in die Eckpunkte des Coordinatendreiecks verlegt.
Von den linearen Factoren, in welche man die Fy(4) zerfillen kann,

#) Diese Gleichungen sind zweien ’éfquivalent; denn die D gebiren einer
Matrix von 5 Horizontal- und 6 Vertica,]re}hen an, fiir welche sich in bekannter
Weise (Salmon-Fiedler, Raumgeometrie H"_ Art. 408) die gemeinsamen Ver-
schivindungswerthe aller Determinanten durch die von zweien und gewissen Unter-
determinanten darstellen lassen.
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sind dann je 2 paarweise einander gleich, und man erhilt so die Coor-
dinaten in der ¥orm:

Qm')mﬁ'i’#ﬁ;fi)
0 -ay=1I, =/,
wo fy, f2, f3 quadratische Functionen von 1 sind.

oz =F =T,
(M

Die Gleichungen fiir die Parameter der Doppelpunkte werden dann
gegenstandslos, und diejenigen fiir die Wendepunkte W = 0 und die
Beriihrungspunkte der Doppeltangenten T'== 0 erhalten eine einfachere
Gestalt, wenn man die folgende kanonische Form der Functionen f

zu Grunde legt:
fi=4+al+0,
{ h=#4cl+d,
fr==2.
wodurch man dann erhiilt:

0w =A b cA?4di,
o]

®)

Q-{X)2=13+dl?‘+bl s
0@y =+ 13 (at o)+ 22D+ d+ac)+ A(betad) 4+ bd.
Diese Form der f ist noch allgemein genug, um alle invarianten Bil-
dungen, die in den Coefficienten derselben erhalten werden, auf allge-
meine quadratische Formen iibertragen zu konnen. Die Gleichungen
W =0 und 7 = 0 erhalten wir (§ 1., IIl., IL.) in der Form:
W=D, -2+ D, -4+ Dy=0,
T=D}— 4D, D, =0.
Fithrt man die Coefficienten der kanonischen Form von F, F, F,, wie
sie oben (7), (8) angenommen wurde, ein, so erhilt man:
Di=—4.K; Dy=L; Dj=—bd K,
WO
K= 2{c—a)+2A{(d—b)F+ad —be,
(10) { L= 24b—d)+ 223bc—ad) 4+ 22(b—d) (ac—b—d)
+ 24bd(a—c)+ bd(b—d)
ist. Es ist somit die Gleichung fiir die Wendepunkte:

(11) W=24 -L—M+bdK=0.
Die Gleichung fiir die Berithrungspunkte der Doppeltangenten wird:
(12) v T'=L*—4bd - 2’K?=0.

Das Product endlich der Parameter A, A, zweier derselben Doppel-
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tangente zugehorigen Berithrungspunkte ist fiir unsere Annahmen eine
constante Grosse und zwar (§ 1. (B)):

(13) . AN =bd.

Wir werden weiter unten aus den Gleichungen (9) durch Elimi-
pation von 4 die Gleichung der Curve 4. Ordnung @ in homogenen
Coordinaten z, @, x, ableiten, wobei sich die Coefficienten als simul-
tane Invarianten der 8 quadratischen Formen f ergeben. Man denke
sich nun die Gleichungen derjenigen Curven gebildet, durch welche

" die Wendepunkte und Bertihrungspunkte der Doppeltangenten aus ¢
ausgeschnitten werden. Setzt man in diese Gleichungen fiir die Coor-
dinaten x, etc. wieder ihre Werthe f, f; etc., so erhilt man resp: W
und 7' durch simultane Invarianten der [ dargestellt. Nachdem man
sich nun aber von der Moglichkeit einer solchen Darstellung tiberzeugt

" hat, verfihrt man zweckmiissiger umgekehrt und bildet mit Hiilfe des

yvollstindigen® Formensystems, wie Gordan das System der In- und

Covarianten genannt hat, durch die alle anderen in der Form von

ganzen Functionen darstellbar sind, die allgemeinen Ausdriicke fir W

und 7" aus den oben fir die kanonische Form aufgestellten,

Das vollstindige System von 3 quadratischen Formen f;, i, 3
besteht aber aus folgenden Bildungen (Clebsch, binire Formen,
p. 201 f£): .

fifofy B2y 8, 84 Dog Dy Dy Dy Dyy Dy Ry,
wo die Indices jedesmal angeben, in welcher Ordnung die Coefficienten

der 3 Formen auftreten. Die Bedeutung der &, D und R ist, in den
homogenen bindren Variabeln 4, u geschrieben, die folgende:

fi(4) 1i(w)
@) fi(w)
| TGAY R () 1 (wp) |
Rms‘=”§ " (A4) Ay 1y (u)
3 (A2) [ (Aw) £y (up)

Du= {0 f (ui) + 21 (uw) - 7 (A1) — S 17 () - K (hp).-

=1
elc'—4

1

3

. Ausser .den Formen selbst und deren Functionaldeterminanten sind
keine Covarianten i dem System enthalten. Dies erleichtert die Um-
?V&{ldlung von L und K, aus denen sich W und 7' zusammensetzen,
n invariante Bildungen wesentlich. Das vollstéindige System lautet in

der von uns angenommenen kanonischen Form folgendermassen (u werde
=1 gesetat):
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i =2+altb,

fpb =24 cdtd,

fo =43

Oy = 3 @2—a),

By = — 3 (A2—D),

By = 5 {R(e—a) + 24 (b—d) + ad — be};

D,y = 2(b——~f§ ’
(14) 11)22== 24— <),

Dy = - %;

Dy = — ¢,

Dy = — ¢,

Dyy=b+4d— %

R =Ry =y (b—d).

Endlich mogen gleich hier noch die folgenden Invarianten, welche
sich spiter als die Coefficienten in der Gleichung @ (z,2,2,) = 0 un-
serer Curve 4. Ordnung in homogenen Coordinaten erweisen werden,

Platz finden:

du = Ama = D22D33 - D232 =—d,

oy == Bygyy = Daz Du - D132 =—b,

dyg == Dyyyy = Dy Dyy — Dy = (be - ad) (a—¢) — (b—d)?;

(15) dyy == Dygyy = Dyy Dy — Dz:i)za =be— ~§~ (b+d),

dy == Dyppy = Doy Dyy — Dy Dy = ad — g (b+4d),

1
dig = Dyygy = Dyy D3y — Dyy Dyy = ) b+ad,

fiir welche meist die kiirzere, aber mit der obigen Bestimmung beziig-
lich der Indices nicht mehr iibereinstimmende Bezeichnung d;; gebraucht
werden wird. Wir merken noch an:
(152 Oip=— O3 Dup=Di; dip=du.
Man hat nun sogleich:

K=2%,.

Mathematische Annalen., XII. 7
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T ist in den Coefficienten jeder der 3 Formen vom 4., W vom
2 Grad. I muss sich also aus Covariantenproducten von der Form:

Ti¥,,, wo der obere Index den Grad in 1, u angiebt, zusammen-
setzen. Kin solches Product ist:
‘R123 ) fi f? ’

welches schon im ersten und letzten Glied mit L tibereinstimmt, Zur
Herstellung der iibrigen kann also nur noch ein Product verwendet
werden, das f; als Factor hat; das einzige dieser Art, das den vorigen
Bedingungen gentigt, ist:

In der That ist:
2Ry fifo+ 29D fa=L— %_c_ AK=L—ac-2-8,.

fs'@n'Dn‘

Aber die Grosse ac- 4, welche ein Product von der Form ]Tﬁ)3 sein

miisste, lisst sich als solches nicht darstellen, und man darf dies nicht
einmal erwarten, da ja zwar W und T, nicht aber K und L einzeln
invariante Bildungen sein miissen. Andererseits ist aber:

— (M bd) 4 B4 @) 2 = — 4Dy,
und weiter durch Vereinigung:
(ac—2(+d)a* = — 2D, f;?,
so dass schliesslich die Gleichung zur Bestimmung der Wendepunkte
den folgenden einfachen Ausdruck erhilt:

(16) ‘_2_7% = Rigs - f11of5 48,058y, .

Mit Hillfe der Identititen (Clebsch, bindire Formen 1. ¢.):
(a) B fi = Dyi® + Do + Dsiya,
(b) 0=f1'312+ﬁ331+f3’&12)
() 200y =~ f2st11“f12D23+ﬂf2D31+ﬂf3D127
(d) 2’&232": N f12D33 ”f32D22+2f2f3D23,
Dy; Dy Ds;
(1) 1 @) 2R.9%u=|Dy Dy Dyl
L ho 1
Dy D,, Dy,
() 2R = Dy D,, Dy,
Dy Dyy Dy,
(8) 2R§23’D12 == dyy gy — dysdyy

und der analog gebildeten kann man den Ausdruck fiir W qder viel-

meh.r fir R- W auf eine fir das Folgende wichtige Form bringen.
Es ist niimlich:

3
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1§~=43n%3%+ fifz(Dm“‘}m‘{‘D23&31+D33&12)’{"Dmﬁ‘(ﬁﬂ"m‘f‘fz’am”f‘fs'&:

== T‘@m@%tﬁﬂ"f;fzpst“'fi f;;DiQ) - ’931(2’323'312“ﬂf2-023“f2f31)12)
+ &12(f§2D12+ﬂf2D33)
= a3 (ﬁﬂ@Du + 11 Dys) + 331(f3f1D22+f22D31) + 9y, (f32Di’2+fif2D33)'
Daher endlich:
Dy, Dyy Dy f2f3D11+f12D23 :
R W= — | Dy Dy, Dy f:&fiDzz'i“‘fz?sz ! .
.sz Doy Dy f11, Dy +f32D12
fi B fs 0

Da die Formen f; den reciproken Werthen der Coordinaten z; pro-
portional sind, so hat die Gleichung W ==0 in dieser Darstellung (die
den Fall B =0 natiirlich ausschliesst) die Bedeutung einer Curven-
gleichung, und zwar werden durch diese Curve, die von der 6. Ordnung
ist, die Wendepunkie aus der gegebenen Curve 4. Ordnung ¢ ausge-
schwitten. In welchem Zusammenhang dieselbe mit der Hesse’schen
von ¢ steht, die sie in vielen Beziehungen zu ersetzen geeignet ist,
wird weiter unten (§ 4.) erdrtert werden. — Rechnet man die Deter-
minante aus, so kommt unter Einfiihrung der oben (15) definirten
Invarianten d;;, fiir welche Identititen bestehen, wie:

{ anu "i‘ dl2D12 + dem =2 R?;
dnl)m "f" dt‘.’DQS + ‘313 Dss = 0;

()

der Ausdruck:
diufi*( Dol Dy fo=Dyofs)+ Dy diififofs

(18) "“"(flfzfs)*—“R’W*{“f‘dufzz( =Dy fit Dy fo—Diaf3) + Doy dos 1 o
+dgs [} (— Doy fr— Dy fot D)+ Dyg da fi fofy -

Wir wenden uns zur Umgestaltung der Gleichung T = O fiir die
Doppeltangenten. Man hat oben den Ausdruck fiir L erhalten in der

Form:
1
g‘L = TT1p03 + %q'f;;'ﬂn;
wo .
nnms = Bmfafz -+ ’8";21)1373 .
Daher
LI par K= (T4 25£,0,,) — 40d - £29,
= — 2T Dyy 4 4TTfy Dy Dy 8y, + '31227%2(a102 - 4bd)‘
Nun ist:

%?i — 4bd === 2(D,1D22D33 MD22D122 - D]l‘D?S?)'
&4
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Vereinigt man diese Glieder mit den itbrigen, welche den Factor &,
besitzen, so kommt, unter Benutzung der Identitat (171):

(19 %*:R [”R(fffgzDu'F‘fngxz-022+ﬂ2f221)33}+2f1fzfa(923D12D;3+33|ﬂ231)21
" . +'312D13D23)] :
was endlich, mit Hilfe von (17*) und (17°), iibergeht in:

(20) {" == (ﬂf3d23+ fﬁfi dyy +fx f2d12>2““ f22f32dz'z dsa o fszfizdmsdn - ﬂ9f27d,, dn'

Unter Einfithrung der den f; proportionalen reciproken Werthe der
Coordinaten z; in T'==0 erhiilt man die Gleichung des die Berihrungs-
punkte der Doppeltangenten ausschueidenden Kegelschnitis, eine Glei-
chung, die auf anderem Wege Salmon (a. a. 0.) aufgestellt hat.

8§ 3.
Die Curvengleichung in homogenen Coordinaten. Specielle Fille.

Bevor die erhaltenen Gleichungen weiter discutirt werden, mbge
die geometrische Bedeutung der vorstchenden Darstellung in Kiirze
untersucht werden.

Zwischen den simultanen Invarianten D,; und den quadratischen
Formen f, f, f; besteht nach Clebsch, bin. Formen p. 205, die iden-
tische Relation:

Dy Dy, Dy f

‘D 21 ‘D 22 ‘D‘23 f 2

Dy; Dy, Dy, fy
L s O

Setzt man die Formen f; proportional den homogenen Coordinaten
4; eines Punktes in der Ebene, so reprisentirt diese Gleichung einen
Kegelschnitt: ’

@) o) =dy Y™ day ¥y + dag 3> 2 dog ¥y 43+ 2, 4, 45+ 2 d iy 9,4, = 0,

welcher aus der Curve 4. Ordnung & durch die quadratische Transfor-
mation:

1 ==,

oo 1,1 1
(3) xt'xz'xazm'w:‘gwmyz?laz?layl Y Y
hervorgegangen ist. Die Gleichung unserer Curve ist demnach:
(4) O (@) ==dly 2,2 By oy 0, 0, P4 g 3, 205242 g 0, 0, @+ 2 lyy 270 2
+2d12x32$1$2=~“07

wo die dg; die in § 2. (15) definirten Combinationen der Coefficienten
der 3 quadratischen Formen f sind.

Umge}s‘ehrt kafnn man die Coordinaten jeder Curve 4. Ordnung,
deren Gleichung in dieser Form gegeben ist, in der angegebenen



Ueber rationale Curven vierter Ordnung. 101

Weise darstellen, indem man die Coordinaten des zugehdrigen Kegel-
schnitts durch einen Parameter ausdriickt. Ueberhaupt gehort in den
Bereich unserer Darstellung jede rationale Curve 4. Ordnung, die durch
eine quadratische Transformation der angegebenen Form in einen Kegel-
schnitt éiberfithrbar ist; und dies ist immer méglich, so lange die Doppel-
(oder Riickkehr-) punkte, die reell oder imaginir (vgl. § 8.) sein kinnen,
nicht zusammenfallen. Dass jedoch durch passende Grenziibergiinge
auch diese Fille mit in den Kreis der Untersuchung hereingezogen
werden kbnnen, wird weiterhin (s. IIL., sowie § 6.) gezeigt werden.

Aus den Gleichungen (3) folgt:

G)) Yy 2yt Yy == Byl I Xyl 1 Xy =[5 1 5.

. Die Substitution der z fiir die £ in die Gleichungen ((18) und (20) § 2.)

.

B . W==0und 7==0 fir die Wendepunkte und Doppeltangenten er-
giebt Gleichungen von Curven von bez. der 6. und 2, Ordnung, von
denen die erste in den Kckpunkten des Coordinatendreiecks 3-fache
Punkte besitzt. Ersetzt man dagegen die f; durch die y;, so erhilt
man die aus jenen durch quadratische Transformation hervorgegangenen
Curven, welche auf dem Kegelschnitt ¢ (y) = 0 diejenigen Punkte aus-
schneiden, in welchen Kegelschnitte, die durch die 3 Eckpunkte des
Fundamental(Coordinaten)- Dreiecks gehen, osculiren, bez. doppelt be-
rithren.

Einige specielle Fille, anf die spéter 6fters Bezug genommen wird,
mogen gleich hier an die Darstellung der Curvengleichung angeschlossen
werden. :

1. Fir d,, =Dy Dy — D,2 =0 zerfillt die Curve 4. Ordnung
(sofern nicht gleichzeitig R==0 ist) in die Seite z,=0 des Coordinaten-
dreiecks und eine rationale Curve 3. Ordnung; zugleich haben f, und
f» einen linearen Factor gemeinsam, der als solcher auch aus den
F =[,f;, etc. sich ausscheiden und mit dem Proportionalititsfactor ¢
vereinigen lisst, Es bleiben so die Coordinaten der Curve 3. Ordnung,
ausgedriickt durch einen Parameter®). ‘

*) Es ist bemerkenswerth — und diese Bemerkung gilt ganz allgemein,
wenn eine rationale Curve in der angegebenen Weise in solche von niederer
Ordnung zerfillt — dass man auch die Gleichung der sich absondernden Geraden
erhalten kann, indem man dis durch thr Verschwinden das Zerfallen bewirkende
Grosse dy nicht absolut = 0 setzt, sondern zugleich mit dem verschwindenden Factor
(A —«) unendlich klein werden lisst, was denn, unter Vernachlissigung der hihe-
ren Potenzen von 4 — e, fiir die x; homogene lineare Functionen von A—e« und

dy; ergiebt, welche, indem nun A;—u alle moglichen Werthe durchlinft, die
11

Gleichung der Geraden darstellen. (Ein Beispiel bietet die kanonische Form der
z; fir d =0, 1=0.)
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I Zerfallt fir R=0 der Kegelschnitt ¢ in 2 Gerade, so spaltet
sich die Curve ® in 2 Kegelschnite, deren Gleichungen unmittelbar
durch die jener Geraden gegeben sind*).

1IL. Riicken 2 Seiten des Coordinatendreiecks zusammen, so er-
halt man einen Selbstberiihrungspunkt. Dann werden z. B. f, und f,
einander proportional, also dgy=R=0. Setzt man, um das identische
Verschwinden zu vermeiden:

fo="Ff+¢ fi

wo & eine gegen Null convergirende Grosse und f; eine beliebige
quadratische Form ist, so bleiben in der Tabelle des § 2. die Formen
fify®3 Dy D3y Dy, ungeiindert, ferner wird: .
f. =hH-+ ¢l Dy = Dy + 26Dy + €Dy, ‘
Dy =& By, D,y = D3 + e Dy, Ry, = ¢ Ry,.
Byy = B3+ ey, Dyp= Dy, + Dy,
Die Transformationsformeln (3) werden:

2 @y i @y =Fofy Hfy P =905 Ys90 2 0°
und die Gleichungen fiir die Wendepunkte und Doppeltangenten ge-

winnen die Form:

W L]
~— =13 By — 49529, =0,

2.8

' 8_1%‘—75:5’(;2[—_1%143(2 Dy 1+ Dy i)+ 215 (Dyy Dy 845+ Dy Dyy 8, -+ Dy, *8,)]=0.

.

Durch das Auftreten eines Selbstberiihrungspunktes werden also zwei
Doppeltangenten, jedoch kein Wendepunkt absorbirt.

*) Die Bedingung fiir das Zerfallen des Kegelschnitts:
e =1F() =a 1 4 2bd ¢y,
oY2 = [o(X) == ;A2 4-2b;1 + ¢y,
eYs=1F3(1) = a2 4 24,1 + ¢

a, b ¢
a by ¢
s by Cs
Hierans erhalt man ein System von Grossen u, u, g, 80 dass:

Ui Yy + UsYp + Ugyy == 0.

Einem Punkt y, der dieser Gleichung gentigt, entsprechen dann 2 Werthe 3,
welche sich aus zweien von den obigen Gleichungen bestimmen. Diese Gerade,
welche von dem System der Werthe von 1 doppelt {iberdeckt wird, reprdsentirt im
Allgemeinen, doppelt gerechmet, den Kegelschnitt. Nur in dem speciellen Fall, dass
die 3 Functionen f einen Factor gemeinsam haben, wird Jjene Gerade blos ein-
fach erzeugt. Man hat dann den in der vorhergehenden Note besprochenen Fall,
fir welchen der Kegelachnitt in 2 discrete Curven (Lier Gerade) zerfillt, deren
Gleichungen man in der dort angegebenen Weise bestimmt.

ist die folgende:

B = =0,
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Ein noch speciellerer Fall ist der einer Curve mit (Selbst)-Osculations-
punkt. Es riicken dann die 3 Eckpunkte des Coordinatendreiecks so an-
einander, dass sie consecutive Punkte des durch sie gehenden Kreises
(des Bildes der unendlich fernen Punkte, § 9.) werden. Man kann dann
die Formen f in folgender Weise annehmen:

fo=F -+l h=h+ mefy+ Emm—1)f;,
wo wieder & eine gegen Null convergirende Grosse, m eine Constante
und f,, f; quadratische Formen sind. Die Coordinaten der Curve stellen
sich unter Einfithrung von linearen Combinationen der z; in der Form dar:

=g (BB BTOy o fif b= DT ffi E=f2,

&2 m &

und die Gleichungen fiir die Wendepunkte und Doppeltangenten werden:

w
Tomm—1y — Pwh® — 49, =0,
T . 0 . .
S = f3[—3f, D, R, 4 28,,(D*— Dy D)

8 Redm(m—1)

+ m0, Dy Dy + 845 Dy * + 85, Dy Dy, ] =0,
wo dann ersichtlich wieder die Zahl der Wendepunkte ungeéindert bleibt,
wihrend 3 Doppeltangenten in die Osculationstangente fallen.

IV. Ein Doppelpunkt der Curve 4. Ordnung geht in einen Riick-
kehrpunkt iber, wenn eine der 3 Formen 2 gleiche Factoren erhilt,
also wenn z. B. D, == 0 ist. _

Dass sich dann die Classe der Curve um 1 reducirt, erkennt man
durch Darstellung der Liniencoordinaten w, w,u; der rationalen Curve
4. Ordnung als Functionen eines Parameters, was bei diesem Anlass
geschehen moge. Die Liniencoordinaten sind bekanntlich proportional

den Grossen:
ox; o0 om, o

o1 ow  BA 2w’
wenn man sich mit der Variabeln g die Homogeneltat hergestellt denkt.
Nun ist aber z. B.:

0
TR FF)— 5 1) o Fd = Falfy Bt Fo B0~y D) =21 2By
und man hat also die folgende Darstellung:
Uyt Uy 2 Uy =1 By 1 520y, 1 32D,
Diese Ausdriicke sind vom 6. Grade und bekommen fir Dy = 0 den
auch in &, und &, enthaltenen linearen Factor V7.
V. Die Bedeutung, welche das Verschwinden der Invarianten dy

und D;; besitzt, ist in 1. und IV. auseinandergesetzt. Hier mbge noch
kurz tiber das Verschwinden der Dy, und diz gesprochen werden Wezm
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D,, verschwindet, so bilden die Wurzglpaare von f, und £, auf der Curve
4 harmowische Punkte. Das Verschwinden von dyy=Dyy Dy —D,, D,
veranlasst, dass die Tangenten des Doppelpunkts in der Ecke £,=x,~=0
zu den anstossenden Seiten des Coordinatendreiecks harmonisch liegen.

VI dy Dyp -+ dyy Dy = 0 ist die Bedingung dafiir, daluss eine
Tangente in dem Doppelpunkt #, = @3 = 0 Wendetangente wird (vgl.
§ 4. am Ende).

VII. Weiter unten (§ 6.) wird eine Curve auftreten, fiir welche
die Bedingungsgleichung erfiillt isb:

Dy Dis— Dy D= —;— bl—dad)— -1%, (day dis— doz d1) = Dag dog— Dyy dyy=0.

Dies geschieht allgemein durch die Annahme:

fi=8+ad+b =@—a)(@—f),
fo =12+ aki + bI? = (A—ke) (A—EB),
f3==l =4,

wodurch die Wurzeln von f, und f,, wbers Kreuz gepaart, mit denen
von f, in Involution zu stchen kommen; denn die Determinante R der
Formen:

@y =(A—e)(A—~kp); ¢,=@A—B)(A—ke); @z=1
verschwindet identisch.

~ Pir die Curve 4. Ordnung sagt dies aus, dass von den 4 Schnitt-
punkten der Tangenten in rswei Doppelpunkten zwei auf einer durch den

dritten Doppelpunkt gehenden Geraden liegen. Deun die Tangenten in
2, ==2,=0 und #, = x; = 0 sind:

a) 2 ke — u,f; (ha) =0, ¢) &0 — Zgfy () =0,

b) 2, kp — 2,f, (kB) =0,  d) z,8 — z;3f,(8) = 0.
Schneidet man a) mit d) und b) mit c), so liegen, wie man so-
gleich erkennt, die Schnittpunkte auf der Linie: #,k—x, =0, q. e. d.

Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn die Curve eine Symmetricaxe be-
sitzt oder aus einer solchen durch Centralprojection hervorgegangen ist.

§ 4.
Der Wendekegelschnitt.

Fiir die Wendepunkte ergab sich oben (§ 2.) eine Gleichung
3. Grades in den Kormen f;: R-W =0, welche durch Einfiihrung
der 2; in eine die Wendepunkte ausschneidende Curve 6. Ordnung (mit
3-fachen Punkten in den Eckpunkten des Coordinatendreiecks) iiber-
fihrbar war. Man kann nun die Gleichung dieser Curve mit Hiilfe
der Gleichung ®=0 der gegebenen Curve in die eines durch die Wende-
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punkte gehenden Kegelschnités T=0 iiberfiihren®). Dies wird jedoch zweck-
missig nicht erst an der Curve 6. Ordnung, sondern an der ihr ver-
mbge der quadratischen Transformation entsprechenden Curve R. W=—0
oder @ (¥,9,Ys) = 0, wie ihre Gleichung in den y geschrieben heissen
moge, vorgenommen, wo denn unter Adjunction des Kegelschnitts
¢==0 (§ 3.) eine rationale Curve 4. Ordnung y =0 mit 3 Doppelpunkten
in den Kckpunkten des Coordinatendreiecks (statt des Kegelschnitts
I = 0) zu erzeugen ist. Der Ausdruck:

A1 93 9y Dos—92 Dy —y3 Dyy)
@ == +dpy Yt (— ¥y Do+ Yo Day— Y3 Do)+ Y193 (dy Dy + doy Dyyt-dyy D)
+d33Y5* (— Yy Dys— 9 Dy +y3 Dyo), ’
(wo zwischen den d;; und D;; die § 2. angefiihrten Beziehungen be-
stehen) ist also mit Hiilfe von: .

® =dy ¥,* + dp¥,* + dys ¥ + 2dp3y,y5 + 2ds, ysy, + 241,99,

und gewisser noch zu bestimmender Formen 1. und 2. Ordnung ¢ und
p in eine solche Gestalt ¥ zu verwandeln, dass in:

1) Y=o+ py

die Coefficienten der Glieder von y,, y,3y, und der analogen Glieder
simmtlich verschwinden. Aber man hat zu Erfillung dieser 9 Glei-
chungen nur 8 Grossen: die Verhiltnisse der Coefficienten in ¢ und p,
zur Verfigung, und es muss demnach eine dieser Gleichungen eine
Folge der tbrigen sein. Indem man die Coefficienten in p eliminirt,
bleiben 3 Gleichungen fiir die in ¢, die sich als in der That mit ein-
ander vertriglich erweisen. Man erfiillt sie durch die Annahme:

g = dyydy¥ + dpy sy Yy + dyg dyy 9
und es ergiebt sich weiter:

p=— Dydpdy*— -+ 2dy5 (A1 Dyy+dy3 Dyg) Yoy + - - - -

wo die den angeschriebenen analog gebildeten Glieder hier wie im
Folgenden durch Punkte bezeichnet sind. Endlich wird der Coefficient
von ¥#,%y,% des Ausdrucks y:

P11 = — 4B2Dy; (dyy Dyy+dy3 Dy3);
der Coefficient von 2y,%y,y, wird:

#) Ich erhalte nachtriglich Kenntniss von einer Arbeit des Herrn J. Grass-
mann liber Wendepunkte (Dissertat. Berlin 1875), in welcher derselbe ebenfalls
die Existenz des Wendekegelschnitts und zwar durch directe Umgestaltung der
ausgerechneten Hesse'schen Determinante erst auf die Form L (s. unten), dann
auf die Form [ nachweist.
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Yoy = 2 R? (dndw+D22D33d23+D23gd23+’Edndza> i
— B2 (2dyydyy+3dyy dyyF-4 dyy Dag?)
wo man wie oben hat:
2R Dy, = dyydyy — dy?; 2R*Dyy = dyydyy — dyydyg, ete.
wihrend die Determinante der Dj = 2R?, die der diz = 4 B* ist.
Wendet man auf die Glieder der Identitit (1) die quadratische
Transformation y,:4y:Ys = L& T3 Ty 17y &y 2N, SO erhilt sie die Form:
Q@ + PO, =T, - 272 x?
und die Gleichung des Wendekegelschnitts wird: .
4D\, Dystdig D)2 2dlyydy gt 3dkyy Aoyt Addyy Diy?) 022,
0=T=1—4D,,(dy Doyt oy D) 2,*+2 (2dygdly 1+ 3elyady+4dy, Dy 252,
—4 Dy (dgy Dyt Dy 232+ 2 2y gt Byt 4y Dy*) 2, 2y
Dieser Kegelschnitt geht durch einen Eckpunkt des Coordinatendreiecks,
wenn D,; =0, d. h., wenn ein Doppelpunkt zum Riickkehrpunkt ge-
worden ist, oder fir d,,D;, + di3 D,y = 0, was dann eine Wendetan-
gente im Doppelpunkt anzeigt. Dann muss durch diesen auch die Ver-
bindungslinie G = O der beiden mit den Wendepunkten auf einem
Kegelschnitt gelegenen Punkte gehen. Man erhilt die Gleichung derselben
durch Combination von @ mit ® zu folgender Identitdt:
D - dyy Ay dyy — Q (@3 dygdyy+++2) = 2@, 2,25 - G - B,
wo die Gleichung der gesuchten Geraden wird: .
0 = G = @dy3(dy D1y +di3 Dys) + @ day (dy Doy +dos Dyy)
+ #ydyy (dgy Dyy + dyy D).
Diese Gerade geht durch den Doppelpunkt #, ==, == 0 auch dann
hindurch, wenn d,; = 0 ist, d. h., wenn die Tangenten desselben zu
den anstossenden Seiten des Fundamentaldreiecks harmonisch sind (§ 3.).
Die Curve 6. Grades Q=0 schneidet in den Eckpunkten des
Coordinatendreiecks die gegebene Curve ® =0 in 6 Punkten, also
ebensovielmal, wie in diesen Punkten die Hesse’sche Curve H=0 von
® = 0 schneidet. Der Ausdruck Q lisst sich aber trotzdem nicht mit
Hiﬂfe von & auf die Form H bringen, man hat es hier vielmehr mit
einem derszwohl von Nother zuerst bemerkten Fille zu thun, wo die
Division — auch unter Adjunction von ¢ nicht ausfiibrbar ist, obgleich
Zihler und N enner dieselben Verschwindungspunkte auf ®=0 besitzen.
Man kam.a jedoch eine Uebereinstimmung von Q und H in mdglichst
vielen Gliedern verlangen und erhilt so die- Identitit:
wo H die Hesse’sche Determinante ist:
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2 2 2
H= + gmi g-’;: ga: =
== 3“’14(%3 — dyyyg) (dys @y* 2oy %y By 4 dgy %) + - - -
A 62,32y @ (dys dyy +2d3?) (dygity+dyy ;) + - - -
+ 62,32,°dy3(2dy3dpy—dyodyg) + - - -
+ 18222, ®3? (dy dys Aoy - dy dyg dyy),
B eine Form 2. Grades:
= — @ (dyodys—dyy?) — - - - + 2y dyg 205 + - - -
und endlich L = 0 die Gleichung einer durch die Wendepunkte gehen-
den Curve 3. Ordnung ist:
L=2(dyy g5 —dps?) - - + & 2y @y (dy Ayg® 4 Ay dy* + dyy dy 2
+3dyy dyy dyy— 6dyy dyy dy).
§ 5.
Die Wendepunktsgleichung.
Indem wir von der allgemeinen Form zu den im §. 2 aufgestellten
Gleichungen fiir die Parameter der Beriihrungspunkte der Doppeltan-

genten und der Wendepunkte in der kanonischen Darstellung zuriick-
kehren, bemerken wir zunéichst, dass die Erstere in zwei zerfillt:

T=I1—4bd- 2 K?==(L+2)bd-1K) (L—2)bd-AK) =T, -T,=0,
Man kann diese Factoren T, T, sowie die Gleichung:
We=iL— (A4+bd) K =0

dadurch auf einfachere Form bringen, dass man statt der Constanten
a, b, ¢, d vier andere Grossen einfiihrt, nimlich:

be— —b—d
e =Rt R
Man erhilt so:
%}.—: 2 @~ [ax4+3,13(ﬁ +¥/8)+612a(y &5 ¥9)
+£317/8(p 27O+ e),

= 15 2050 + M - ABap + B2 + 24ad + B0,

Setzt man noch fiir einen Augenblick:
M=20.0%also A=9-7/0=0¢0 ¢,

e, LB, ._ o
b= 9=wi 7= 5>

ferner:

so gewinnt W die Form:
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w | o +2pe®+3ge
a—c | +3e*+2p0 + ¢

Diese Gleichung geht fiir ¢ =1 in eine reciproke iiber. Es tretes
dann die Wurzeln in Involation; aber der Punkt, in welchem sich dany
die Verbindungslinien der (paarweise verbundenen) Bilder der Wende.
punkte auf dem Kegelschnitt p=0 schneiden, und der in diesem Falle
sich rational ergiebt, ist in einem anderen speciellen Fall (a=0, b=—q) "
nur durch Auflosung einer quadratischen Gleichung zu finden und kann
demnach nicht fiir die allgemeine Gleichung rational vorhanden sein, -
Ueberhaupt scheint jene Gleichung 6. Grades keine Invarianteneigen-
schaften zu besitzen, die eine Zuriickfithrung ihrer Auflosung auf solche
von niedrigerem Grade ermoglicht™®),

Den Fall involutorisch gepaarter Wurzeln mogen wir hier etwas
niher erdrtern. Zunichst folgt aus der Bedingungsgleichung:

£
3

+ 4re* =10,

1==q7'=

*) In der That kann man folgendermassen zeigen, dass die 6 Wurzeln jener
Gleichung 6. Grades im Allgemeinen in keiner Beziehung zu einander stehen.
Man nehme die Coordinaten der Carve 4. Ordnung in der Form an:

Xyt % g = A%A+a): (A4+D): A1) (240,
wodurch die Tangenten in 3 Wendepunkten (1=0, —1, ) adjungirt und zu

Seiten des Coordinatendreiecks gemacht werden. Dann wird die Gleichung fiir
die 3 librigen Wendepunkte:

W' = 13(A+3) 4 12(24b—A4+3C) + 1@ C+2B) + aB =0,
A=c—a; B=3bc—c+b; C=c-+20

ist. Die Wurzeln dieser Gleichung stehn aber augenscheinlich zu den Parametern
der angenommenen Wendepunkte in keiner projectivischen Beziehung.

Fir diese Darstellung der Gleichung der Curve lisst sich auch die Bedingung,
dass 3 Wendepunkte auf gerader Linie legen, in einfacher Weise ausdriicken.
.Wenn nimlich die Parameter 0, — 1, o drejen in gerader Linie liegenden Punk-
ten zugehbren sollen, so muss die’Grosse D,(2,1,) (§ 1.) verschwinden, wenn man

14 =0, ;=1 und fir die Coefficienten @, b,, - - - ihre Werthe einsetzt. Man
erhilt so:

wOo

ab=>bc4+b—e¢
als Bedingungsgleichung( dafiir, dass die 3 adjungirten Wendepuunkte in gerader

Linie liegen. Auf dieser Linie liegt aber noch ein weiterer Punkt der Curve,
dessen Parameter:

B .

=

C

In die Gleic_hung W’'=0 ecingesetzt, dieselbe erfillt. Denn mit Hilfe der Be-
dingungsgleichung lasst sich W’ auf die Form bringen:

W'=(Ci1+4B) (1241 (2b4a) 4 ab) =0,

und der 4, Schnittpunkt ist also ebenfalls ein Wendepunkt, wie dies iibrigens aus
anderen Griinden vorauszusehen war,
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entweder b = d, also Zerfallen (§ 3.), oder:

be? — a?d =0,
eine Gleichung, die (§ 3., VII) eine involutorische Paarung der Wurzeln
der Formen f; und f, libers Kreuz mit denen von f; aussagt und durch

Einfithrung der besonderen Form (§ 3.) fir 7, f,/; erfiillt wird. Nun
folgt aus der Bedingungsgleichung aber weiter (Bezeichnungen wiein § 3.):

B=bk = g.
Ist also 4 eine Wurzel, so ist entsprechend dem Wurzelpaare ¢ und

—lé—der reciproken Gleichung, -b—k- eine andere. Nun hat man:

A =L rnms n(E)=2E 1w,

die Coordinaten eines Wendepunktpaares sind also von der Form:
B =41, (A); x'=f,<z>-%,
zy— Af, (A); z = f (1) Bk,

: ’ 2%?
=1 @A), (4); =z =f1(l)‘f2(1)";j4“"
Die Gleichung der Verbindungslinie dieser Punkte:

§ =z x/ £ Afy k(R —T1>) Wi
Lay, o | =& Af, Lh—kf 1
§ 2y @) & Af, - O

(wo £ laufende Coordinaten sind) hat nun aber die Eigenschaft, unab-
hingig von A erfiillt zu werden durch:

g3=0} §1 +§2 =0.
Die Coordinaten dieser Punktes befriedigen ferner, wie man sich leicht
iberzeugt, die Gleichung der Verbindungsgeraden G =0 der beiden
mit den Wendepunkten auf dem Wendekegelschnitt liegenden Punkten
der Curve 4. Ordnung, und man hat also den Satz:

Wenn 2 von den Schnittpunkten der Tangenten in zwei Doppel-
punkten der Curve 4. Ordnung auf einer Geraden mit dem dritten
Doppelpunkt liegen (s. § 3.), so schneiden sich die Verbindungslinien
der 3 Paare, in welche dann die 6 Wendepunkte zerfallen, in einem
Punkte der Geraden &, durch welchen die Verbindungslinie jener
2 Doppelpunkte geht. — Der Fall, wo die Curve eine Symmetneaxe
besitzt, liefert ein anschauliches Bild dieses Vorkommens.

Die einfache Form, auf welche oben die Wendepunktsgleichung

. gebracht wurde, fiihrt auf einen wichtigen Faclor der Discriminante -
derselben.
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Man bemerkt, dass die Gleichung (2) durch ¢ == 1 befriedigt wirg,
wenn die Bedingung:

1+p+g+r=0
gwischen den Coefficienten erfilllt ist, und dass dann zugleich auch:
ENA
Pe a-—c)

fiir o==1 verschwindet. Ist also @=1 eine Wurzel der umgestalteten,
oder ist A= /b d eine Wurzel der urspriinglichen Gleichung fiir die
Wendepunkte, so ist sie eine Doppelwurzel derselben. Der Ausdruck:

g ) =(a—0c) A+p+g+7) = (a—0) (8+Lateftap)

ist also ein Factor der Discriminante Ay von W. Da dieser jedoch
eine rationale Function der Grisse &' == ¢§ ist, in welcher Ay rational
ist, so miissen noch die 3 anderen Ausdriicke, die man durch Ver-
tauschung von & mit den 3 iibrigen vierten Wurzelu von ¢ erhilt, Fac-
toren von Ay sein. Man erhilt durch Ausrechnung des Products aller
4 Factoren:’

) V=9() @(—) 9(/—& p(—V—¢
=(a—0)* [ () 0+ p—V 3/ 04821 [ (— Y/ 042+ VO (—V o+
=(a—c){at (p2—8)2 44020 (By —0) (B—y)— 0 (B2 —9)].

Indem ftir die «, f§, 7, 0 wieder die Werthe in a, b, ¢, d eingefiithrt

werden, kann man zunichst den Factor (b—d)? ausscheiden. Denn
es ist:

a(a—c) = ~§— b—a);
f?—9) (a—¢)? = (be—ad)? — bd(a—c)? = (b—d)? (be® — a*d).
Man erhdlt so:

y=(512 4y, [81(6 9 2 — 324 36D d(By— ) (B—y)— 4bd(bc?—a2d)2]
Beriicksichtigt man ferner, dass:
y2,6=i[(’:£)2 L (b4 a—2) — de],

und substituirt fir §, » und & anch sonst ihre Werthe in a, b, ¢, 4,
s0 kommt nach einer Reduction:

=5 {5 [0 — S+ e+
+4bd[bc—~ad)(a~—c ][(”"‘d) —a(p—%)( _ﬁ]}
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oder endlich indem man von der kanonischen Form der f mittelst der
Formeln des § 2. zu der allgemeinen iibergeht und die simultanen
Invarianten in der dortigen Bezeichnung einfiihrt:

VeR.U,

wO: -
U=FR (R2”2-D:1 D22D33)2 + 4d, dyy dy (R?+2D11D22‘D33)'

Die Symmetrie dieses eleganten Ausdrucks ist eine Bestitigung fiir die
Richtigkeit unserer Rechnung*). Der gefundene Ausdruck ist Factor
der Diseriminante der allgemeinen Wendepunktsgleichung 6. Grades

(§ 2.): -
5 = B fifofs + 49 8y58y, =0

— die iibrigen leichter zu bestimmenden Factoren werden unten ange-

geben — und sein Verschwinden bewirkt, dass 4 = /b d Doppelwurzel
der Gleichung W==0 wird. Aber fir A ==}/ = ¢ nimmt der Factor
T, von 7 (s. oben) die Form 4.¢2¢(¢) an, und da auch %j;‘ fir A==¢
den Factor ¢(&) erhilt, so schliesst man wie oben, dass der Factor
V == B2 U auch m der Discriminante Ar der Doppeltangentengleichung:
T, Ty=0 auftritt. Andererseits erfiillt der Werth 2 = /5 d, der auch
hier Doppelwurzel wird, fiir die Parameter A; und A, der Berithrungs-
punkte einer Doppeltangente gesetzt, die zwischen denselben bestehende
Gleichung (§ 2.):
AZA? = bd,

und da man diesen Schluss umkehren kann, so hat die Curve in diesem
Falle eine in dem Punkt 4 = j/bd vierfach beriihrende Tangente
(Undulationstangente). U =0 ist also die Bedingung fir das Auf-
treten eines Undulationspunkies, und der Factor U mbge darum der
» Undulationsfactor der Discriminante heissen.

Um U in den Coefficienten der Curvengleichung ¢ == 0 selbst an-
zuschreiben , multiplicire man U mit R', und setze fiir 28D, die
Werthe aus § 4. ein. Der so umgestaltete Ausdruck bildet dann den
Hauptbestandtheil der Zactinvariante der Curve 4. Ordnung und ihrer
Hesse’schen Curve (deren Verschwinden aussagt, dass beide Curven
sich bertihren, Salmon-Fiedler, hoh, Curven § 377.); die iibrigen
Factoren sind diejenigen, welche sogleich noch fiir Ay bestimmt werden.

U ist vom 6, Grade in den Coefficienten jeder der 3 quadratischen
Formen f,, f,, f, und im Allgemeinen nicht in rationale Factoren zer-
fillbar, wie man z B. erkennt, indem man Dj; =0 setzt. Dann

#) Den Zusammenhang zwischen den d;y, D und R findet man in § 2. au-
gegeben.
AY
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scheidet sich der Factor R? aus (was im Allgemeinen nicht der Fall .
ist) und der iibrig bleibende Factor ist durch Einfiihrung der a, b, ¢, d
leicht als unzerfillbar zu erkennen. Dagegen lisst sich, wie sogleich
gezeigt werden wird, U in irrationale Factoren auflosen.

Die iibrigen Factoren, welche die Discriminante Ay ausser ¥ be-
sitzt, lassen sich in folgender Weise ermitteln.

I. W=0 erhiilt beim Auftreten eines Riickkehrpunktes (§ 3., III)

einen Doppelfactor, der = /7, ist, wenn etwa D, = O oder b = %f-

angenommen wird. Daher besitzt (vgl. d. vorstehenden Aufsatz) die
Discriminante Ay den Factor D,,, und der Symmetrie wegen auch die
Factoren D,,, D,,, deren Produect:
D,y Dy, Dy
der , Cuspidalfactor“ heissen moge.
II. d =—a =0 veranlasst die dreifache Wurzel =10 von
W == 0, daher (vgl. d. vorstehenden Aufsatz) Ay den Factor d,,d,,d,,
mindestens quadratisch besitzt. Dieser Factor, dessen Verschwinden
im Allgeimeinen anzeigt (§ 3., I), dass die Curve sich in eine Gerade
und eine Curve 3. Ordnung spaltet, heisse ,Spaltungsfactor® 1. Art.
IIl. Endlich bemerke man, dass, wenn die Curve in 2 Kegel-
schnitte zerfallt, d. h. fiir b==d oder R=0, W ein vollstindiger Cubus
wird, dass also 2mal 3 Wurzeln zusammenfallen, was dann den , Spal-

tungsfactor 2. Art“ R* ergiebt (vorstehende Note).
Das Product:

Aw=1U-R*- dyy* dyy? dgs® - Dy Doy Dyg

ist aber in den Coefficienten jeder der 3 quadratischen Formen vom
6 - 14 = 20. Grade. .

Andererseits muss die Discriminante der Wendepunktsgleichung
in den Coefficienten:

(a—c), a(a—0), Bla—c), - - Bd(a—0o)

der Gleichung 6. Grades W==0 vom Grade 2(6 —1)=10 sein. Jeder
dieser Coefficienten ist aber in den Coefficienten der quadratischen Formen
von hochstens dem 2. Grade, die Discriminante kann also den 20. Grad

nicht {ibersteigen und das obige Product Ay repriisentirt somit in der
That die gesuchte Discriminante.

5

§ 6.
Die Gleichung fiir die Berihrungspunkte der Doppeltangenten.

' Man hat oben die Zerfiillbarkeit der Gleichung 7=0 in der kano-
nischen Form in zwei in den Coefficienten von 7 irrationale Factoren
bemerkt. Aber die Eigemschaften der Doppeltangenten gestatten eine



~

Ueber rationale Curven vierter Ordnung. 113

solche Zerfalling von T auch in der nicht kanonischen Form und
zwar gleich in quadratische Factoren. Man kann nimlich den Aus-
druck 7' durch Adjunction der Identitit (§ 3. (I)) zwischen den £, und
dy in folgender Weise umgestalien:

”;2: m(fzfa d23+f3f1 d13+f1f2 di 2)2“f22f32d92 d33—~f3?f,2 d33 dl 1“f12f22dx t dsn
=5 (VALY Tt [,V T (— 1V s 1,V dos £V o)
. (fim—le/dzri’faz/a—;)( f: Va‘x_t“l’"le/g;;"f%]/a;;)

1
=:§txt2t3tu

wo nun jeder dieser quadratischen Factoren die Bertihrungspunkte einer
Doppeltangente ergiebt. Wir benutzen diese Zerfillung zur Bildung -
der Discriminante Ay der Qleichung fiir die Doppeltangenten.

Die Discriminante eines Products ist bekanntlich gleich dem Product
(TT) der Discriminante der einzelnen Factoren mal dem Quadrat des Pro-
ducts (P) der Resultanten derselben, wenn man sie zu je zweien combinirt.

Was zundichst die Grosse P angeht, so lisst sich die Resultante
aus je zweien der 4 Factoren von 7, z. B. aus den beiden ersten ¢,
und #,, in die Form bringen:

Res. (t;,1,) = dy; - Res. (f}, fé@’f‘fsl/@) = dy; - Res. (£}, /),
wo fiir einen Augenblick:
fi=" oy + fs 7/‘7?;

gesetzt ist. Nun ist aber (Clebsch, bin. Formen p. 201) in den Be-
zeichnungen des § 2. geschrieben:

Res. (f}, fi)=Dyy Dis— Diy*

=Dy (Dyydyy+2Dy ¥ oy digy + Digyllag)—(Dyy V gy + Dy Y dlg)?

=2 dyy dyy —2dy Vm g
Daher endlich:

Res. (b, 8,) = 2dyy ¥ doyyy (V Gyl — dlg) -
Die Resultante von £, und £, unterscheidet sich hiervon nur durch das
Vorzeichen des Wurzelansdrucks, und man hat also:
Res. (¢, t,) - Res. (£;, §,) = — &dy2dypdyy - 2R - D,
und somit das Product P aller 6 Resultanten bis auf einen Zahlenfactor
P = (dyydyy dss)* Dyy Dpy Dy - RS

Wir wenden uns zur Bildung des Products TT der 4 Discriminanten.

Man erhilt diese aus der Diseriminante von ¢;:
Mathematische Annalen. XIIL 8
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Diser. {£)=D;; dyy 4 Dyydyy + Dy dys -2V oy gy Do+ 2 dyy sy Dy
: . +2V/dyydy D,y

durch paarweise Aenderung der Wurzelvorzeichen, Aber die Aus-
rechnung des Products aller vier Iisst sich v\ermeideq, wenn man be-
denkt, dass seiner Bedeutung nach dieses Product TT von dem oben
gefundenen Undulationsfactor U/ nur um einen unwesentlichen Factor
sich unterscheiden kann. Wir kinnen Letateren durch eine Abzéhlung
bestimmen. ' ) )

T ist in den Coefficienten jeder der 3 quadratischen Formen f
vom 4. Grade, A, muss also in den Coefficienten beispielsweise von
f, vom 4.%(8-"1)=56. Grade sein. Nun ist aber P? vom Grade
294 =48, U vom 6. Grade, es fehlt also in Ay noch ein- Ausdruck
2. Grades. 7T enthilt aber den Factor R (§ 2. (9)) explicite, und dic
Discriminante A, muss demnach R zur 14. Potenz enthalten. Jener
fehlende Factor ist also R? und man hat: ’

. DAg=TT-P?= R4 U (djdpdy)® - (Dyy Dyy Dyy)?,
wo denn. also auf TT das Product der Discriminante der 4 Factoren ¢
M=R.-U=7V
kommt. . ) ) .

" Mit Hiilfe dieser Zerfiillung des Undulationsfactors U (oder eigent-
lich von ¥7) in 4 irrationale Factoren kann man sofort die reellen (ge-
meinen), isolirten und imagindren Doppeltangenten, bez. Undulations-
tangenten, welche einc durch ihre Gleichung gegebene Curve besitzt, an-
geben. ' ' ’

Fiir d,—=dy,~dy; und d,;,=dy,=d,, werden die Discriminanten
von f,, ¢; und #, einander gleich und verschwinden fiir- einen leich}
angebbaren Werth des Verhiiltnisses —Z»‘%, was dann einer Curve mit 3
Undulationstangenten entspricht. "

Sind von den Grossen dj; eine oder zwei negativ, d. h. fallen ein
oder zwei Eckpunkte des Fundamentaldreiecks ins Innere des Kreises,
so werden 2 Doppeltangenten conjugirt imaginir. Das Gleiche tritt ein,
wenn .etwa f; und f, Formen mit conjugirt imaginiren Coefficienten,
d. h., wenn zwei Doppelpunkte conjugirt imaginir geworden sind
(s. § 8.). Dann werden auch Dy und D,,, D,; und D,, und ebenso
dyy und dy,’je conjugirt imaginir, wihrend Dy, D,, und ‘dy, reell
bleiben, so dass 2 Doppeltangenten conjugirt imaginiir werden.

Wenn endlich die Curve einen Selbstberiihrungs- oder Osculations-
punkt besitzt, so bestimmen sich die Factoren des Undulationsfactors
ohne Mithe aus den hierfiir aufgestellten Gleichungen des § 3., III.
Statt der Gleichung 7'=10 (fiir welche sich indess die Rechnung
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bequemer * gestaltet) hitte man auch die von dem Factor R befreite

Gleichung (§ 2.): 7
T=2=0

als Bestimmungsgleichung fiir die BeriihrungSp}mkte‘ der Dop'pe%tangenten
ansehn konnen. Uebrigens unterscheidet sm.h _(%le. Discriminante Ag
von Ay bloss um den Factor B 4, h. die I)zscm'mmante’({{zr von dem
diberfliissigen Factor B befreiten Doppeltangentengleichung erhilt den Aus-

ek . Ay = U (dy;dyydy)® - (D4 D m‘D 33)%
Hier bezieht sich dann also der Factor U auf das Zusammenfallen der
Beriihrungspunkte auf einer Doppeltangente, alle anderen Factoren auf
das Zusammenfallen der Beriihrungspunkte verschiedener. {
Diese Unterscheidung zwischen zwei Gattungen von Factoren der
Discriminante der Doppeltangentengleichting, -die hier ein néheres Inte-
resse kaum gewihrt, wird vonBedeutung bei einer anderen Auffassung der
I'rage. Ich entnehme einer brieflichen Mittheilung von Herrn Zeuthen
die Bemerkung, dass man die Frage nach den Factoren der Diserimi-
nante der Doppeltangenten- und Wendepunktsgleichung — unter Be-
schriinkung auf ein einfach unendliches Curvensystem — auch fiir all-
gemeine Curven 4. Ordnung mit etwa vorhandenen (Pliicker’schen)
Singularititen beantworten kann, Man hat dann nur unter der Glei-
chun g fiir die Doppeltangenten ete. die fiir eine Coordinate der betreffenden
Singularitit zu verstehen; die auftretenden Factoren, deren Zahl und
Bedeutung eine wesentlich andere wird, zerfallen dann fiir die Doppel-
tangentengleichung in die oben angegebenen 2 Gattungen. Zur ersten
Gattung gehort, wie ich den von Herrn Zeuthen mir mitgetheilten
Formeln entnehme, u. A. ein Factor, den man »Selbstherithrungsfactor®
nennen konnte. Fir unsere Darstellung der Gleichung der Curve ist
das Auftreten eines Selbstberihrungspunktes an zwei Bedingungs-
gleichungen gekniipft, deren Verschwinden — ohne gleichzeitiges Zu-
sammenfallen zweier Eckpunkte des Coordinatendreiecks — eine andere
Bedeutung besitzt (§ 3., II1.), so dass hier ein wSelbstberithrungsfactor®
im eigentlichen Sinne nicht auftritt. )

§ 1.
Vergleichung der Discriminanten beider Gleichungen.

Ein Vergleich der Discriminante der Wendepunkts- und der Doppel-
tangentengleichung zeigt zuniichst, dass siimmtliche in Ay auftretende
F.actoren, bis auf B, auch in A; vorkommen. Verschwindet also einer
dieser Factoren, so erhalten W und 7' gleiche Wurzeln, was denn je
nach der Vielfachheit des verschwindenden Factors eine Aenderung

8#
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in der Zahl der reellen Wurzeln hervorbringt oder micht. Nach den
Bemerkungen des vorstehenden Aufsatzes sind jedoch bei der Beur-
theilung dieser Aenderung noch andere Umstiinde mit in Betracht zu
ziehen; diese sollen im Nachfolgenden untersucht werden.

I Was zuniichst den Undulationsfactor betrifft, so kommt derselbe
einfach in Ay und Ag vor; verschwindet er, so andert sich also die
Zahl der reellen Wendepunkte und Berithrangspunkte um 2. Dass
nun mit dem Gewinn (oder Verlust) von 2 reellen Wendepunkten immer
ein solcher von 2 recllen Berithrungspunkten verbunden ist, erkennt
man daraus, dass fir U =0 die kleinen Zuwichse ¢ der 2 gleichen
Wurzeln 4= j/bd der Gleichung W =0 und die Zuwichse 7 der
gleichen Wurzeln A=7bd der Gleichung*) T'=0 sich nur um einen
Zahlenfactor unterscheiden.

In der That, es bestimmen sich 6 und v aus den Gleichungen:

2 [ . 2T
s[52)+ o) =0, 5]+ [e2] =0
wo die Variationen sich auf alle Coefficienten in W und T erstrecken,
und die eckigen Klammern um einen Ausdruck bedeuten, dass U--0, d. h.
(fir e=7/bd):
o4 ctat oftap=0

und A¢ = bd angenommen wird. Nun ist aber:

(58] ufex]s [3]--fex)
ferner ist:

[8T] = [442K] - [8 W],

? g2 L (O
30' == [1.21(]’

wo denn ersichtlich die Zuwichse 6 und 7 gleichzeitig reell und ima-
gindr werden.

Da beziiglich des betrachteten Undulationspunktes keinerlei be-
schrinkende Voraussetzung gemacht wurde, so gilt die folgende aus
Vorstehendem sich ergebende Bemerkung ganz allgemein, dass nimlich
die Geschwindigheit, mit welcher , beim Durchgang durch den Fall einer
vae mit Undulationspunkt, die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten
sich von einander entfernen, zu derjenigen der Wendepunkte sich wie

V3:1

N Statt der Gleichung T mdge in der Folge der Bequemlichkeit wegen die
fiir alle Factoren ausser B quivalente Gleichung 7' genommen werden $ 6.).

und somit:
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verhdlt. Vorausgesetzt ist hierbei selbstverstindlich, dass die Deformation
der Curve sfetig vor sich, geht.

II. Verschwindet der Cuspidaifactor, indem z. B. D“ab——%;_—-()
wird, so wird f, = (A4 2) Factor von T (§ 2. (19)), aber auch von _
#,,=2K, und also von L (wegen § 2. (18%)). Demnach verschwindet
nicht nur 7 selbst, sondern auch die erste Variation von I', welche
dem Werth 9;—{— 0b von b entspricht, so dass sich die zugehorigen

Zuwichse 7 von 1 (vgl. d. vorstehenden Aufsatz) aus einer quadratischen
Gleichung von der Form:

.

2 [ 02T
—2—[ a lm_ A+ OB T, =0,
- 2

berechnen, wo T, und die eckige Klammer Constante sind. Passirt
- also 0b den Werth Null stetig, so #indert z* sein Vorzeichen nicht und
die Zahl der reellen Wurzeln bleibt dieselbe.

Durch das Verschwinden des Cuspidalfactors bleibt also in 7' die
Zahl der reellen Wurzeln ungeiindert, wihrend die von W um 2 zu-
oder abnimmt, weil dieser Factor einfach in Ay auftritt.

III. Das Verschwinden des Spaltungsfactors veranlasst fiir W keine
Aenderung in der Realitit der Wurzeln, weil, beispielsweise fiir ein
verschwindendes d, die zugehorige Wurzel 4 sich dreifach ausscheidet.
In 7 tritt, wenn die Zahl der reellen Wurzeln tiberhaupt sich #ndert,
eine Vermehrung oder Verminderung immer um 4 ein.

i § 8.
Fall imaginérer Doppelpunkte.

In den vorstehenden Paragraphen werden die Coefficienten der
Gleichungen fiir Wendepunkte und Doppeltangenten als reell voraus-
gesetzt. Hs ist nun bemerkenwerth, dass dies auch dann noch  ge-
stattet ist, wenn die Coefficienten von zweien der 3 quadratischen Formen,
z. B. von f, und f,, conjugirt imaginiir sind. Dann werden auch die
Coordinaten z, und #, conjugirt imaginir, und sofern man die homogenen
Coordinaten eines Punktes den Abstinden desselben von den Seiten
eines Coordinatendreiecks gleich (oder von denselben um reelle Con-
stante verschieden) setat, werden dann auch 2 Seiten des Coordinaten-
dreiecks und die 2 darauf liegenden Doppelpunkte der Curve imaginir,
ohne dass es diese selbst wird. Setzt maun:

0-h=Fi=0F iP5 0 Y=[=P — 1P 0 Ys="s
wo ¢ =) —1 und die ¢ und f; quadratische Functionen mit reellen
Coefficienten sind, so kann man diese wieder in einer kanonischen
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Form derart annehmen, das f; =0 und in f, und f;_ die Coefficienten
von A? wie frither == 1, o und ¢ dagegen e})euso wie b und d couju-
girt imaginir sind. Dann werden aber die 4 Gx:ossen o, B,y,0
(§ 6. ff.), aus denen sich die Gleichungen W =0, 1—-=0 . 8. W. zu-
sammensetzen, wieder reell und alle auf die Realitit dieser Grossen
gestiitzten Schlisse, d. h. der Inhalt der vorstehenden Paragraphen
fahren fort zu gelten. Um die so dargestellten Curven coustruiren zy
konnen, fiihre man reelle rechtwinklige Coordinaten &, n ein durch die
Gleichungen:
. £ = 2!‘3 = ‘ql)
fs f3
so wird: ) )
Yt Yy=E+in:§ —in:l;
ferner werden die durch quadratische Transformation aus y erhaltenen
Coordinaten x: )
—1 i 1 1
Xyt %, :x‘3=—§—2¥§2~: ég-:_n’z 1= E¥ir B 1=
=f iy —idy 1.
Daher stehen die rechtwinkligen Coordinaten £, n der y-Ebene mit
den Coordinaten &7 der durch quadratische Transformation aus der
y-Ebene hervorgegangenen z-Ebene in der Beziechung:

g,:"g{i_nT; N = §2+n7}

eine Transformation, die, wenn man &'y wieder als rechtwinklige Coor-
dinaten deutet, bekanntlich durch reciproke Radienvectoren hergestellt
wird. 'Wird also eine Curve 4. Ordnung auf diesem Wege aus einem
Kegelschnitte abgeleitet, so fahren fir diese alle die vorstchenden Be-
trachtungen fort zu gelten, obgleich die su Grunde gelegte Darstellung
der Coordinaten nicht mehr reell ist. Natiirlich gilt das Gleiche von
Curven, die durch reelle Projection aus einer solchen entstanden sind,
wobei die imaginiiren Kreispunkte, welche fiir die Transformation durch
reciproke Radienvectoren als Ecken des Coordinatendreiecks gelten miis-
sen, sich in das Endliche hereinschieben. Lisst man diese schliess-
lich noch zusammenriicken, so hat man den Fall einer Curve mit Selbst-
bertihrungspunkt als Uebergang zu der mit 2 reellen Doppelpunkten.

’ -

§ 9.
Graphische Darstellung.
Bei den mannigfaltigen Anwendungen, welche die rationalen Curven
-4. Ordnung in der Mechanik erfahren haben und in gewissen Zweigen

derselben, 'wie der Kinematik, allem Anscheine nach noch erfahren
werden, spielen die gestaltlichen Verhiltnisse eine hervorragende Rolle.
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Es scheint daher der Miihe nicht unwerth, die verschiedenen Formen,
deren eine Curve 4. Ordnung fihig ist, zu einem iibersichtlichen
Schema zusammenzustellen, in welches die bekannten sich bequem
einreihen lassen. Ich werde ankniipfend an eine bekannte Constructions-
methode (Salmon-Fiedler hoh. Curven Art. 284) einen kurzen Ueber-
blick tiber das Gebiet der Gestalten der rationalen Curven 4. Ordnung
geben, indem ich einige Betrachtungen tiiber die Construction der
Doppeltangenten vorausschicke.

Man denke sich in der y-Kbene den Kegelschnitt ¢ (§ 3., wir
werden ihn spiter als Kreis annehmen) und ein reelles Dreieck gegeben,
dessen Winkel 4,4, 4, seien; die Coordinaten seien gleich den Ab-
stinden von den Seiten desselben; man ordne der Ebene y die Ebene
x durch guadratische Transformation:

Y T

e %
z0. Dann erhilt man die Curve @, indem man die beiden Ebenen
sowie die Coordinatendreiecke zusammenfallen ldsst, den Punkt y von
@ mit den Eckpunkten A4, 4,4, dieses Dreiecks verbindet und die
Winkel, die jeder dieser Strahlen mit den 2 durch den Eckpunkt geben-
den Seiten bildet, je mit einaunder vertauscht, der so crhaltene Punkt x
gehért dann der Carve @ an. Der unendlich fernen Geraden der einen
Ebene:

yysin 4, + y, sin 4, + y, sin 4y =0
entspricht dann in der anderen der dem Coordinatendreieck umschriebene
Kreis (%):
% == 2,8, sin A, -+ 2,2, sin 4, 4 2,2, sin 4y =0,

und man findet also die Richtungen nach den unendlich fernen Punkten
von ¢ durch Construction der Bilder der Schnittpunkte von ¢ mit »

Den Wendepunkten und Doppeltangenten an @ entsprechen oscu-
lirende bez. doppelt berithrende Kegelschuitte zu ¢, welche durch die
Eckpunkte 4, 4, 4, gehen. Aber wihrend die Gleichung fiir die
Ersteren im Allgememen durch Quadratwurzeln mcht auflosbar, also
die Construction der Wendepunkte durch Zirkel und Lineal nicht moghch
ist, lassen sich die Doppeltangenten aus der Bemerkung coustruiren, dass
die Verbindungslinien der Berithrungspunkte, deren Gleichungen (§. 6.):

Yy Vly YoVl + Y5V dy =0,

YV v, Ve — Y3 ¥V iy =0
sind, sich paarwezse auf den Seiten des Coordinatendreiecks schueiden,
und zwar in Punkten, di¢ offenbar sowohl zu den Eckpunkten des

Dreiecks wie zu dessen Schnittpunkten mit dem Kegelschnitt ¢ har-
monisch gelegen sind (geometrisch beweist diesen Satz v. Staudt,
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Beitriige p. 238). Uebertriigt man die so erhaltenen Punkte von ¢ auf
®, so erhilt man die Berithrungspunkte der reellen Doppeltangenten,
bez. die isolirten Doppeltangenten, Letztere aus der_ bekanntfen Con-
struction®) eines durch 3 feste Punkte gehenden I%ege_lschmtts, der
durch die imaginirven Schnittpunkte einer Geraden mit einem anderen
Kegelschnitt geht. _

Instructiv ist der Fall zweier Riickkehrpunkte, wo dann nur eine
Doppeltangente vorhanden ist. Den Uebergang derselben_ vom Reellen
gum Imaginéren bildet die Undulationstangente, der ein 4-punktig
berithrender Kegelschnitt entspricht. Hilt man diejenigen Seiten des
Coordinatendreiecks fest, welche @ beriihren, und lasst die dritte so sich
bewegen, dass immer eine Curve mit Undulationspunkt entsteht, so
umhiillt dieselbe einen jene 2 Seiten ebenfalls berithrenden Kegelschuitt,

" Auf diese Fille beziehen sich die Zeichnungen Taf. II, Kig. 1, 2.
Fig. 5 (Taf. II) zeigt eine Curve mit zerfallendem Wendekegelschnitt (und
Osculationspunkt), fiir welche 4 Wendepunkte in gerader Linie liegen.

Zur Aufzihlung der verschiedenen Curven 4. Ordnung mit 3 Doppel-
pumkten iibergehend schicke ich voraus, dass nach Fritherem in das Bereich
unserer Darstellung sowohl Curven mit Selbstberiihrungspunkt und Oscu-
lationspunkt als auch Curven mit conjugirt imaginéiren Doppelpunkten
fallen (§ 3., 6., 8.).

Es mdgen nun als zu demselben Typus gehorig alle diejenigen
Curvenformen angesehen werden, welche durch stetige Deformation
(die Durchfithrung durch das unendlich Weite mit eingerechnet) in ein-
ander iberfithrbar sind, ohne dass der Charakter einer der 3 Doppel-
punkte (reell, imagindr oder isolirt zu sein) gefindert wird. Zu dem-
selben Typus gehdren also namentlich alle durch Centralprojection aus
einander ableitbaren Curven. Wir wollen nun das Coordinatendreieck
der z mit dem der y zusammenfallen lassen — da man durch Projection
jedes beliebige Dreieck in ein gegebenes tiberfilhren kann — und mit
der gleichen Berechtigung auch den Einheitspunkt in den Schnitt-
punkt der Halbirungslinien -der 3 Winkel verlegen, was zu der im An-
fang dieses § angegebenen Constructionsmethode fiihrt. Aber man
kann die Zahl der zu construirenden Formen noch mehr beschrinken,
Denn, hat man mit diesem Dreieck auf alle Weisen einen Kegelschnitt
zu combiniren, so kann man doch sich darauf beschriinken, entweder:
das Dreieck fest anzunehmen und Form und Lage des Kegelschnittes
gegen dasselbe zu verindern, oder: den Kegelschnitt z. B. in Form
eines Kreises, in der Ebene fest zu legen, und dem Dreieck alle mog-
lichen Formen und Lagen gegen denselben zu ertheilen. Wir wihlen
der Uebersichtlichkeit wegén fiir den Fall des reellen Coordinatendreiecks

*) v. Staudt, Geometrie der Lage, p- 185 ff,
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die letzte Erzeugungsweise, wobei daun 2 Dreiecke denselben Typus
ergeben, wenn das eine in das andere iiberfiihrbar ist, ohne dass zu den
vorhandenen Schnittpunkten desselben mit dem Kreis neue hinzutreten
oder eine Ecke des Dreiecks von dem Kreis iiberschritten wird, Hier
kann es sich jedoch ereignen, dass der Flicheninhalt des Dreiecks
unendlich gross wird, indem die unendlich ferne Gerade dasselbe zu
theilen kommt.

Man erhilt so (abgesehen von den Grenzfillen) 9 wesentlich ver-
schiedene Typen. Sie sind durch schematische Figuren*®) auf der bei-
gegebenen Tafel I (1—9) veranschaulicht, je mit den Kreisen ¢, aus
welchen sie entstanden sind. Daran reihen sich die 8 Ucbergangstypen
(12— 9*) mit Selbstberithrungspunkten bez. isolirten consecutiven Doppel-
punkten®), die sich ebenso wie bel einem Fundamentaldreieck mit
getrennten Ecken durch Abtragen gleicher Winkel aus dem Kreise ¢
construiren lassen, Zur leichteren Vergleichung ist je der Grenzfall
mit der gleichen Nummer bezeichnet, wie der Fall, aus dem er her-
vorgegangen (bei T» geschieht der Uebergang aus (7) dadurch, dass
die Begrenzungspunkte der Grundlinie des Dreiecks zu beiden Seiten
ins Unendliche riicken). Endlich kommen hierzu noch die 2 Fille
(Taf. II, 1*, 5P) eines Osculationsknotens, fiir welche die 3 Eckpunkte
des Coordinatendreiecks consecutive Punkte eines Curvenelements sind.

Die Construction der Curven mit Osculationsknoten ergiebt sich
durch einen Grenzitbergang aus der fiir ein endliches Fundamental-
. dreieck, indem man dasselbe etwa gleichschenklig, mit den Eckpunkten
auf einem festen Kreis, annimmt und die Linge 4B =28 (Taf. 11, Fig. 3)
der Grundlinie gegen Null convergiren lisst. Verbindet man den Punkt P
und dessen Bild p je mit 4 und B, soist Sx ApB — 2¢ = X APB.
Ist nun v der Neigungswinkel, den der Strahl » = BP in der Grenze
mit AF bildet, so ist — v der des Strahles R = Bp in der Grenze;
ferner hat man, wenn @ der Radius des durch die 3 .Eckpunkte ABC
gehenden Kreises x ist:

. . 48
lim () == lim (7271')3
lim (R sin &) == lim (20 sin v),
lim (7 sin (@2 @) == lim (20 sin v),

wenn < A PB = « gesetzt ist. Eliminirt man «, so kommt:
lim (Ji) =lim (.-..?ﬂ_.._)
r 20— ‘ﬁ:"‘"

#) Die Curven sind, wie dies schon der angewandte Massstab mit sich bringt,

nur in den Hauptziigen richtig.
#*¥) Isolirte Punkte sind durch kleine Kreise bezeichnet.

sowie:
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Man erhilt daher P aus p durch folgende Construction: Das Funda-

s

mentaldreieck werde durch 3 consecutive Punkte in 4 des Kreiges -

% mit O& = @ als Halbmesser (Taf. II. Fig. 4) dargestellt. Man ver.
binde p mit 4, trage den Winkel v auf der anderen Seite der Tan-
gente in 4 ab und mache Ap’ = Ap. Man errichte nun gp’ \ Ay,
mache DQ — Aq und ziche DP | Qp , dannist AP = I und P der
gesuchte Punkt.

Auf diese Weise sind die Curven 1° und 5% entstanden. Der,

-

Typus 1° ist- merkwiirdig wegen der 3 consecutiven isolirten Punktg,
welche die Curve in 4 hat. ,

Die dem Auftreten von Riickkehrpunkten entsprechenden Typen
lassen sich leicht aus denen mit wirklichen Doppelpunkten durch Zu-
ziehen der Schleifen ableiten und sind deshalb iibergangen worden. -

Die Typen 1, 4 und 5 kionnen 3 Symmetrieaxen besitzen und ge-
hiren dann dem Geschlecht der Hypotrochoiden (im Grenzfall des Riick-
kehrpunktes: den Hypocycloiden) an, welche ein Punkt beim Abrollén
eines Kreises in einem anderen von dreifachem Durchmesser beschreibt,

Zu den Typen 6* bez T* zihlen die Conchoiden (6° vermdge einer

Collineation, durch welche der Selbstberithrungspunkt ins Unendlicke -

riickt).

Um die Typen mit imagindren Doppelpunkten zu erhalten, nehme-
man das Coordinatendreieck als fest, den Kegelschnitt aber in Lage

und Form beweglich an. Man verlege die beiden imaginiren Doppel-
punkte in die unendlich fernen Kreispunkte, die quadratische Transfor-
mation reducirt sich dann auf die Verwandlung mittelst reciproker
Radienvectoren und man erhilt somit je nach Form und Lage des
Kegelschnitts 4 verschiedene Typen, indem man Ellipse und Hyperbel
mit dem Inversionscentrum innerhalb und ausserhalb combinirt (Taf. 1I,
Nr.I—1V). Die der Parabel entsprechenden Curven, die im Inversions-
centrum einen Riickkehrpunkt haben wiirden, sind hier iibergangen
worden, ebenso wie die Curven mit imaginiren Riickkehrpunkten, die
aus der Annahme des Inversionscentrums in einem Brennpunkte des
Kegelschnitts entstehen. ‘

Zu Typus I gehort die Fusspunkiscurve der FEllipse, zu I die

Lemniscate, za 11 bez. IV die Pascal’sche Schneckenlinie (im Grenzfall
die Cardioide).

Miinchen, im Marz 1877,



