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Ueber den Multiplicator eines Jacobi’schen Systems.
Von
A. Mayer in Leipzig.

In dem vorhergehenden Bande dicser Annalen (p. H01 u. fg.) hat
Lie gezeigt, dass, dem Jacobi’schen Multiplicator einer einzelnen
linearen partiellen Differentialgleichung entsprechend, auch fiir jedes
vollstéindige System ein Multiplicator von ganz analogen Kigenschaften
exisbirs.

Fiir das gegebene vollstéindige System:

h=mn

() Ai(/.)=2X;‘§£’7=O, i=1,2,.- -7,
r= e

kann man, vorausgesetzt, dass die Determinante:

a=Sixx X

nicht = 0 ist, diesen Lie’schen Multiplicator M cbensowohl durch die
Formel:

1 oy OF, of
o M= —— s koL -
( ) A 2 '—J: 3-’1"7.4_1 8%_,_2 oz, ’

in der fiqy, frt2, - -« fn irgend n—7 von einander unabhiingige Lo-
sungen des Systems (1) bezeichnen, als auch, nachdem man mittels

Auflésung nach %ﬁ—, oo 21 ieses System auf die Form:

oz,
. h=mn
of i of
® . +2+A A —0
gebracht hat, durch die » linearen partiellen Differentialgleichungen:
h=n ;
AM 008 M
@) oz, 2 oz, =0

. == 1
definiren, =
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Aus diesen Definitionen erhellt unmittelbar, dass fiir ein vollstin-
diges System von der Form (8) der Lie’sche Multiplicator des ganzen
Systems zugleich ein, allen » Gleichungen des Systems gemeinsamer
Jacobi'scher Multiplicator, oder kurz gesagt, ein gemeinsamer Multi-
plicator des Systems ist. Aber nicht jedes vollstindige System theilt
diese Higenschaft. Im Allgemeinen besitzt vielmehr ein vollstindiges
System gar keinen gemeinsamen Multiplicator, oder es giebt, auch
wenn die » Gleichungen (1) ein vollstindiges System bilden, doch im
Allgemeinen keine Function M, die allen » Gleichungen:

h=mn hz=n

PalegM |, O 90X,
o SwemriFuo

h=1

gleichzeitig geniigte. Gébe es nidmlich fiir jedes vollstindige System
eine solche Function, so miissten im Besondern auch je » unabhiingige
Gleichungen von der Form (2) eine gemeinsame Losung zulassen, in-
sofern die zugehtrigen n Gleichungen (1), aufgefasst als partielle Diffe-
rentialgleichungen zwischen [ und % - 1 unabhingigen Variabeln
Zy - v+ Ln¥ngr, die gemeinsame Losung f == 2, besitzen und somit
stets als ein vollstiindiges System angesehen werden konnen. Man
erkennt aber sofort, dass # Dbelicbige Gleichungen von der Form (2)
nicht eo ipso die Integrabilititsbedingungen erfiillen. So ergeben u. B.
die beiden Gleichungen:

8log M. -
“om T 0T om0

log M log M
?*“9‘"+(1+m1x2)aog + 2 =0,
denen der gemeinsame Multiplicator des vollstindigen Systems:

o 4 o g,

! Ou,
of
Ty %’“ + (L4 2,2) 5, =0
geniigen miisste, die mit einander unvereinbaren Werthe:

olog M 2 9 log M1

=0y T T T %

0z,

Fiir ein Jacobi’sches System aber, d. h. fiir ein vollstindiges System
von der beliehigen Form (1), in welchem aber jedes:

4,(4,(N) — 4,(4,(N)
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identisch Null ist*), existirt, wie ebenfalls Lie nachgewiesen hat*¥),
stets ein gemeinsamer Multiplicator und es ist bereits " frither **¥) _bf‘{-
hauptet worden, dass auch fiir solche Systeme gemeinsamer Mulhph-
cator und Lie’scher Multiplicator identische Begriffe seien. Diese
Behauptung zu beweisen, ist der Hauptzweck der folgenden Note.

Der Beweis lasst sich fast ganz ohne Rechnung dadurch fiihren,
dass man die Regel, die J acobi (Crelle J. 27, p. 242) zur Ableitulvag
des Multiplicators einer durch Einfiihrung neuer unabhingiger Varia-
beln transformirten linearen partiellen Differentialgleichung aus dem
Multiplicator der urspriinglichen Gleichung gegeben hat, mit denj enigen
Formeln in Verbindung bringt, die sich aus Satz 17. der Lie’schen
Abhandlung fiir ein n-gliedriges Jacobi’'sches System mit 7 una,l?-
hiingigen Variabeln ergeben. Da aber diese Jacobi’sche Regel, soweit
ich weiss, ohne Anwendung fremder Hiilfsmittelt), bisher immer nur
aus derjenigen Definition des Jacobi’schen Multiplicators abgeleitet
worden ist, der fiir ein vollstindiges System die Lie’sche Formel (e)
entspricht, so schien es nicht uninteressant, zuniichst lediglich von
der Voraussetzung ausgehend, dass die » Gleichungen (2) eine gemein-
same Losung besitzen, direct aus diesen Gleichungen selbst die Ja-
cobi’sche Regel zu gewinnen und sodann durch Anwendung derselben
auf den Fall eines Jacobi’schen Systems gleichzeitig die Existenz eines
gemeinsamen Multiplicators und seine Identitit mit dem Lie’schen
Multiplicator nachzuweisen. Der Vollstindigkeit halber fiige ich in § 3.
noch die Form hinzu, welche das Princip des letzten Multiplicators an-
nimmt, wenn man an Stelle einer einzelnen Gleichung ein Jacobi’sches
System treten ldsst. —

§ 1.
Ableitung des gemeinsamen Multiplicators
transformirter linearer partieller Differentialgleichungen aus dem
gemeinsamen Multiplicator der urspriinglichen Gleichungen.

" Bs sei:

h=mn

(1) 4= 21 xFL —0, =12,
h=1 4

*) Ich gebrauche hier dic Bezeichnung Jacobi’sches System in dem urspriing-
lichen engeren Sinne, in welchem dieselbe von Clebsch (Borchardt’s J. 65, p. 259)
eingefithrt ist, fiir das, was man nach der Lie’schen Terminologie etwa vollstin-
diges System von involutorischer Form nennen wiirde.

*) A, a. 0. p. 505, Satz 15.

#i%) Ih. p. 509, Anmerkung.

+) Boole (treatise on differential equations, suppl. vol. p. 216) hat die hiibsche
Bemerkung gemacht, dass die Jacobi’sche Regel sich unmittelbar aus der bekann-
ten Jacobi’schen Transformationsformel ergiebt, die man durch Umformung und
Variation eines #-fachen Integrales erhiilt,
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ein beliebig gegebenes System partieller Differentialgleichungen, das
einen gemeinsamen Multiplicator M besitze, oder also, fiir welches
eine Grosse M existire, die den » Gleichungen:

' o alog M =§ X,
@) Xx; 2=k ot =0
2> h

=1 o, =1 oz,

gleichzeitig geniigt.
Fihrt man durch die » Gleichungen:
@) =", Y2="Ys; " Yn =10,

in denen ¢, v, + - - ¢, irgend n gegebene, von einander unabhingige
Functionen von z, - - - z, bedeuten, die y an Stelle der z als neue
Variable ein und bezeichnet der Deutlichkeit halber die Substitution

der aus (3) folgenden Werthe von z, - - - 2, durch das Zeichen [ |,
50 wird:
k=n
@ o] S ot [on]
aa’,h =1 ayk ax}; ’

folglich, weun man:
Th=mn
- i Y i OV
(5) Y, = { Zl i '55;;]
setut:

h=n k=—=n
. Vi OoF | i ¢[f]
© | Six |- S v

Durch Einfiihrung der neuen unabhiingigen Variabeln ¢ verwandeln
sich also die » Gleichungen (1) in die » Gleichungen:

(1) Bif]= 2 Y, S —

Es fragt sich, wie kann man aus irgend einer gemeinsamen Lo-
sung M der r Gleichungen (2) eine gemeinsame Losung N der 7
Gleichungen:

£ ¢ glog N & 9Yi§
® DT 2 O
erhalten?
Zu diesem Ende bemerke ich, dass nach (5):
0,
81Xy < [ o, ]

Yy 'S 1 row
aJ: @Z 0y, [Bw,k] 2[ " oy

folglich nach (4):
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©)

ist. Weiter hat man:
3,

[awh] £ [awk ] PIT [ &y, ] 2lxa] 1
(10 2 0y g{ siga) oy, T T awea,) eve S

Aus den Identititen

(%] =y:

aber folgt:

Si[ow] ol on

= Lom, | oy, oy’
d. h. =0, oder = 1, jenachdem ¢ 2 k, oder i=1F ist, also, wenn man
die Determinante:

0y 0, 0, o

(11) Dt G e fa =

setzt, durch Auflosung:

ﬂw@] __[0Ologd 7
0 Y; I: oY, ]
3ax
h

Hierdurch geht (10) iiber in:

und daher lisst sich die Formel (9) so schreiben:

1 [ologa P, 4. olgd Fv Py __[olog4
Bwk Bw,i)wh a@wk awnaxh - [ axh

Eapk:l
k=1 P

oxy oz,

Addivt man hierzu die aus (6) folgende Formel:

i alog [M] i olog M
e[S |

h=1
so ergiebt sich schliesslich :
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”[k } 2 oY {Z’ X} (laoﬁ, + Za::J

M‘

h=1
und diese ldentitiit liefert uns als Antwort auf unsere Frage die
Jacobi’sche Regel:
Satz 1. Es set:

h=mn

A(f)——EX,b =o, i=1,2, ...

ein belichig gegebenes System lincarcr partielley  Differentialgleichungen,
das cinen gemeinsamen Mulliplicator B besitze.  Filt man dawn ver-
mittelst irgend n wunabhingiger Substitutioncn:

V=Y, Ya=VUy " Pn=1h
dieses System ‘tiber in das folgende:

B = SY; o,

dessen Coefficienten als Functionen der newen Variabeln Yy nach den
Formeln:

h=n
1*@ . Z Xz owlc
x %
h=1 aw"‘

zu berechnen sind, so ist, ausgedriickt wn diesen neuen Variabeln:

M
N=
+ a"l’i a"l’? e . 31[’”
Z’ — dx; 0xs 3-1‘%

ein gemeinsamer Multiplicator des transformirten Systems B;(f) = 0.
Kennt man umgekehrt irgend einen gemcinsamen Multiplicator N dieses
letateren Systems, so erhdlt man aus der Iormel:

— e 2%, O
M_NZ:‘{: oxy 0%, ’ @wn’

wern man darin fiir dic i, wieder ihre Werthe ¢, setzt, einen gemein-
samen Multiplicator M des gegebenen Systems A; (f) = 0.

§ 2.
Anwendung auf Jacobi’sche Systeme.

Nehmen wir nunmehr an, dass das gegebene System:

h=mn

¢ of .
(1 Az(f)=21X;, bx, T 7 &=1)~2:“‘7"
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" ein Jacobi’sches System sei. Daun ist bekanntlich auch das traps.
formirte System:

k=n
: i oLf
) B = > v —o
R k=1
ein Jacobi’sches System. In der That aus der Identitiit:
(4i(p)] = Bi[9]
¢ = A (f)
[4; (A )] = B[ A = B:[ B

die Bedingungen:

folgt, wenn man

setzt

A (A1) — Ae(4:(f)) =0
ziehen daher stets die folgenden:
(12) Bi(B{f]] — B[ Bi[fl] =0

nach sich.
Die r Gleichungen (1), da sie ein Jacobi’sches System bilden
sollen, miissen sich auflésen lassen nach # von den Differentialquotienten

der Function f. Der Einfachheit halber will ich annehmen, dass
of . of

solche # Differentialquotienten seien, oder dass die

awl ? ' 356,

Determinante: i

(13) A= D L XXX

verschieden von Null sei. Nennen wir dann f,4q, -+« [/, irgend n—r
unabhingige Losungen des Systems (1), so sind diese Functionen un-
abhéingig von einander hinsichtlich z,,, - - - #,%¥). Wir kdnnen da-

Ker in dem vorhergehenden Satze:

by==, - Yr=2r, Yrp1=/[rp1, ** Un=1n
nehmen. Hierdurch wird nach (8):
Y, =[X]firk=1,2,...r
_und .
Y= 0 firk=r+41,.-.. a0,

und das System (6) reducirt sich folglich auf:

k=r

— v 811
(14) Bi[f]-g[Xk] - =0,

wo nunmehr die [] anzeigt, dass fiir Xyt - -+ Xy ihre, aus den Glei-
chungen:

*) Vgl. diese Annaten Bd. V. p. 469.
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fr+1 = @/r-{-l’ s fﬂ. ==,
folgenden Werthe zu substituiren sind.
Der gemeinsame Multiplicator [N] des »-gliedrigen Jacobi’schen

Systems (14) wird definirt durch die » linearen partiellen Differential-
gleichungen :

19) Sty ey S5 ol _,

und aus jeder gemeinsamen Losung [V] dieser » Gleichungen ergiebt
sich nach Satz 1., ein gemeinsamer Multiplicator des gegebenen Jacobi-
schen Systems (1) durch die Formel:

o Y O oty
M"‘"NZ x 0%, 0w,

Konnen wir daher nachweisen, dass die » Gleichungen (15) eine ge-
meinsame Losung besitzen, so ist damit zugleich bewiesen, dass fiir
jedes Jacobi’sche System ein gemeinsamer Multiplicator existirt. Die
v Gleichungen (15) enthalten ferner nur die Differentialquotienten von
log [N] naeh z, --- 2, und lassen sich nach diesen Differentialquotienten
aufldsen. Sie konnen daher abgesehen von einer additiven-willkiirlichen
Constante oder von einer additiven willkiirlichen Function von ¢,.qy, -+ 94
nur eine einzige gemeinsame Losung log [V | besitzen, Gelingt es uns also
irgend eine solche Losung zu entdecken, so ist damit zugleich auch die
allgemeine Form des gemeinsamen Multiplicators des gegebenen Jacobi’
schen Systems (1) gefunden.

Aus den Identititen (12) ergeben sich nun, wenn man f = 2, und
fiir die B[] ihre Werthe (14) einsetzt, die Relationen:

A==»r

A=
B[Xﬂ . o[xy]
2 X)) > X1 5,
: Do a{x;
Setzt man hierin £ ==1, 2, ... r und 16st nach P auf, so folgt,
T,

da nach (13):
D XX (XI=[8]

ist: .
oy 1] STooal Sy 21X
0$‘ k=1 a[X!ﬂ == 1 * o
und hierans durch Summation nach %
h=7r Aoy homr kz=r
2 (%] i a1a] 21%] 12 o 2[4
A p— X L LA St B
{ ]Iazl ax” zl[ 23;1:::18["’1{? 3.%,% [ z 8.2:,
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l:rv ) alo-grz_l h=r 6[4 ’:]
(X TRl oy,
z:i[ 2] 0%; + g oz, 0%)
Demnach ist:
1
[N]= @

eine gemeinsame Losung der » Gleichungen (16) und damit nach dem
Vorhergehenden der Satz gewonnen:

batz 2. dJedes Jacobi’sche System besitzt cinen gemeinsamen
Multiplicator. Fiir das gegebene Jacobi’sche System:

h=mn

ist, wenn frqq, - - - fa trgend n—r von cinander unabhingige Losungen
desselben bezeichnen und die Determinante:
A= XXX
nicht Null ist, der allgemeine Werth dieses Multiplicators:
F(fr.;_[v"‘fn) afr+1 afn
M—-—_—EM 2 + a‘7cr+1 o o, ’
wo I eine willkiirliche Function bedeutet.
Hiermit ist, wie man aus dem Vergleich der letzten Formel mit
der fritheren Formel (o) unmittelbar erkennt, der Nachweis geliefert,

dass fir ein Jacobi’ches System gemeinsamer Multiplicator und Lie’-
scher Multiplicator identische Begriffe sind.

§ 3.

Das Princip des lefzten Multiplicators fiir ein Jacobi’sches System.

Es seien jetzt von dem gegebenen 7 -gliedrigen Jacobi’schen
Systeme mit » unabhangigen Variabeln:

A 4N = EX‘——— i=1,2, -7

bekaunt ein gemeinsamer Multiplicator M und n—r—1 von einander
unabhingige Losungen f,4s, - -+ fn. Fiihrt man dann durch die Glei-
ungen: :

¢1 =3/“ ¢ 1pr+1 = Yr41, fr+2=yr+2; vt fn =yn-
in denen,, - - -9, willkiirlich gewihlte, von einander, wie von f,4.1, -+ fa
unabhiingige Functionen der x bedeuten, y, - - - ¥, als neue unabhiingige

*) Diese Formel ist nur ein specieller Fall des allgemeineren Satzes 17. von
Lie. Vgl. diese Annalen Bd. XI, p. 510.
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Variable ein, so verwandelt sich hierdurch nach dem Vorhergelienden
das System (1) in das r-gliedrige Jacobi’sche System mit nur noch
r -+ 1 unabhingigen Variabeln:

ke=r1

(]G) Bz[f]x Z). YI: "%[“JJ c()7 =1, 2, .- 7,

welches bloss eine einzige Losung zuliisst, die durch [f.41] bezeichnet
werde, und avs dem bekannten gemeinsamen Multiplicator M des ge-
gebenen Systems (1) ergiebt sich ein gemeinsamer Multiplicator N des
reducirten Systems (16) durch die Formel:

N M
4 OV Qbryr Ohys Ol
2 — D@y 0%,y 02,44 o,
Auf der anderen Seite, wenn wir annehmen, dass die » unabhingigen
ot ., ol
oy, ? 0Yx
9 1 2 r
Z iY1 YQ"' Yr“"‘:AM-x

setzen, so muss nach Satz 2., als gemeinsamer Multiplicator desJacobi’-
schen Systems (16), N nothwendig die Form haben:

Gleichungen (16) nach aufléshar seien, und:

N S LY
a7 N=&0 v

wo I eine blosse Funetion von [f,.q.] ist.
olfl .. ol

Dureh Auflosung nach FI By,

erhilt nun das System (16)

die Form:

? I .
Ao G4, af/“:l =0, i=1,2,---7r

und wird folglich Hquivalent der linearen totalen Differentialgleichung:

(18) . Ar-}-}dyr-}—l - 2 Aidy,- == ().
i== 1

Diese totale Differentialgleichung besitzt also das Integral [ £,11]==—const,
oder es giebt einen Multiplicator w, fiir welchen:
i=7r

2 Aid%‘} == d(ﬂ-{—l]

=1 §

122 {Ar+1 dyr+x -

wird. Aus dieser Identitit aber folgt:
S S ==Y
o= 81 OYra

" Nach (17) ist also auch die bekannte Grosse N cin Multiplicator der
Gleichung (18) und daher lisst sich das Integral [/, ).} = const. und
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damit auch die noch fehlende Losung f,y1 des Systems (1) durch
blosse Quadraturen finden, d. h.:
Satz 3. Kennt man von dem gegebenen v-gliedrigen Jacobi’schen
Systeme:
h=mn
== 1
alle Lisungen bis auf eine und ausserdem noch irgend eine gememsame
Lisung der r linearen partiellen Differentialgleichungen :

hz=n h=—n i
xi 8100 oy —
S den S

so kann man die fehlende Losun g stels dwc?z blosse Quadraturen be-
rechnen.

Die einfachste Art, ein gegebenes r-gliedriges vollstéindiges System
anf ein Jacobi’sches zuriickzufithren, ist*) die, dass man es durch Auf-
losung nach 7 Differentialquotienten anf die Form:

ho=n

A0, i=1,2,

h=r-1
bringt. Fiir ein Jacobi’sches System von dieser besonderen Form
kann man einen gemeinsamen Multiplicator 3 immer aus der Gleichung:
i=7 hz=n i
04;
dlog M == — E dx; E’ ma,w_’ﬁ, i)
iz=1 Ammp-1 K
erhalten, sobald die rechte Seite derselben entweder an sich ein voll-
stindiges Differential, oder mit Hiilfe der n—#» Gleichungen:
i=r
Z
dzx, == 2 Aydz,, h=r41,
izml

zu einem solchen gemacht worden ist.

*) Vgl. diese Annalen Bd. IV, p. 94.
**) Nach einem Referat im Jahrbuch iiber die Forischritte der Mathemalik,
Bd. VII, p. 168, ist diese Formel zuerst von Herrn N. Sonine aufgestells worden.



