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Das Correspondenzprincip fiir Gruppen von # Punkten und
von # Strahlen.

Von

H. Scnusert in Hamburg.

Das Chasles’sche Correspondenzprincip, angewandt auf einen
Ebenenbiischel, ergiebt ohne weiteres, dass die Anzahl & derjenigen
speciellen Punktepaare eines einstufigen Systems von Punktepaaren
(¢, dy g), bei denen die beiden Punkte ¢ und d auf ihrem Verbindungs-
strahle g unendlich nahe liegen, aus den einfachen Grundbedingungen
des allgemeinen Punktepaars gewonnen werden kann. Bezeichnen niimlich

¢ und d auch wieviel Punktepaare des Systems ihren Punkt ¢
resp. d auf einer gegebenen Ebene besitzen,
ferner g auch, wicviel Punktepaare des Systems ihren Verbin-
dungsstrahl g eine gegebene Gerade schneiden lassen,
so besteht zwischen den 4 Zahlen ¢, d, g, ¢ die Gleichung:
M ¢+ d—g=¢&*).

Hat man nun statt des aus zwei Punkten bestehenden Gebildes
-ein Gebilde, welches aus # auf einer und derselben Geraden ¢ liegenden
Punkten

Ciy Coy Cyy +vv v Ca
besteht, und erzeugt dieses Gebilde, welches wir Punkigruppe nennen
wollen, nicht ein cinstufiges, sondern ein (K — 1)-stufiges System, so
wird ein solches System eine endliche Anzahl & von Punktgruppen
besitzen, bei denen gewisse % von den # Punkten, z B.

Ciy Coy Cgy o v o Cp
in einem Punkte b ihres Verbindungsstrahls ¢ coincidiren. Man kann

*) Aus dieser Formel entwickelt der Verfasser im IIlten Abschnitt seiner
» Beitrige zur abzithlenden Geometrie* (Math. Ann, Bd. X, pag. 1 bis 112) alle
mdglichen Formelfi zwischen den Grundbedingungen des allgemeinen Punktepaars
cinerseits und denen seiner Coincidens andererseits, d. h, desjenigen speciellen
Punktepaars, welches unendlich nahe Punkte enthilt. Ebenso wird dort das
Strahlenpaar behandelt. Damit sind dann alle Correspondenzprobleme erledigt,
welche aul nur zwei Hauptelemente Bezug nehmen. Die eben citirte Abhandlung
des Verfassers soll immer kurz ,,Beitr,” genannt werden. '
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daher das Problem aufstellen, jene Zahl & durch die (8 — 1)-fachen
Grundbedingungen der Punktgruppe in #hnlicher Weise auszudriicken,
wie dies die Formel (1) fiir » = 2 und k== 2 thut.

Dieses Problem und einige mit ihm verwandte, sowie die analogen
Probleme fiiv die Strahlengruppe sind im Folgenden geldst.

Die bei der Behandlung der Punktgruppe gewonnenen Resultate
sind daun namentlich zu einer direcfen Berechnung der Zahlen®) ver-
wendet, welche sich auf die an einer oder mehreren Stellen zwei- oder
mehrpunktig berithrenden Tangenten einer Fliche nter Ordnung be-
ziehen. Dabel erscheint die Punktfliche als specieller Nall eines allge-
meineren Gebildes, ndmlich des vierstufigen Systems von Punktgruppen.

Das lintengeometrische Analogon dieser Anwendung fihvt zu Zahlen
fiir gewisse Singularititen des Complexes nten Grades. Diese Zahlen,
welche zum Theil schon durch die Arbeiten von Pliicker, Clebsch,
Klein, Voss bekannt sind, zum Theil aber bisher noch nicht be-
stimmt sind, habe ich in einer besonderen Abhandlung**) abgeleitet.

Bei der Ableitung der Correspondenzformeln fiir Punktgruppen und
fiir Strahlengruppen werden ausser der Formel (1) und der Strahlen-
paar-Formel erster Dimension (Beitr. § 20., 1) nur die fundamentalen
Formeln angewandt, welehe die Grundbedingungen incidenter Haupt-
elemente ***) mit einander verbinden. Diese Formeln sind im IIten
Abschnitt der Beitr. (§ 9.) aus dem Princip von der Erhaltung der An-
zahl (Beitr. § 7.) entwickelt.

Die Natur des hier behandelten Gegenstandes erforderte wieder
die Benutzung der vom Verfasser cingefilhrten Symbolik (Beitr. Ab-
schnitt T). Die Grundregeln dieser Symbolik sind auch in einer Ab-
handlung iiber die Moduln vielfacher Bedingungen bei Flichen zweiter
Ordnung (Math. Ann. Bd. X, pag. 322) und in einem Referate iiber
die Beitr. (Konigsb. Repert. Bd. I, pag. 349) auseinandergesetzt. Man
erinnere sich namentlich an Folgendes.

1) Das Symbol einer einem Gebilde I auferlegten a-fachen Bedin-
gung bedeutet zugleich auch die endliche Anzahl derjenigen Ge-

*) Man vergleiche § 27 der Beitr. oder des Verfassers Mittheilung in den
Gott. Nachr. Februar 1876 oder Math, Ann, Bd, XI, (pag. 370) Formel (73) bis (77).
*#) Sie folgt der vorliegenden unmittelbar.
##%) Der Terminologie von Sturm, Hirst und Anderen gemiise helsse incident:
1) cin Punkt und ein Strahl, wenn der Punkt im Strable legt,
2) eine Ebene und ein Strahl, wenn der Strahl in der Kbene liegt,
3) cin Punkt und eine Ebene, wenn der Punkt in der Ebene liegt,
4) ein Strahl und ein Strahl, wenu beide sich schneiden,
und {iberhaupt:
5) ein Gebilde I und ein System von Gebilden ', wenn das Gebilde dem
Systeme angehort,
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bilde I, welche, einem hinzuzudenkenden, a-stufigen Systeme
angehdrig, diese Bedingung erfiillen.

2) Die aus den einzelnen Bedingungen z,, 2,, #;,- -, 2, zusam-
mengesetzte Bedingung wird wie das Product 2, - 2, &5+ - - 2,
bezeichnet.

3) Desshalb darf jedem Gliede einer fiir alle a-stufigen Systeme
giiltigen Formel zwischen a-fachen Bedingungssymbolen ein und
dasselbe, etwa b-fache, Bedingungssymbol als Factor hinzugesetst
werden, oder, wie wir sagen wollen, die Formel darf mit jeder
b-fachen Bedingung multiplicirt werden. Dadurch wird die Dimen-
sion der Formel um & erhoht, die Stufe des hinzuzudenkenden
Systems um b erniedrigt.

8§ 1.
Coincidenz von % Punkten verschiedener Definition.

Das Gebilde, welches wir zu behandeln haben, besteht aus % Punkten,
welche ein und dieselbe Gerade als Trdger haben. Die Gerade heisse
g, und die % auf ihr liegenden Punkte heissen:

€1y Cyy C3p* *** Cne

Demgemiiss bezeichnen (Beitr. pag. 19 oben):

1) g zugleich die Bedingung, dass die Punktgruppe ihren Triger
eine gegebene Gerade schneiden lisst;

2) ¢; zugleich die Bedingung, dass die Punktgruppe ihren Punkt
¢; auf einer gegebenen Ebene besitat;

3) gpy ey 9s; G Deziiglich die Bedingungen, dass die Punktgruppe
ihren Trager durch einen gegebenen Punkt schickt, in eine ge-
gebene Ebene wirft, einem gegebenen Strahlbiischel zusendet, als
gegeben besitzt;

4) das Product mehrerer dieser Bedingungssymbole, dass die Punkt-
gruppe die von diesen Symbolen dargestellten Bedingungen zu-
gleich erfiillt; z. B. ¢?g, bedeutet die vierfache, zusammengesetzte
Bedingung, dass der Triiger in einer gegebenen Ebene liegen
soll, wihrend der Punkt ¢; auf zwei gegebenen Ebenen, d. h. auf
einer gegebenen Geraden liegen soll.

Aus diesen Definitionen folgt unmittelbar:

@) 2= 0p + 9o; 99p = 99 = §9° = g3
98 = gp* = 9*0p = 929. = }9* = G, gpgo = 0.

Da ferner g und jeder Punkt ¢; incident sind, so besteht zwischen
den Grundbedingungen von ¢; und von g die Gleichung (Beitr. § 9., I):

@) ¢ig =’ + ge,
welche man erhilt, wenn man die durch die Bedingung g gegebene
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Gerade in die durch die Bedingung ¢; gegebene Ebene legt, und dus
Princip von der Erballung der Anzahl beachtet. Aus dieser Formel
ergeben sich durch symbolische Multiplication bei Beunutzung von 2):

@ g = ¢ -+ ¢ige,
®) Cifp == ¢ + g,
(6) ¢l gp = Cigs = ¢’ g+ G

Wir bezeichnen nun mit &; digjenige speciellere Punktgruppe, bei

welcher die ¢ Punkte
€1y Coy Cgy vt 0 G

auf dem Strahle g unendlich nahe liegen, und den Coincidenzpunlt jedes
& mit b, Unserer Symbolik gemiss bezeichnet dann &bz, wo #, eine
der Punktgruppe auferlegte a-fache Bedingung bedeutet, die Zahl der-
jenigen speciellen Punktgruppen eines (m + a - ¢ — 1)-stufigen Systems
von Punktgruppen, welche die Punkte ¢, ¢,, ¢,, - -+ - ¢; in einem und
demselben Punkte b vereinigen, welche ferner diesen Coincidenzpunkt
b anf m(m < 4) gegebenen Ebenen besitzen, und dabei die Bedingung
&, erfiillen.

Da im Punkte b eines & die i Punkte ¢, ¢,, ¢, + - - - ¢; vereinigt
liegen, so ist selbstverstindlich:
(7) 618,'—“"—:0285—"::63&&"°'-—‘=~'Ci8,'xb£¢.

Nach der in der Einleitung erwihnten, unmittelbar aus dem
Chasles’schen Correspondenzprineipe fliessenden Punktepaar-Formel
erster Dimension erhdlt man nun bei-einem zu Grunde gelegten, ein-
stufigen Systeme von Punktgruppen fiir die Zahl solcher Punktgruppeu,
auf denen die Punkte ¢ und ¢, coincidiren, die Formel:

¢ -+ ¢ — g.

Speciell ist:
G Gt —g=2
Demnach bedeutet bei einem zu Grunde gelegten zweistufigen Systeme
&, (¢, -+ ¢; — g) die Zahl solcher Punktgruppen, bei denen ausser c,
und ¢, auch ¢; und ¢, coincidiren, d. h. bei denen ¢, ¢,, ¢; in einem
und demselben Punkte coincidiren. Folglich ist:
9 &oF6—g) =&
Multipliciven wir also (8) mit ¢; 4+ ¢, — ¢ und beachten Formel (9),
so erhalten wir:

G@t+a—ga+toa—g=2¢

Mit demselben Rechte ist natiirlich auch:

(+e—g) e+ —g =28

(46 —9) (4 o—g) =4
Aus allen 8 Formeln erhilt man in der That ein und dieselbe, in den

und
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¢ symmetrische Formel, sobald man nach Ausfiibrung der Multiplication
Formel (3) anwendet, niimlich:
(10) 06, + ¢ s+ 63 — g (6 + 6+ &) + 9p = &

Indem man den eben gemachlen Schluss hinreichend oft wieder-
holt, gelangt man zu einem Ausdruck fir die Zahl & solcher Punkt-
gruppen eines beliebigen (I — 1)-stufigen Systems, bei denen die Punkte
¢,, €y, -+ + ¢ coincidiren, ndmlich zu:

(1) (@ +eu—g@+ea—9 @+e—g - at+a—g9 =&
Um hieraus eine in den ¢ symmetrische Formel zu erhalten, fithren wir
die Multiplication der & — 1 Factoren aus, und ordnen nach steigenden
Potenzen von ¢, — g. Dann erhalten wir:
(12) o= s+ s (6 — 9) + s o — g+ -y (0 — ),
wo zur Abkiirzung:

060=1, a1=02+03+(31+‘-"6k,

und tiberhaupt o;
gleich der Summe der simmitlichen (k — 1); Producte von je ¢ ver-
schiedenen der & — 1 Symbole ¢,, ¢, ¢, - - - - ¢; gesetzt ist. Wir be-

achten nun, dass wegen der Formeln (3), (4), (5), (6)
(6 — 9 =—0c19+ 9»s
6 —9»P = ¢
(¢ —gy»=Ofiir m >3
gesetzt werden darf. Dadurch wird aus (12):
(18) & = (or—1 4 ¢y ae—3) — g (@k—2 + ¢y 06—3) + Jp (th—3 ¢ 0k —a).
Jetzt sind aber die drei in Klammern eingeschlossenen Functionen
in den ¢ symmetrisch, da immer
o; - ¢y
gleich der Summe der simmtlichen %; Producte von je 7 verschiedenen

der % Symbole ¢, c,, ¢;.... ¢ ist. Setzen wir daher fiir diese Summe
B:, so wird aus Formel (13) die gesuchtc Hauptformel:

(14) &= fBr—1— 9Pi—2 + gpPr—s-
Der Deutlichkeit halber specialisiren wir dieses Resultat, indem
wir k= 4 setzen. Dann kommt:
& = 01605 €664 + €166, + 6636

GGG — GO Cy — g6 — JCyCy — GCyCq — JC3C,4

+ gpor + 9o + 9o 05 + gp6y-
Durch Multiplication der Hauptformel (14) mit den Grundbedingungen
9y 9py 9oy s, G des Triigers g erhilt man:

(15) 9Bi—1— (9o + 9p)Br—2 + gsBr—s = g &,
(18) 9o Br—1 — 9sPr—2 + G Pi—s = gp &,
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tD] GePr—1 — gsPr—z == (o €k,
(18) GsPr—t — U Brs s== (] 8,
und endlich:

(19) GBr—y == G &.%)

Um eine Kormel fiir be zu erhalten, haben wir die Formel (14) mit
irgend eiuer der & Bedingungen ¢, ¢,, +- - ¢; zu multipliciren. Es
ergiebt sich nach Benutzung von (3), (4), (5), (6) bei allen L Multi-
plicationen ein und dieselbe symnietrische Formel, nitwlich:

(20) Br — 9oPr—2 + gsPr—s == b,
wo B natiirlich das Product
cl . 02 cee e G
bedeutet. Die Specialisirung von (20) fiir & = 4 giebt:
G162 C3C; = JeCy Oy — Jely Oy = Goly Gy —— JeCa Oy — JelaCy — Yel36y
+ gsey + g6 + gsey + gioy = by

Um b%¢ zu berechnen, verfahren wir am kiirzesten, wenn wir heachten,
dass nach (3)

b281c = by&k — Je bk
ist. Wir haben also die Gleichung (17) von der mit g multiplicirten
Gleichung (20) zu subtrahiren, und erhalten:

(21) 9Bk — 9eBr—r -+ G B3 == bl&.
Aehulich verfahren wir, um 03¢ zu bestimmen. Wir beachten, dass
nach Formel ()
b e == by & — G5 i,
und erhalten aus (18) und (20):

(22) GoBr — gsBr- 1+ + GPr—z = b3 .

Beispielsweise ergiebt (22) fiir & = 3 das Resultat, dass die Zahl b¢,
derjenigen Punktgruppen eines fiinfstufigen Systems, auf denen die
Punkte, ¢, ¢,, ¢; in einem gegebenm Punkte coincidiren, sich bestimm$
durch:

D38y == g0 Cy0y — §sCiCy — G510y — 9605 + Goy + Gy + Geye
Hinsichtlich der Deufung der Coincidenzsymbole ist dasselbe zu be-
merken, was in § 17. der Beitr, iiber die Eintheilung der Coincidenzen
in Gattungen ausgesprochen ist. Danach wird z B. das Symbol &g,
durch eine Punktgruppe erfiillt, wenn sie ihre I Punkte ¢, 6,, ¢5, *=- &
im Punkte b dergestalt vereinigt hilt, dass jede durch b gelegte Gerade
als Triger der Punktgruppe gelten darf

Die oben gewonnenen Correspondenzformeln konnen noch aut

*) Die Formel (19) lisst den Triiger g gegeben sein. Fir diesen speciellen Fall
des festliegenden Triigers hat schon Herr Saltel das Correspondenzprincip fir
Punktgruppen ausgesprochen (Nouyv. Ann, (2), X1I 5656570 und Mém, de Bolg. 1875),
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mannigfache Weise umgestaltet werden, namentlich dadurch, dass die
auf den Triiger besiglichen Bedingungen, also g, g,, g., g5, G mog-
lichst aus den Formeln entfernt, und durch die 2% Bedingungen ¢?
und ¢ ersetzt werden, welche aussagen, dass die Punkte der Gruppe
auf einer gegebenen Geraden liegen sollen resp. gegeben sein sollen.
Beispielsweise formen wir so die Formel (16) fiir £ = 3 um. Sie giebt:

&0p=0p (616 F+ €16+ 66) — g (e e, +6) + G
=40» [¢, (¢ + €3) + & (&5 F¢) + ¢ (¢ + ¢)]
— 39 (et e)F (+e)+ (6 + )]+ G
fiir jedes ¢;gp — ¢s setzen wir nach () ¢ und erhalten:
(23) &gy = & (¢°c, 4 ¢%cy + &y + e ¢ 4 ¢y + ¢ e,) + G
Aus dieser Formel fliesst unmittelbar die Zahl

f [ f 2 f:t
der gemcinsamen Punkte dreier Flichen I, F,, F, von den Ord-
nungen f,, fy, f5» Man fasse niimlich auf jeder der cot Geraden des
Raums jeden der f; Schnittpunkte auf der Fliche F, mit jedem der
fo Schunittpunkte auf F, und mit jedem der f; Schnittpunkte auf I,

zu einem Punkttripel zusammen, und wende auf das erhaltene vier-
stufige System von Punkttripeln die Formel (23) an. Dann ist
G=fi-fp- fs

zu setzen, weil auf einer gegebenen Geraden f| - f, - f; Punkttripel
liegen, und jedes der G Symbole von der Form ¢®¢, gleich null zu
setzen, da eine gegebene Fliche nicht einen gegebenen Punkt eunt-
halten kann. Ferner wird das Coincidenzsymbol &,g, durch jeden
Schnittpunkt der drei Flichen erfillt, weil die Verbindungslinie eines
Schnittpunkts mit dem durch die Bedingung g, beliebig gegebencn
Punkte Triiger eines Punkttripels mit coincidirenden Punkten ist. Damit
ist der bekannte Bezout’sche Satz*) bewiesen. Man beachte dabei, dass
dieser Satz specieller ist, als die Formel (23). Eine Fliche F von der
Ordnung f ist ndmlich ein vierstufiges System von Punktgruppen mit
f Punkten, welches die besondere Specialitit besitzt, dass seine oot
Punkte oo? Punkte werden, deren jeder oco?mal zu rechnen ist. Diese
Specialitdt ist der Grund, warum von den 7 Symbolen der rechten
Seite der Formel (23) hier alle bis auf G verschwinden, und warum
also die Zahl der gemeinsamen Punkte dreier Flichen gleich der Zahl
ist, welche angiebt, wie oft man auf einer Geraden drei den drei
Flichen angehorige Punkte combiniren kann.

" #) Inzwischen hat der Verfasser die Sitze aufgestellt, welche den Bezout-
’schen Satz vertreten, wenn man statt des Punktes den Strahlbiischel und andere
aus Punkten, Ebenen und Strahlen bestehende Gebilde als Raumelemente auffasst,
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§ 2.
Coincidenz von % Punkten gleicher Definition an einer und an mehr
Stellen.

Indem wir bei der Ableitung der Formeln (14) bis (23) die %
Punkte, welche coincidiren sollten, mit werschiedenen Symbolen behaf-
teten, berticksichtigten wir, dass diese & Punkte moglicher Weise ver-
schiedenen Definitionen entspringen konnten. In diesem Paragraphen
wollen wir jedoch die » Punkte der Gruppe als gleichwerthig voraus-
setzen, und irgend welche % von den % Punkten coincidiren lassen.
Ferner wollen wir auch die Iille betrachten, wo nicht an einer Stelle,
sondern an m Stellen des Trigers Coincidenzen stattfinden, und zwar
so, dass von den 7 Punkten an der ersten Stelle 7,, an der zweiten
Stelle 4,, - - - +, an der mten Stelle 4,, Punkte coincidiren.

Wir bestimmen zuniichst in einem (¥ — 1)-stufigen Systeme von
Punktgruppen die Zahl & derjenigen Punktgruppen, welche von ihren
»n Punkten & in einem und demselben Punkte b vereinigen.

Um die gesuchte Zahl & zu finden, wenden wir die Hauptformel -
(14) an. Das erste Symbol ihrer rechten Seite, fr—;, enthilt & Sum-
manden, welche in unserem Ifalle einander gleich werden, und von denen
jeder die Bedingung giebt, dass von den 1 Punkien k — 1 werschicdene
auf T — 1 gegebenen IFbenen legen. Dicser Bedingung geben wir das
Symbol p;—1. Der E'* Punkt kann nun jeder von den n — % - 1
iibrigen Punkten sein. Daher wird aus f;—;'in unserem Falle

Ee(n —Fk+1)-pe-1.
Analoges gilt von den iibrigen Symbolen B. Bezeichuet néimlich fiber-
haupt p; die Bedingung, dass von den n Punkten i verscliedene auf 4
gegebenen Fbenen liegen, so wird immer:

) Bi=k-m—t)m—i—1Hm—45—2)--- - (n—Lk-+4+1) 9,
weil nach Aussonderung von ¢ Punkten durch p; als (i 4 1)-ter jeder
der (n — i) sonstigen Punkte, als (¢ 4 2)-ter jeder der # — i -- 1
dann mnoch iibrig gelassenen Punkte, u. s. w. gelten kann. Folglich
bestimmt sich die gesuchte Zahl & durch die Formel:
25) =l (—k—41) pp1—y- (0 —k+2)(n—k 1) . yx—29
Aoy - (0—T4-3)(n—E4-2)n—E—4-1) - ¥k - 39
Speciell ist fir & = 4:
g=4(n—3) y;—6 (n—2) (n —3) prg+4(—1) (n--2) (0 —3) 719
Ebenso ergeben sich die Formeln fiir ge, gpér, 9etr, 95y G ey b,
b?er, e aus den Formeln (15) bis (22).

FEs wird hinreichen, beispielsweise die Formel fiir b hier an-
zufiihren : '
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bap=pr—hp-(n — k+2)(m—k-+1) pis2g

by —k+3)—k+2) 0 —k+ 1) yi_sgs.
Wir gehen zu den Fillen iiber, wo an mehr als einer Stelle des Triigers
der Punktgruppe Coincidenzen stattfinden sollen.

Der Einfachheit wegen nehmen wir zunichst an, dass die Puukte
der Gruppe verschiedene Symbole haben, und dass ¢;, ¢,, ¢; an einer
Stelle, ¢, und ¢; an einer andern Stelle des Triigers coincidiren sollen
Dann hat man, shnlich wie bei (9), fiir die Zahl der Punktgruppen,
bei denen ausser ¢, ¢,, ¢; auch noch ¢, und ¢, coincidiren sollen,
die Formel:

(26)

ge, -+ &6 — &Y.
Nun ist aber:
g3 =¢Cy + €1 ¢ F G0y —ge — 9o — g5+ Gp-
Folglich ist die gesuchte Zahl gleich dem symbolischen Producte:
(erey + ey ey — gy — gy — gey + ) (¢ + 6 — 9)

" oder gleich:

€€y €103¢4 + a0y €000, + €005 -+ Gyi0

— gleiey + ¢y~ ¢og b o6 G o b a6, 6o 66)

+ gl ooy 46+ 6) + geley + e+ ey) — g

Also allgemein:

Um eine Formel fiir die Zahl & . ..., derjenigen Punktgruppen
emes (4 ~+ iy -+ 3y -0 4, — m)-stufigen Systéms su finden, bei denen
sowohl gewisse i, Punkte, wie auch gewisse andere iy, Punkte, - - - -, wie
auch gewisse i, Punkte coincidiven, stelle man nach Formel (14) die
Ausdriicke [iir dic m cinzelnen Coincidenzen auf, und multiplicire die so
erhaltenen m Ausdriicke mit einander.

Sind die » Punkte der Gruppe von gleicher Definition, so hat man
Formel (25) anzuwenden, und die Coefficienten von ¢ richtig zu be-
stimmen. Ist z. B. die Zahl &; derjenigen Punkigruppen eines (k-}-1—2)-
stufigen Systems zu bestimmen, bei denen von den % Punkten der
Gruppe % Punkte an irgend einer Stelle coincidiven, wihrend zugleich

I Punkte an einer andern Stelle coincidiren, so hat man zu beachlen,
dass als Factor von yy, s jetat

m—k—14+2) - —k—141
erscheint, weil als (k41— 1) Punkt jeder der n — k — I 4 2
tibrigen Punkte, und als (% 4 1)t Punkt jeder der dann noch vor-
handeuen n—k~— [+ 1 Punkte erscheint. Analoges gilt fiir die

E.‘actoren VO Ykt1—8, Vheeiedy Phtimby Vhbig. S0 resultirt schliess-
lich folgende Formel fiir &;: :
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@) su=(—h—14+1)—k—14+2) [kl pqis
— byl Ak ) (n—k— 1+ 3)pqis g
4 By litFy LAk ly) (n—F—143) (n—k—144) piti-10p
Gkl —k—14+3)@m—Fk—1 +4) vrgi—19.
— (R byt LY —F— 14+ — b —144) - (n ~E—14+D)prgy1—08s
+ Ty Lo~k —143)(n—Ek—1+4+4) (n—Ek—14D)(n - k —14-6) prq oG
Hieraus wird ersichtlich sein, wie sich die Formeln fiir Punktgrappen
mit mehr als 2 Coincidenzstellen gestalten.

Mit Riicksicht auf die in § 4. folgende Anwendung zur directen
Berechnung gewisser Singularititen-Zahlen der Iliche n'*" Ordnung,
geben wir hier alle Formeln an, welche fiir ein wvierstufiges System von
Punktgruppen die Zahl derjenigen singuldren Punktgruppen bestimmen,
bei denen an einer oder mehr Stellen zwei oder mehr Punkte coincidiren.

(28) & =(m — 4)[B, -y, — 5y (n—3) p9 + 5, (0 —3) (n — ) ¥:0, 1,
(29) &,=(n—b)(n—4)[4,-2, -7, — 42, +4,-2)(n—3)y;9
+(4,-2) +4,-2,) (0 — 3) (0 — 2)p,9p + 4, 2,(n — 3) (0 — 2)p,9.
—4,2,(in—3)(n—2) (n — 1) py-9s],
(30) 2! e =(1—"5)(1—4)[3,-3,-7,—(3,-3,+3,-3,) 1—3) 19
4 (858, 438,-3,43, - 3)(n—3)(0—2) p.9p+3,-3, (n—-3)n—2)y.9.
—(33:3,+3,-3) (n—3)(n —2)(n —1) 7,9
+3;-3;-(n—3)(n—2)(n—1)-n-G],
(31) 2! &gy =(n—6)(n—5)(n—4)-[3,-2,.2,7, — (35:2,-2,43.-2,-2,
+3,:2,-2))(n—3)739
+(35-2,-2,43,:2,-2,4+3,-2,-2, +3,-2,:2,)(n—3) (n —2) 7,9,
4 (35-2-2,438,-2,-2 +38,-2,:2,) (n—3) (0 —2)p, 5.
—(33-2,+2,+35-2 :2,42:3,2,-2,))(n— 3y(m—2)(n — L)y, 9.
+8,:2,-2,-(n—3)(n—2)(n—1) -nG}.
Bei der Formel fiir &,y,,, welche aus der Multiplication von wier Corre-
spondenzformeln hervorgeht, fassen wir die Summen der Producte der
Binomialcoefficienten in geeigneter Weise zusammen, und erhalten:
(32) 4! 8ypp—(n—T)(n—6)(n—5)(n —4)[247, — 4, - 2 (n—3) 7,9
+4,-22(n —38) (n—2)p, (9p +72)
by 21 (n—3) (n—2) (e — 1)y, - (29s)
+4,-22(m—3)(n—2) (n—1)-n-2F)].
Der Factor 4! vor &,,, in (32) erklirt sich dadurch, dass jede der
vier Coincidenzstellen zwei Punkte der Punktgruppe vereinigt. Ana-
loges gilt von dem Factor 2! bei (30) and (31).
Die Formeln (28) bis (32) liefern die Zahlen fiir die singuléren
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Punktgruppen eines vierstufigen Systems als Functionen von nur sechs
auf die allgemeine Punktgruppe beziiglichen Zahlen, nimlich von:

Va3 V3l Vs Vader V195 G
weleche wir als die Stamsmzahlen des vierstufigen Systems bezeichnen
wollen.

Analog der eben gegebenen Ableitung fiir vierstufige Systeme ist
die Ableitung der Coincidenzzahlen fiir Systeme von niederer und von
hoherer Stufe, sowie die Ableitung der Zahlen fiir singulire Punkt-
gruppen, die noch Grundbedingungen des Trigers oder der Coincidenz-
stelle erfillen. Immer erhilt man die gesuchten Zahlen schliesslich
als Functionen von nur 6 Stammeahlen. Diese sind bei einem ¢stufigen
Systeme:

Viy Vie19, Vi—20py Viales Vi—39s> Ji—a G

Es liegt nahe, die Probleme, welche oben fiir Gruppen von n
gerader Linge befindlichen Punkten geldst sind, auf Gruppen von Punkten
zu {ibertragen, welche beliclige Lage zu einander in einer Ebene oder
im Raume haben. Setzen wir ein System von Gruppen voraus, deren
jede » in beliebiger Lage befindliche Pupkte ¢ enthiilt, und betrachten
wir solche Punkigruppen des Systems, bei dengn von den n Punkten
k coincidiven. Dann bemerken wir, dass eine solche Coincidenz jetzut
in manwigfacher {Weise stattfinden kann, je nachdem nimlich auch
Verbindungsgeraden zweier Punkte oder Verbindungsebenen dreier Punkte
coincidiren sollen oder nicht. Z. B. sind Coincidenzen denkbar, bei

(t—1)

denen die ==2— Verbindungsgeraden der % coincidirenden Punkte

miglichst {reie Lage zu einander haben, und auch solche, bei denen
eine einzige Gerade als Verbindungsgerade je zweier der % coincidiren-
den Punkte aufzufassen ist. Damit ein System Punktgruppen der
letzterwihnten Art enthalte, ist noGthig, dass die Stufe des Systems
< 3k — b sei. Es lisst sich aber dann ¢ allein durch Grundbedingungen
der allgemeinen Punktgruppe nichi ausdriicken. Dasselbe gilt von den
singuliren Punktgruppen mit andersgearteten Coincidenzen. Betrach-
ten wir, der Einfachheit wegen, ein einstufiges System von Dreiecken,
d. h. von Punktgruppen mit je 3 Punkten ¢. ¢ bezeichne zugleich,
dass eine Ecke des Dreiecks auf einer gegebenen Ebene liege, g, dass
eine Seite eine gegebene Gerade schneide, u, dass die Ebene des Dreiecks
durch einen gegebenen Punkt gehe. Dann driickt nach der Punkte-
paar-Formel erster Dimension
4e¢ —2¢

die Zahl aller hinlinglich oft gerechneten Punktgruppen aus, bei denen
zwei der drei Hcken des Dreiecks coincidiren. Von derartigen singu-
liren Punkigruppen giebt es aber schon szwei verschiedene Arten,
némlich:
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1) solche, bei denen zwei Ecken coincidiren, die dritte Ecke von
der Coincidenzstelle verschieden ist, und zwar so, dass sie nicht
auf der Verbindungsgeraden der coincidirenden Ecken liegt;

2) solche, bei denen alle drei Ficken coincidiren, die drei Seiten
aber drei wverschiedene, von der Coincidenzstelle ausgehende
Strahlen sind.

Die erstgenannte Ausartung des Dreiecks entspricht sich selbst
dualistisch, der zweitgenannten entspricht dualistisch eine dritte Aus-
artung des Dreiecks.

Geht man nun weiter zu zwei- und dreistufigen Systemen, so sieht
man, dass es nie gelingt, durch die aus ¢, g, p zusammengesetzien Be-
dingungen eine Zahl auszudriicken, welche sich auf nur eine Sorte von
Ausartungen bezieht.

Analog ist es bei cbenen und riumlichen #Kcken.

§ 3.
Anwendungen der Formeln fiir Punktgruppen.

Durch die Formeln (28) bis (32) habe ich die Anzahlen gewisser
singuldrer Punktgruppen eines allgemeinen vierstufigen Systems von
Punktgruppen als Functionen der 6 Stammzallen

Vir V205 Vabes Vabps V195, G

dieses Systems dargestellt. Damit sind gewissermassen Singularitéiten
eines (ebildes behandelt, von welchem die allgemeine Punkifliche F,
ein sehr specieller Fall ist. Kine solche erzeugt nimlich durch ihre
n Schnittpunkte auf jeder der oo! Geraden des Raumes eine Punkt-
gruppe von % Punkten, und das so gebildete vierstufige System von
Punktgruppen hat die schon oben erwiihnte besondere Eigenschaft, dass
seine oc? Punkte nur oo? Punkte sind, von denen jeder co®mal einer
Punktgruppe angehdrt. Bei dem Interesse, welches die Algebraiker
der allgemeinen Punktfliche zuwenden, wird es wiinschenswerth er-
scheinen, die Formeln (28) bis (32) fiir dieses speciellere System zu
particularisiren. Man erhiilt dann die vom Verfasser in den Beitr. § 27
und in den Gott. Nachr. (Februar 1876) berechneten Zahlen fiir die
von Salmon in seiner Raumgeometric (Salmon-Fiedler, 1I, Th.
II. Aufl. Artikel 462) mit den Zeichen

B, 7, 0,¢¢
cingefithrten 5 Singularitiiten der F,.
Wir haben daher die 6 Stammzahlen fiir das speciellere System
zu berechnen, und die erhaltenen Werthe in die Formeln (28) bis (32)
einzusetzen. Ist die Fliche F,, wie wir hier voraussetzen, punki-all-
gemein, so sind die 6 Stammzahlen Functionen von # allein, und leicht
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mit Hilfe einer allgemeinen Stammformel durch n auszudriicken. Be-
zeichuet fiir ein einstufiges System, welches dem durch die F), erzeug-
ten vierstufigen Systeme von Punktgruppen angehort,
¢ die Bedingung, dass einer der n Punkte einer Gruppe auf
einer gegebenen Ebene liegt,
g, wie immer, die Bedingung, dass der Triiger eine gegebene
Gerade schneidet,
50 ist immer:
(33) nog=c,
weil die Regelfiche der Triiger der co! Punktgruppen die F, in einer
Curve von der Ordnung # . g schneidet. Wir bezeichnen nun mit
ci, k, 1, my
die Bedingung, dass von den » Punkten der Punktgruppe einer auf ¢
gegebenen Ebene, ein zweiter auf %, ein dritter auf I, ein vierter auf
m gegebenen Ebenen liegt. Dann ist selbstverstiindlich:
(34) cCibb == gitLhL | gkl
Y A N L LN

Ferner folgt aus der Definition der F, als eines zweistufigen Punkt-
systems, das auf jeder Geraden nPunkte besitzt:
(35 G=1; g, =0; cbg,=n;

g =0; b=10; &»=n

Desshalb ergiebt sich bei Benutzung der Stammformel (33) nach

und nach:

(36) Cl’gs =n~ggs=%G=n;
(B7) chge=n+cbgs — cb g, = n? — 0 = n?
() gy ey, — gy i — ™)
09,1,9 = - (32,(96 4 gp) — b =0 — 0=

63:1: == - 33,9 —_ 04’ anm 0;
(39) Cl’,”]'g == ) 61’1192 — 9. 62,1,9_______2%3*%2'____ 2 == O3 ____3%2**);
L, e €2 g — B e 022 = B 2,
c? == Bhg — &b — BB = nf — p?

40) cbLb ey - bLLg — 3. BLh =204 — Bnd — 3 (0} — n?)

= 2n* — 6n® 4 3n?.*¥)
Die in den Formeln (36), (37), (38), (89), (40) berechneten Zahlen
G, cbg,, chbg,, ehbg,, bbhg, BB sind beziiglich die gesuchten 6
Stammzahlen G, p18s, Y2 Vofer ¥39, P4 Man erhiilt daher:

*) Man vergleiche das analoge Verfahren in § 11. meiner Beitr., pag. 38,
**) Diege Formeln habe ich auch in meinen , Tangentensingularititen dey
F.« (Math. Ann. Bd. X1, pag. 323) angefiibrt, und zwar in den Nr. 5, 6, 7.
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Py = 20t — 603 4 302,
(n — 8) 39 = 2n* — 9n® -+ In?,
(m—2)(m— 3)y,0p = nt— 68°+ 11n? — 6,
(n—2)(n—3) p,9.= n'— 5nd + 60,
m—1)(#-—-2)(n—3)p = n*—6n®4 11n?—6n,
nn—1w—2Yn—3)G= n'— 6204 11n? — 6n.
Durch Einsetzung dieser Werthe in die Formeln (28) bis (32) erhilt
man die schon frither von mir abgeleiteten Salmon’schen Singulari-
tiaten-Zahlen direct, nimlich:

Eine Fliche n'* Ordnung besitzt:

(41) bun{n —4)(In — 12)

finfpunktig berithrende Tangenten,

(42) 2n(n —4)(n—>5)(n-46)(3n —5)
vier-zweipunktig beriithrende Tangenten,

(43) tn (n — 4) (n — 5) ® 4- 3n* 4 29% — 60)
drei-dreipunktig berithrende Tangenten,

(44) in (n—4) (n — B) (n — 6) (n® + 9n® 4 20n» — 60)
drei-zwei-zweipunktig beriihrende Tangenten,

(45) fxnn—4) (n—5) (n—06)(n—T7)(n* 4 60+ Tn — 30)
an vier Stellen zweipunktig beriihrende Tangenten.*)

In dhnlicher Weise ergeben sich direct aus den 6 Stammazahlen,
und damit aus der Definition der F,, die schon linger bekannten
Zahlen fiir die in mehrstufiger Mannigfaltigkeit auf der ¥, vorhandenen
Singularitiiten, z. B. die Ordnung der Curve der Beriihrungspunkte der
dreifachen Tangenten.

Es liegt nahe, die eben gelosten Probleme dahin auszudehnen, dass
man statt der F, ein astufiges System von Flichen %' Ordnung be-
handelt, indem man dieses als ein specielles (4 - a)stufiges System

von Punktgruppen aunffasst. Die 6 Stammazablen desselben:

Vata, Vs+al; V2+alns Ya-+ales Vitalsy }’aG
héingen dann von gewissen Charakteristiken des Flichensystems ab.
Unsere Formeln liefern dann z. B. die Zahl der Flichen mit (5 4 a)-
punktig beriithrenden Tangenten, die Zahl der Flichen mit (4 4 a)-
fachen Tangenten, die Ordnung der Curve der Beriihrungspunkte
aller moglichen (3 -} a)-fachen Tangenten, ete. Diese Zahlen wer-
den Reductionen erfahren, sobald das vorausgesetzte a stufige Flichen-

-

*) In der Liniengeometrie entsprechen diesen Zahlen gewisse auf den Com-
plex ntem Grades bestigliche, welche in der folgenden Abhandlung (pag. 202) ab-
geleitet sind.

Mathematische Annalen. XII. 13
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system gewisse Ausartungen enthilt, gerade so wie die oben in (t:’:l)
bis (45) mitgetheilten Zahlen Reductionen erleiden, sobald die 7, eine
Doppelcurve, Riickkehreurve ete. besitzt. Abgesehen von der dur'ch
die Berticksichtigung der Ausartungen etwa entstehenden Schwierig-
keit, handelt es sich also bei der Lsung dieser auf Systeme von Klachen
beztiglichen Probleme wesentlich um die Bestimmung der § Stamm-
zahlen. Mit solchen Problemen hat sich der Verfasser bis jetzt noch
nicht beschiiftigt, wohl aber mit den einfachsten von den auf Curvere-
systeme beziiglichen, analogen Problemen. Auf diese. gehen Wir
jetzt ein.

Zunichst finden wir aus Formel (25) fiir k=3 die Z%ahl der
Stellen einer Plancurve n*' Ordnung, in denen eine Gerade in drei
" coincidirenden Punkten schneiden kann, gleich

3nt(n —2)—3n(n—1)(n — 2)=3n (n— 2),

da p, = n, p, = n® wird, Diese Stellen sind bei der punkt-allgemeinen
Curve nur die x° Wendepunkte. Bei der beliebigen Curve treten noch
die & Doppelpunkte und die » Spitzen hinzu. Wir entnehmen den
Pliick erschen Formeln, dass jede Doppelpunktstangente dreimal, jede
Riickkehrtangente achtmal als Gerade zihlt, die in drei coincidirenden
Punkten schneidet, indem ja:

(46) S —2) =% 4+2.8.04+8.u

ist. Wir gehen weiter zu einstufigen und zweistufigen Systemen von
Plancurven. Es bezeichne:

¢ die Bedingung, dass eine Plancurve ihre Ebene durch einen
gegebenen Punkt schicke;

v, dass sie eine gegebene Gerade schneide;

o, dass sie eine gegebene Ebene beriihre;

P die zweifache Bedingung, dass sie durch einen gegebenen
Punkt gehey,

w, p, ¢, dass sie beziiglich eine ihrer Wendetangenten, Doppel-
punktstangenten, Riickkehrtangenten durch eine gegebene ~
Gerade schicke; ’

v, b, ¢, dass sie besiiglich einen ihrer Wendepunkte, Doppel-
punkte, Riickkehrpunkte ih eine gegebene Ehene werfe;
W,, Pe, go die zweifachen Bedingungen, dass sie beziiglich eine

ihrer Wendetangenten, Doppelpunktstangenten, Riickkehr-
tangenten in eine gegebene Kbene werfe.

Jede Plancurve n'* Ordnung erzeugt durch ihre # Schnittpunkte
mit jeder in ihrer Ebene gelegenen Geraden eine Punkigruppe. Also
erzeugt ein einstufiges System von Plancurven ein dreistufiges System von
Punktgruppen; und auf dieses wollen wir die mit g multiplicirte Formel
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(25) und die Formel (26) anwenden. Dann haben wir 5 Stammzahlen
zu berechnen, nidmlich:

V35 Y2ds V19es Vidps Js-

Fiir g, haben wir g zu setzen, weil durch den Scheitel des Strahl-
hiischels von g, ¢ Curven des Systems gehen, deren jede auf der Ebene
des Strahlbiischels cine Punktgruppe liefert. Ebenso ergiebt sich leicht

Vihp =N -5 Y1 fe=v.
Um y,g zu finden, legen wir die Gerade der Bedingung g in die erste
der beiden durch p, gegebenen Ebenen, und finden so durch das
Princip von der Erhaltung der Anzahl:

Pg=v-n+vmn—1)=v@2n—1).

Um p; zu bestimmen, zeichnen wir eine der drei durch y, gegebenen
Ebenen vor den beiden andern aus. Auf ihr liefert jede Curve des
Systems % Schnittpunkte und »? andere Punkte, deren jeder Schnitt-
punkt der Verbindungsgeraden von zwei Curvenpunkten ist, die auf
den beiden anderen Ebenen liegen. So entsteht auf der ausgezeichneten
Ebene ein einstufiges System von Punktepaaren, auf welches wir die
Formel 1) anwenden. Dann kommt fiir die Zahl der Coincidenzen:

vent 4 (g9y,) - n—u -0
Die Coincidenzen werden aber nicht bloss von den 7, gesuchten Punkt-
gruppen, sondern auch von den 2. v .n Punktgruppen gebildet, die
von den Schnittgeraden der ausgezeichneten Ebene mit den beiden
andern Ebenen herriihren. Also ist:

py=v-Cn—1) - n4v-n—u-n8—2v.0
=3v. (n—mn) —p-nd
Die Werthe der nunmehr bestimmten 5 Stammzahlen setzen wir
in die mit g multiplicirte Formel (25) und in die Formel (26) ein.
Dann kommt:

9 =3v2n—1)n—2)—3v(n —1)(n—2)
—3ug-n(n—1)n—2)4+u-nn—1)("n—2)
=3v.-n(n—2)—2u-n(n—1)n—2)

sb=6v(n—1) —pu-nBn—2).

Die Coefficienten 1, 3, 8 in Formel (46) lehren, dass das Symbol &g
einmal durch jede Curve erfiillt wird, die eine Wendetangente, dreimal
durch jede, welche eine Doppelpunktstangente, achtmal durch jede,
welche eine’ Riickkehrtangente durch eine gegebene Gerade schickt.
Analoges findet fiir £, b statt. Ausserdem aber konnen diese Symbole
auch durch gewisse ausgeartete Curven des Systems erfilllt werden.
Die unbekannte Zahl solcher hinlinglich oft gerechneten Ausartungen
13%
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sei X resp. X'. Dann geben die obigen Formeln fiir &g und &b die
(tleichungen:
@sv-n(n—2—2u-nm—1)n—2=w+3p+8¢+ X,
48) 6v(n—1)—p - 2(Bn—D—p2-3-b48c+ X"

Der Verfasser hat die Formeln 47) und (48) namentlich auf di.e
von ihm eingehend studirten*) Systeme von cubischen Plancurven mit
Spitze angewandt. Die elementaren Systeme solcher Curven konnen
nur eine Ausartung ¢ besitzen, deren Punkte einen Kegelschnitt und
eine ihn berithrende Gerade bilden. Fiir solche Systeme kann man
leicht die Formeln (47) und (48) verificiren, da fiir sie:

w=1 (40 — v); g=1+4(Tv—o0—9%);
v="4(Te —v—38p); c=4@dv—o0—6u);*)
und die Anzahl der Ausartungen ¢ gleich
(v 4+ 0 — 8p)*¥)
ist. Man findet dabei, dass jede Curve ¢ das Symbol &b dreimal, das
Symbol &, ¢ gar nicht erfiillt.

Um fiir ein sweistufiges System von Plancurven &g, zu berechnen,
hat man die Stammzahlen p,g, und y,g, zu bestimmen. Man findet

V2ge = v — P; p,g,=pv.
Setzt man noch

P=pv —n-u?* (Beitr. pag. 33, letzte Zeile),
50 erhiilt man:
(49) 6,9, = 3 (0 — 2) (0* — pv 4 - p2) — Bpv (n— 1) (n— 2)
=3m—2)v! —3nn—2)uv + 3n (n — 2) u?
= w, + 3p. + 8¢. + X",
WO W, Pe, ¢, Oben definirt sind, und X” wieder von den im Systeme
vorhandenen Ausartungen abhéngt.

§ 4.
Coincidenz von % Strahlen eines Strahlbiischels.

Wir behandeln jetzt die Strahlengruppe analog wie in § 1. und
§ 2. die Punktgruppe. Die Strahlengruppe ist ein Gebilde, welches
aus % einem und demselben Strahlbiischel angehorigen Strahlen besteht.
Der Scheitel des Strahlbiischels heisse ¢, seine Ebene g, und die »
ibm incidenten Strahlen

915 92> 932" """ Gn-
Demgemiiss (Beitr. pag. 19 oben) bezeichnet auch:

*) Man vergleiche des Verfassers Mittheilung in den Gott. Nachr, Mai 1875,
*#) Ebenda, pag. 380 u. 381.
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1) u*c? die Bedingung, dass die Strahlengruppe ihre Ebene durch
« gegebene Punkte schickb, und zugleich ihren Scheitel auf g
gegebenen Ebenen hat;

2) giy Gier Yip, gis und Gy beziiglich die Bedingungen, dass die
Strahlengruppe ihren Strahl g; besiiglich durch eine gegebene =
Gerade, in eine gegebene Ebene, durch einen gegebenen Punkt,
in einen gegebenen Strahlbiischel schickt, und als gegeben
besitzt;

3) das Product mehrerer dieser Bedingungssymbole, dass die Strahlen-
gruppe die von diesen Symbolen dargestellten Bedingungen zu-

- gleich erfiillt; z. B. p* ¢g;, bedeutet die fiinffache zusammengesetate
Bedingung, dass die Ebene der Strahlengruppe durch eine ge-
gebene Gerade gehen soll, der Scheitel in einer gegebenen Ebene,
und auch der Strahl g; in einer gegebenen Ebene liegen soll.

Da jeder Strahl gr sowohl dem Scheitel ¢, wie auch der Ebene u

incident ist, so bestehen zwischen den Grundbedingungen von g; und
von ¢, resp. vou g; und von g die auf dem Princip von-der Erhaltung
der Anzahl beruhenden Gleichungen (Beitr. § 9, I u. 1I):

(50) ¢gi = gic + ¢,
(81) ugi = gip + W°.
Aus ihnen folgt, wie dort, durch symbolische Multiplication:
(52) wegi= gis + w* + pé*
= gis + ¢ + ulc,
(53) (wPe — u¥) gi = (ue* — &) g

= G -+ wic+ ud = G; + p'c
Wir bezeichnen nun, analog wie in § 1., mit & diejenige speciellere
Strahlengruppe, bei welcher die ¢ Strahlen:

Jis Y2s G35 =~ 79 Ji
des Strahlbiischels (g, ¢) in dem Coincidenzstrahle %; unendlich nahe
liegen. Dann bezeichnet, nach den Grundregeln meiner Symbolik,
z. B. &hy2,, WO 2, einé der Strahlengruppe auferlegte a-faché Bedingung
bedeutet, die Zahl derjenigen speciellen Strahlengruppen eines (i—1-4-3-4-a)-
stufigen Systems, welche ihre Strahlen gy, g,, -« - -g:; in einem und
demselben Strahle  vereinigen, diesen Coincidenzstrahl einem gegebenen
Strahlbiischel zuschicken, und dabei die Bedingung z, erfiillen. Jede
solche Strahlengruppe & nennen wir singuldr. Da im Strahle % eines &
die ¢ Strahlen g,, g,, - - -+ g; vereinigt liegen, so ist selbstverstindlich :

(54) he=g &= g,8 = gyt = """+ = Ji&i.
Nach der unmittelbar aus dem Chasles’schen Correspondenz-
principe fliessenden Formel erster Dimension fiir Paare sich schueiden-
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der Strahlen, erhilt man fiir die Zahl solcher singulirer Strahlengruppen,
bei denen die Strahlen g; und g, coincidiren, den Ausdruck:
gi‘}"gm"‘ﬂ—'c-
Speciell ist:
gt gh—pr—Cc=25.
Wiederholen wir nun die Ueberlegung, welche uns in § 1. durch
Formel (9) und (10) zu Formel (11) fiihrte, so bekommen wir:

(65) &x=(g;-F9o—u—0)(91+95—1—0) (9 Fgy—p—0) -~ (9, +gs—p—0).
Um aus dieser Formel, in welcher noch g, als bevorzugt erscheint,
eine in den g symmetmsche Formel zu erhalten, entwickeln wir die
rechte Seite nach stelgenden Potenzen von '

gy — @ —¢C
und erhalten: N

(56) &= o1+ a2 (gy — @ —c)+ ts (g — @ — )
+ e (g — e — Ot

wo jetzt:

t=1; oy =g+ g+ g
und iiberhaupt e; gleich der Summe der simmtlichen (& — 1); Producte
von je 4 verschiedenen der & — 1 Symbole g,, g5, ¢4, - - - - gi bedeutet.
Wir beachten nun, dass wegen der Formeln (50), (51), (52), (83) fiir
die Potenzen von g, — u — ¢ Folgendes gesetat werden kann:

(9 —p— ) =—g, (8 + ) — 2pc,
@G —p—f = 2gpc—2uc—y’),
(9 — o — ¢)f = — 29, (Wc—ud),
(9, — w—cym= O firm > 4.
Dadurch wird aus Formel (56):

(BT) &r=(ox—1+ g, @r—2) — (0 + ) (er—2 + g, @x—s)
+ 2ue(a—s + gre—q) — 2(plc — &) (tr—s + gy 01—5)-
Nun ist aber jeder der 4 Ausdriicke

o - g10i—y
die Summe aller moglichen Producte von je i verschiedenen der T Symbole
915 92 G35« - - G Schreiben wir fiir diese Summe B;, so erhalten wir

die gesuchte Hawptformel:

(58) & = fr—1— (0 + ©) fr—2 + 2ucBi—s — 2(u’c — p?) Bi—s-
Speciell ergiebt sich fiir die Zahl ¢, derjenigen singuliiren Strahlen-

gruppen eines dreistufigen Systems, auf denen die 4 Strahlen g,, 9., 95 9
coincidiren:
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(69 & = (9199 + 91:929:s + 999, + 929594)
— W+ )@+ 9195+ 9390+ 9295 + Ba0s + 9394
+2uc (g 92+ g5 + 9)) — 2(ePe — @),
Durch die Multiplication der Formel (58) mit den Grundbedingungen
w,c; whype, ¢y ut, ule, ue?, ¢%; wle, wic?, ued;y pie?
des die Strahlengruppe tragenden Strahlbiischels erhalten wir die den
Formeln (15) bis (19) analogen Formeln. Von diesen erwithnen wir
beispielswiese:
(60) Guec=pcPr—1 — (#*¢ 4 pc*)frz + 2p°¢* By — 203" By 4.
Wir suchen jetzt eine Formel fiir kg, d. h. fiir den Grad der
Regelfiiche der Coincidenzstrahlen aller derjenigen singuldren Gruppen
eines k-stufigen Systems von Strahlengruppen, auf welchen die & Strahlen
Jis ay + * + * g coincidiven. Um eine solche Formel zu finden, kbnnen
wir die Formel (58) mit jeder der % Bedingungen g,,9,, - - - gx multi-
pliciren, und erhalten bei hinreichender Benutzung der fandamentalen
Formeln zwischen den Grundbedingungen incidenter Haupielemente
(b0) bis (53), jedesmal ein und dieselbe symmetrische Formel, niimlich:

(61) &xh =B — (* + )z + 2(0° + 0 &) Py — 202 Prs,

wo wieder B; die Summe aller moglichen k; Producte von je ¢ ver-
schiedenen der & Symbole 7y, g, - + - gr bedeutet. Speciell ist fiir k=4:

(62) &h=0,0:9:9: — (@*+¢) (992 9:9+ 9:9: + 9295+ 9.9, 9594)
+2( ) (99959, — 2w
Aus den Formeln (58) und (62) kann man wegen der auf % ange-
wandten Formeln (50) bis (53), die Ausdriicke fiir
&hp, exhe, echs, exH
durch blosse symbolische Multiplicationen mit den Grundbedingungen
des Strahlbiischels erhalten. So bekommt man z.B. fliv &k, wegen
ey == uch — &u® — pct

die folgende Formel:
(63) Ephy = pefr — (W0 4 pe?) i1 + #2¢* Prs.

Die Formeln (58) und (62) entsprechen dualistisch sich selbst. Der
in (58) vorkommende, scheinbar undualistische Ausdruck

pic — @
ist namlich gleich dem ibm dualistisch entsprechenden
wet — ¢,

indem jeder dieser beiden Ausdriicke die Bedingung ausdriickt, dass
die Ebene des Strahlbiischels durch eine gegebene Gerade geht, auf
welcher zugleich sein Scheitel liegt. (Beitr. pag. 35, erste Zeile).
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Ebenso ist der in (62) vorkommende Ausdruck g* - uc? gleich dem ihy
dualistisch entsprechenden.

Wir gehen nun zu den strahlgeometrischen Problemen tiber, welche
den in § 2. gelosten analog sind. Wir haben also eine Gruppe von 5
in einem Strahlbiischel (u, c¢) liegenden Strahlen g mit gemeinsamer
Definition vorauszusetzen. Ein von einer solchen Gruppe erzeugtes
(k — 1)-stufiges System enthilt eine endliche Anzahl & von singuliren
Gruppen, deren jede von ihren 7 Strablen % in ein und demselben
Strahle 7 vereinigt. Um diese Zahl & zu finden, wenden wir die all-
gemeine Formel (58) an. Wir haben dann zu untersuchen, was in
unserem Falle aus den Gliedern von der Form §; wird. Jedes B; ent-
halt jetzet k; gleiche Summanden, deren jeder die Bedingung p; bezeich-
net, dass von den w Strahlen i verschiedene ¢ gegebene Gerade schneiden.
y: sondert aber dann von den % Strahlen ¢ heraus, so dass nun als
(¢ + 1)ter Strahl jeder der sonstigen n — ¢ Strahlen aufgefasst werden
kann, u. s. w. BEndlich kann dann als %'er Strahl jeder der zuletzt noch
vorbandenen # — & - 1 Strahlen aufgefasst werden. Desshalb wird
hier, wie in (24): :
64) Bi=k-m—i)(n—i—1)B—39—2) - (m—FF1)-p.

Setzt man nun die durch (64) gegebenen Werthe fiir i -y, i,
Br—3, Pr—s in Formel (58) ein, so erhdlt man:

(85) exmrty- (00— 1)pams—Fy- (e —E+2) (0 — - 1) (ut-¢) s s
+hy =k +3)n—k+2)(n—k41)-2ucpi_s
—ky-(n—k—4-4)n—Fk+43) (n—k~42)(n—k+1) - 2(u — ) pr—us.

Analog ergiebt sich aus Formel (61):

(66) erh=pr—Fky (n—k+2)(n—%4+1) (u2 4 pr_s

k- (0 —Ek4-3)(n—k+2) (n—k1)-2 - (u®+uc?) pe_s
—ky(n—k44)n—E43)(n—k+2)(n— k- 1)2uc s
Speciell giebt Formel (65) fiir & = 6, und Formel (66) fiir & = 5:
(67) e==B(n—5)ps—15(n—4)(n—5){u-F)7,-+40(n—3) (n—4)(n—5) ey
— 380 (n—2)(n—3) (n — 4) (n—5) (WP — u)y,,
(68) &yhimpy —10(n—B) (10— 4) (), +20(1—2)(— 3) — ) (w-uc)y,
—10(n—1) (e —2)(n —3)(n—4)p2c?y, .
Von den Formeln fiir &thypy &xhe, exhy, & H erwihnen wir die fiir

&xhy, welche aus (63) hervorgeht:

(69)  ehy=pepr —k-(n — k4 1) (@3 4 we?) pry

Fhyn—h+2) (0 —k+ 1) @2y,
Um endlich die Analoga der Formeln (27) bis (32) zu finden,
miisste man die gewonnenen Formeln durch geeignete Multiplicationen
mit einander verbinden. Man erhielte dann die Erledigung der Fille,

v
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wo bei einer Strahlengruppe an mehreren Stellen Coincidenzen statt-
finden. Die Cocfficienten der Bedingungssymbole wiirden sich genau
so wie bel den Punktgruppen (man vergleiche die Formeln (27), (29),
(30), (31), (32)) aus den Binomialcoefficienten zusammensetzen. Die
Bedingungssymbole selbst konnen fiir die simmtlichen auf ein i-stufiges
System beziiglichen Anzahlen derartig singuliver Strahlgruppen, keine
andern sein, als:

Vis Vietly Yio1C5 Yo, Yio1fh€, Yi1€%;

Vie2lly Y2l C, YioaftC®y pial®;

Viost'e, Yimslt®, vialt s piypde?y ’
wo wieder jedes p, die Bedingung bezeichnet, dass die Strahlengruppe
von ihren n Strahlen m wverschicdene durch m gegebene Gerade schickt.
Die diesen Bedingungssymbolen zugehbrigen 14 Zahlen sollen wiedex
die Stammzahlen des i-stufigen Systems von Strahlengruppen heissen.
Sie repriisentiren iibrigens immer hochstens 12 von einander unabhiingige.
Ist das zu Grunde gelegte ¢-stufige System das durch einen Strahlen-
complex n'® Grades auf den oo® Strahlbiischeln des Raums erzeugte,
specielle fiinfstufige System, so lassen sich die 14 Stammszahlen leicht
durch # ausdriicken, und liefern, in die eben besprochenen Formeln
eingesetzt, Zahlen-Resultate fiir gewisse noch nicht studirte Singudari-
liten des allgemcinen Complexes we* Grades.

Diese Resultate entwickelt die folgende Abhandlung,

Hamburg, Februar 1877,




