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Singularititen des Complexes nte® Grades.
- Von

H. Scuusert in Hamburg.

In einer Abhandlung iiber Tangentensingularititen der allgemeinen
Punktfliche F, (Math. Ann. Bd. XI, pag. 323) habe ich gezeigt, dass
allein aus der Definition der I, als einer Gesammtheit von oco? Punkten,
die auf jeder Geraden n Punkte besitzt, mit Hilfe des Clhasles’schen
Correspondeneprincips oder seincr Umformungen™) alle Zahlen abge-
leitet werden kounen, welche sich auf die an einer oder mehr Stellen
in zwei oder mehr Punkten beriihrenden Tangenten der F, beziehen.™*)
Hier soll nun das Analoge fiir den Strahlencomplex nir Grades C, ge-
zeigt werden.

Der Complex O, besitzt niimlich, seiner Definition gemiss, auf
jedem der oo® Strahlbiischel des Raumes 5 Strahlen, ist also, wie schon
in der ,Abh. iiber Gruppen“ (§ 4.) hervorgehoben ist, als ein specielles
fiinfstufiges System von Strahlengruppen anzusehen, wenn man unter
Strahlengruppe ein Gebilde versteht, das aus n einem Strahlbiischel
angehrigen Strahlen besteht. Wir sagen nun, dass ein Strahlbiischel
den Complex in dem Coincidenzstrahle h; ¢-strahlig beriihrt, wenn von
den n dem Strahlbiischel und dem Complexe gemeinsamen Strahlen ¢
Strahlen in h; vereinigt liegen. Demgemiiss lassen sich die hier geldsten
Probleme aussprechen, wie folgt:

Es werden alle Zahlen bestimmt, welche sich beziehen auf die den
Complex in einem oder mehr Beriihrungsstrahlen zwei- oder mehrstrahlig

*) Wegen der Umformungen des Correspondenzprincips vergleiche man den
IiTten Abschnitt meiner ,Beitrige zur abziihlenden Geometrie“ (Math, Ann, Bd. X),
einer Abhandlung, welche kurz ,,Beitr.% genannt werden soll.

*#) Diejenigen unter diesen Zahlen, welche bis dahin unbekannt waren (Sal-
mon-Fiedler, Raumgeometrie, 1I Th. Il A, Art. 462), batte ich schon friiher
durch die Gott. Nachr. (Februar 1876) und in § 27. der eben citirten Beitr. mit-
getheilt. Als Beispiele sind diese Zahlen auch in der voranstehenden Abhandlung
,,ﬁbelz; c:as Correspondenzprincip fiir Gruppen von » Punkten und von « Strahlen®
erwihnt.

Diesc oft citirte Abhandlung soll kurz ,,Abh. iib. Gruppen“ genannt werden,
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beriihrenden Strahlbiischel, auf deren Berithrungsstrahlen, und auf deren
sonstige Complexstrahlen.

Zur Ableitung dieser Zahlen aus der Definition des Complexes
konnen zwei Methoden angewandt werden, welche wir als die indirecte
und directe unterscheiden wollen. .

Die indirecte Methode verfahrt ebenso, wie die citirte Abhandlung
iiber Tangententensingularititen. Sie geht also von der Definition des
Complexes C, aus, findet daraus zunfichst nur die Zahlen fiir die oot an
einer Stelle zweistrahlig bertihrenden Strahlbiischel, bestimmt dann aus
diesen Zahlen diejenigen, welche sich auf die in dreistufiger Mannig-
faltigkeit vorhandenen, beriihrénden Strahlbiischel beziehen, u. s. w.,
und steigt so allmdhlich auf bis zu den in endlicher Anzahl vorhan-
denen, z. B. den sechsstrahlig berithrenden Strahlbtischeln. Als Hilfs-
formeln werden dabei nur angewandt die Chasles’sche Correspondenz-
formel fiir den Strahlbiischel oder vielleicht Formeln, welche aus ihr
durch symbolische Multiplication unmittelbar hervorgehen, namentlich
Formel (59) in § 20. meiner Beitr. (Math. Ann. Bd. X, pag. 74).

Die¢ directe Methode fasst den Complex C, als speciellen Fall eines
allgemeineren Gebildes, niimlich des fiinfstufigen Systems von Strahlen-
gruppen, und findet daher jede der gesuchten Zahlen aus einer der
Strahlengruppen-Formeln, welche am Schluss der ,,Abh. iib. Gruppen®
zwar nicht ausfithrlich aufgestellt, aber doch besprochen sind. Sie hat
daher nur die fiir jene Formeln erforderlichen Stammezahlen als Functionen
von 7 zu berechnen, und die erhaltenen Werthe in die Formeln ein-
zusetzen. Bei dieser Methode ist also der bei der Besprechung der
indirecten Methode erwiihute Process des allmihlichen Aufsteigens zu
héheren Singularititen von vornherein den angewandtenFormeln eingefiigt.

Der Verfasser hat, der numerischen Controle wegen, die gesuchten
Zahlen nach beiden Methoden bestimmt. Die in § 1. eingefiihrten Be-
zeichnungen sind dem Charakter dieser Methoden angepasst. § 2. ent-
wickelt aus der Definition des Complexes die Zahlen, welche sich auf
die oo im allgemeinen nicht beriihrenden Strahlbiischel beziehen, und
findet damit auch die fiir die Anwendung der directen Methoden crforder-
lichen Stammzahlen. Die dort bestimmte Stammzahl y, giebt fiir » =4
das liniengeometrische Analogon der 27 in einer cubischen Punktfidiche
liegenden Geraden. In § 8. ist die Ableitung der gesuchten Zahlen
nach heiden Methoden durch Beispiele erliutert. Endlich stellt § 4.
die Werthe der gefundenen 82 Singularititen-Zahlen zusammen. Von
diesen ist ein Theil schon durch dic vom algebraischen Standpunkte
ausgehenden Arbeiten von Pliicker, Clebsch, Klein und Vosgs®)

*) Voss® eingehende Abhandlung ,,Ucber Complexe und Congruenzen” (Math.,
Ann, Bd. IX, pag. 55 bis 162) enthilt wohl alle im Folgenden bestimmten und
nicht neuen Zahlen, Desshalb ist in § 4. nur Voss citirt,
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sekannt, z. B, die Singularitiiten-Zahlen der Pliicker’schen Complex-
ldche. Die auf hohere Singularititen bezﬁgliahen Zablen aber waren
bisher noch nicht bestimmt,

§ L
Bezeichnungen.

Der feste Complex n'>» Grades C,, besitzt aunf jedem der oo® Strahl-
biischel des Raums n Strahlen, erzeugt also ein fiinfstufiges System X
von Strahlengruppen. Fiir eine solche Strahlengruppe bezeichnet immer
w ihre Ebene, ¢ ihren Scheitel, g irgend einen ihrer # Strahlen, Ge-
miss der Symbolik des Verfassers (Beitr. Abschn. I) bedeutet dann
z. B. pleg die vierfache Bedingung, dass eine Strahlengruppe ihre
Ebene durch eine gegebene Gerade schickt, ihren Scheitel auf einer
gegebenen Ebene besitzt, und einen ihver » Strahlen durch eine ge-
gebene'Gerade schickt; dasselbe Symbol bezeichnet dann aber auch die
Zahl derjemigen Strahlengruppen eines X angehorigen vierstufigen
Systems, welche jene vierfache Bedingung erfiillen.

Ferner bezeichnet fiir die Strahlengruppe das Symbol

N gi, klmag,

wo i, k, 1, m, ¢ nur geschrieben wird, wenn es grosser als null ist,
die Bedingung, dass einer der # Strahlen die i-fache Grundbedingung,
ein zweiter die k-fache, ein dritter die I-fache, ein vierter die m-fache,
ein fiinfter die g-fache Grundbedingung erfiillt. Dabei ist bekanntlich
(Beitr. § 5.) unter einfacher Grundbedingung fiir einen Strahl zu ver-
stehen, dass derselbe eine gegebene Gerade schneide, unter dreifacher,
dass er einem gegebenen Strahlbiischel angehire, unter vierfacher, dass
er gegeben sei. Da der Strahl zwei sweifache Grundbedingungen be-
sitzb, nidmlich erstens die, dass er in einer gegebenen Kbene liegen
soll, und zweitens die, dass er durch einen gegebenen Punkt gehen
soll, so haben wir diese beiden Grundbedingungen von einander zu
unterscheiden. Wir thun dies dadurch, dass wir die ersigenannie
Grundbedingung durch eine arabische 2, die zweite durch eine rémische
II andeuten. .
Beispicle fiir die bisher eingefiihrten Beseichnungen.: .

1) gL bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen von X,
welche einen ihrer # Strahlen in einer gegebenen Ebene Resitzen,
einen zweiten durch einen gegebenen Punkt schicken, und einen
dritten eine gegebene Gerade schneiden lassen;

2) wg>% bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen von 3, welche
einen ihrer # Strahlen einem gegebenen Strahlbiischel zuschicken,
einen zweiten Strahl eine gegebene Gerade schneiden lassen, und
ihre Ebene durch einen gegebenen Punkt schicken;
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3) gbh%Y% bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen von X,
welche von ihren 5 Strahlen fiinf verschiedene fiinf gegebene
Gerade schneiden lassen.

Hiernach kann man fiir den Complex n' Grades nach folgenden
Zahlen fragen, die auf wicht-beriihrende Strahlbiischel Bezug nehmen:

e)) uPe?, ureg®, uicg™, wegh,
pugs?, pgtm, wgtt i, gt
(2) wegh, wrtgh, wgbt, ureght,

22 L 2 1L 1, 5 1, 3,1,
wrgst, g™l weght, wght,

241,11 1,1,1 2
urgh bl wegh bt ugbth, pgthth,
92)2>1l7 92$1I;1’, 93’1:17’

y91,1,1,1,, g2,1,1,1,, gHLLLLy
ferner nach den hierzu reciproken Zahlen, Ausgelassen sind dann nur
diejenigen Zahlen, welche selbstverstindlich null sind, wie z. B.
ghb, wdgth ete.
Fir die Symbole

gl;, gl)L, 91’1,1” glil) la ly’ 9151:1’1’1;
schreiben wir im Anschluss an die Bezeichnung ¢; in Formel (64) u. f.
der ,Abh. iib. Gruppen“ beziiglich:

Viy Pas V3s» V4s V-
Die cben zusammengestellten Zahlen sind i § 2. simmilich be-
rechnet.
Wir gehen zu den Bezeichnungen iiber, welche sich auf die den
* Complex C, beriilwenden Strahlbiischel beziehen. Wieder im Anschluss
an die Bezeichnung in § 4. der ,Abh, iib. Gruppen® soll bedeuten:

&ijigigereniys WO Gy, Gy, Gy, ¢ -+ i grosser als 1 ist,
jede solche Strahlengruppe in =, auf welcher in m Strahlen Coinei-
denzen stattfinden, und zwar dergestalt, dass von den » Strahlen der
Gruppe im ersten Strahle ¢, im zweiten Strahle 75, - - - - - , im mlen
Strahle 4,, Strahlen coincidiren. Z. B. g,; bedeutet eine Strahlengruppe,
auf welcher von den % Strahlen in einem Strahle 4 Strahlen, in einem
zweiten 3 Strahlen coincidiren. Demgemiiss besitzt unser fiinfstufiges
System X die folgenden 18 Arten von Coincidenz-Strahlengruppen:

1) oot Gruppen &,

2) oo® Gruppen &;, &,

3) oo Gruppen &, &, &,

4) ool Gruppen &, &5, &3, 3225 fa222)

b) eine endliche Anzahl von Gruppen:

&6y oy €435 Sg2my 332 Fyaees Faname
Jeden Coincidenzstrahl eines &, in welchem ¢ Strahlen coincidiren,
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bezeichnen wir mit %;, mit %, dagegen jeden der Strahlen eines ¢, in

dem keine Coincidenz stattfindet.

Nach des Verfassers Symbolik bezeichnet jedes Symbol z¢&; 4y 45....4,
zugleich die Anzahl derjenigen durch das ndmliche Symbol dargestellten
Coincidenz-Gruppen, welche einem in X liegenden, (3, =4, -y - - -
+ 4, — m)-stufigen Systeme angehdren, und zugleich die Bedingung
z erfiillen. In unseren Fillen kann sich # zusammensetzen aus den
Bedingungen g und ¢ des Strahlbiischels, der ¢ triigt, und aus den auf
h; beziiglichen Grundbedingungen. Diese sind hy, hip, hie, his, H; und
bedeuten also bei einem &, dass sein Strahl k; beziiglich eine gegebene
Gerade schneiden, durch einen gegebenen Punkt gehen, in einer ge-
gebenen Ebene liegen, einem gegebenen Strahl angehoren, gegeben
sein soll. Ferner sollen ¢ identische Factoren k; bei einem & andeuten,
dass diescs ¢ von seinen Strahlen %; a verschiedene durch a gegebene
Gerade schickt.

DBeispicle fiir die Dezeichnungen, welche sich auf die Coincidens-
Strahlengruppen bezichen.

1) ue, bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen in X, welche
in einer gegebenen Kbene liegen, und dabei einen Strahl besitzen,
in welchem von den % Strahlen 3 coineidiren, m. a. W., die Zahl
der Wendetangenten einer dem Complexe O, angehdrigen Com-
plexcurve;

#® &5y, bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen in X, welche

ihre Ebene durch eine gegebene Gerade schicken, und dabei 3

Strahlen besitzen, deren jeder von den % Strahlen zwei in siclf ver-

einigt, m. a. W. die Zahl der dreifachen Punkte der Doppelcurve -

einer dem Complexe ), angehbrigen Complexfliche;

3) &4hyp bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen in X, welche
einen Strahl enthalten, der von den % Strahlen vier in sich ver-
einigh, und welche dabei diesen Coincidenzstrahl durch einen
gegebenen Punkt schicken; m. a. W. die Ordnung der Congruenz
der Undulationskanten, welche den Complexkegeln von,C, angehdren ;

4) ey hyh by bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen, welche
zwei verschiedene Strahlen besitzen, in denen von den # Strahlen
zwei coincidiren, welche ferner irgend einen dieser Coincidenz-
strahlen durch zwei gegebene Gerade schicken, und von den
tbrigen n — 4 Strahlen zwei verschiedene durch zwei gegebene
(terade schicken;

5) &,¢hyh, bedeutet die Zahl derjenigen Strahlengruppen, welche
zwei verschiedene Strahlen besitzen, in denen von den # Strahlen
zwei coinecidiren, welche ferner jeden dieser beiden Coincidenz-
strahlen durch je eine gegebene Gerade schicken, und dabei ihren
Scheitel auf einer gegebenen Ebene haben.

2

~—
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Von den Zahlen & hat man nur diejenigen zu berechnen, welche
die einfachen Grundbedingungen ihrer Strahlen % enthalten, da aus
diesen alle andern durch die fundamentalen Formeln gewonnen werden
koénnen, welche die fou%dbed@'ngztngcfz incidenter Hauptelemente mit

* cinander verbinden (Beitr. § 9, T u. II, Abh. iib. Gruppen (50) bis (53)).
Liegen niémlich @ Strahlen f in der Ebene u und gehen sie zugleich
durch den Punkt ¢, so erhilt man durch das Princip von der Er-
haltung der Anzahl die folgenden Gleichungen zwischen den Grund-

bedingungen der Strahlen f, der Ebene g und des Punktes c:

(1)

fe=cf— a-c?,
fo=uf—a-u,

und aus ihnen durch symbolische Multiplication:

)

fr=uef —a- @+ ) =uef — a- (@ + ),
Fe(uc—p’)[—a- p*c= (ue* — ) —a-pc.

Hiernach ist z B.

&yhge = g uchy — &' — guct,
Ey3Pye = gyChy — (B — B) £,5¢2.

In der folgenden Tabelle der zn berechnenden Zahlen & sind daher
alle Zahlen fortgelassen, welehe durch die Formeln (1) aus angegebenen
Zahlen hervorgehen. Ferner ist von zwei sich dualistisch entsprechen-

den Zahlen immer nur die eine angefiihrt.

I

481

1v

Tabelle der zu berechnenden Zahlen &.

1) epie, 2) &u'c?, 3) &uthy, 4) &uich,,

5) e,uhy, 6) sutchy, T) &u’hhy, 8) euehhy,
9) e,uth by, 10) suchih,, 11) &uhyhh,,

12) suhihyhy,e 13) elighy by, 14) &b hihhy;

1) &u?, 2) guie, 3) &ulhy, 4) spchy,

D) e,uth,, 6) g,uchy, 1) gulyhy, 8) euhhy,
9) eyhyhhy, 10) &b hhys

1) &pp®, 2) epuie, 3) entlhy, 4) sppchy,

D) eputhy, ©) epuchy, T) epphhy, 8) anuhahy,
9) &yuh by, 10) eplyhyhy, 11) &k hihy, ’
12) &0y by by 5

1) gup® 2) gupe, 3) &uh, 4) e uhy,
5) eshyhy, 6) e hyhy;
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v 1) &0, 2) &apc, B) epphy, 4) eplhy,
5) egthy, O0) eghyhy, T) &gphshy,
8) &g lyhy, 9) E30hyhys

Vi 1) &y,0%, 2) sappre, 3) eptthy, 4) &l
D) eppahyhy, 6) &ypphahy, T) eyaohy By

Vil 1) eu, 2)&h, 3)&h;

Vi D) e, 2) &phy, 3) &0y, 4) el

IX 1) e, 2) &by, 3) &yl

X 1) &0ty 2) Egply, B) Egphy, 4) B3l

XI 1) &yppatt, 2) Egga0hy, 3) &pomhy;

XII &3 XIIT &, XIV g3 XV 4903

XVI €33¢3 XVIL 59093 XVIIT  &pp999.

Die hier zusammengestellten 82 Zahlen fiir die den Complex C,
berithrenden Strahlbiischel sind in § 4. durch » ausgedriickt.

§ 2.

Die Zahlen fiir die oo® den Complex nicht berithrenden
Strahlbiischel.

Aus der in § 1. angegcbenen Bezeichnung

(]i’ k,t,m,q,

ergiebt sich unmittelbar:

99> =g+ 9" +g"",
99> = g> + g%, 99" = g* 4+ g,
2) 99> =9* + 9",
GgBLY == gh bl - QTN L | 2gILILY, | gIL L1,
ggl, L1, — 492, 1,1,1, + 4911, 1,11, + gl, 1.1, 1, 1,;*)
und so fort.

Diese Identitdten verbinden wir mit der Anwendung einer gewissen
Stammformel, welche der Formel 33) in der ,,Abh. iib. Gruppen‘‘ analog
ist, und auf den Productensitzen des Strahls (Beitr. § 26.) beruht.
Die Stammformel gewinnen wir durch folgende Ueberlegung. Wenn
eine Gesammtheit von co! Strahlbiischel von ihren co' Scheiteln ¢ in
einer gegebenen Ebene besitzt, und von ihren oo' Bhenen g durch
einen gegebenen Punkt schickt, so hat die von ihren oo? Strahlen ge-

*) Analog in den Beitr. pag. 38 und in Formel (34) der ,,Abh. &b, Gruppen*,
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bildete Congruenz die Gradzahlen ¢ und g, hat also mit dem Complex
b, oo! Strahlen gemein, von denen:

u-n-c-n
eine gegebene Gerade schneiden. Desshalb ist fiir jedes einstufige System
von Strahlengruppen, welches dem fiinfstufigen Systeme X angehort:

(3) n(w-+c)=g.
Hieraus folgt z. B.
n (u 4 ¢) uegh = pieggh.
Fiir u?cgg" kann man aber wegen der Identititen (2) setzen:
wregh + pleg'tt + ulegh
also lisst sich wicg"l aus w’cg’, wPc®g, ucg®, w?cg*™ berechnen.
Wir erhalten:
wreghh = n (WPegh + piPgh) — wregh — wregt
=nn-+2n) —n—n=n3nr—2).
So ergeben sich durch die Stammformel (3) allmihlich alle Zahlen,
die hier bestimmt werden sollen, aws cinigen wenwigen Zahlen, welche

die aus der Definition des Complexes unmittelbar ersichtlichen Werthe 0,
1, » oder »® haben. KEs sind dies:

@it = 1; ppg» = 0; pg™ = 0; pPcg® = n; weg™ = n;
wigh = 05 wegh = n; pgt = 0; pg>® =% pg®tt =n’;
@' = p?; g% % = n?; und die hierzu reciproken.
Hieraus folgt durch 2) und 3) nach und nach:
piegh = n; uictgh = 23 wighb = n?; pleght = 32 — 2m;
plgh b = n?; pglhh = n2; weght == 2nt — m; pgh b = n2;
uigh bl = 4nd — Gmd; pegh b = 6nd — 1202 4 4n;
pgh b b =30 — 4n?; pgoblh = 30 — 4n?;
gool =20 — 2Py PP = 20} — o2 ghb L = 208 — 2
pgh by b = 100t — 36%° + 28n%; gh L L = 6nt — 189° + 1002
ghb L = 2005 — 12074 4 200n° — 80#*.
Fir die Symbole:
gb ghb ghbh gh Ll 1, gLLLL,
wollten wir wegen der Bezeichnung in § 4. der ,,Abh. iib. Gruppen*
beztiglich die Zeichen:
P1s V2 V35 V4r Vs
benutzen. Diese geben, mit den Grundbedingungen des Strahlbiischels
zusanmmengesetzt, die fiir die Ableitung der Zahlen & wichtigen Stamm-
sahlen. Die Werthe derselben entnehmen wir den obigen Formeln,
und stellen sie hier zusammen.

Mathematische Annalen. XII 14
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Tabhelle der Stammzahlen.

pie? =13
woyy =mn, wPcy, = 2un;
@ Wy, =nt, ey, =n(3n —2);
plyy = 2n? (2n — 3), geyy, = 2n (3n? — 6n |- 2);
pyy = 2n? (bn® — 18n 4 14);
ys = 200 (n — 2) (n* — 4n 4 2).
und die hierzu reciproken.

Beachtenswerth ist, dass diese Ausdriicke der y; enthaltenden Sym-
bole fiir ¢ == n — 1 nicht null werden. Z. B. p, giebt fiir » = 3 den
Werth 90; d. h. es giebt Strahlbiischel, welche vier verschiedene Strahlen
aus einem Complexe dritfen Grades enthalten, von denen jeder durch
je eine willkiirlich gegebene Gerade geht. Ifolglich muss jeder Strahl
eines solchen Strahlbiischels dem Complexe angehéren. Unser Resultat
pyy = 90 fiir n =3 sagt uns also, dass der Complex dritten Grades
oo! Strahlbiischel besitzt, deren séimmtliche Strahlen dem Complexe
angehbren, dass die Ebenen dieser Strahlbiischel eine Torse 90wr
Klasse einhiillen, und reciprok, dass die Scheitel dieser Strahlbiischel
eine Raumcurve 90" Ordnung bilden. Analoges kann man auch aus
den andern Stammzahlen schliessen. Um diese Schliisse bequem aus-
sprechen zu konnen, sagen wir von einem solchen Strahlbiischel, dessen
simmtliche Strahlen dem Complexe angehoren, dass er in dem Com-
plexe licge.

1) Aus ply, =3y, =1 und u’cy,=pc’y, =1 fiir n =1 folgt
das selbstverstiindliche Resultat:

In dem Complex ersten Grades liegen oo3 Strahlbiischel so,

dass in jeder gegebenen Ebene einer liegt; die Scheitel derjenigen

unter diesen Strahlbiischeln, welche ihre Ebene durch eine ge-
gebene Gerade schicken, bilden eine Curve ersten Grades; und
reciprok.

2) Aus p?y, = c®p; =8 und gcy; =8 fiir n = 2 folgt:

In dem Complex zweiten (Grades liegen oo? Strahlbiischel. Ihre

Scheitel bilden eine Fliche 8tr Ordnung;*) die Scheitel der-

jenigen unter ihnen, welche ihre Ebene durch einen gegebenen

Punkt schicken, bilden eine Raumcurve 8% Ordoung; und

reciprok.

3) Aus py, = ¢y, == 90 fiir » =3 folgt:

*) Die doppelt geziihlte Kummersche Fliche, doppelt gezihit, weil jeder
ihrer Punkte Scheitel sweier in dem Complexe zweiten Grades liegender Strahl-
biischel ist,
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In dem Complex dritten Grades liegen oo' Strahlbiischel. Thre
Scheitel bilden eine Curve 90*r Ordnung;*) und reciprok.

4) Aus p; =20-42.2.2 = 1280 fiir n = 4 folgt:
In dem Complex vierfen Grades liegen 1280 Strahlbiischel, **)

Ableitung der 82 Zahlen e,

In der BEinleitung ist hervorgehoben, dass wir die in § 1. definirten
82 Zahlen & durch zwei Methoden gewinnen kiunen, welche wir die
directe und die indirecte Methode genannt haben.

Dirccete Methode.

Indem man die allgemeinen Formeln benutzt, welche der Ver-
fasser in § 4. der,,Abh. iib. Gruppen fiir Systeme von Strahlengruppen
aulgestellt hat, gelangt man zu Ausdriicken, welche jede der gesuchten
82 Zablen ¢ als Function der in § 2. berechneten Stammzahlen:

sy Vilby ViCy V3BT PalCy 3%, 1o, 1olPC, papEt, 1yc,
Pipe, yipute?; puct, uied,
darstellen. Einige beliebig ausgewilhlte Beispiele werden geniigen, um
diese Methode der Ableitung aus den Stammzallen klar zu legen.

Firstes Beispiel. .

Um die in § 1. unter IV, 6) genannte Zahl &, 2} zu berechnen,
gehen wir von der fiir & == 4 specialisirten Formel 65) in der ,,Abh.
ith. Gruppen® aus, und heachten, dass die Hinzuflignng des Factors
iy pyin pg, p, in py, p, in py, ¥y in p, und jeden Coefficienten
n~—1¢ in # — ¢ — 2 verwandelt. So erhalten wir:
&shyhy=4y;(n-—5)—6(u+-C)p,(n—b)(n—4)

+-8uepy(n—b5) (n—4)(n—3) — (e — Yy (n—B)(n—4)(n—3)re—2),
und hieraus durch Einsetzung der Werthe fiir die Stammzahlen (§ 2.,
Formeln 4):

&by = 4n (n — B5) (n* 4 1003 — 31n® — 38n 4 72).

Zweiles DBeispiel.

Um die in § 1. unter XII genannte Zahl & zu berechnen, wenden
wir die Formel 67) der ,,Abh. ib. Grappen® an, und erhalten un-
mittelbar:
e5= 6y, (n—b) — 15(u+-0)p,(n—b)(n —4)

- 40ucpy(n—5) (n—4)(n—38) — B0(o— )y (n—B)n—4)(n—3)(n—2),

*) Voss (Math. Ann. Bd, IX), pag. 158.
##) Dieses liniengeometrische Analogon der 27 auf einer Punktfliiche dritter Ord-
nung liegenden Geraden ist wohl noch nicht bemerkt. )
14*
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und hieraus durch Einsetzung der Werthe fiir die Stammzahlen:
& =20n (n — 5) (17n* — 50n 4 24).

Drittes Beispiel.

Um die in § 1. unter V 1) genannte Zahl u?é&,, zu berechnen,
hat man die Formel 65) ,,der Abh. iib. Gruppen* fiir k= 3 und fiir
k=2 zu specialisiren, die erhaltenen specielleren Formeln mit ein-
ander symbolisch zu multipliciren, dann jedem Bedingungssymbole u? als
Factor hinzusetzen, und namentlich zu beachten, dass nun als Coeffi-
cient von p;

m—im—t—1)----(n—4)
auftreten muss, analog wie bei Formel 27) in der ,,Abh. iib. Gruppen“.
Man erhilt so:
u? &gy = (n—4) (n—3) [67,0°—Ip, (u* + p’c)(n—2) +10y,p3 c(n—2)(n—1)

+ 3,20 (1—2) (n—1)— 23 *(1—2) (n—1) -],
und hieraus durch Einsetzung der Werthe fiir die Stammzahlen:

wleg =2n(n — 3) (n — 4) n* + 60 — 4).

Viertes Beispiel.

Um die in § 1. unter VII 2) genannte Zahl ¢k, zu berechnen,
hat man aus der ,,Abh. iib. Gruppen® die Formel 68) anzuwenden.
Diese heisst:

Ghy=17; — 10 (n — 3) (0 — 4) (W* + ) 7
+20(0—2)(n—3) (n—4) W+ pe) 7,
—10(1— 1) (n — 2) (n — B) (n — 4) 2%,
und giebt nach Einsetzung der Werthe fiir die Stammzahlen:
& hy = 20 (Tn* — 30n 4 24).

Fliinftes Beispiel.
Um die in § 1. unter XVIII genannte Zahl e,,,,, zu berechnen,
hat man die gewthnliche Strahlenpaarformel

g=29—pu—ec
mit 5 zu pofensiren, und dabei zu beachten, dass jedes g' zu p; wird,
und dass als Coefficient bei p; zu setzen ist:

m—im—i—1) - (n—9),
weil nach Aussonderung von ¢ Strahlen durch p; als (z 4 1)t jeder
der » — ¢ iibrigen Strahlen zu betrachten ist, und so fort bis zum

10ten Strahle. So erhilt man das liniengeometrische Analogon der
Formel 32) in der ,,Abh. iib. Gruppen®:
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5159999 =(1-—5)(n—6)(n—T)(n—8) (n—9)[54-2%y,—5, 24 (n—4)(u--¢)7,
~+ 5, 23(n—4)(n—3)(u-c)%y, — by-22(n—4) (n—3)(n—2)(4-c)3y,
+5, 2 (n—4)(n—3)(n—2)(n—1)(u-+0) "7
— 5,20 (n—4)(n—3)(n—2)(n—1) - n (u+4-c)*].

Hieraus erhélt man nach Ausrechnung der Potenzen von w <4 ¢, und

Einsetzung der Werthe fiir die Stammzahlen:

Ey990p = § 1 (1—D) (1—6) (n—T)(n—8) (1—9)(n—2) (1348024192 —12).
Wir bemerken noch einmal, dass die in den obigen 5 Beispielen an-
gegebenen Formeln fiir s, bei denen die Werthe der Stammzahlen noch
nicht eingesetzt sind, Singularititen-Zahlen fiir das allgemcine finf-
stufige System von Zahlengruppen, d. h. fiir ein Gebilde ausdriicken,
welches den Complex nt*n Grades als speciellen Fall enthilt.

Indirecte Methoéle..

Hier wenden wir keine andern Correspondenzformeln an, als zwei
vou denjenigen Formeln, welche auf Paare sich schneidender Strahlen
Bezug nehmen. Es ist niimlich immer fiir zwei in einem Strahlbiischel
(@, ¢) liegende Strahlen g; und g,, die Zahl & solcher Paare eines ein-
stufigen Systems, bei denen g; und g,, im Strahle % coincidiren:

®) &==¢i + gm — @ — ¢, (Beitr. § 20, F. 56)
und
(6) eh = gign — w* — ¢* (Beitr. § 20, F. 59).

Mit Hilfe dieser Formeln kann man aus den Zahlen des § 2.,
welche sich auf nicht beriithrende Strahlbiischel beziehen, leicht die
Zahlen e, finden, welche auf Strahlbiischel Bezug nehmen, die den
Complex an einer Stelle zweistrahlig beriihren. Man wende z. B. die
Correspondenzformel (5) auf das einstufige System derjenigen Strahlen-
paare an, welche von je zwei der # — 2 Strahlen gebildet werden,
die einer die Bedingung w?y, erfiillenden Strahlengruppe auf X ange-
horen, und von den durch p, ausgesonderten Strahlen verschieden sind.
Dann hat man fiir g; und fiir g,

w0 —3),
und fiir das g - ¢ der Formel (5)
@ (@), (0 —2) (n — 3)
zu setzen, und erhilt so:

eauthy by = 27, (n — 3) — (¥ + 820) 7, (0 — 2) (0 — 3),
und nach Einsetzung der aus § 2. bekannten Werthe fiir die Symbole
der rechten Seite:

&uhyhy = 2n (0 — 3) 2n? —n — 2).
In derselben VWeise kann man aus den Stammzahlen des § 2. jede der
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14 in § 1. angefiihrten Zahlen &, erhalten. Schliesslich erhilt man
noch Controlen der Berechnung durch die Stammformel (3). Nach dieser
Formel ist z. B.
n - &uhihy (w4 ¢) = 26,0l hhy + & uhyehy
+ &phophy + souloyhge + Eulihyy + yuhihy by,
woraus man nach Benutzung der Formeln (1) eine Identitdt erhilt.
Hat man die 14 Zahlen &, berechnet, so gewinnt man aus diesen
in dhnlicher Weise jede der 10 Zahlen &. Wir wihlen als Beispiel
eine auf einer Anwendung der Formel (6) beruhende Ableitung, nim-
lich die von & uchy. Hierfiir miissen wir das zweistufige System von
Strahlenpaaren zu Grunde legen, welche von dem Coincidenzstrahle
und einem der » — 2 andern Strahlen auf jeder Strahlengruppe e, ge-
" bildet werden, .die die Bedingung wc erfiillt. Dann ist das Symbol
gign der Formel (6) gleich s,uchyh,, und das u? 4 ¢ der Kormel (6)
gleich e,uc (u? + ¢ (n — 2) zu setzen. So erhilt man:

guchy = e uchyhy — gpe (0 + ¢%) (n — 2)
=202 2n —3)—2n(n—1)(n — 2) =2n (n?* — 2).
Aus den 14 Zahlen &, folgt auch jede der 12 Zahlen s,,.

Aus den letzteren kann man dann sowohl jede der 6 Zahlen ¢,
wie auch jede der 9 Zahlen &,,, wie auch jede der 7 Zahlen &,,, be-
rechnen, indem man immer nur die obigen Correspondenzformeln (5)
und (6) anwendet. So erhdlt man iiberhaupt aus den Zahlen der in
der folgenden Uebersicht links stehenden Symbole die simmtlichen
Zahlen jedes der rechts stehenden Symbole.

Uebersicht der allméhlichen Ableitung.

Aus folgen
den Stammzahlen | &,

& €3y G993

& &gy &39)

€29 €1y €325 €2903

&y &5 E40»

€39 &5 €49, €335 €309,

€299 €19y €325 €20023

& 86y 52y |

E42 S5 525 €135 €402

€33 €5 €435 €330,

£392 S520 €435 €4229 3325 3099,

€322 4925 E32025 Eaame-

Also umgekehrt:
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Es folgen ’ aus Es folgen | aus
& | den Stammzahlen; 390 E39 U, Epgp
&g ‘ &, E9990 €922
&5 ! &5 & Ex9 W &9 U, &3,
€ ‘ &3 U &y, €59 & W &9 W, 8499,
£39 I &3 U. &9, &3 €12 U. E33 W, &399,
€999 | &393 €192 €12 e E399 U. &gy,
& ‘ &y U. &3y, 8333 €33 W E349,
&y j € W &gy U. &99y, €3222 €399 U E9999,
33 | €32, $22922 €999

Dies giebt folgenden Stammbaum, in welchem nur die Iudices der &
geschrieben sind.

Stammzahlen

6 52 43, 492 332 3222 22292

Man sieht, dass die manchen Symbolen & angehorigen Zahlen auf
aweifache oder dreifache Weise gewonuen werden konnen, was fiir die
Controle der Berechnung sehr niitzlich ist.

Zur Erliuterung mdgen hier noch einige beliebig ausgewiihlte
Formeln fiir die Berechnung folgen:
1) &,mh, aus &, durch:

e [@hohy 0 — 4) - whyhy — (WPhy - wehy) (0 — 4)] = & phy 5
2) &, uh, aus & durch: .

& (ol ly — (W 4 ue?) (0 — 3) (0 — 4)] = &yl
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3) &hy aus g, durch:
& [Byhy (0 — B) + Tyhy — (w4 €) by 0 — B)] = & y;
4) &h, aus &, durch:
&gy [hyhy + By — (w0 + ) Iy] = &l
D) &gu aus &, durch: , .
&gy [why (n — D) A why — (u? + pe) (0 — 5)] = Zey;
6) ¢, aus &, durch:
&gy [y (0 — 6) F Py — (&) (0 — 6)] = &3
7) &, aus &g durch:
&gy [y (0 — 6) 4+ 20y — (w +¢) - 2 (0 — 6)]] = &35
8) & aus_g,, durch:
2y90 [y + hy — 2 (0 + )] = 433
9)  &y999y AUS &gy, durch:
Eg900 [y (0 — 8) F Py (0 — 9) — (w0 + ¢)(n — 8) (n — 9)] =Deyy,,,.
So hat der Verfasser die simmtlichen 82 Zahlen & mit vielen Be-
stitigungen gefunden, und in § 4. tabellarisch susammengestellt. W eitere
Bestitigungen kann man, wie schon erwihnt ist, durch die Formel
(3) erhalten, gerade so wie solche in den , Tangentensingularititen
der Punktfliche® durch das Hilfsmittel II (Math. Ann, Bd. XI, pag.
349 oben) gewonnen werden. Z. B.
n(p 4 )&y =4 ephy + 2- &30y + 35y,
N+ O hyeypy =2 hopeypy + 2+ hyoapy + 22+ hyhyyyy ~+ hyhy 849y,
Die Werthe der Symbole, welche %;,, h;., his enthalten, gewinni
man aus den iibrigen durch die Formeln (1). Z. B.
ghyp =peh — utey,
Egpftge = Coyprhy — 3C* Egy,
eyl = woeyh, — (n— 3) (e + @) 5.

§ 4.
Zusammenstellung der Werthe fiir die 82 Zahlen .

Nachdem wir im vorigen Paragraphen die Ableitung aller 82 Zahlen
¢ durch verschiedene Methoden gezeigt haben, stellen wir hier ihre
Werthe mit den Nummern und Bezeichnungen des § 1. zusammen:

D) &,
1) e =n(m—1),
2) w2t =2n (n — 1),
3) wihy =m,
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4) wch,=n(@n—1),
B wh=n(—2) @+ 1),
6) wichy=nm—2)(3n—1),
7 whh,=2n 0 —2),
8) wehyhy=2n*(2n —3),
9)  whyhy =20 —3) (2n* —n — 2),
10) wchhy = 2n* (n— 3) 3n — 4),
11) ghylyhy = 2n 303 — Tn® — 3n + 6),
12) whlyhy =20 (n — 4) (50 — 120° — u - 6),
13) Ryhy byl = 4n® (80® — 13n® + 5n 4 16),
14) hydo by = 4n* (n — 5) (5n® — 220 4 140 -+ 16).

I

|

II) &,

1) ud=3n (n — 2)

2)  pfe=nm—2)@@n -+ 1),

3 why=2nBn—4),

4) wpechy=2n @ —2),

D) why=2nm—3)m —1) (x4 4),

6) wchy=4n(m—3)m—1)n+1),

) whihy=2n 0+ 3n* — 15u 4 6),

8) whily =2n (n—4)Bn® + n* — 170 + 6),

9) hylooy = 4n (w* + 20° — 24n* 4 14n 4 24),
10) hyh by = 40 (n — D) (3nt — 3n® — 2822 4 22n 4 24).

I10) &,,.

) W—inm—2) @ —3) 0+3),

2) we=Iinm—2)m—3)Bn+1),

3) wrhy,=2n (n— 3) (0?4 2n —4),

4)  wchy=2nn — 3) (2n® — n — 2),

5y wihy=2n(n—1)(n —3)(n—4) (»+2),

6) weh,—n(n—1)(r—3) (n—4) (Bn+2),

) whyhy, =20 20 — 20 — 90 4 6),

8) whyhy,=2n (n — 4) (Bn?® — 2n* — 13n 4 6),

9) whihy =n (n— 4) (n — b) (5n® — 4n* — 15n 4 6),
10) hyhyhy = 4n (204 — 603 — bn? + 2n 4 24),
11) hyhy by = 4n (n — 5) B0t — Tn® — 15w? + 14n 4- 24),
12) hyhyhy =20 (0 — B) (n — 6) (5w} — 120% — 190 4 220 +- 24).
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V) ¢,.
1) pwr=4n®m—3)3Bn—2),
2) we=2nn — 3) (n*+ 3n—2),
3) why =2n (6n* — 11n — 6),
4) phy =20 @n—4) 0+ 10n* — 170 — 6),
5) hyhy = 4n (60 — 11n* — 50n 4 72), -
6) h by = 4n (n — b) (n' 4+ 100® — 31n? — 38n -+ 12).

V) &,.
1) wr=2n(n—3)n—4) 04 6n—4),
2) we=2nm—3)(n —4)2n*+3n —2),
3) why =2n (n —4) n® 4 60* — 150 — 6),
4) uhy,=2n (n— 4) 2n’ + 4n* — 13n — 6),
5) why=2nn—4) (n—>5)(Bn® 4 8n? — 19n — 6),
6) hyhy = 4n (n* — #® 4 n* — 50n 4 72),
) hyhy = 4n (n — B) (nt + Bn* — 21n? — 38x 4- 72),
8) hyhy = 4n (n — b) 2nt + n* — 15n® — 42n 4 72),
9) hyhy = 4n (n — D) (n — 6) (3nt 4 dn® — 350> — 30n 4 72).

VI) &,9,.
1) wl=3nm—3) (n—4) n—>5)#n*+ 3n - 2),
2) ue=4tnm—3) (n—4)(n—>5 3Bn*43n—2),
3) why=mnn —4) (n —5) (3n® + 4n* — 17Tn — 6),
4 phy =4nm—4) (n—5) (n — 6) (Bn® 4 60— 21n — 6),
5) hyhy =4n (n — 5) 2n* — 2n® — In? — 38n 4 72),
6) hyhy =2n (0 — B) (n — 6) (Bnt — 25n? — 30n + 72),
V) hyhy =30 (n—>5) (n — 6)(n—17) (5nt — 39n? — 22n 4 12).

VII) &.
D u=10n(n—4) (n 4+ 2) (20 — 3),
2) hy = 20n (Tn? — 30n 4 24),
3) by = 20n (n — B) 2n® -+ 3n* — 30n -+ 24).

VIII) &5.
1) wy=2nm—4) (n — b)) (#n* 4 14n* — n — 30),
2) hy = 4n (n — 5) (6n® 4 13n? — 138n - 120),
3) hy = 4n (n — B) (n* 4 423 4 15%? — 138%n -} 120),
4) by =4n (n — b) (v — G) (n! 4 14n®> — dn? — 138n + 120).

-
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IX) &,.
) g=n{n—4) @ —5) 2n 4+ 125 + n — 30),
2) hy=4n (n —5) (n' 4 253 4 1902 — 142n -+ 120),
3) hy=2nn —5) (n— 6) (2n! + 1003 4 n® — 1425 - 120).

X) &
D w=mn®—4) @ —35)@n—0) Bu’+ 1612 — 5n — 30),
2) hy =2n (n —5) (n — 6) (n! 4 81 — 30 — 130n 4 120),
3) hy=4n (n —B) (n — 6) (2n! + 61° — n? — 130n 4 120),
4) by =2n (n—>5) (n—6) (n—"T)(3n'+ 142° —19n? — 13024 120).

XI) &p99,.
D p= g0 (nw—4) #—>5) (n—06) (n—7) (Bn® 4 1802 —9In — 30),

2) hy=3n(n—5)(m—6) (n—"7) (304 8n° — 1Tn — 1225 4 120),
3) by = §n(n—>5)n—06)n — T)(n—=8)(Bnt+ 1403 — 3312 — 1220 120).
XID) &.

&g == 20m (n — b5) (1T1?* — 50n 4 24).
XIII) &,.

&y =200 (n — B) (n — 6) 2n® - 13n* — 50n - 24).

XIV) ¢5. ,
&g =41 (1 —5) (n— 6) (n* 4 8x* 4 6Tn? — 250n -+ 120).

XV) e, .
&1 =20 (n—-D) (n —6) (n—T) (0! + 1870?4470 — 2505 -+ 120).

XVI) &y,
by = 21 (0 — 5) (n— 6) (n—T)(2n! 4 1653 4 49n2 — 2600+ 120).

XVII) &g,
E3200 = 30 (n—D)(n—06)(n — T)(n— 8)(3n!+24n>--3 12*—250n--120).

XVIHI) &59995-
99999 = 4 R (R—D) (n—6) (n—T) (n—8) (n—9) (n—2) (04824 19n—12).
Die hier nicht angegebenen Zahlen der Jiy, hi., h., enthaltenden
Symbole konnen aus den angegebenen 82 Zahlen durch die Formeln

(1) leicht bestimmt werden, Von diesen abgeleiteten Zahlen fiigen
wir noch einige beispielsweise hinzu:

) 11)  &hy = & (wehy — p* — pe?) = 4n,
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IID) 13) &gphps = &y (uchy — 2p° — 2p¢?) = 20 (n — 3) (n 4 2),
IV) 7) &by & (h, — ) = 2n (1ln — 18),

V) 10) egolgp== &5 (uhy — p?) =2n (n — 4) 3n* 4 Tn — 18),

V) 11) e hpp== &5 (uhy, — p?) = 2n (n — 4) (n® 4 #n* 4 9In — 18),
VI) 8) epnnhinp= &y (hy—3pu*)=n(n—4)(n—>5)(n*+4n’4-5n—18).

Gewisse Zahlen & geben fiir # = 2, n = 3, n = 4 DBestitigungen
der in § 2. erhaltenen Resultate tiber die in einem Complexe licgenden
Strahlbiischel. 7. B. erhilt man die Zahl 1280 der in einem Complexe
vierten Grades liegenden Strahlbiischel durch Einsetzung von n =4
in die Formeln fiir &, Ayl hyhy, fiix eghshy by, fir e,nhyhn by, fir e,y h,,
filr &yh4h,, und fiir &h;.

Die wichtigsten der Zahlen, welche durch unsere Symbole &,, &,
g9y &4y 395 &gy dargestellt werden, sind bekannt. Sie finden sich in
Voss’ Abhandlung ,Ueber Complexe und Congruenzen® (Math. Ann.
Bd. IX, pag. b5 bis 162) berechnet. Wir stellen hier diese Zahlen
mit Angabe der Seiten zusammen, auf denen sie dort zu finden sind.

1) &3hg = 4n, (p. 63); d. h. durch jeden Complexstrahl gehen 4
Wendeebenen. (Analogon der 2 Haupttangenten in jedem Punkt
einer Punktfliche).

2) g3 (e — pd)=2nm — 1) (n —2), (p. 12), u?c — p® driickt
néamlich fiir einen Strahlbiischel mit dem Scheitel g und der
Ebene ¢ die Bedingung aus, dass der Scheitel auf einer Geraden
liege, durch welche zugleich die Ebene des Strahlbiischels geht.

3) euh.=n(3n — 2), (p. 712).

4) espuhy=n (3n — 2), (p. 73).

5) gt =4dn (n — 3)(3n — 2), (p. 14); dies ist die Ordnung der
Fliche, welche von den Scheiteln derjenigen Complexkegel gehildet
wird, die Undulationskanten besitzen.

6) e hyp =20 (11n — 18). (p T4).

1) egylge=2n (n 4~ 2) (n — 3). (p. 75).

8) e (w2 — p) =n (0 — 1) (0 — 2) (8 — 3). (p. T5).

Die Singularititen der Pliickerschen Complexfliche sind durch
diejenigen unserer Symbole & ausgedriickt, welche die Bedingung u?
enthalten. Wir lassen die wichtigsten hier folgen.

9) eu?c® =2n (n — 1), (Voss, p. 139).

10) &uPc =n(n —2) (2n + 1), (p. 139).

11) ey p?c =40 (n — 2) (n — 3) 3n 4+ 1), (p. 139).

12) &,u? =4n(n—3) 3n—2), (p.141). (Zahl der stationsiren Punkte
der Riickkehreurve.)
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13) egpu? =20 (n—3) (n — 4) (n* 4 60 — 4), (p- 16 u. 141).
14) gy9o 1> = 30 (n—3) (n — 4) (n — 5) (0 + 3n — 2), (p. 16 u. 141).
Auch die Berechnung der Singularitiiten der sogenannten singu-
liren Fliche des Complexes, d. h. der Fliche der Scheitel aller mit
Doppelkanten behafteten Complexkegel ist nach des Verfassers Methoden
leicht zu bewerkstelligen; sie gehtrt aber nicht in den Rahmen der hier
gelosten Probleme, ebensowenig, wie in den Rahmen der in § 27. der
Beilr. gelosten Probleme die Berechnung der Singularitiiten gehorte,
welche auf die oo® Tangentialebenen der Punktfiiche I, Bezug nehmen,
d. h. der Ebenen der auf I, liegenden und mit Doppelpunkien behaf-
teten Plancurven.

Hamburg, Februar 1877.



