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Bemerkungen zum analytischen Beweise des cubischen
Reciprocitatsgesetzes.

Von V. Danrtscuer in Wien,

In der Abhandlung ,Applications de V'Algtbre & PArithmétique
transcendante”*), welche die bekannten schinen Bewecise des quadra-
tischen und biquadratischen Reciprocitiitsgesetzes durch periodische
Functionen enthiilt, bemerkt Herr Eisenstein, dass auch das cubische
Reciprocitiitsgesetz nach derselben Methode bewiesen werden kinne;
indessen hat die Ausfiihrung dieses Gedankens doch manches Eigen-
thiimliche fiir sich, so dass eine kurze Darstellung vielleicht nicht un-
gerechtfertigt erscheint**), umsomehr, als dieselbe Gelegenheit bietet zu
zeigen, dass.die Theilbarkeit der Coefficienten der Theilungsgleichung
durch einen eingliedrigen Primzahliheiler (worauf sich der Irreducti-
bilitdtsbeweis stiitzt) auch in den Ausnahmefiillen ohne umstindliche
Reihenentwickelungen leicht erschlossen werden kann.

I

Die Theorie der cubischen Reste erfordert die Einfithrung der
complexen Zahlen a--b ég‘**) (o und b reale ganze Zahlen, ¢?-- ¢ --1=0),
Die Eigenschaften dieses Zahlensystemes lassen sich nach Analogic
jener der gemcinen complexen Zahlen leicht entwickeln und sind, so
weit es fiir den vorliegenden Zweck erforderlich ist, in der Eisen-
stein’schen Abhandlung ,Beweis des Reciprocititssatzes fiir die cu-
bischen Reste u.'s. w.% Crelle’s J. XXVII, oder in den Vorlesungen
»Die Lehre von der Kreistheilung® von H. Prof. Dr. Paul Bachmann,
Leipzig 1872, zusammengestellt,

Bedeutet m eine Primzahl (1 — ¢ ausgenommen), g deren Norm,
z eine durch m nicht theilbare Zahl, so ist der cubische Charakter
von z in Beziehung auf die Primzahl m, den Eisenstein mit dem

*) Mathm, Abh, von Dr. G, Eisenstein, Berlin 1847, p. 127.

*#) In der Jenaer Doctordissertation des H. Paul Hiibler (1871), die mir
leider erst wihrend der Correctur zur Kenntniss gekommen ist, wird*der Beweis
des cubischen Reciprocitiitsgesetzes (der mir ibrigens p. 33 bez des Nachweises,
dass die Coeff, My, u. Nu ganse complexe Zahlen seien, nicht vollstindig zu sein

scheint) nicht durch die Symmetrie der analytischen Darstellung von (9%) in

Beziehung auf m und n geliefert, und werden ausserdem die oben erwiihnten Aus-
nahmefiille nicht behandelt.
%) Grauss® Werke, Bd. T1. theoria rosid, bigun, commentatio T, Anm. p. 102.

Mathematische Annalen. XII, 16

.
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p=1
Symbole [ ] bezeichnet, definirt durch die Congruenz [ ; ] =2 s

Bilden die Zahlen 7y, 7y, - -+ 7, ein Drittelrestsystem mod 72, soO
bilden auch die Zahlen 27, 77,, -3- “BTp—1 ein solches, und ist dahexr
27, = oir; mod m; erhilt dabei ‘e« mal3 den Werth 0, B mal den
Werth 1, 7 mal den Werth 2, so ist ze_ﬂ—_‘: of+27v mod m, also kann

man geradezu setzen:

‘ 2 — ofte

o (2] =
An dieses Lemma kniipft nun die analytische Behandlung an. Sie
beruht einerseits auf der Eixistenz einer doppelt periodischen Function:
pu, welche ein primitives Periodenpaar 2w, 2w besitat, andererseits
auf der sogenannten complexen Multlphcatlon derselben in der Art,

dass p (ou) = opu ist. Ist 2 =2 4 (« 4 Po) m == 2 mod m, so 1<-;t
dann

mod m .

P z?w)_ z‘2m+2am+2ﬂm9)_l’(z2w

d. h. die Congruenz z = 2 mod m ersetzt durch die Gleichung
p(’g—%i")--——~ ('5—23 , und umgekehrt.

27,20 . .20
Ist ferner z7, = @'7%, so ist p ( L )-—= o' —'ﬁ—~—), woraus

21,20

2
der Ausdruck von ¢ durch den Quotienten p <~ﬁ~) 1p (T" w) folgts;
das cubische Symbol lisst sich also darsiellen in der Form

z'r2a1

o - [g]=II" ok

wobei 7 ein Drittelrestsystem mod m durchliuft.

Eine Function pu mit den verlangten Kigenschaften ist nun nach
der Theorie des Herrn Weierstrass die specielle p Function p (u; 0, g3),
in der man fiberdiess noch zur Vereinfachung g; =1 setzen kann; im
Folgenden wird p (u; 0, 1) kurz mit pu oder p bezeichnet.

Die fiir die allgemeine Function p (u; g,, g;) bestehende Relation

P (mu; m=g,, m=5gy) = 7’/% p (U3 gy, gs) ergiebt fiir g, =Ound m — o
p (o) = gpu, und das Additionstheorem fiir p (u; 0, 1.

opu-po (PUtpo)—1 —pu-p
p(uto)= 2(pu—po)? = .

ldsst mit Riicksicht darauf, dass die Entwickelung von pu in der Um-
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gebung des Nullpunktes mit % anféingt, unmittelbar erkennen, dass

2w @ eine primitive Periode von pw ist, wenn 2® eine solche ist.

Um nun in dem Falle, wo z und m zwei ungerade primiire¥)
Primzahlen P und @ sind, die Beziehung zwischen [”?:T} und [~g~],
d. h. das Reciprocititsgesetz unmittelbar aus der analytischen Darstel-
lang zu ersehen, muss die complexe Multiplication der Funetion pu
durch einen ungeraden priméiren Multiplicator m = — 1 4~ 3& 4 3¢
genauer ausgefiihrt werden,

Aus dem Additionstheoreme folgt zunichst, dass sich p (mu) ra-
tional durch pu ausdriicken ldsst; angenommen nimlich, es sei fiir
einen bestimmten Multiplicator », der eine ganze complexe Zahl von
der Form @ 4 bo ist, p (nu) =R (pu), so ist auch p [(n -+ o) u)

(wegen p (+ o'u)=g'pu, p'(nu)y=-- R (pu) p'u und p?u=4pu® —1)
eine rationale Function von pu.
Fir n =1~ ¢ und # = 2 findet man aber unmittelbar:

-1 2 3 2
Ba) Pl —eu) = Eis (3b) p;;‘) :;:;t 1
Die erstere dieser Gleichungen lisst in den Grossen — - N + 20

und 1+92 1—1‘"—3‘3 2w, den Dreitheilangspunkten der Dlagonale

2w, ang des Penodenpa.ra]lelowrammes, die Nullwerthe von pu er-
Lennen
Setzen wir also
mu b (pu

() pj(ou '~ Fg;u;’

mit ® und F ganze Functionen ohne gemeinsamen Theiler bezeichnend,
so ldsst sich zuniichst Folgendes aussagen: die linke Seite bleibt zu-
folge der Gleichung p(ou) == ¢pu ungeiindert, wenn ou an die Stelle

von wu tritt, und erhilt fiiv 4 = 0, wofiir pu oo wird, den Werth 12,

also sind ® und F' ganze unctionen desselben Grades von p*w und
ist der Coefficient der hichsten Potenz in ¢ gleich 1, wenn er in
I m? ist.

Zur Darstellung der rationalen Function % dient nun die Function

*) Jede durch 1 — ¢ nicht theilbare Zahl a4 be lisst sich durch Multipli-
cation mit einer Einbeit (— 1)'19f anf die Form —1-}+3a--38¢ bringen und
zwar ist, wenn q und b die kleinsten positiven Reste von @ und b mod 3 bezeichnen,

s =a+bmod?2, =3 (14 (=) @426+ +3 (1— (=1 )°) 2a-+b+1)mod 3
16%
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%‘—5), *) welche fiir ein ungerades, durch 1 — @ nicht theilbares m,
eine ganze Function von p3u ist, in pu vom Grade £~ - ,gegeben in
der Form:

o (mu),__ —_ LLL)Y —p3(m2e
() W—W(pu)-——mﬂ[pu—p m)] ma[pau (% )],
wobei s ein halbes Restsystem, m ein Sechstelrestsystem mod m .

durchliuft. .
6 (1— o)

"Inshesondere ergiebt sich fiir m =1 — ¢ g = (1 — @)pu.

Die Grossen - 5-72-”—9 bilden ein vollstindiges System incongruenter

Unendlichkeitswerthe von £ 1(:;“) , welche simmtlich die Ordnungszahl

2 haben, also miissen sie zugleich Nullwerthe von F(pwu) sein mit der
Ordoungszahl 2. Da m als ungerade vorausgesetzt ist, so ist jeder |

Werth '%; verschieden von einer Halbperiode und verschwindet daher

Y (pw) fir ihn nur in der ersten Ordnung; ¥?(pu) verschwindet also
fiir jede Wurzel von F(pu) in derselben Ordnung, die beiden Functionen
g — 1t Grades haben gleiche Coefficienten der hichsten Glieder, also ist

(©) F(pu) =¥ (pu) = m* H [p*u — poou]?

wobei &m%f’_ zur Abkiirzung mit vy bezeichnet ist.

Denselben Schluss kann man auch mit Benutzung der bekannten
dtlog 6u

Relation pu = — i machen; durch sie ergiebt sich aus (5):
(7) P (mu) p‘l” + (4pPe — 1) [¥'2 — WY pul — 6VY’ pu
pu ) my2

allein diese Darstellung ist zum Beweise des Reciprocitiitsgesetzes nicht

geeignet.

Eine andere, fiir den gegenwiirtigen Zweck entscheidende Ein-
sicht in den Zusammenhang zwischen den Functionen ¢ und ¥ ver-
schaffen die aus dem Additionstheoreme érfliessenden Formeln:

I
(e b -

Aus ihnen folgt wegen m = — 1 mod 1 — g:

ll

*) Weierstrass in seinen Vorlesungen; vergl. auch Kiepert, Crelle’s J.
. B 8. »» Wirkliche Ausfiihrung ‘der ganzzahligen Multiplication u. s, w.
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ez e )

p(“”—e)p( +1—e

e peepen]
pm) Wl;] [pa(u———l—% —'Ps'”m] [p‘ (“+T:6)‘P3”m:]2

nach (8a) und (8b) ist:
[0 = £220) ~ 1700 [+ £22) = 20

= svg [P ot e — Bp*ompiu + pPu + pPoa],

somit ergiebt sich:

l l [pPo, PPu — 3p* oy pPu + pPu 4 piv,]?
p(mu) mt m

pu _ 2w 20 )
»* 2“¢[p(u_1——~g)] ¢ [p(u+l—~p]
Die Function ” [P0 PP — 3 pPPoy pPu + pdu + p3vy] ver-

m
schwindet fiir jede der 4 — 1 von einander verschiedenen Wurzeln von
"®(pu), ist also mit Riicksicht auf die Grade und ersten Coefficienten

gleich [Ip om P (pu).
Nach dieser Darstellung des Zihlers ®(pu) erhilt M die Form:

(pmu) o0, p“u——3p3vmp3u+p“u+p’vm

) mt [I p“v m [pPu—pPv, ]2

Mit Hilfe der bekannten Gleichung: )
((10) o(u+ 2ve + 20/ @) = (— 1)L gy

und der Gleichung o’ — n’b =——g i, aus welcher Elier wegen 3 =@y

N — ’ ';== 7":
(1) ' N0 =0 = giFee |

hervorgeht:, zeigt man nun leicht, dass mznp"vm'dén Werth 1 hat.

20 .\ .
Aus (5) folgt namlwb zuna.chst ( 1= )=== (— 6 m n p® v..,,

(1 e



*
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PAG)
" PRI L X TR ) P Pl
nach (10)ist ( ——«imu(ml) * e[ 8 J =g 3
“(=0)
denn nach der Voraussetzung, dass m = — 1 4 3a - 3¢ ungerade
ist, ist «(B 4 1) sicher gerade. o
Um 6"~ 1( w—)zubelechnendxeut die Gleichung — o ﬂt—«w(l ) pus;
aus ihr folgt, mit Riicksicht auf 6'(20) = — €*71¢, p” (3 —1“’ ): —1,
9 w0 #:X 2“%-}111.9
2 0] _ 2 g
fiir ¢ "‘“"“1“:?9,66 wl_e)mme“”“’,alsodﬂ 1({'::*6)-"—“-(*“-]) 4

und somit ist
(12) mnp%m =—1.
m

Aus (9) erhalten wir demnach die gesuchte Darstellung von ﬂ%’?}

in der Form:

pU Wi [2Pw — PP, ]
welche nun zum Beweise des Reciprocitiitsgesetzes vollig geeignet ist.
" Sind nimlich P und @ zwei ungerade primiire Primzahlen, be-

zeichnen p und g beziehungsweise Sechstelrestsysteme mod P und

2 : :
mod @, und setzt man zur Abkﬁrzung%;“—’a—: Wy, %—‘3 = @,, S0 ist

nach (2):
HES T IS R IR

Beniitzen wir nun fiir «»p—-—m) die obige Darstellung von %’%ﬂ, S0 er-

giebt sich:

[ ] H[I {pﬁw L D0, — Bpla, Pay, + pla; +p3m} ,

(PPo, — pPo,)?
nun ist aber der Ausdruek rechts vollkommen symmetrisch in Beziebung

auf o, und w,, folglich ist das cubische Reciprocititsgesetz fiir zwei
ungerade primire Primzahlen Pund @ ausgedriickt durch die Formel

9)- 3
P ¢

Nach der Annahme iiber P und @ ist die Primzahl 2 ausge-
schlossen; es ist aber leicht zu zeigen, dass auch [%] = [%:] ist.
Die Zahl 1 bildet ein Drittelrestsystem mod 2, also ist nach (2)

[12) } ! ;Pm} beniitzt man fir den Ausdruck rechts wieder die Dar-
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stellung (1) uud bemerkt, dass 4pio =1, Z;O;(f'—}:—“lw pi;(:’p) st
b

[(36)], so erhdlt man:

- T2 =[]

Auch die Bestimmung von [LP" } lisst sich aus den entwickelten

Formeln, wie folgt, treffeun,
Nach (2) uud (3a) ist
t—p} sz"”“")ﬁ pop—1 1,
(5= [P = T s

nach (12) ist l_[p“mp = P—;, bezeichnet man ferner N(P) mit = und

1 g~ 1 -1

bemerkt (1 — @) =3 e ° , so ergiebt sich:

9

7~1 e 1
1— P S -
[WP(J]:é e ? P“HU)”mp -~ 172,
5

2w . . P .
Da nun p3(~g~):= 1 ist, wie man aus (3a) erschliesst, so kann man
setzen:

, (P2
sz [pPop, — 172 = P2 n[paﬁ,b —pt (%9)]2 _ :2—;(%?5)" 13-

PZm) — .

4*—})]&'

=g ° of; um o272 (22) 20
('3 ) ’ ’

bestimmen beniitzen wir die auch fiir beliebige Invarianten g,, g; giltige
Gleichung ¢ (2u) = — 6%« - p'u, und bemerken:

()«—6(~?~f~°+2m)~—~e 5(2), »1()=3

Nach (10) und (11) lst

also ist
a1l At 62 E?r‘" gg_i;{
i — 2w S I ’ g
©) ot (3 =37 o , und somit —— o0 =3 " of.
3

Damit ergiebt sich nun
-1
[1 — g] 9(9 - 92 @ ,

denn ™ Méw =a+p mod 3.
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Ist also P eine primiire Primzahl A 4+ Bg, so ist der cubische
Charzi&ter von 1 — g in Bezichung auf P gegeben durch die Formel

1—o T+
P T@ 3

die offenbar auch fir P = 2 gilt.

11.
Der Nachweis, dass die Coefficienten der Kunction

f—1 n—r

Y(pu) = mpu * +c,pu>"’ + -y
6

welche gleich Null gesetzt die Theilungsgleichung darstellt, ganze
complexe Zahlen von der Korm « - bo sind, und zwar, wenn m eine

ungerade primire Primzahl ist, mit Ausnahme des letzten, fiir den
u+5

wir bereits den Werth (— 1) ® gefunden haben, simmtlich durch m
theilbar sind (worauf sich der Irreductibilititsbeweis stiitzt), lisst sich
ganz Bhnlich so, wie bei der Lemniscatentheilungsgleichung fithren.
Um zundchst zu beweisen, dass die Coefficienten ganve Zahlen
sind, nehme ich an, dass fiir ein bestimmtes ungerades primiires m in
pimu) _ @ (pu)

; i ganzzahlige Function sei, in welcher der
ou ¥ (pu) ¢ eine ganzzahlige Function sei,
Coefficient von put—! 1 1ist, W eine eben solche Function sei, in

p—1
welcher der Coefficient von pw * m ist.

Nun ist p'(mu) = (EP'HQ);:;\;; 2O¥)p p’; halten wir damit zusam-

men die Gleichung p'(mu)? = 4p*(mu) — 1, so folgt
OV | (DY —20W)p]2  4p3d3 — Y6
4p’— 1) [e¥+ meye ‘?_L__..: » e ’
oder

’ y - F 33 — s
[ 4 (@'¥ — 20W¥)p]t =m? 5 T,

hieraus erschliesst man sofort, dass die Coefficienten von
(1) Y 4 (Y —20¥)p

durch m theilbare ganze Zahlen sind.

Es ist leicht zu sehen, dass man von m aus durch Schritte + 3
und - 3¢, stets ungerade primiire Zablen passirend, zu jeder ander'n
Zahl 7@1 dieser Art gelangen kannj es geniigt also zu zeigen, dass die
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\ T »(nw) 1 g D3 w)
angenommene Form der Darstellung vou pu auch fiir BT und

fiir ¥ (Egﬂf) stattfindet. .
ry I
p(m—i—3 %) m+} (pu) plnt3ew) @, 30(D U

Bezeichnen wir P Ve mE P Y IR
gy P31 g
PBW = e T T g
, — PSS - ()
P (37"")_"‘ T T g (pr— 1) “l”p

so ergiebt das Additionstheorem:

o ’1)914’(1)“"#3-#@7“‘2) w"t’*+w - (W(O+p®)-20Y p](410’—1)
(2) mei& “J“—' - T 2 p Pyt — \pzq)]2
Hierbei sind Ziihler und Nenner mit Riicksicht auf (1) ganzzahlige
Functionen. Betrachten wir zunichst den Ausdruck ¥Y?¢ — pdy?,
der im Neuner auftritt; er muss sowohl W¥,.s als ¥, _; als Factor
enthalten, und, da diese beiden Functionen zu einander prim sind,
wie gleich gezeigt werden soll, auch das Product W43 Wa—s.
Die Zahlen # -3 und m — 3 sind niimlich nach der Annahme
iiber m offenbar prim; dic Wurzeln von ¥, 5 und ¥, _;3 sind be-

m
halbe Restsysteme mod m -+ 3 und mod in -—3 bedeuten; soll nun
e 720 2w
sein p (m“ 3) =p (m _’-_—-3) so miisste ;1— — =+ m + =
sein, was nicht wmoglich ist, da der Werth O fiir » und s ausge-
schlossen ist.
Vergleicht man Grade und Anf&ngscoefﬁclenten , SO erglebt sich:

qu - Z)q) ¢'2 == ‘pm-(—.fwm—- .
Bemerken wir ferner, dass das constante Glied in Y2 ¢ —p P y? gleich
— 1 ist, so kinnen wir nach dem bekannten Satze (Gauss, disq.
arithm. 42) sofort erschliessen, dass W,y und ¥, _; ganzzahlige
Functionen sind, deren constantes Glied den Werth -1 hat, und

6(7n+5u)
N(m+3)

ziehungsweise dargestellt dmchp( +5) und p ( .,-,__) wenn § und 7

eine ganze Zahl

durch Vergleichung mit dass die Coefficienten der hochsten

Glieder in W, 5, ¥,._3 bez1ehungsweise m=3, m—3 sind.
Ferner ist leicht zu zeigen, dass der Zihler in (2) den I‘actor 2

hat. Setzen wir fiir einen Augenblick: p(m-—-3u)--2“1—g;l’(m+5u)—2 N
s0 ist der Ausdruck rechts in (2) fir das obere Zeichen WIJT\;‘ , fiir

ZN’ . .y .
das untere SNN die aus dem Additionstheoreme erfliessenden Formeln:
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w » » (16 — 2P pv(pu-}-pv)~ 1
. b+ v)+p( V) = —pu = polt

—_ Pru-pPo + pu -t po
- p@40)p U —ov)= (i —pop
zeigen aber, dass ZZ' durch 4 und ZN' + Z'N durch 2 theilbar
sind; nachdem nun die constanten Glieder in N und N’ -1 sind, so
ist nothwendig sowohl Z als Z’ durch 2 theilbar.

Nach der Division dureh 2 ist nun der Zihler in (2) ®u 13 Yz
und zwar eine ganzzahlige Funection.

Da in W2, das constante Glied 1 ist, so erschliesst man nach
dem Hilfssatze I, Serret, Algebra, dtsch v. Wertheim, Bd. L p.
194, -leicht, dass auch ®,,+3 eine ganzzahlige Function, deren erster
Coefficient 1 sein muss, da der entsprechende Coefficient im Nenuer
(m - 3)* ist. ’

In der Darstellung von 1’13';";‘ 3u

sind demmnach genau dieselben Be-

dingungen erfiillt, welche fiir die von %@

angenommen werden;

dasselbe lisst sich beziiglich lﬂ%——m behaupten, wobel nur g% an

die Stelle von ¢ tritt.
Nun besteht aber die vorausgesetzte Form fiir m = — 1 — 3o,
wo sich ergiebt:
— Pt ot —3e)(@—3e)plu-—(—1 = 3e),
@) pl=T—3eul (1 - 3o+ I Py
folglich besteht sie fiir jeden ungeraden primiren Multiplicator m und
sind die Coefficienten von W(pu) ganze Zahlen.

Dass diese Coefficienten mit Ausnahme vou ¢, _,, wenn m eine

u—1
a
Primzahl ist, durch m theilbar sind, wird fiir zweigliedrige Primzahlen
vollstandig aus dem Umstande erklirt, dass die Coefficienten von

OY | (PY¥ —20¥) p simmblich durch m theilbar sind.

Zuvorderst bemerke ich noch, dass das constante Glied in @ gleich

— m ist, wie man leicht aus 2;’;%) == ,—3—’5 ersieht, wenn man u den
Werth % rtheilt.
Setzen wir also:
4 d=p—t+b p”“““ + e
a1 pobr-t1 wtd
6) Y=mp*® +clp +-"-+cx17 S +(——1)
und nehmen an, dass die Coefficienten by, bsta, -+ - b,_, und ¢,
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Gy Crmt durch m theilbar seien, so sind aus dem angegeBenen
Grunde auch alle Coefficienten des Ausdrucks

[ u—6x—1 [

ap 1 (=D 0 Jiw =5 b= = 30y)
L et
— [P e b [(y ~6x—1)e.p L 66_.,1 PSJ

8
Jdurch e theilbar.

Das constante Glied ergiebt demnach:
(6) (w—3h) b, = Omod m
Ist nun m eine zweigliedrige Primzahl, so ist g — 3k, wenn 0 < b < p
ist, micht durch m theilbar, folglich ist b, =0 mod m, nun wissen

wir aber: b, _, ist gleich — nz, also sind b, b,, - - - b sdmmtlich

k=t
3
durch m theilbar,

Der Coefficient der hochsten Potenz ergiebt:
(N (y—bn——l)(,,,- 0 mod m;

hier gilt dasselbe: wenn % kleiner ist als * 6—1, so muss ¢, == 0 mod m

sein; ¢, ist aber gleich me, also sind ¢, ¢, - ¢ simmtlich durch

u=1
. 6
m theilbar.

Anders aber verhiilt sich die Sache, wenn m eine eingliedrige

Primzahl 2 (von der Form 6v - 5) ist; daun ist g — 34 fiir die E}%

2 . . . s A—
5~ % von h, uwnd n? —6x — 1 fiir die ——

— 5
Werthe n, 2n, - - + ~— G
Werthe 2% —1 1n—1

e e _%”"1 Werthe von % durch # theilbar
und kann daher die Theilbarkeit der betreffenden Coefficienten b, und
¢r aus den obigen Congruenzen nicht crschlossen werden.

Aber aueh in diesen Ausnahmefillen bleibt die genaunte Kigen-
schaft jener Cocfficienten bestehen und lisst sich der Nachweis datiir
aus dem bisher Erhobenen ziemlich einfach herstellen; hierzu dient die
Bemerkung, dass, mit Riicksicht auf die nachgewiesene Form der

rationalen Function %)2, in der Gleichung (7) I die Coefficienten von

@Ap* — 1) [V — YY"] — 6p* VY’ simmtlich durch »? theilbar sein
miissen.

Aus derselben Gleichung ergiebt sich auch, wenn man im Zéhler
rechts das constante*Glied, welches gleich — m?’ sein muss, bestimmt,

fir ¢, , der Werth m™ + , wobei m’ die zu m conjugirte Zabl
=
bezeichnet; also ist:

-
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had n——ﬁx—l

1
e I Y

Wenn nun 6x% -4 1 = 0 mod # ist, so sind die » — 1 Nachbar-
coefficienten nach rechts und links sicher durch # theilbar.

. . s 13 . 2 —1 "
Nimmt man an, es sei % (naturhch kleiner als ZLG———) der grosste

Index, fiir den die vorstehende Congruenz exfiillt ist, und berechnet
n2—1_3 —2

den Coefficienten von p * " "in der Function @p—1[V2—V¥Yy”)

— 6p2 YY", und zwar nur mod #?, so erhilt man dafiir den Ausdruck

(6% 4 6) (6% + 7) cypy — § 6% + 1) (6% -} 3) ¢y, der, wie man sich

leicht iiberzeugt, seine Bedeutung auch fiir alle griisseren Welthe von

% und gewiss auch fiir die Werthe » — 1, # — 2, .. — — -~ ? behilt.
Die Congruenz:
(9 40Bx+46)6x 4 7)ceqr1— x4 1) (6% + 3) ¢ = 0 mod #?,
welche sich daraus ergiebt, scheint indess auf den ersten Aublick
wenig zu niitzen, denn um zu erschliessen, dass ¢, durch #» theilbar
ist, miisste man zeigen konnen, dass ¢, durch n* theilbar ist; eine
etwas eingehendere Betrachtung zeigt jedoch, dass dies in der That
der Fall ist.
Setzen wir in (9) fir » die Werthe x 4 1, % 4+ 2, . - . % 4 U

schreiben zur besseren Uebersicht fiir 6x -~ 1 K, und bilden die (;on-
gruenzen :

4(K +5) (K4 6) eyps — K(E+2)cy=0
4K+ 1)K+ 12)erpg — (K4 6)(E+8)cep1 =0
- (10) modn?

4(K +n)(K +n+ 1)Cx+n+1‘"(K+”—5)(K+"—3)"’”+n- 5 =0,
e 6

o sind die in denselben auftretenden Zahlen X -+ 4, mit Ausnahme

von K und K + %, nicht durch % theilbar, die Coefficienten ¢y 1,

Cud2y' * cx+” +1 dagegen, wie bereits angedeutet wurde, sicher durch
6

n theilbar.

Aus der letzten Congruenz folgt nun, dass ¢ |, durch »? theil-
*+=5
bar ist, aus der vorletzten, dass ¢ , . durch »? theilbar ist, u. 5. w.;
x
6
aus der zweiten, dass ¢, durch »? theilbar ist, aus der ersten end-

lich, dass ¢, durch # theilbar ist.
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Denselben Schluss kann man machen, indem man die den Werthen

n4-1
x— 1, —2, - — —l?t'— entsprechenden Congruenzen:

4(KE—1)K ty— (K ~6)(K—4)ce_y — 0
4(K —T) (K—6)ci—y— (K —12) (K — 10)ey_y == 0

mod n?

.

4K —2n43) (K —2n+4-4)c _l_j—(K——2n~—2)(K—2n)c =0

3 3

aus (9) bildet. Hierbei sind wiederum die Zahlen K — A’, mit Aus-
nahme von K und K — 2n, nicht durch » theilbar, dagegen die

Coefficienten ¢,—y, - -+ ¢ ,_, simmtlich durch » theilbar; also sind
x

3
die Coefficienten ¢ ,_,, ¢
%

n-~—57

3 3

o+ gy durch %2, und ¢, durch »

theilbar. .

Das Resultat ist daher das folgende: auch wenn 6x+1-—Omodn

ist, ist ¢, durch » theilbar (ausgenommen 0731:1)3 liberdiess sind seine
N 6

%'gl Nachbarn nach rechts und @——5——2«

theilbar.
Dass auch die Coefficienten b, durch » theilbar sind, wenn A=0 modn,
folgt schon aus der in 1. angegebenen zweiten Entstehung von ¢ aus V.

Nachbarn naph links durch #»?

Wien, am 27. Mérz 1877.



