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Ueber correlative oder reciproke Bundel.

Von Rup. Sturm in Darmstadt.

In den Banden I, VI, X dieser Annalen habe ich nach einander
die Probleme der ebenen, der ridumlichen Projectivitiit und der Col-
lineation behandelt. KEs waren dies folgende Probleme:

1) In einer Ebene (oder in zwei verschiedenen) sind zwel Gruppen
von entsprechenden (homologen) Punkten gegeben; solche Paare
von entsprechenden (correspondirenden, associirten) Punkten zu
finden, aus denen die beiden Gruppen durch projective Strahl-
biischel projicirt werden.

2) Die beiden Gruppen von Punkten befinden sich im Raume (oder,
wenn man lieber will, in zwei Riumen); solche Paare von corre-
spondirenden Axen zu finden, aus denen die beiden Gruppen
durch projective Ebenenbiischel®) projicirt werden.

3) Fiir die beiden Punktgruppen im Raume solche Paare von associirten
Punkten zu finden, aus welchen sie durch collineare Strahlen-
biindel projicirt werden.

Herr Hirst hat in den letzten Jahren sich mit verwandten Unter-
suchungen beschiiftigt. In seiner Abhandlung on Correlation of two
Planes™®) stellt er zuniichst fest, dass die Correlation (reciproke Be-
ziehung) zweier ebenen Systeme durch 8 einfache Bedingungen bestimmt
sei., Er nimmt nun die ‘sogenannten elementaren Bedingungen an;
und zwar 1) einfache: zwei gegebene Punkte in den beiden Systemen
sind conjugirt d. h. jeder liegt auf der entsprechenden Geraden (Polare)
des andern; oder zwei gegebene Geraden sind conjugirt, d. h. jede
geht durch den entsprechenden Punkt (Pol) der andern; und 2) dop-

*) Die Anwendung des Wortes ,,Ebenenwurf“ in der betreffenden Abhand-
lung erscheint mir heute nicht mehr ganz berechtigt — In Bezug auf meinen
Vorschlag, ,, projectiv “ statt ,, projectivisch ““ zu sagen, erlaube ich mir die weitere
Bemerkung, dass Plicker's Autoritiit fiir das erstere angefijhrt werden kann
(z. B. System der anal. Geom. Berlin 1835, S. 67).

#¥) Proceed. London Math., Soc. Bd. V, 5. 40; Annali di Matematica Ser. II
Bd. VI 8. 260, (1874.)
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pelte: ein gegebener Punkt des ersten oder zweiten Systems entspricht
ciner gegebenen Geraden des andern.

Sind blos 7 Bedingungen gegeben, so erhiilt man ein System
von Correlationen®) (Reciprocitiiten, reciproken Beziehungen); in diesem
befinden sich eine endliche Zahl von exceptionellen Correlationen (Aus-
artungen), deren es zwei Arten giebt, — die eine mit einem Paar von
singuléiren Punkten, die andere mit einem Paare von singuliren Ge-
raden —, ferner eine endliche Zahl von Correlationen, fiir die noch
ein gegebenes Paar von Punkten, oder ein gegebenes Paar von Geraden
conjugirt ist. Zwischen diesen vier Zahlen x, 1, u, v, von denen —
nach Analogie der Theorie von Kegelschnitt-Systemen — die letzteren
die Charakteristiken des Correlations-Systemes heissen, findet nun Herr
Iirst zwei Relationen, welche genau dieselbe Gestalt haben, wie bei
Kegelschnitt-Systemen.

In den 13 Paaren zu einander dualer ,fundamentaler Systeme,
welche durch & doppelte und 7 — 2¢ einfache elementare Bedingungen
bestimmt sind, ermittelt er darauf je die Zahlen =, 4 der Ausartungen
direct, berechnet daraus die Charakteristiken w, » und findet damit
die Zahlen der Correlationen, welche ¢ doppelten und 8 — 2¢ ein-
fachen Elementarbedingungen gentigen, in den [illen, wo & < 4; in-
dem sie fiir die 3 andern Fille bekannt oder leicht zu erhalten sind**).

Herr Hirst hat dann weiter die Untersuchung auf den Raum aus-
gedehnt und einstweilen in einer kurzen Note on Correlation in
Space***) die Hauptgesichtspunkte mitgetheilt. 15 einfache Beding-
ungen bestimmen eine endliche Zahl von Correlationen zwischen zwei
Riéumen, 14 demnach ein System; in diesem giebt es drei Ausartungen ),
von denen eine in jedem Raume einen singuliren Punkt, die zweite
eine singuliire Ebene, die dritte eine singuldre Gerade hat, und eine
endliche Zahl von Correlationen, bei denen noch zwei gegebene Punkte
oder zwei gegebene Ebenen oder zwei gegebene Geraden conjugirt sind.

*) Wegen des Anschlusses an Herrn Hirst’s Untersuchungen ziehe ich dieses
Wort vor; auch scheint es mir bequemer und leichter auszusprechen als die bei-
den andern,

#) Die vier Fille, wo in dem einen Systeme nur Punkte gegeben sind,
denen in dem andern 3, 2, 1, 0 Gerade entsprechen und 2, 4, 6, 8 Punkle conjugirt
sind, also -—nach Hirst’s bald zu erliuternder Bezeichnung — die vier Signaturen
[3020], [2040], [1060], [0080] hat Herr Schroter 1862 in seiner Habililations-
schrift {iber die Construction eciner Fliche 2. Grades dnrch gegebene Punkte
(Borchardts J. Bd. 62, S.215), besonders in constructiver Beziehung, eingehend
behandelt. Ich komme in einem Anhange auf dieselbe zuriick.

#%%) Proc. London Math. Soe. Bd. VI S. 7. (1875).
N +) Ueber die Ausartungen sehe man auch Herrn Fiedler's darstellende
Geometrie 2. Aufl (1875) Art. 22, 23, 163, 167, sowie eine Stelle der Vorrede,
in welcher Herr Fiedler wittheilt, dass sie ihm schon Jiinger bekannt sind.
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Zwischen den Zahlen 7, @, g der Ausartungen und den Zahlen U 0
v, der letzteren Correlationen — den Charakteristiken des Systems i
ergeben sich genau dieselben Gleichungen wie zwischen den Aus-
artungen und Charakteristiken eines Systems von Flichen 2. Grades.

Es kommt also hier wiederum auf die Ermittelung der Zahlen =,
@, 7 an, wobei ebenfalls fiir das System nur elementare (einfache bis
vierfache) Bedingungen angenommen werden.

. Bel' de‘n_{&usartungen der dritten Art kommt die Correlation aut
die Pr03e9t1v1tait der Ebenenbtischel um die beiden singuliren Axen
hinaus, die Zahlen y konnen also aus meinen Resultaten im Probleme
der réumlichen Projectivitit direct oder indirect entnommen werden,
Bei den Ausartungen der ersten und zweiten Art — die zu cinander
dual sind — geht die Correlation der Riume iiber in diejenige von
zwei Biindeln, deren Scheitel die singuliren Punkte sind, bez in die
von zwei ebenen Systemen in den singuliren Ebenen.

Herr Hirst schlug mir nun vor, das Problem der Biindel-Collineation,
wie ich es in dem letzten der drei oben erwihnten Aufsitze behandelt
habe, durch das der Biindel-Correlation zu ersetzen und zu erweitern,
d. h. folgendes Problem zu behandeln:

Gegeben sind in dem einen von zwei Riuwmen A, B L Punkic A;,
I Gerade a;, m Punkte W, n Gerade o3 in dem andern, ihnen ent-
sprechend (homolog), k Gerade b;, 1 Punkte 1I3;, m Punktc B;, n Gerade
0;. Wie Herr Hirst nenne ich {kimn] die Signatur des so bestimm-
ten Systems der fundamentalen oder Grundeclemente.*)

Zwer Punkite A, B i den beiden Rauwmen A, B sollen nun corre-
spondirend oder associirt heissen, wenn zwischen den Diindeln, deren
Scheitel sie stnd, cine derartige Correlation statt hat, dass (1) den k
Strahlen AA; die k Lbenenw Bb;; (2) den 1 Ebenen Aa, die 1 Strahien
B DB; entsprechen; (3) jeder der beiden Strahlen AN, BY; in der dem
andern entsprechenden Ebene liegt; (4) jede der beiden Ebenen A,
BYb; durch den der andern entsprechenden Strahl geht; oder mit andern
Worten, dass die m Strahlenpaare AN;, BYB; und dic n Ebenenpaare
Aq;, Bb; conjugirt sind.

Die Bedingungen (1) und (2) sind doppelte, (3) und (4) hingegen
einfache Bedingungen; man ersieht bald, dass, wenn zwei Punkte ;
oder ®B; sich vereinigen, an Stelle von 2 einfachen Bedingungen (3)
eine Doppelbedingung (1) oder (2) tritt. Die Identitiit zweicr Geraden
a; oder b; filhrt, vorausgesetzt, dass micht beide Scheitel 4, I3 fest
sind, nicht zu einem analogen Resultate,

# Jedoch sowohl in der Bezeichnung der Grundelemente, als in der ihrer
Zahlen bin ich in der obigen Weise von Herrn lirst abgewxchen; gie befindet
sich mehr in Uebereinstimmung mit meinen friiheren Arbeiten.
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Als ich die Untersuchung zuerst in Angritf nalhm, schienen mir
durch die Annahme, dass unter den Grundelementen sich auch con-
jugirte Geraden q;, b; befinden, also 1 > 0, wesentliche Schwierigkeiten
zu entstehen; auch ergaben sich bei einigen Proben die verschieden-
artigsten Zahlen, wiihrend die Signaturen, Lei denen n = 0, im All
gemeinen zu homogenen Resultaten fiihrten. leh schloss daher die
conjugirten Geraden bei meinen ersten Untersuchungen aus; was ich
fiir dieses enger begrenzte Problem gefunden, habe ich in einem Aus-
zuge in den Proceedings der London Mathematical Society Bd. V1I
S. 175 ,On correlative pencils® — welcher kiinftig mit C. P. citirt wer-
den wird — verdffentlicht.

Eine erneute Inangriftnahme der Untersuchung zeigte jedoch, dass,
wenn auf dieses Problem ebenfalls die Charalkteristikentheorie angewandt
wird, indem fiir die vorkommenden Correlationssysteme, wie von Hirst,
Gleichungen zwischen den Ausartungszahlen und gewissen als Charakteri-
stiken zu benennenden Correlationszahlen aufgestellt werden, die An-
nahme conjugirter Geraden a;, b, keine Schwierigkeit mehr hat; die
Zahlen haben sich freilich, wie schon oben bemerkt, im Allgemeinen
viel grosser und unhomogener ergebeu; die einfacheren Resultate bei
den Signaturen 7 ==0 gestatteten es deshalb auch, die Untersuchung noch
etwas weiter zu fithren. Diese Resultate sind nun auf anderem Wege
erhalten als frither, so dass dadurch eine wiinschenswerthe Controlle
erzielt ist.

Im Laufe der Untersuchungen hat natiirlich eine hiufige Corre-
spondenz zwischen meinem Freunde Hirst und mir stattgefunden, so
dass mehrere Resultate frilher von Ifirst gefunden und dann durch
mich bestiitigt wurden, ja die spiiter (Nr. 16.) zu besprechende Idee
der Zuriickfilhrung der Ausartungen vom ersten Typus auf die des
zweiten Typus ganz demselben zu verdanken ist.

L
Allgemeine Eigenschaften.

1. Wenn 6 = 2L 21 +m +n =28, so isl ¢m Allyrmeinen zu
jedem Punkte A des einen Raums A jeder belichige Punlid 13 des andern
B associirt, wie sich aus Ilerrn llirst’s Abhandlung (Proceed. Bd. V)
fiber die Correlation zweier Ebenen durch Dualisirang ergiebt.  Wie
viele Correlationen miglich sind, ergiebt die Tabelle in Nr, 42, dieser
Abhandlung™®); es ist bemerkenswerth, dass wenn n = O ist, diese Zahl
durchwey 1 ist, mit einziger Ausnoahme der Signadar

* Es sind die Zahlen & in der Tabelle 1) von Nr. 40. meines vorliegenden
Aufsatzes, — Auf die genannte Abhandlnng beviehen sich alle meine Citate von Hirst.

Mathematische Annalen. XIIL 17
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A4,4,a,a,

blb2Bl B‘z’

wo sie 0 ist. Diese Ausnahme hat iiberhaupt einen auch die Homo-
geneitit der Resultate fiir n = 0 storenden Einfluss. In diesem Falle
ist deshalb im Allgemeinen keine Correlation mdglich, weil, wenn «,
g die Ebene A A A,, BB, B,, o und i’ die Geraden Aa,«,, B,
sind, im Allgemeinen der Strahlbiischel (d¢') (4, 4,, a;, ;) d. .
welcher A4 zum Scheitel, o zur Trigerebene hat und dessen 4 Strahlen
durch 4,, A, gehen und a,, a, treffen *), oder, was dasselbe, der
Ebenenbiischel o (A4,, 4,, @, a,) nicht mit dem Ebenenbiischel
v (b, by, By, B,) oder, was dasselbe, dem Strahlbiischel (Bf") (b, b,,
B,, B,) projectiv ist. (Hirst, Nr. 43.)

Jedem Punlte B jedoch ist jeder belicbige Punkt A einer Fliche
2. Gr. a? associirt, welche durch A, A, a, a, geht und deren Punkte
A so sind, dass o (4, 4, a,) NV (b, b, By B,). Zwischen dem Biin-
del B und dem, dessen Scheitel irgend ein Punkt A auf «? ist, finden
nun aber einfach unendlich viele Correlationen statt; denn wenn wir
z. B. in die Ebene 4a, oder Bb, einen Strahl legen, den wir zu BB,
bez. A A, conjugirt, oder wenn wir durch 4.4, oder durch BB, eine
Ebene legen, die wir zu Bb, oder Aa, conjugirt sein lassen; so ent-
sprechen wegen der Projectivitit auch Aa,, BB,, bez. 44,, Bb,.
Die Signatur geht dann iiber in [2110], [1210], [1201], [2101] und
alle unendlich vielen Losungen sind auch Correlationen fiir [2200].
Wir konnen also noch einc einfache Bedingung, also ein P’aar con-
jugirter Punkte oder Geraden hinzuftigen: 2, 3, oder a,%,, so dass sich
[2210], bez [2201], wo 6 = 9, ergiebt.

Man ersieht, dass jedem Punkte B fiir 22107, [2201] dieselbe I'liche
2. (rades o associirt ist, wie fir [2200], und zwar einfach, da die
Signaturen, die durch Hinzufiigung von 9 ¥,, a0, aus [2110} u.s. f.
entstehen, niimlich [21207, [2111] u. s. f. nur eine Correlation zulassen
(Hirst, Nr. 42.). (C. P. Nr. 2,)

2. Wic hier ergiebl sich offenbar fiir alle Signaturen, bei denen
=9, dass cinem Punktc I simmtliche Punkte eimer I'liche associirt
sind, also bei 6 = 10 eine, Curve, bei 6 = 11 eme endliche Zahl von
Punkien. Fiir ¢ > 11 correspondirt im Allgemeinen kein Punkt mehy
einem beliebig gegebenen Pumlite. Wir werden aber bei 6 == 12, 13, 14
bez. eine I'liche, eime Curve, eine endliche Zahl von Punlien haben,

[2200]

*) Ich werde kiinftighin hiiufig das nach meiner Erfahrung fiir die Abkiirzung
sebr bequeme, von mir anch schon anderweitig benutzte, von H. Grassmann
cingefiihrte Wort ,incident* gebrauchen fiir zwei Elemente, von denen eins in
das andere fillt, sowie fiir 2 Gerade in derselben ¥bene. Mit Anwendung dieses

Worts konnte oben gesagt werden: ,,dessen 4 Strahlen wmit A, 4,, a,, @, io-
cident sind*,
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welche corvespondivende besitzen.  Ierner wird mit einer Geraden bei
o = 10, 11, mit einer Ebene bei 6 = 11, 12 eine Fliiche, bez. eine Curve
associtrt sein (C. P. Nr. 3.).

Vertauscht man die beiden Riume, so werden im Allgemeinen die
Yahlen sich iindern; ausser, wemnn s =1 ist. Wir entnehmen aber
Hirst (Nr. 33.), dass fiir 6 = 8 die Zahl der Correlationen zwischen
festen Biindeln A4 und I durch Vertauschung nicht geiindert wird.
Bbenso wird bei ¢ = 10 die Fliche, welche einer Geraden associirt ist,
dieselbe Ordnung haben, ob diese Grerade in A oder in B liegt; denn
diese Ordnung ist nichts anders als die Zahl der Paare associirter
Punkte, von denen der eine auf einer Geraden o in A, der andere anf
einer Geraden b6 in B liegt. Ferner ist die Ordnung: der Curve der
Punkte, die bei ¢ = 12 assoclirte in einer gegebenen Ebene haben,
dieselbe, gleichviel, in welchem der beiden Réume diese Ebene liegt;
und die Zahl der Punkte, welche fiir 6 = 14 associirte besitzen, ist auch
in beiden Riumen dieselbe.

Es wird sich zeigen, dass bei den Signaturen, fiir welche n = 0,
mit wenigen Ausnahmen die Vertauschung der Riume keine Aende-
rung hervorbringt.

3. Dic Vielfachheit der Punkte A, und der Geraden a; und w; auf
jeder der vier IMlichen, welche, bei 6 =9, 10, 11, 12, bezichlich einem
Punkte B, einer Geraden b, einer Lbene f, dem ganzen Raume B cor-
respondiren, ist leicht zu finden.

Lassen wir A in 9, fallen, so wird die Bedingung, dass A9,
LY, conjugirt seien, von selbst erfiillt; bei ¢ = 9 ist also die Viel-
fachheit eines Punktes 9, gleich der Zahl der Correlationen zwischen
den festen Biindeln U, D fir [k, I, m — 1, n];, wo eben % 8B, ent-

fernt ist, oder, wie man auch schreiben kann, fiir [ ), — %‘L (Hirst,
1

Nr. 42.). Hingegen bei 6 = 10, 11, 12 ist sie gleich der Zahl der
Punkte B, die dem A, fiir (%, [, m — 1, »] auf &, 8, in B associirt
sind, also, wenn wir, um zugleich uns der gewdhnlichen Betrachtungs-
weise anzuschliessen, die Riume vertauschen, gleich der Ordnung der
Fliche oder der Curve, oder der Zahl der Punkte, dic mit B3 [iir
[{, &, m — 1, »] associirt sind.?¥)

Sei zweitens (¢, cine der Geraden a;, %, ein beliebiger, aber fester
Punkt auf derselben; die Punkte I3, welche einem A auf a; — der
von 9, verschieden ist — fiir |klmn] associirt sind, sind dieselben als
diejenigen, welche ihm fiir [k, I — 1, m 4 1, n] associirl sind, wo «, [},
ersetzt ist durch 9, B,; weil die dem 3B, entsprechende Kbene in

#) Oder, um Herrn Schubert’s Ausdrucksweise (Math. Anualen Bd. X 8. 14)
anzuwenden, gleich dem Grad des Punktorls 2., 1., 0. Stufe, der dem Punkte B
fur I, k, m — 1, n] assoeiirt ist,

17*
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A, wenn sie durch %" geht, die ganze a, enthilt. Also ist die Viel-
fachhelt von a, auf unsern Flichen beziehlich gleich der Zahl der Cor-
relationen fiir [k, I — 1, m + 1,%] oder [I — 1,k, m + 1, %] mit festen
Scheiteln, und, nachdem wieder die Riume vertauscht sind, gleich dem
Grade des Punktorts 2., 1., 0. Stufe, welcher dem B fiir [ — 1,k,m—-1,2]
associirt ist.

Wird drittens 4 auf a, gelegt, so wird die Bedingung, dass A«qy,
BY, conjugirt sind, ebenfalls von selbst erfiillt; die Vielfachheit einer
a; auf unsern Flichen ist also bez. gleich der Zahl der Correlationen
fir [k, 1, m, n — 1] oder [, k, m, 22 — 1] bei festen Scheiteln, ferner
gleich dem Grade des einem B fiir (7, £, m, n — 1] associirten Punkt-
orts 2., 1., 0. Stufe.

4. In gleicher Weise kann man den Grad der Viclfachheit eines
Punktes A; auf wnd die Zakl der Schwittpunkie einer Graden a; oder
a; mit der Curve ermitteln, welche fiir ¢ =10, 11, 12, 13 mit B, b, 8, B
assocyirt ist.

Der Grad der Vielfachheit von A4, ist, weil, wenn A nach 4, fallt,
die Bedingung des Entsprechens von 4 A4; und Bb; von selbst erfiillt
wird, resp. gleich der Zahl der Correlationen fiir [k — 1, I, m, n] oder
[l, k— 1, m, n] bei festen Scheiteln, ferner gleich dem Grade des
Punktorts 2., 1., 0. Stufe, der fir [{, ¥ — 1, m, n] einem B asso-
ciirt ist.

Unsere Curven haben so viele Schnittpunkte mit einer Geraden
a;, als die ebenfalls zu I3, b, B, B, jedoch fir [k, I — 1, m -+ 1, »]
associirten Flichen mit einer durch einen %(; gehenden Geraden ausser-
dem noch Schnittpunkte besitzen.

Endlich ist die Zahl der Schnittpunkte unserer Curven mit einer
Geraden qa; gleich derjenigen der ebenfalls mit B, b, B, B, jedoch fiir
|5, I, m, n — 1] associirten Flichen mit einer beliebigen Geraden.

Die Punkte %; liegen im Allgemeinen nicht auf diesen Curven;
wihrend anderseits die Vielfachheit der A; auf den vorigen Flidchen
auf diesem Wege nicht zu ermitteln ist.

Man sieht leicht, dass man auf dhnliche Weise den Grad der Viel-
fachheit der Grundelemente auf Gebilden ermitteln kann, die durch
exceptionelle Correlationen correspondiren. (C. P. Nr. 4.)

5. Aus der eben gemachten Betrachtung geht auch hervor, dass
die Punkte 9(;, diejenigen einer Geraden a; oder q; fiir 6 = 8 mit B
durch einfach unendlich viele Correlationen, bei 6 ==9 mit allen Punkten
des Raums, bei ¢ = 10, 11, 12 mit allen Punkten eines Punktorts 2.,
1., O. Stufe associirt sind, dessen Grad leicht zu ermitteln ist. Ebenso
sind die Punkte 4; bei 6 = 8, 9, 10 mit jedem Punkte durch ein Cor-
relationssystem 2., 1., 0. Stufe, bei ¢ =11, 12, 13 je mit einem Punkt-
orte 2., 1., 0. Stufe associirt, dessen Grad derjenige des Punktorts ist,
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welcher einem beliebigen A fiir {k — 1, I, m, n} oder B fir [I, k— 1,
m, ] correspondirt.

1I.
Beschreibung der exceptionellen Correlationen vom 1. Typus und
Zuriickfithrung der allgemeinen Correlationen auf dieselben.

6. Bevor wir weiter gehen, scheint eine Beschreibung der beiden
exceptionellen Biindel- Correlationen nothwendig. Sie ergiebt sich durch
Dualisirung oder Projection derjenigen von Hirst (Nr. 17.).

a) Die Correlation mit swei singuliren Axen (oder Strahlen), in
jedem Biindel eine, kurzweg Axen-Correlation genannt, durch Duali-
sirang aus der Correlation zweier Ebenen mit zwei singulédren Geraden,
durch Projection aber aus der mit zwei singuliiren Punkten entstehend,
hat folgende Eigenschaften:

Jeder Ebene des einen Biindels, die nicht durch dessen singulire
Axe geht, entspricht die singulire Axe des andern,

Jeder Ebene aber des einen Biindels, welche durch dessen singu-
laire Axe geht, entsprechen alle Strahlen des andern Biindels in einer
gewissen durch dessen Axe gehenden Kbene.

Dadurch sind die Ebenen des Biischels um die eine Axe auf die
Ebenen des Biischels um die andere bezogen und zwar projectiv.

Jedem vom singuliren Strahle verschiedenen Strable des einen
Biindels entspricht diejenige Ebene durch die singulire Axe des andern,
welche in der eben erwihnten Ebenenbiischel-Projectivitit der den
Strahl mit der Axe seines Biindels verbindenden Ebene homolog ist.

Dem singuliren Strahle selbst eines jeden Biindels entspricht jede
nicht mit dem singuliren Strahle des andern incidente Ebene desselben.

Die Azen - Correlation ist also eine E benenbiischel - Projectiviti.

Eine Verschicbung der Scheitel zweier axen-correlativer Biindel avf
den Axen hebt die Correlation wicht auf.

Es kann demnach einem Punkte B niemals eine endliche Zahl von
Punkten A durch Axen -Correlation associirt sein.

b) Fiir die exceptionelle Correlation zweier Biindel, bei der in jedem
eime singuliire Ebene ist, gilt Folgendes:

Jedem Strahle des einen Biindels, der nicht in dessen singuldrer
Ebene liegt, entspricht die singulire Ebene des andern.

Jedem Strahle des einen Biindels in dessen singuliirer Hbeue ent-
sprechen alle Ebenen des andern um einen gewissen Strahl desselben
in der singuliren Ebene.

Dadurch sind die Strahlen der Biischel, welche durch die singu-
liren Ebenen aus den Biindeln herausgeschnitten werden, auf einander
und zwar projectiv bezogen.

Jeder nicht mit der singuliiven Ebene eines Biindels identischen
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Ebene desselben entspricht derjenige Strahl der singuliren Ebene des
andern, der dem Schnittstrahle jener Whene mit der singuliiren ibres
Biindels in der eben erwihnten Strahlbiischel - Projeetivitit homolog ist.

Der singuliven Ebenc selbst eines jeden Biindels entspricht jeder
nicht mit der des andern incidente Strahl desselben.

Die Correlation mit singuliirenn Ebenen ist demnach eine Strahl-
biischel - Projectivitdit.

7. Wir stellen uns jetzt irgend eine Signatur vor, fiir welche
o =8. B sei ein fester Punkt, A4 ein beliehiger Punkt; ¢, die Zahl
der Correlationen, die fiir die Signatur zwischen den Biindeln 4, B
moglich sind: die Zablen von Hirst Nr. 42. Wi bewegen .1 auf
einer Geraden ¢ und fiigen noch das cine Mal das Paar A, By, das
andere Mal das Paar o, 0, zu. Es ergiebt sich ein System (1. Stufe)
von Correlationen. Seien msp Aggp die Zahlen der exceptionellen unter
ilnen mit singuliven Axen, bez. Ebenen, Uy, Vg (genaver gy s, Vsi, doch
wohl wegen der voriibergehenden Benutzung der Bezeichnung uunothig)
die Zahl derjenigen, bei denen auch die Stralilen nach 9, 3,, bez. die
Ebenen nach q,, b, conjugirt sind (odev kurz, bei denen A, ¥,, bez. a,, b,
conjugirt sind); letztere Zahlen sind die Charakteristiken®) des Systems.

a) Also zuniichst sei 9, ¥, zugefiigt; seien V', b zwel beliebige
durch B, gezogene (oder was hier, wo B fest ist, geniigt, den Strahl
BY, treffende) Geraden, so dass B9, der Schuitt der KEbenen
BY, BY ist.

Fiir jede Lage von 4 auf ¢ und jede der daun mdglichen g Cor-
relationen construiren wir den Strahl, der der Ebene It entspricht.
Bs sei o eine beliebige Gerade, so leuchtet ein, dass dieser Strahl die
Q" vg mal trifit, weil es v, Correlationen giebt, fiiv welche auch o, V'
conjugirt sind. Also beschreibt der Strahl cine Regelfliiche vom Grade
vg; desgleichen dev Strahl, der der XEbene D" entspricht. Diese bei-
den Regelfiiichen sind also hinsichtlich ihrer Erzeugenden eindeutig
auf einander bezogen und zwei entsprechende schueiden sich je auf a3
um die Klasse des durch ihre Verbindungsebenen enistehenden Torsus
zu ermitteln, schneiden wir beide Fliichen durch dieselbe Ebene und
erhalten so zwei eindcutig auf cinander bezogene Curven; die Verbiu-
dungslinien entsprechender Punkte umbhiillen den Schnitt des Torsus.
Giibe es mun mnicht sich selbst entsprechende Punkte auf den beiden
Curven, so wiirde die Klasse dieses Schnitts und also auch des Torsus

*) Bs ist dies Worb von Hirst und mir nach Analogie der Charakteristiken-
theoric fiir Kegelschnittsysteme gebraucht worden; ob es der scharfen Definition
entspricht, welche Schubert a. a. O. S. 10 giebt, wonach die Charaktcristiken
diejenigen Bedingungszahlen sind, durch welche alle iibrigen Bedingungszahlen
auszudriicken sind, muss dahingestellt blewen; die Untersuchung wiire auch
unserm Zwecke fremd,
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2v sein. In jeder der myu Axen-Correlationen des Systems aber ent-
gpricht, da die Kbenen BU, By bei der Beliebigkeit von By, ¥, 1?"
picht gerade mit der Axe des B-Bindels incident sind, beiden die
Axe des .{-DBiindels, und deren Spur gicbt wns in der Schnitte}aene
swei vereinigte entsprechende Punkte. Ferner schneiden sich ersichi-
lich in der Spur von a selbst & Paare entsprechender Geraden, also
repriisentirt sie g vereinigte Punkte, und der erzeugte Torsus ist de‘m-
nach nur von der Klasse 2v, — m,, — £ . Anderseits ist aber, da seine
einhiillenden Kbenen in den versehiedenen Correlationen dem Schnitt-
Strahle 38, entsprechen und es u_ Corrvelationen giebt, in denen ¥, ) B,
conjugirt sind, also diese Ebene durch W, gelit, diese Klasse g Wir
haben demnach:

2 — gy — L= LN
oder
(ta) 2y == g+ Man + &y

by Wir figgen nun b, hinzu; aut b, legen wir B, 87 und con-
struiren in den verschiedenen Correlationen die Kbenen, welche dem
Strahle BY entsprechen; da es g, Correlationen giebt, fiir welche
auch W' B’ conjugirt sind, wenn N ein beliebiger PPunkt ist, so um-
hiillen die Ebenen einen Torsus von der Klasse u, und desgleichen die
dem Strahle BW” entsprechenden. In den Ay, Correlationen mif sin-
guliiren Ebenen befinden sich dic Strahlen 8%, 38" nicht gerade in
der singuliren Ebene des B-Biindels, also vereinigen sich die eni-
sprechenden Ebenen in die singulire Khene des A - Biindels, Das r-
zeugniss der Schuittlinien der entsprechenden Ebenen der beiden Tor-
sen st demuach von dem Grade 2py ~ 45y, diese Schnittlinien eni-
sprechen aber der Ebene Bb,, folglich werden v, die Gerade q, treffen.
Mithin ist

2y — Ay == vy
oder
(Ib) 2p, =, 4 Agp.

Durch diese beiden Formeln gewinuen wir, da §; bekannt ist, wenn
wir noch zwei der vier Zahlen wgs, Avs, s, vy ermittelu, die heiden
andern durch Rechuung, Wir werden die Ausartungzablen myy, Apq
zu ermitteln suchen.

Die Formeln sind auch filr die Signatur {2200} richlig; denn auch
dort giebt es unendlich viele Correlationen, die vwar nicht durch die
unendlich vielen Lagen von A auf «, sondern durch zwei bestimmte
Lagen entstehen, deren jede aber stath einer endlichen Zabl anendlich
viele Correlationen [2200] oder [2110] u. s. £, liefert, auf welche letzteren
die Formeln von Hirst (Nr.20.) anzawenden sind.  Da aber in diesem
Falle § = 0 ist, so fithren unsere Formeln zu den (wegen der 2 Lagen)
mit 2 multiplicirten Hirst’schen.
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Die uy, vy geben uns die Orduung der Fliche der Punkte A4, die
dem B fiir alle Signaturen associirt sind, bei denen 6 =9 ist. War die
urspriingliche Signatur fiir ¢ = 8 [klmn], so giebt pg die Ordnung fiir
die Signatur [k, I, m + 1, »), vg filr die Signatur [k, 1, m, n + 1]
Fir die Signatur [k, I, m — 1, n 4 1] ist dann das eben gefundene
v, zum g geworden, so dass sich auf diese Weise eine Reihe von
Zahlen doppelt ergeben. Aehnliches. wird fiir die hoheren Werthe von
o gelten und also da nicht wiederholt werden.

Auch dic Zahlen ngp, Asy sind Fléichenordmmgen; erstere ist offen-
bar der Grad der Regelfliiche, welche durch die singuldren Axen (2 A) der
A.xen-Correlationen, in welchen sich der feste Biindel B fér die Signa-
tur [k mnle =g mit A-Bindeln befinden kanm, eraeugt wird.  Die-
selbe zerfillt in den meisten Fillen, wie an einigen Beispielen gezeigt
werden wird. Man kann g, auch so definiven: sic ist dic Zahl der
Azen-Corrclutionen zwischen A- und B- Biindeln, bei denen dic cine
Aze mit eimcr Geraden a, die andere mit B incident ist. Ilingegen
Asp ist die Ordnung der Fliche der Punkte A, zwischen deren Biindel
und dem festen Diindel B fiir dieselbe Signatur Correlation mit singu-
liren Ebenen statt hat. Auch diese zerfillt meistens, wie ebenfalls
einige Beispiele zeigen werden.

8. In dem Vorhergehenden ist also die Ordnung der Fliche ge-
funden, die einem festen B beztiglich einer Signatur [kl m n]s—, as-
sociirt 1st; wir wollen sie &, nennen, hingegen & 4, wenn der Punkt
im Raume A liegt. Wir gehen zur Ermittelung der Ordnung der
Curve, welche dem B beziiglich einer Signatur, bei der ¢ = 10 ist,
associirt ist.  Wir stellen uns wieder eine Signatur [klmn)q=y vor,
und durchschneiden die Fliiche &'t Orduung, die dem B associirt ist,
mit der Ebene e, in der wir die Zahl der dem B3 fiir 6 = 10 associirten
Punkte suchen' wollen. 4 lassen wir sich auf der entstehenden ebenen
Curve von der Orduung & p bewegen; jeder Lage von A entspricht eine
Correlation der Biindel 4, B. .

In dem entstehenden Correlationssysteme seien my; 4y die Zahl
der Correlationen mit singuliren Axcn, bez. singuliren Ebencn, g,, v,
die Zahl der Correlationen, in welchen noch ein gegebenes Paar von
Punkten, bez. von Geraden conjugirt sind.

a) Wir fiigen wicder 9,, B, zu und legen 1, b” so, dass sie B3,
treffen; die Strahlen in den Biindeln 4, welche der Ebenc BY ent-
sprechen, erzeugen wiederum eine Regelfliiche vom Grade v,, desgl.
die der Ebene BY” entsprechenden. Machen wir wieder einen be-
liebigen ebenen Schnitt, so dass wir zwei eindeutig bezogene Curver
erhalten; so finden wir als vereinigte entsprechende Punkte die Spuren
der Axen der myp Axen-Correlationen und die § sz Schnitte der ebenen
Curve in @, auf der sich 4 bewegt, mit der Schnittebene. Demnach
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(2a) vy =g, + M5 + Gos- v
b) Auf ganz analoge Weise wie oben ergiebt sich
(Zb) 2@9 Yy + Ag-

Die wq, vy geben also die Ordnung der Curve, welche fiir die Signa-
turen, bei denen 6 = 10 und m, n wicht beide O sind, dem festen B
assocdirt ist; nennen wir sie oz,

weg ist die Zahl der .Azen- Correlationen, in welchen Diindel in
A fiir dic Signatur [kTImn], zum festen Bindel B sich befinden Einnen,
oder die Zahl der Axen-Correlationen zwischen A- und B - Biindeln, bei
dence die lxe im sweiten Rawme dwrch I3 geht.

Es erhellt hieraus, dass cs bei den Signatwren [Llmnl,, in All-
gemeinen nicht miglich ist, dass der beliebige feste Punkt B mit Punkten
A durch Awen - Correlation associirt ist; also myp=0.

Ay ist die Ordimnyg der Curve der Punkte A, welche dem festen B
fiir |klmw)y durch exceptionclle Correlation mit singuldren Ebenen
correspondirt.

Jene Axen zerfallen im Allgemeinen in mehrere Gruppen, diese
Curve in mehrere Curven.

9. Wir nehmen jetzt zwei Gerade «, b an; jedem Punkte B auf
b sind fiir |k Imn], §p Punkte auf o, jedem A4 auf a Ga Punkte auf
b je durch eine Correlation associirt. Ireie Beweglichkeit ven beiden
Punkten 4, B auf a, b fiihrt also zu cinem System 1. Stufe von Cor-
relationen; =, 1, seien die Zahlen der exceptionellen unter ihnen mit
singuliiven Axen, bez. Ebenen; gy, v,” dic derjenigen, fiir welche noch
3,8, bez. o, b, conjugirt sind.

Wegen der Beweglichkeit von I3 auf b miissen jetzt 1, b” durch
B, gezogen werden, damit B®, fiir alle Lagen von B Schnitt der
Ebenen BY, BY” sei. Durch die Strablen in den zu B-Biindeln cor-
relativen A - Biindeln, welche den Ebenen BU, BY’ homolog sind, wer-
den wieder zwei Fliichen vom Grade w», erzeugt; die Schnittcurven
derselben mit einer heliebigen Ebenc entsprechen sich Punkt fitr Punkt
und haben vercinigte Punkte 1) in den =, Spuren der Axen der Axen-
Correlationen in den 4-Biindeln, 2) & , vereinigte Punkte in der Spur
der Geraden g in der Schnittebene, weil derselben so viel Punkte B
auf b correspondiren, also so viele Paave entsprechender Geraden der
beiden Flichen v, Grades sich in der genannten Spur treffen; 3)
aber noch vereinigen sich fiir denjenigen Punkt B auf b, der in der
Ebene v'v” liegt, die beiden Ebenen BV, BV, also auch ilire ent-
sprechenden Strahlen in den &, zugehirigen Correlationen, folglich
auch deren Spuren in der Schnittebene. Wir haben deshalb:

(3a) 2vy =y + @y - boa+ Gos.

Die andcre Betrachtung giebt wieder ohne Schwierigkeit:
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(3b) - 20y = vy + 2,

Formel (32) giebt deutlich zu erkennen, dass eine Vertauschung
von A und B ohne Einfluss ist.

Die Zahlen uy', vy gcben dic Ordnung dor Fliche, welche einer
Geraden b oder « fiir eine Signatur [l 1 n),y, bei der m, 1 nicht beide
0 sind, correspondirt; nennen wir diese Ordnung §,, .

=y ist der Grad der Regelfliche der Azen von Axen-Correlationen,
i denen A - Biindel (B- Biindel) fir (klmw], zu Bindeln, deren Scheitel
auf b (a) liegt, sich befinden; oder die Zahl derjenigen Axen-Correlationen
zwischen A- und B-Bindeln, bei dencn dic cine Azxe mit a, die andere
mit b incident ist.

Ay st dic Ordwung der Fliiche der Punkte .1 oder B, die fir
[klmn)y mit Punkten B (oder A) auf b (oder a) durch Correlation
mit singuldiren ISbenen associirt sind.

10. Wir stellen uns jetzt eine Signatur (&lm nj, vor. Rinem
festen B ist, wie in Nr. 8. gefunden wurde, eine Curve von der Ord-
nung §op associirt; auf dieser wird 4 bewegt, wodurch sich wieder
ein System von Correlationen ergiebt. Sei 4,05 die Zahl der execeptio-
nellen Correlationen desselben mit singuliiven Ebenen; mop =0 wie
in Nr. 8. gefunden; w,,, v,, selen die Charakteristiken.

Wir erhalten hier die beiden Formeln

(4a) 2y = py9 + 05,
(4b) 2w =y + Auwos.

Die w,,, v, geben uns dic Zahl der Punkte A, welche bei den
Signaturen [k lmn],, einem festen B associirt sind; wir nennen diese
Zahl gu B

Awp dst die Zabl der — im Allgemeinen mehrere Gruppen bilden-
den — Punlkic A, die fir |kimnl,, dem festen B durch Correlation
mit singuldren Ebenen correspondiren.

11. Wir nehmen jetzt wieder unter Voraussetzung einer Signatur
[klmn|, eine Gerade b in B, eine Ebene « in A an; letztere durch-
schuneidet die Fliiche ¢, Ordnung, die der b associirt ist, in einer
Curve derselben Ordnung. Auf dieser bewegen wir A. Seien in dem
entstehenden Correlationssysteme (o, Aton, t, v,y bez. die Zahleu
der Correlationen mit singuliiren Axen, singuliren Ebenen, bei denen
noch A, B,, «,b, conjugirt sind.

Die Geraden ¥, " miissen hier wie in Nr. 9. durch 9, gefiihrt
werden; wir erhalten wieder zwei Flichen vom Grade w,,, erzeugl
durch die den Ebenen BV, [35” entsprechenden Strahlen, und durch
Schnitt mit einer Ebene zwei Curven, deren Punkte sich eindeutig
entsprechen. Vereinigte entsprechende Punkte ergeben sich: 1) mis
in den Spuren der Axen der 4-Biindel in den Axen-Correlationen;
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2) in den &, Schnitten der Curve, auf welcher sich A.bewegt, mit
der Schuittebene, 3) &op, herriihrend von den Punkten i “, welche
dem Sechuitte (b, V'b") associirt sind, fir welchen sich die Ebenen
BY, BV vereiuigen, also auch deren entsprechende Strahlen und die
Spuren derselben in der Schnittebene. Wir haben:

(Da) 2vyy =y + woa + b0+ bws-
Und durch die andere Betrachtung:
(5 b) . 2“510’ == V]o, + ll,(i i

Dic ', v geben dic Ordnung der Curve, welche fiir die Signa-
twren [k Imn),, einer Geraden b associivt ist; nennen wir diese Zahl
¢ix. hingegen die Ordnung der Fliche, die einer Ebene f associirt
ist, {(f s, Woraus sich die Bedeutung von & 4 und & 4 ergiebt, so leuchtet
unmittelbar ein, dass

Eita= &, i =E§1a;
denn z. B. die Zahlen der ersten Gleichung sind eben die Zahl der Paare von
(klmn),, associirten Punkte A, B, von denen A in e, B auf b liegt.”

wiyr st die Zuhl der Aven-Correlationen fir |k lmn},, swischen A-
und B-Biindeln, bei denen die dxe im zweiten Dindel die Gerade b trifft.

AMop == A{5.4 ist dic Ordnung der Curve von Punkten A, welche fiir
(Elmnly,, mit Punkten B awf b, oder dic Ordnung der I'ldche der
Punkte 3, die mit Punkten A auf «, oder kurz die Zahl der Punkte A auf
a, B auf b, welche dwrch Correlation mit singuliren Iibenen associvrt sind.

Wird noch ecine Bedingung hinzugefiigt, so dass sich |k {m 2],
ergiebt; so erhelll wiederum, dass es keine Adwen-Correlation zwischen
A- und B-DBindeln giebt, bei denen die Axe em letzteren die b trifft.

12, Wir stellen uns jetzt eine Signatur [kl{mn],, vor und in B
eine Gerade . Jhr correspondirt in A eine Curve von der Ordnung
&is. Auf dieser bewegt sich mum 4, withrend I die b durchliuft; so
dass wir wieder cin Correlationssystem haben. Die Zahl der Axen-
Correlationen in demselben ist 0, wie oben gesagt; sel 4y die der
Correlationen mit singuliren Ebenen, u,,, »,, die Charakteristiken.

Die Geraden V', 0 sind wieder durch ¥, zu zichen. Wir crhalten
zwei Regelflichen vom Grade w3 ihre Schuitte mit einer Ebene sind
eindeutig bezogen und vercinigle entsprechende Punkte sind die Spuren
der Curve von der Ordnung &4 in der Schnittebene und dic Spuren
der &y, 5 Strahlen, welche den identischen Ebenen BY, % entsprechen,
die zum Punkt (b, 4'0") = B gehoren, der ja &, — natiirlich auf
unserer Curve von der Ordnung ¢/1x gelegene — associirte Punkte hat.
Wir erhalten daher:

(63‘) 2'”11:”11 +§I’IB+§111}3
und durch die andere Betrachtung:
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(6b) 2y = vy + dus.

Die Zahlen w,y, vy, geben uns die Ordnung der Fliche der Punkte
B, welche fir dic Signaturen [klmmn),,, bei dencn m, 1 nicht beide O
sind, associirte Punlite A besitzen; nennen wir diese Ordnung &ip .

Es hat ersichtlich jeder dieser Punkte im Allgemeinen nur einen
correspondirenden; denn es wird nur fir einen von den &u s, die ihm
fiir [klmn),, associirt sind, auch noch das zugefiigte Paar 9,8, oder
o, b, conjugirt sein.

A p st die Ordnung der Fliche der Punkte B, denen fiir [Elmn]y,
Punlte A durch Correlation mit singuliren Ebenen entsprechen.

13. Wir bleiben noch bei der Signatur [klmn],, und nchmen zwel
Ebenen «, § an; der ersteren entspricht eine Fliche von der Ordnung
&4 =tLi1s, aus der die Ebene § eine Curve von derselben Ordnung
&1 5 ausschneidet. Kbenso findet sich in « eine Curve von Ordnung
¢ 4. Auf diesen beiden Curven bewegen sich also assoclirte Punkte
A, B und sind dies die einzigen associirten Punkte, welche bez. in
e, B liegen; wir erhalten ein Correlationssystem. Es seien =i, 4i; die
Zahlen der exceptionellen Correlationen, wi, i1 die Charakteristiken
desselben; die Geraden V', %" werden wieder durch ¥, gezogen, und
auf den beiden eindeutig bezogenen Curven von der Ordnung v, welche
durch eine beliebige Ebene aus den beiden Regelfliichen gleicher Ord-
nung ausgeschnitten werden, erhalten wir als vereinigte entsprechende
Punkte: 1) die Spuren der Axen der A -Biindel in den ny, Axen-Cor-
relationen, 2) die {1 4 Spuren der ebenen Curve von «, 3) die Spuren
der Strahlen, welche von den &/ » Schnitten der ebenen Curve von f3
mit der Ebene (', b”)) herrithren und der Ebene BY — B}’ homo-
log sind: an und fiir sich hat jeder dieser Punkte (oder der unter 2)
vorkommenden) wohl &z (oder &y .) associirte, aber in der Ebene «
(oder B) im Allgemeinen nur einen. Hs ergiebt sich also:

(7a) 20 = wi + 7w F §a s
und durch die andere Betrachtung:
(Tb) 2ui = viu + Ay

Die uyy, vy liefern die Ordnung &y der Curve der Punkte B oder A,
welche in Bezug auf [klmmn],,, wo m, n nicht beide O sind, associirte
Punkte in einer Ebene o oder B haben, also auf deren Schnitt mit der
Fliche von der Ordnung &34 oder fip.

7y 18t die Zahl der Axen- Correlationen zwischen A- und B- Biindelr
fiir (klmn),,, wo den Azen gar keine Bedingung auferlegt ist.

Es erhellt daraus, dass in Signaturen mit hiheren Werthen von &
Leine Axen- Corvelationen mehr moglich sind.

Ay ist die Ordnung der Curve der Pumkte A oder B, welche fiir
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(klmnl,y durch cine Correlation mit singuliiven Ebenen Pumkten eincr
Ebene B oder « correspondiven.

14. Wir betrachten nun eine Signatur [klmn];,. Eine beliebige
Ebene g schneidet die in Nr. 12. gefundene Fliche von der Ordnung & »
in einer Curve derselben Ordnung. Auf dieser bewegen wir B, sein
associirter 4 durchlinft dann, wie eben erhalten, eine Curve von der
Ordnung &> aof der Fliche von der Ordnung &i24. In dem entstehen-
den Correlationssysteme gebe es 4535 Correlationen mit singuliren
Kbenen, u,,, v, seien die Charakteristiken. Dic Geraden §’, §” werden
wieder durch ¥, gezogen, und wir erhalten als vereinigte Punkte 1) die
Spuren der Curve ' Ordnung in der beliebigen Schnittebene und 2)
die Spuren der Strahlen, welche in den Biindeln der den Schnittpunkten
B der ebenen Curve iz 5' Ordnung mit der Ebene (0, §”) associirten
Punkte den identischen Ebenen B, BY” homolog sind. Also:

(8a) 2y = pyy + G2 + &is,
und durch die andere Betrachtung:
(8b) 2upp = vyy + hizp.

Die Zahlen w,, vy geben dic Ordnung der Curve der Punkte B,
welche fiir [kimn),, assoctirte Punkte besitzen; wir nennen diese Zahl &3 .

Ao g st die Ordnung der Curve der Punkte I3, denen fiir [klmn],,
durch Correlation mit singuldren Lbenen Punkic A correspondiren.

15. Wir nehmen endlich eine Signatur [klmn],; an; die Punkte
A und B, welche sich associirt sind, bewegen sich auf zwei
Curven von den Ordnungen i34, &isp; seien die Charakteristiken des
entstehenden Correlationssystems u,,, 7,5, die Zahl der Correlationen
mit singuliren Ebenen 4,,. Die Geraden ', " werden ebenfalls durch
9B, gezogen und auf den beiden eindeutig bezogenen Curven erhalten
wir vereinigle entsprechende Punkte 1) durch die Schnitte der Curve
tis 4" Ordnung mit der Ebene dieser beiden Curven, 2) durch Veran-
lassung der Schnitte der Curve &35 Ordnung mit der Ebene (v, 07).
Wir haben:

(9a) 25 =gy + Gsat+ Luey
und durch die andere Betrachtung:
(9b) 20 = Vi3 + 4.

Die s, v,y ergeben die Zahl der Paare von Punliten A, B, welche
fiir [klmn),,, wenn m, n wicht beide O sind, au cinander associirt sind;
wir nennen diese Zahl §,,.

Ay, st dhnlich die Zahl der Paare von Punkien A, I3, die sich fiir
(klmnly durch exceptionelle Correlation mit singuliren Ebenen cor-
respondiren.
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111.
Beschreibung der exceptionellen Correlation vom 2. Typus und
Zuriickfiihrung der beiden vom 1. Typus auf dieselbe.

16. Diese 9 Paare von Formeln habe ich zuerst in folgender Weise
benutzt : ich kannte durch die fritheren Untersuchungen (C.P.) die Werthe
der Zahlen ¢, ¢ fiir die Signaturen, wo #n = 0 ist; ich ermittelte nun
divect mit Hilfe meiner Sitze iiber ,riumliche Projectivitit®, wie ich
spiter an einigen Beispielen zeigen werde, siimmtliche Zahlen =, x'.
Die Abhingigkeit von diesem Probleme liisst ebenfalls erkennen, warum
bei 6 > 11 keine Axen-Correlationen mehr mdglich sind.

Die Formeln gaben nun zunichst, indem die bekannten Zahlen
g, ¢ als w, u fiir Signaturen: » = 0 angenommen wurden, die zuge-
horigen Zahlen v, v', welche fiir Signaturen: n = 1 wieder g, ' wur-
den u. s. f. Ausserdem wurden die Zahlen 4, 1’ begechnet. Mehrere
der letzteren, insbesondere alle fiir die Signaturen n = 0, ferner alle
fiir ¢ = 8, fast alle 4 fiir 6 = 9 habe ich meistens mit Hilfe von Sitzen
meiner ,ebenen Projectivitit® direct ermittelt und werde ich auch davon
einige Beispiele geben. Doch stellten sich die Berechnungen der =, «’
- schon sehr miihsam dar, die der 4, 4', die freilich nur zur Controle
dienten, als nicht durchweg ausfiihrbar; so dass ich einen im October
1876 mir von Hirst gegebenen Gedanken sehr begriisste, nimlich
ebenso wie die Zahlen der allgemeinen Correlationen vermittelst der obigen
Formelpaare (1) bis (9) durch die der Ausartungen vom 1. Typus —
wie Hirst™*) sagt — ausgedriickt werden, so nach Relationen zu suchen,
durch welche die Zahlen der Ausartungen vom 1. Typus auf die der
Ausartung vom 2. Typus zuriickgefiihrt werden.

117, Auf die Ausartung vom 2. Typus kommt Hirst schon bei der
Correlation zweier (festen) Ebenen zu sprechen (Nr. 16.): sie hat in
jeder Ebene eine singulire Gerade und einen mit ihr incidenten singu-
liren Punkt und fiihrt zu dem Linien-Punkt-Paar, wenn die Correlation
involutorisch wird. Fiir die Correlation zweier Biindel ergiebt sie sich
durch Dualisirung oder Projection; sie hat in jedem Biindel einen sin-
guliren Strahl, durch den eine singulire Ebene geht.

Beide Ausartungen vom 1. Typus haben sie zu threr Ausartung,
d. h. in jedem Systeme 1. Stufe von Ausartungen jeder der beiden
Arlen vom 1. Typus wird sich im Allgemeinen eine endliche Zahl von
Ausartungen des 2. Typus befinden, und der 2. Typus bildet den Ueber-
gang zwischen den beiden Arten des 1. Typus.

*) Fiir Hirst sind die allgemeinen Correlationen selbst schon Ausartungen
vom 1, Typus (vgl. die Einleitung), also unsere vom 1. T'ypus schon vom 2. Typus
u, 8. w. Hirst hat unterdessen auch bei der Correlation zweier Ebenen die Aus-
artungen des 1. Typus auf die vom 2. zuriickgefiihrt und schneller ermittelt. Cf.
Transunti dell’ Accademia dei Lincei Ser, IIl F, I (4. Mirz 1877). N
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Lassen wir die Projectivitit der (singuléren) Ebenenbiischel zweier
Axen-Correlationen entarten*®): so entsprechen alle Ebenen jedes der
beiden Biischel, die von einer gewissen, der singuliren, Ebene ver-
schieden sind, einer und derselben festen Ebene des andern Biischels,
der singuliren desselben, und der singuliren Ebene des ersten entspricht
jede beliebige des andern.

Lassen wir ebenso die Projectivitéit der (singuléren) ebenen Strahl-
biischel zweier Correlationen mit singuléiren Bbenen entarten: allen
Strahlen des einen Biischels, die von einem gewissen, dem singuliren,
Strahle verschieden sind, entspricht derselbe feste Strahl im andern,
der singulire Strahl desselben, und dem singuliren Strahle des ersten
entspricht jeder beliebige im zweiten. .

Das Entsprechen der iibrigen Elemente folgt hieraus nach den all-
gemeinen Gesetzen der beiden Ausartungen vom 1. Typus und alles in
allem erhiillt man folgende Correspondenzen in beiden Fillen als Figen-
schaften der Ausartung des 2. Typus:

1) Jeder Ebene jedes der beiden Biindel, die nicht durch die singu-
lire Axe desselben geht, entspricht die singuléire Axe des andern
Biindels (allg. Corr. mit sing. Axen).

2) Jeder Ebene durch die singulire Axe des einen Biindels entsprechen
alle Strahlen des andern in der singuléiren Ebene (Ausartung der
Corr. mit sing. Axen).

3) Der singuléren Ebene des einen Biindels entspricht jeder beliebige
Strahl des andern, der nicht in dessen singulirer Ebene liegt (allg.
Corr. mit sing. Eb.). ‘

4) Jedem Strahl des einen Biindels, der nicht in dessen singulirer
Ebene liegt, entspricht die andere singulire Ebene (allg. Corr.
mit sing. Eb.).

5) Jedem Strahl in der singuliren Ebene des einen Biindels ent-
sprechen alle Ebenen durch die singulire Axe des andern (Aus-
artung der Corr. mit sing. Eb.).

6) Der singuliren Axe des einen Biischels entspricht jede beliebige
nicht mit der des andern incidente Ebene desselben (allg. Corr.
mit sing. Axen).

Wie bei der allgemeinen Correlation mit singuliren Axen, so hebt
auch hier die Verschicbung des Scheitels auf der singuliren Aze die
Correlation nicht auf.

Aus der Beschreibung geht hervor, dass in dieser Ausartung des
2. Typus — Axen-Ebenen-Correlation — nur ZLagen-Bedingungen
zu erfiillen sind, nicht mehr Projectivitits- Bedingungen; was die Er-
mittelung der Zahlen solcher Ausartungen ganz bedeutend erleichtert.

*) Vgl. Steiner-Schrdter’s Vorlesungen § 19. Anfang.
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18. Die am Ende von Nr. 16. erwiihnten Relationen werden im All.
gemeinen auf ihnliche Weise gefunden, wie die 9 fritheren Formelpaare.
Die Ausartungszahlen =, i; =/, 4’ fiir eine Signatur [klmn], wer-
den als Charakteristiken von Systemen von Ausartungen 1. Gattung
von der einen oder der andern Art fiir eine Signatur [%, I, m — 1, n],_,,
oder [k, I, m, n — 1]s—1 aufgefasst.

Wir werden im Folgenden bei der Ableitung der neuen Relationen
nur das vom Friiheren Abweichende besonders hervorheben.

Um w3z, 43z (Nr. 7.) zu finden, miissen wir demnach zu Signaturen
zuriickgehen, bei denen 6 = 7 ist.

19. Es sei also [klmn]; eine solche Signatur: BB wieder ein fester
Punkt; ¢ eine Gerade. Jeder Punkt 4 derselben ist dem I3 durch ein
System von Correlationen associirt, in dem sich s, Corrclationen mit
singuliiren Axen, 4, mit singuliren Ebenen befinden; es sind dies die
Zahlen m, A bei Hirst, Nr. 41.%) Wir fassen zuerst nur die Corre-
lationen mit singuliren Axen ins Auge, und bewegen A4 auf a;
so erhalten wir ein System von solchen Correlationen. In demselben

seien O7 3 vom 2. Typus, ferner =, =, solche, bei denen noch ein ge-

gebenes Paar von Punkten, bez. von Geraden conjugirt sind; m;, .
also die Charakteristiken des Systems., **) Wir fiigen a, b, zu; und
nehmen auf 0§, die Punkte ¥, B” an. Die Ebenen, welche in den
verschiedenen Correlationen dem Strahle B’ entsprechen, umbhiillen einen

Torsus von der Klasse z,; ebenso die dem Strahle BY” entsprechenden.
Beide sind eindeutig auf einander bezogen, und die entsprechenden
Ebenen schueiden sich in den verschiedenen Axen der A4 - Biindel, denn
da BY, BY” im Allgemeinen nicht mit der Axe der I3-Biindel iden-
tisch sind, so miissen beide entsprechende Ebenen durch die des
A-Biindels gehen; oder die Schnittlinie der beiden Ebenen entspricht
je der Verbindungsebene der beiden Strahlen BY’, BB", d. i. der Ebene
BYb,; dieser aber muss, da sie im Allgemeinen nicht die Axe des
B-Biindels enthilt, die Axe des A-Biindels entsprechen.

In den m, Fillen, wo a, zu b, conjugirt ist, muss die Axe des
A-Biindels als entsprechend der Ebene Bb, in der Ebene A q, liegen,
also q, treffen; d. h. =, ist der Grad des Erzeugnisses der Axen der
A-Biindel. Die entsprechenden Ebenen der beiden obigen Torsen ;'
Klasse vereinigen sich aber fiir die ©; Correlationen des 2. Typus,
weil da den beiden nicht in der singuliiren Ebene des B- Biindels liegen-
den Strahlen B, B®B" die singulire Ebene des A-Biindels entspricht,

*) Die =, werden hier nicht gebraucht, die 1, stehen in der Tabelle L
Nr. 33.

**) Diese Bezeichnungen rihren von Herrn Hirst her,
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und nur fiir diese. Folglich ist das Erzeugniss der beiden Torsen vom
Grade 27, — O75. Wir haben also
(I8) 2y = 7, + Orp ®).

Fiigen wir A, B, zu und ziehen wieder 2 Gerade §'0”, welche
B®B, treffen; so vereinigen sich, da die beiden Ebenen BY, BV nicht
durch die singulire Axe des [B-Biindels gehen, die entsprechenden
Strahlen in der singuliren Axe des andern, und wir bekommen nicht

wie frither zwei verschiedene Regelflichen vom Grade =,, sondern nur
eine: die eben betrachtete Axenfliche. Also wird die der friiheren der-
artigen Betrachtung analoge hier illusorisch.

20. Wir fussen jetzt die Correlationen mit singuliren Ebenen
zwischen den Biindeln, deren einer Scheitel /3 fest ist, wiihrend der
andere 4 auf @ sich bewegt, ins Auge. Die Zahl der Ausartungen

des 2. Typus ist, wie oben, ©r5; 4,, i, seien die Zahlen derjenigen,
wo noch ein gegebenes Paar von Punkten, bez. von Geraden con-
jugirt ist. '
Fiigen wir wiederam zunéichst a0, zu und legen.auf §, die Punktc
', ¥”; so vereinigen sich, da die Strahlen B¥, L¥" im Allgemeinen
nicht mit der singuliiren Ebene des I -Biindels incident sind, ilire ent-
sprechenden Ebenen im A-Biindel fiir jede Correlation in der singu-
liren Ebene desselben; also die beiden Torsen — offenbar i, Klasse
— fallen in den von den singuliren Ebenen der A-Biindel eingehiillten
Torsus zusammen; die oben an diese Torsen gekniipfte Betrachtung
wird illusorisech. Hingegen fithrt nun die andere zum Ziel, bet der
A, B, hinzugefiigt und 0’0" durch B, gezogen werden (oder so lange
D fest ist, allgemeiner so, dass sie B9, treffen). Den Ebenen BY, BV’
entsprechen in den verschiedenen Correlationen Strahlen, welche je eine
Regelfiiche vom Grade 1, erzeugen, die Verbindungsebene zweier ent-
sprechender Strahlen dieser beiden Flichen, die sich ja stets in 4 auf
a schneiden, ist die betreffende singulire Ebene, da ja beide Strahlen
in ihr liegen miissen, weil BV, B)” im Allgemeinen nicht mit der
des Biindels B identisch sind, oder da der Schnittstrahl 39, dieser
beiden Ebenen, der ja zur Verbindungsebene homolog ist, im Allge-
meinen nicht in der singuléiren Ebene von B liegt, und erzeugt, wic
eben gesagt, einen Torsus von der Klasse ;. Diese Klasse muss sich
aber auch aus dem Umstande ableiten lassen, dass die einhiillende
Ebene eben Verbindungsebene entsprechender rzeugenden zweier ein-
deutig bezogener Regelflichen vom Grade 4, ist. Wir machen wieder
einen Schnitt, wodurch wir eindeutig bezogene Curven von der Ordnung

*) Dig Relationen I bis IX hat Hirst gleichzeitig mit mir gefunden.

Mathematische Annalen, XII. 18
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4; erhalten. Dieselben haben vereinigte entsprechende Punkte, néim-
lich 1) die Spuren der Axen der ©;, Axen-Ebenen-Correlationen, denn
diese Axen sind sowohl zu B0V wie zu B” homolog, und 2) die Spur
von ¢ in der Schnittebene, welche aber A, vereinigte Punkte reprisen-
tirt, weil es 4, Correlationen mit singuliiren Ebenen giebt, wenn die
Scheitel fest sind. Wir erhalten mithin fiir die Klasse des Torsus

auch 24; — O;5 — 47, also ist

(1b) 8 =47 + 015 + M.

Wir erhalten also fiir jedes Syslem von Ausartungen des 1. Typus
nur eine Gleichung: (Ia) fiir die Correlationen mit singuliren Axen,
(Ib) fiir die mit singuliren Ebenen. Wir bediirfen mithin ausser dev
Kenntniss der Orz, die direct zu cermitteln nicht schwer ist, noch je
die Kenntniss der mt,, &y d. 4. der m, By Ay fiir [k, 1, m -1, ], also migssers
die wyg, Ayp fir dicjenigen Signaturen, wo ¢ = 8 und n =0 1ist, (und
unter thnen auch die, bei denen m==n=0 ist) dircct ermittelt werden; fix
die iibrigen ergeben sie sich durch die chen gewonnenen Formeln, da
my, Ay fir |klma], wieder Fir [k, I, m — 1, n 4 1); x;, 4, sind.
Analoges wird bei den Signaturen mit grosserem 6 gelten.

O ist wicder der Grad der simguliiren Azen von A-Biindeln, dee
mit dem festen DB-DBiindel in Axen-Ebenen-Correlation fiir [kimn]; siclk
befinden, oder dic Zahl der Axen-Ebenen-Corvelationen fir [klmn|;y
ber denen die eime Axe mit o, die andere mit I3 incident ist.

21. Wir nehmen nun eine Signatur [klmn], an, ferner wieder
den festen Punkt I3 und die Ebenc « an. Die Fliche der Punkte A,
welche dem B durch Axen-Correlationen associirt sind, hat die Ord-
nung mgp (Nr. 7.), und anf der Curve, in der sie durch « geschnitten
wird, lassen wir A sich bewegen. Die Zahl der Ausartungen des 2.
Typus in dem entstehenden System von Axen-Correlationen sei Ogzp;

7y, g seien wieder die Charakteristiken. Durch #hnliche Betrach-
tungen, wie in Nr. 19., erhalten wir:
(lIa) 27&3 == 7;';3 + 93];.

Die Fliche der Punkte 4, die dem B durch Correlationen mit
singuliren Ebenen entsprechen, ist von der Ordnung A3z (Nr. 7.). A4
bewege sich nun auf der Curve, in der sie von « geschnitten wird.

Oz ist die Anzahl der Axen-Ebenen-Correlationen fiir [klmn]g,
bei denen die Axe im zweiten Raumec durch B geht, wobei die Be-
dingung, dass irgend ein Scheitel 4 in o liege, jedesmal von selbst
erfiillt wird; demnach ist die Zahl der Ausartungen vom 2. Typus in
dem oben entstehenden Systeme von Correlationen mit singuliren
Bbenen ebenfalls @g,. Die Charakieristiken seien A, Ag. Man er-
hiill hier:
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(ITb) 225 = A5 + Osp + s,

indem die vereinigten entsprechenden Punkte wieder 1) die Spuren
der Axen der Axen-Ebenen-Correlationen und 2) die der in « befind-
lichen Curve gzt Ordnung in der Ebene der betrachteten eindentig
bezogenen Curven sind.

Unter Voraussetzung, dass myp, A9 (Nr. 8.) fiir die Signaturen % =0
direct ermittelt werden, geben uns die w4, A, die iibrigen.

22. Zu der Signatur [klmn], werden a, b gefiigt. Jedem Punkt
B anf b sind mgp, dgp Punkte A auf o , jedem dieser mg4, 4g4 Punkte
B auf b durch Correlation mit singuliren Axen, bez. Ebenen associiri.
Wir erhalten ein System von jeder Art; in jedem befinden sich
0, Axen-RKbenen-Correlationen, wenn dics die Zahl dicser Corre-
lationen st fiir (klmn]g, bei denen dic eine Awe mit a, dic andere mit
b incident ist, oder der Grad der Fliche der Axen von A-DBiindeln
(B-Biindeln), dic mit B-Biindeln (A-DBimdeln), deren Scheitel auf b (a)
liegt, azxen-chenen-correlativ sind.

Seien wieder =z, m/; 1/, A/ die Charakteristiken der beiden
Systeme, rwelche zu den Zaklen =y, 4, (Nv. 9.) fiihren, wenn dicjenigen
fiir m =0 bekannt sind, Die Geraden I, b” werden darch %, gezogeu,
und wir crhalten
(I a) 2m, —my + 0,

(I1b) 24g = g + Of - Asp + 24,

wobei die beiden letzten Summanden auf der rechten Seite herriihren
von der Spur der Geraden ¢ in der Ebene der eindeutig bezogenen
Curven und der Spur der Geraden b in der Ebene (0, 1").

23. Wir nehmen eine Signatur [klmn], an und einen festen
Punkt B. Es ist oben gefunden, dass mp==0 ist, also gilt dies
auch fiir my5, myp und fiir die Ausartungszahl ©55. In der That giebt
es einerseits nur eine endliche Zahl (wys) von Axen-Correlationen, bei
denen die eine Axe durch I3 geht, also erhalten wir kein System mehr
und also auch keine Charakteristiken, anderseits haben wir fiir [kImn]q
eben (Nr. 21.) fiir einen festen Punkt B nur noch eine endliche Zahl
von Ebenen-Axen-Correlationen gefunden, also fihrt die llinzufligung
einer neuen Bedingung zur Unméglichkeit. Die Formel (IVa) fiillt deshalb
aus. Dem festen Puukte B entspricht aber eine Curve der Ordnung
Agp, deren Punkte 4 ihm durch Correlationen mit singuliren Ebenen
correspondiren, Wir erhalten also durch Bewegung von A auf de?selben
das Correlationssystem; Ausartungen vom 2. Typus enthilt es, wie eben
gefunden, nicht. 4,, 4, seien seine Charakteristiken, welche uns die
Zahlen App (Nr. 10.) geben, wenn die fiir 7 = O bekannt sind. Es
ergiebt sich:

18%
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(IVb) 243 =2%9 + 493,
wo der letzte Summand von der Spur der Curve 495" Ordnung in der
Ebene der eindeutig bezogenen Curven herriihrt.

94, Zu derselben Signatur [klmu], fiigen wir die Gerade b und
die Ebene «. Der Geraden b ist eine Fliiche von der Ordnung gy Ag”
associirt, deren Punkte Punkten auf b durch Correlation mit singuliren
Axen, bez. Ebenen correspondiren. Beide schneiden wir mit & und indem
wir A auf dieser Schnitteurve bewegen, erhalten wir die beiden Systeme
von Ausartungen der einen und der andern Art. In jedem giebt es
©) 5 Ausartungen des 2. Typus, wenn das die Anzahl der Axen-Ebenen—
Corrvelationen ist, bei denen die eine Awe die b zu treffen hat; denm.
ein Punkt der andern Axe und somit der Scheitel eines axen-ebenen-
correlativen Biindels fillt von selbst in «. Wir sehen wieder voraus,
dass dicse Anzahl mull wird, wenn 6 wichst. Die Charakteristiken
unserer beiden Systeme seien Ry, Ty 3 Ay s Ay welche unter der mehr-
fach genannten Voraussetzung die mios, 4oz (Nr. 11.) geben. Man
bekommt:

(Va) 27y = m) + Oiz;

(Vb) 245 =45 + 55 + Aon + 1o,

worin die beiden letzten Summanden rechts herrithren 1) von der
Spur der Geraden b in der Ebene (V',07), welcher Aoz Punkte auf «
associirt sind; 2) von den Schnittpunkten der ebenen Curve Ag ter
Ordnung, auf der sich A bewegt, mit der Ebene der beiden eindeutig
bezogenen Curven.

95. Es werde nun eine Signatur [klmn],, vorausgesetzt; wir fligen
wieder die Gerade b zu. Axen-Correlationen, bei denen die eine Axe
die b trifft, sind nur in endlicher Zahl (m{oz) vorhanden; also giebt
es keiu System, mithin auch keine Charakteristiken und auch keine
Ausartungen vom 2, Typus; in der That ist einerseits frither erkannt,
dass my 5 = 0 ist, andererseits das letatere schon in der vorigen Nr.
erwihnt. Die Formel (VIa) fillt demnach wieder aus. Dagegen
erhalten wir eine Curve der Ordnung Aiop von Punkten A4, die den
Punkten B auf b durch Correlation mit singuliren Ebenen corre-
spondiren. ‘

In dem entstehenden Systeme solcher Correlationen giebt es also
keine Ausartung vom 2. Typus; die Charakteristiken seien Xyo, Ao und
geben 45 (Nr. 12). Es ergiebt sich

(VIb) 2o = Ao + Ao + Ao,
worin die beiden letzten Summanden herkommen 1) von der Spur der
Geraden b in der Ebene (0, 1”), welcher 1,05 Punkte auf der Curve
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Afer' Ordpung eutsprechen, 2) von den Spuren dieser Curve in der
Ebene der beiden eindeutig bezogenen Curven,

26. Zu der Signatur [klmn],, werden jetzt die Ebenen «, § gefiigt.
Es giebt m{y; Axen-Correlationen, bei denen die eine Axe eine Gerade
b trifft; mithin auch in der Ebene « so viele Scheitel 4 von Biindeln,
welche zu Biindeln B, deren Scheitel auf b liegen, axen-correlativ sind.
Demnach erzeugen die Punkte B, welche zu Punkien 4 durch Axeun-
Correlation associirt sind, oder, was dasselbe, die Axen in ihren
Biindeln eine Kliche vom Grade mjyp, die von 8 in einer Curve von
dieser Ordnung geschnitten wird. Die in « befindlichen associirten
Punkte der Punkte dieser Curve erzengen eine Curve m/ . Ordnung
aus analogen Griinden. Weil ferner die Curve von Punkten 4, welche
den Punkten einer Geraden b durch Correlation mit singuliren Ebenen
associirt sind, die Ordnung iiz hat, so bilden die Punkte B, welche
den Punkten auf « auf-diese Weise entsprechen, eine Fliche von der
Ordnung Ajpp, welche also von f in einer Curve derselben Ordnung
geschnitten wird. Die in e befindlichen associirten Punkte A4 der
Punkte B dieser Curve erzeugen eine Curve von der Ordnung As..

Durch diese Punktepaare erhalten wir unsere Correlationssysteme
von beiden Arten. Ist Oy die Zahl der Axen-Ebenen-Correlationen fiir
[klmn),, (chne weitere Bedingung; das Liegen von Scheiteln in «, §
wird von selbst erfilllt), so ist dies die gemeinsame Zahl der Aus-
artungen vom 2. Typus in beiden Systemen. Die Charakteristiken seien
wiederum 7, 7io; Ao, Ao und fithren zu ), 4 (Nr.13.). Die Re-
lationen sind:

(VIla) 2wly = w10 + O,

(VIIb) Mo = Ajp + Of -+ Aoz + Ao,

wobei die letzten beiden Summanden sich herschreiben 1) von den
Schnittpunkten der Curven A gt Ordnung in f§ mit der Ebene (1, 1),
2) von denen der Curve 4fp4'* Ordnung in « mit der Ebene der ein-
deutig bezogenen Curven.

Aus der Definition von ©f, ergiebt sich, dass fiir kolere & Leine
Agen-bencn-Correlationen mehr miglich sind; anderseits ist von frither
schon bekannt, dass die Zahlen = bei ¢ = 12 und 13 null geworden
sind. Also fallen die auf Axen-Correlationen beziiglichen Relationen
von nun an aus.

97. Bs werde nun eine Signatur [klmn],, vorausgesetzt. In der
vorletzten Nr. ist die Zahl 45 gewonnen, d. i. die Ordnung der
Fliche der Punkte B, welchen Punkte A durch Correlation mit singu-
liiren Ebenen entsprechen. Wir schneiden diese Fliche mit einer Hbene
B; so entspricht der ausgeschnittenen Curve 4y, 5" Ordnung eine Curve
2ier Ordnung, wie sie die vorige Nr. ergeben hat.
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Durch die Association der Punkte dieser beiden Curven erhalten
wir das Correlationssystem; die Charakteristiken desselben, welche die

Ayyp liefern (Nr. 14.), seien 4,,, 4,,. Es ergiebt sich die Relation:

(VIII b) 2},—11 == in + ZnB + llfl)

wo die beiden letzten Summanden resultiven 1) aus den Spuren der
Curve 445" Ordnung in der Ebene (0, §”), 2) aus denen der Curve
At Ordnung in der Ebene der eindeutig bezogenen Curven.

28. Endlich sei [klmmn],, angenommen. Da haben wir zwei
Curven 4sz2 4" Ordnung und Ay Ordnung, welche bez. die durch

t=i g
Correlation mit singuléiren Ebenen associivten Punkte 4, I enthalteu.

Das System, zu dem sie fiihren, habe die Charakteristiken 4,,, 4,
welche uns 4,; (Nr. 15.) geben; die Relation ist:

(IX b) 2112 = ;112 + Aoa 4+ A2,

worin die beiden letzten Summanden rechts von den Spuren der Curven
dieser Ordnungen in den mehrfach genannten Ebenen herriihren.

29. Es hat sich gezeigt, dass die directe Ermittelung der Zahlen
%, @, 4, A oder, was dasselbe, der Zahlen =, #’, 4, &' fiir die Sig-
naturen » = O nothwendig ist. Einige allgemeine Siitze, durch welche
man das Nullsein mehrerer dieser Zahlen gleich von vornherein erkennen
kann, mogen deshalb angegeben werden.

Bei den Correlationen mit singuldren Axen, die wir stets mit o, ¥
bezeichnen wollen, haben diese in den 9 verschiedenen Fillen, die
uns vorliegen, zunichst folgende Bedingung zu erfiillen, wo der Dop-
pelpunkt das Zeichen der Incidenz sein soll:

1)6=8;4a :a,:DB; 4) ¢ =10; ¥ : B; 7 o==11;
2) 6=0; 0 :D; 5) 6=10; ¥ :0; 8) 6 =124
3Yo=9;d:a, b :b; 6) 6 =11;0":b; 9) 6 = 13;

also zusammen bez. 3, 2, 2, 2, 1, 1,0, 0,0 Bedingungen, wobei die Be-
dingung der Incidenz mit einem Punkte eben doppelt gerechnet ist.
Nehmen wir weiter an, dass ¢’ mit &* Punkten 4,, 1" Geraden a,,
n (eraden q; incident seij die Ebene, welche dem singuliiven Strahle
o von A, einem beliebigen Punkte auf &', nach einem dieser A,
homolog ist, ist jede beliebige im zweiten Biindel, also giebt es auch
eine solche, welche durch die homologe b, geht. Zweitens jeder der
" durch o' gehenden Ebenen Aa; entspricht ein ganzer Biischel von
Strahlen in der Ebene durch 0’, die jener in der Projectivitit der
Ebenenbiischel um a', ¥’ homolog ist; es ist also dafiir zu sorgen, dass
die Ebenen o' @; und ¥’ B; homolog sind. Drittens jeder der #»” Ebenen
Aaq, welche durch o gehen, entspricht ebenfalls ein ganzer Strahl-
_Dbiischel, von welcher also einer die b, trifft, womit der Bedingung
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gentigt ist. Dem Strahle vow A wpach einem der & — & nicht mit o
incidenten A4, muss cine mit 0" incidente Ebene entsprechen; es muss
also V" die & — £ Geraden b; treffen und die ; — & Ebeuen b'b; miissen
den & — & Ebenen o' 4; homolog sein. Den Ebenen von A nach den
I — 1" nicht mit ¢ incidenten «; muss der singulidre Strahl ' ent-
sprechen, also muss derselbe durch I — " Punkte B; geben. Der Ebene
von A nach einer der n — %' nicht mit ¢ incidenten q; entspricht der
Strahl &', anderseits soll dieser Strahl in einer Ebene durch die con-
jugirte b; liegen, also muss 0" dieselbe treffen. Ferner muss dem Strahl,
der nach einem der m Punkte 9; geht, eine durch 0" und ¥; gehende
Ebene entsprechen, die der Ebene o', in der Projectivitit der Ebenen-
biischel homolog ist.

Wir gewinnen also zunichst die Sitze:

Je nachdem bei einer Axen-Correlation die eine Axe a' mit einem
Elemente Aiy a;, o tncident oder nicht incident ist, ist UV meit dem
homologen. b;, B, b; wicht incident oder incident.

Und der Ebencnbiischel von « nach den wicht incidenten 4,, den
incidenten a; und den ; <st  dem Ebenenbiischel von U nach den
homologen Lilementen projectiv.

Ferner ersieht man, dass den beiden Geraden o', 0" ausser den
obigen Bedingungen noch 2% 41" +#" ++k— K +2(0 — 1)+ n—n'
Lagen- oder Incidenz-Bedingungen, und, da jeder der eben genanuten
Ebenenbiischel % — & -+ I’ 4~ m Ebenen hat, noch & — & 1" 4-m—3
Projectivitiits-Bedingungen, wenn diese Zahl nicht < 0 ist, oder, wenn
dies der Fall ist, keine Projectivitits-Bedingungen auferlegt sind. Im
ersten Falle ergiebt sich, indem fiir ¢ = 2k + 21 - m - n der Werth
eingesetzt wird, als Gesammtzahl der von &, U zu erfiillenden Be-
dingungen in den 9 Fillen 8,8,8,9,8,9, 8,9, 10, so dass die schon
frither (Nr. 8., 10, 11,, 13.) erkannte Unmiglichkeit in 4 Fillen sich
nochmals zeigt.

Ist aber b —F 1"+ m < 3, dann ist in die eben erhaltene
Summe der negative Summand & — % 41" 4+ m —3 aufgenommen,
welcher nicht aufzunehmen ist; also wiichst die Zahl um — (b — 4"+ 7
-+ m — 8); mithin iiber 8 durchweg.

Der giinstigste Fall ist noch, wein &' == 0, I =1 ist; weun aber
auch % -+ 1+ m < 3, so ist bei dieser Signatur durchweg Unmdg-
lichkeit.

Wir erhalten also folgendes Resultat:

Bei allen Signaturen, wo k 4 1+ m < 3, sind die = bez. 7 gleich O,

Am meisten wird dies bei hohen Werthen von » eintreten.

30. Bei den Correlationen mit singuliren Lbenen, die wir durch-
weg o , f' nennen wollen, muss # in den beiden ersten und im vierten

Falle durch I3 gehen.
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Nehmen wir wiederum an, dass « mit % Punkten 4;, !" Geraden
a;, m’ Punkten 9; incident sei. Jedem der % Strahlen A4 A; entsprechen
die unendlich vielen Ebenen wm den Strahl des Biischels (B3, §°), der
dem A.A4; in der Projectivitit der Biischel (4, «), (B, ) homolog
ist. Soll also eine Ebene durch die homologe b; gehen, so muss b;
diese treffen; also muss dafiir gesorgt werden, dass die mit A4; und b;
incidenten Strahlen der beiden Strahlbiischel homolog seien. Die Ebene
von A nach einer in o liegenden q; ist « selbst, also entspricht ihr
jeder beliebige, mithin auch ein durch den homologen B; gehender
Strahl. Dem Strahle von 4 nach einem in « liegenden 9(; entspricht,
wie eben gesagt, ein ganzer Biischel von Ebenen, so dass eine durch
den conjugirten B; geht.

Dem Btrahle von 4 nach den % — ¥ nicht in « liegenden A;
entspricht " und muss also die & — & homologen b; enthalten. Der
Ebene von A nach einer der { — 1’ nicht in &  befindlichen Geraden
a; entspricht der anderseits durch den homologen B; gehende Strahl
in f’, der in der Projectivitit der beiden Strahlbiischel dem mit der
a; incidenten homolog ist; folglich muss erstens §° durch diese { — I’
Punkte B; gehen und fiir diese Projectivitit gesorgt werden. Dem
Strahle von 4 nach einem nicht in o befindlichen ¥, ist 8’ homolog,
die also durch den conjugirten ®B; gehen muss.

Die Strahlen der beiden projectiven Biischel, die mit conjugirten
a;, b; incident sind, miissen ebenfalls homolog seinj damit der Strahl,
der der Ebene Aq; (oder BY;) entspricht und in § (oder ') liegt, die
b; (oder q;) treffen kann.

Wir haben also die zwei Sitze:

Je nachdem o mit einem Llemente A;, a;, U; incident oder wicht
incident ist, ist B mit dem homologen b;, B;, ¥ wicht incident oder
incident. Und:

In den beiden projectiven Strahlbiischeln (Ae’), (Bp") entsprechen
die Strahlen, welche mit den in o befindlichen Punkten A;, mit den
wicht i o liegenden Geraden a; und mit den Geraden «; incident sind,
den mit den homologen Elementen incidenten Strahlen.

Ferner werden den beiden Ebenen o, §° ausser den obigen
1,1,0,1,0,0,0,0,0 noch & + 27 4 m' + 2(k — &) 4 1 — 1" 4+ m —m'
weitere Incidenz-Bedingungen auferlegt. Die Zahl der Elemeunte jedes
der projectiven Strahlbiischel ist ¥ 41 — " - n.

Hier muss aber noch auf die Beweglichkeit der Scheitel 4 und B
in den Ebenen o', §° Riicksicht genommen werden, und damit ver-
hilt es sich so:

1) 6 = 8; B gegebén; 4 = o'a;
2) 6 = 9; B gegeben; A beweglich auf o'«;
3)o= 9; B=f0; A= da;
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4) 6 = 10; B gegeben; A beweglich in o'

5) 6 = 10; B = #'b; A beweglich auf ««.

6) 6 = 11; B= §'b; A beweglich in «'.

1) 6 = 11; B beweglich auf g'8, 4 auf «'«.

8) 6 = 12; B beweglich auf g8, 4 in .

9) 6 =13; B beweglich in 8, 4 in «.
Der Grad der Beweglichkeit ist demnach bez. 0,1,0,2,1, 2,2, 3, 4.
Durch die Strahlbiischel-Projectivitiit werden mithin den Ebenen ¢, g
F+1—10~+n—-38-—0,1,021,2 2 3 4 Bedingungen auferlegt,
wofern diese Zahl nicht unter 0 kommt, sonst keine. Im ersteren
Falle ergiebt sich als die Gesammtzahl der Bedingungen durchweg 6,
also gleich der doppelten Zahl der Bedingungen, die eine Ebeue
erfillen kann. Tritt aber der andere Fall ein, so steigt die Zahl iiber
6. Der gtinstigste Fall ist ¥’ =%, I’ = 0.

Wenn demmach - 1-n < 3,4,8,5,4,5,5,6,7 ist, so sind die
Zahlen 4, X gleich O; z. B. wenn ¢ = 13, so ist k1 < 7; ist nun
noch 7 =0, so ist 43 = 0; ebenso 4, = 0, wenn 1 =0, m > 0.

31. Es ist in beiden Fillen nicht gesagt, dass das Nullwerden
nicht auch ausserdem noch eintreten kannj z. B. die 8 den ', ¥ zu-
sammen auferlegten Bedingungen konnen ja so sein, dass eine der
beiden Geraden allein schon mehr als 4 zu erfiillen hat.

Hitten wir o’ mit einem ;, bez. & mit einer g, incident sein lassen,
wodurch dann die auf dieses Grundelement beziigliche Bedingung auf
unendlich viele Weisen erfiillbar wiire, so wiirde die Gesammtzahl der
Bedingungen fiir o', ', bez. o, " iiber 8, bez. 6 gestiegen sein.

32. Die in Nr. 29. und 30. gefundencn Siitze diber Incidenzen und
Nichtincidenzen von a', V', bez. &, B bestehen zugleich bei den Axen-
Ebenen-Correlationen.

Zu einer ausgearteten Projectivitit kann man nur 2 Paare ent-
sprechender Elemente geben; also eine ausgeartele Projectivitit bei
2 Paaren aufstellen, hat den Werth von ¢z — 2 Bedingungen. Fassen
wir mithin die Axen-Ebenen-Correlation als ausgeartete Axen-Corre-
lation auf, so unterwerfen wir die Axen a’, b’ wie oben zuerst 3,2, 2, °
2,1,1,0,0,0, dann 2K + 0 +n' +b—F 420 —0") + n—n
Incidenz- Bedingungen und zuletzt noch % — & 41" 4 m -— 2 Pro-
jectivititsbedingungen — die freilich hier auch Incidenzbedingungen
werden —, wofern die letstere Zahl nicht < O ist, andernfalls keiner
Projectivititsbedingung. Da aber hier in den 9 verschiedenen Fillen,
6 je um 1 kleiner ist, als in Nr. 29., 30., so ergeben sich dieselben
Zahlen wie in Nr. 29., wenn k — & - I’ + m nicht < 2 ist. Ist dies
aber der Fall, so tritt Unmiglichkeit ein; indem wir wieder den glinstig-
sten Fall annehmen, erhalten wir:
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Wenn b 4+ 1 m < 2, so ist O, bec. O gleich 0.

In #hnlicher Weise fiihrt die Betrachtung der Axen-Ebenen-Corre-
lation als ausgeartete Correlation mit singuléiren Ebenen zu dem Satze:

Wenn in den 9 verschiedenen Féllen (I bis 1X) &+ { 4 n < 2, 3,
2,4,3,4,4,5,6 ist, so ist ©, bez. © gleich O,

Specielle Untersuchungen.

IV. 6 = 9.

33. Wir gehen nun an die Ermittelung der Zahlen selbst und
wenden zuerst die beiden Formeln
(Ta und b) 2@y =7 + Orp; 24 =41 + Orp - &
(Nr. 19., 20.) aut alle Signaturen [Elmn], an. Alle 8;5 sind direct er-
mittelt, so wie die m,, 4, fiir die Signaturen [k1mO0];, d. i. msp, Agy
tir £, [, m 4 1, 0]s. Einige Beispiele der directen Berechnung folgen
der Tabelle. Die w5 und Asp und zwar alle, also auch die aus der
folgenden Tabelle nicht zu entnehmenden fiir die Signaturen [%£400),
finden sich in Tab. 1) in Nr. 40.

Tab. I: 6 = 1.

Sigll. 913 7‘157 ;57 tl'z i'z 27 Sig’ll. 673 1:67 ;7 117 17 17
3010 9 6 3 0 1 5 1050050 0 8 16 0 0 0
300 6 3 0 3 5 7 104l 12 16 20 0 0 ¢
0310 6 8 10 0 0O 3 1032 23 20 17 3 6 16
0301 18 10 2 3 3 12 102 2617 8 6 16 2
‘ ‘ ST 1014 1608 0 6 24 23
2003 4 b 1L 2 3 4505 g o o 3 93 13
200 8 5 2 1 3 6

200 08 6 4 1 1 5 04l 8 16 2 0 0 4
1900 4 4 4 1 5 5 0132 25 2423 3 4 16
0 0123 34 23 12 6 16 928
383(1) 13 13 “8) (i) g 2 0114 24 12 0 6 98 29
22 14 8 2 4 g3 0 000 3
200 4 2 0 3 13 10 0010 O 8 16 0 O 0
020 2 8 14 o0 o 1 0061 0 16 32 0 0 0
021 14 14 14 1 1 g 00682 20 32 4 0 0 10
0212 22 14 6 4 § 17 0043 48 44 40 6 10 32
0208 12 6 0 3 17 16 0034 60 40 20 12 32 b2
1130 6 8 10 0 0 3 ggfg 48 28 g 12 i’g gg
H2l 11109 2 3 8 5900 o o o 3 29 16
112 12 9 6 2 8 11

1103 12 6 0 3 11 13
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Ich wiederhole, dass die 4; aus Hirst’s Tabelle in Nr. 41. ent-
nomimen sind.

34. Was nun die Ermittelung der Zahlen 075 angeht, also der
Axen-Ebenen-Correlationen fiir die betreffende Signatur, bei denen die
eine singulire Axe mit der Geraden @, die andere und also auch die
zugehdrige singuliire Ebene mit dem Punkte I incident ist, so wollen
wir die Signatur [1121] betrachten:

Ay a) Ay Wy
by B, B, B,0,.

L. o sei 4,9, ,; dann geht §° durch B und B,; « soll also mit
« und o incident sein, so kann es nur noch durch einen Punkt von
« gehen, oder eine Gerade treffen: 1) o’ treffe a,, so muss o', ausser
dass sie durch B geht, noch 0, und 0, treffen, was auf eine Weise
moglich ist; die Ebene ” ist dann durch BB, und ¥ bestimmt; 2) o’
treffe a,; so muss 0" dann mit b, BB, incident sein, was nicht moglich
ist; 3) o gehe durch 4,, so miisste " mit B, Bb, incident sein, was
ebenfalls nicht geht. Also 1 Losung.

II. & sei 4,a,; dann ist B’ die BB, B; 1) ¢ — mit a und &
(und dadurch auch mit «,) incident — treffe a,, so trifft o' — mit B
und B’ incident oder dem Biischel (B, 8') angehorig — die b,; 2) o
gehe durch 4,, so muss &' die b, treffen. 2 Losungen.

I, & gehe durch A,%,; B’ ist B B,B; was durch die Ver-
tauschung von 9, mit 9, zwei Combinationen giebt; 1) " sei mit
A,q, @ incident; O’ muss dann, befindlich im Biischel (33, 8), durch
B, geben; 2) o« treffe a,, a,, @ und, weil in o’ gelegen, auch 4%,
was 2 Losungen hat, so wird 0 die b, treffen; 3) o' sei mit 4, ¢, a
incident, so hat & die 9, zu treffen., In allen 3 Fillen ist & durch &’
und A, %, fixirt. Hierdurch ergeben sich 2(1 4 2 4 1) =8 Losungen.

Andere Fille als diese 1 4+ 2 1+ 3 sind nicht mdglich.

Mithin giebt es 1 -4+ 2 4 8 = 11 Losungen; O3 = 11.

Ein Hauptaugenmerk hat man darauf zu richten, dass jedes der
4 Elemente o/’ a’b’ so viel Bedingungen erhiilt, als zu seiner Bestim-
mung nothwendig sind; bei dem obigen Arrangement ist es bei a, v
gleich nothwendig, ', B’ konnen noch durch das schon fixirte o', ¥’
endgiltig bestimmt werden.

Wir nehmen als zweites Beispiel

ay W, Wy qayay

B, B, 8,5, 0,0,

I o:ay, A,%); B :D,, B (2Comb.); o 1, a,a; U : B, by, b
(3 Comb.); also 6 Ldsungen.

[0123]

*) Der Doppelpunkt ist wic oben das Zeichen der Incidenz.
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e A, W3 8: B, 85 0" :ay, a, a,, A, A, (2 Lagen); 0": B, b, by
(3 Comb.); also ebenfalls 6 Losungen.

I o :ay; B:9By, 8y, B; 't ay,a,aq,,a, (2 Lagen); b':B,f, 0,
(3 Comb.); wiederum 6 Losungen.

IV o : %58 : By, By, B(2Comb.); 1) a : a, q,, 6y, 0 (2 Lagen);
b :B,B;; 2)a :a,a, a,q (2 Lagen); v : B, #, 5, (3 Comb.); also
im Ganzen 2 (2 + 2 - 3) = 16 Lisungen.

Op=6-46-4+ 6 4 16 = 34.

Fassen wir 6,5 als Grad einer Fliche und zwar der der Axen a’
von Axen-Ebenen-Correlationen fiir [0123], fir welche die Axe ¥
durch B geht, so besteht diese Fliche 34. Grades aus 6 ebenen Strahl-
biischeln (I), und aus 14 Regelschaaren (2. Grades) (II, LI, IV).

35. Was die Berechnung der 75:7 fir |kim0);, d. i der mgp fiir
[%, 1, m + 1, 0]s anbetrifft, so nehmen wir als Beispiel die Signatur

[2120], Ay dya, %, A,
b1, B,%8,%,,
welche =, fiir [2110], giebt; dic Axe @ soll mit a, die Axe b’ mit B
incident sein.
I @ sei mit a, 4, incident; &’ ist dann mit b, B, B incident, was
nicht mdglich. ‘
Il & treffe a,a,; b ist dann mit b, b,, B incident, hat also eine
bestimmte Lage; ferner muss sein
o (A Aya, W W) N\ 6 (8,6,B,8,9,).
Wir ersetzen fiir einen Augenblick @,, b, b, durch beliebige auf ihnen
gelegene Punkte 4", B/, B,; wodurch die Ebenen, welche ', o', die
ja by, by; a, treffen, mit B, B,’;. A, bilden, diesclben sind wie die,
welche sie mit b,, b,; @, bilden, wofern nur die ¥ nicht gerade durch
By oder B, oder die ' durch A4, geht. Der einen Geraden b’ corre-
spondirt nun fiir die beiden Gruppen von 5 Punkten

Al A? Al’%l Qt?? ‘B1,BQI'BI Bl QS2

eine Strahlencongruenz 1. Ordnung 3. Klasse*) (Sehnensystem einer
cubischen Raumcurve), welche aus dem Punkte A4," einen Kegel 2.
Grades erhilt (Riéuml. Project. Nr. 8.); diese hat mit der linearen
Congruenz [aa,] 1-1 4 3 - 1 = 4 Strahlen gemein; darunter befinden
sich aber auch die beiden Strahlen des eben genannten Kegels, welche
a treffen und die, weil durch 4,” geheud, nicht als g’ zu gebrauchen
sind. Es bleiben mithin nur 2 Losungen fir a'.

*) Oder wie Schubert in prignanterer Weise sagt: vom Biindelgrad 1, vom
Feldgrad 3.
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Il o’ ist mit 4, a,, a incident, und also bestimmt; 3" dann mit
mit B,b,; ferner a' (4,a,A,N,) A~ ¥ (b, B,%,%8,). Indem wieder auf
a;, by Punkte 4", B, angenommen werden, ergiebt sich, dass dem
einen @ ein Strahlencomplex 2. Grades correspondirt , zu dem jeder
Strahl durch B, gehort (Réuml Proj. Nr. 2.); so dass derselbe mit
dem Biischel Bb, ausser dem durch B, gehenden Strahle noch einen
gemein hat. Wir haben also, weil hier 2 Combinationen mbglich
sind, 2.1 =2 Lsungen.

' Andere Fille sind nicht mdglich; also ist mgp fiir [2120] oder
@, fir [2110] gleich 4.
Ein zweites Beispiel sei

ayayas Uy A,
B, B,B,%,5,.

Ia trifft a,a,, a,; V' geht durch BB,, ist also bestimmt; ferner
a (@@, %, W) NV (By ByB,B,). Dem einen ¥ entspricht ein Complex
2. Grades, dem die beiden Biindel 4,", 4," ganz angehiren, so dass
er mit der Regelschaar [aa, a,] ausser den beiden durch A/, A, gehen-
den Geraden derselben noch 2.2 — 2= 2 Gerade gemein hat. Wegen
der 3 Combinationen erhalten wir 6 Lisungen.

II o trifft @, a, a,, ay, hat also 2 Lagen; b’ geht durch B; wir
haben a (a,a,a;%,%,) N V' (B, B,B;B,%8,); jeder der beiden a ent-
spricht eine Congruenz (1, 3), von welcher also ein Strahl durch B
geht; mithin 2 Liosungen. Also ist mgp =8, d. i. =, fir [0310].

Ferner [3100] A, 4,4;a,
bbby B

¢ ist mit 4, a,, @, b mit b,, b,, B incident; also beide dadurch

eindeutig bestimmt; die Bedingung: o' (4,4,a,) A V' (b,b,B,) erfiillt

sich von selbst. Wegen der drei Combinationen giebt es 3 Liosungen.

Also mgp = 3; da auch m == 0, so kommt es in Tabelle 1 nicht vor.
Endlich

[0320]

A, - g
B,y -+ By
« mit a, ¥’ mit B incident; o' (U, -+ ) A V' (B, - Bg). Dem Biindel
B correspondirt eine Regelfliche 8. Grades (Riuml. Proj. Nr. 43.),
von welcher 8 Gerade die a treffen, also mgz = 8 oder =, fiir {0070].

Nothwendig ist es nur, die msp fiir die Signaturen [klm0], zu
ermitteln. Ich habe aber alle auf die vorhergehende Weise gefunden
und wihle noch als Beispiel

[1122] Ay ay % Ay a0y

blBl%l%251r’27

weil in den vorhergehenden keine conjugirten Geraden vorkommen.

[0080]
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1o ist mit o, A(, @, ¥ mit B, ,, b, incident, also beide be-
stimmt; o’ (a, 9, %) N (B, B, B,) erfilllt sich selbst. 1 Losung.

II o ist mit a, @, o, ¥ mit B, b,, b, incident (2 Comb.);
a (Aya %, 2%,) NV (b BB, B,); dem ' entspricht ein Complex 2. Gr.,
der mit der Regelschaar [wa,a,] ausser der durch 4, gehenden, noch
3 Gerade gemein hat. 2.3 =¢ Losungen.

I o ist mit @, a, ar, a,, ¥ mit B, b, incident; o (Aa, A Ay)
AV (b, B, 8,); jeder der beiden Lagen von @ entspricht ein Com-
plex 2. Grades, der mit dem Biischel B b, ausser dem durch B, gehen-
den noch einen Strahl gemein hat; also 2 Lisungen.

Also im Ganzen sz =14 6 + 2 ==9, welchen Werth mithin

auch ,; fir (1121] oder m, fiir (1112] hat, wie die Tabelle T zeigt.

Die Fliche 9. Grades der Axen von ¢’ Axen-Correlationen fiir (11221,
bei denen die Axe b durch I3 geht, besteht demnach 1) aus einem
Strahlbiischel, 2) aus 2 Regelfliichen 3. Grades, 3) aus einer LRegel-
schaar.

36. Gehen wir nun zur Berechnung der 4, fiir [klmn], oder der
Agp fur [k, 1,m -+ 1, nlg, von denen wiederum nur die fiir n =0
nothwendig, aber alle ermittelt sind.

Die in der Tabelle I vorkommenden 4, oder Agp fiir % == 0 sind
meistens 0, ausser denen, fiir welche es der Satz von Nr. 30. sagt,

auch 4, fiir [0310] oder sy fiir [0320], wie man leicht cinsieht.

Fasst man Agz als Ort der Punkte 4 auf, welche fiir [Elmn], dem
festen B durch Correlation wmit singuliren Ebenen associirt sind, so
hesteht bei [2120] dieser Ort aus den beiden Ebenen 4, 4,9, 4, 4,%,,
bei [1220] aus der einen Ebene 4,9, 9,, bei [3020] aus der einen Ebene
A, A, Ay; endlich noch bei den Signaturen [£1007, die nicht zu 4, in der
Tabelle T fithren, besteht sie bei [3100] aus der einen Ebene 4, 4, 4,, bei
[1300] aus den drei Ebenen A4,a,, 4,4a,, 4,a; und bei [4000] aus den
4 Ebenen 4, 4,4,, A, A, A, u. s. f. Bei [0400] existirt sie nicht.

Z. B. bei [2120] sei A irgend ein Punkt in A A4,%;; so wird
dies fiir ihn die singuliire Ebene o, die § ist B,8,B. Die Projectivi-
tat ist: (Ade) (4,4,a)) AN (BB (b,0,B,), welche von selbst erfiillt
wird®),

Bei [2200] ist die Fliche diejenige Fliche o2, die iiberhaupt dem
Punkte B associirt ist (Nr. 1.). Jeder ihrer Punkte ist dem Punkte
B durch ein System von Correlationen [2200] oder, wie dort gezeigt,
[2110] wu. s.'f. associirt, in welchem es von jeder Ausartung eine giebt
und dessen Charakteristiken beide 1 sind (Hirst, Nr. 41.); so dass
es auf jeder Geraden @ zwel Punkte giebt, welche dem B fiir [2200]

#) Ueber die Schreibweise sehe man Nr. 1.



Ueber correlative oder reciproke Biindel. - 287

. . T
durch Correlation mit singuliiren Ebenen oder durch allgemeine Corre-

lation fiir [22107, oder fiir [2201] associirt sind, und zwar immer die-
selben 2 Punkte.

37. Ich habe aber, wie schon oben gesagt, auch die g5 fiir alle
Signaturen direct ermittelt. Doch gestattet es der Raum nicht ent-
fernt, auf diese bisweilen sehr umstéindlichen Untersuchungen einzu-
gehen. Die Fliche von der Ordnung A5z zerfillt im Allgemeinen.

Als Beispiel betrachten wir

[1113], Ai’?ﬂh“:f‘?%
by BB, 6,6,0,.
‘ T ¢ ist a,,, B ist b, By A beliebig in 5 (Aa’)(a;0,05) N (Bf)
(0,5,0,) erfiillt sich von selbst.

IT & ist A,a,, p geht durch ¥,, B; A beliebig in o, (4e)
(Aya,0,0,) 7N (BB) (,5,5,5,). Fiir jede Lage von A in o giebt es
swei Ebenen f durch 9,B; denn alle Ebenen durch B, welche die
4 Ebenen I3 (1,6,6,5,) in einem zu (Ae’) (4 a,q,q,) projectiven Biischel
schuneiden, umhiillen einen Kegel 2. Gr., an-den von B, zwei
Ebenen gehen,

I « geht darch 4,9, B durch BB, und in jener ist A so zu
suchen, dass (A« (4,a,0,0,0,) /A (B) (0, B, 0,5,by).

Wir betrachten eine feste Ebene durch A,9(;, so haben wir in
derselben 5 Punkte: 4, und die Spuren von @, , a,, ;3 wir duali-
siten die Figur im Raume B, die aus 4 Ebenen und einer Geraden
(mit beweglicher Ebene um letztere) in einem Biindel besteht, und
erhalten 4 Punkte und eine Gerade (mit beweglichem Punkle auf
letzterer) in einer Ebene; auf die Gerade legen wir einen Puukt, so
dass wir in jeder Kbene 5 Punkte baben; und unsere Frage ist nun
die nach der Curve der Punkte in der A-Ebene, welehe der Geraden
in der B-Ebene, um mich kurz so auszudriicken, in Bezug auf die
beiden Punktgruppen correspondirt. Da die Gerade durch einen Punkt
der B-Gruppe geht, so ist die gesuchte Curve 3. Ordnung (Ebene
Project. Nr. 8.5 Math, Ann. ).

Wir legen zweitens A fest anf die Gerade A,9, und lassen o
sich wieder bewegen; jetzt wird auch die A-Figur, bestehend aus vier
festen Ebenen und einer festen Geraden durch A und beweglicher
Ebene durch letztere, dualisirt; wir erhalten 4 feste Punkte und eine
feste Gerade, auf der sich ein Punkt bewegt, in einer Ebene. Wir
legen wiederum einen festen Punkt auf die Gerade, der aber mnicht
homolog zu dem auf die Gerade in der B-Ebene gelegten wird. Es
fragt sich nun, wie viele correspondirende Punktepaare giebt es, bez.
auf den beiden Geraden gelegen, in Bezug auf die beiden Punktgruppen.
Da die mit den Geraden incidenten Grnndpunkte nicht homolog sind,
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so ergeben sich 2 Punktepaare, wie leicht aus dem-ebel'l benutzten
Satze der ,ebenen Projectivitiit“ hervorgeht, Ks folgt hieraus, dass
auf der Fliche der Punkte A die Gerade 4,9(, doppelt und demnach
diese Fliche H. Ordnung ist. o

IV Die Ebene o geht durch A, und § ist BB B. A st ne
so zu suchen, dass (4o (4ya;a,asa3) 7N (BA) (b, Db, 5,03), welcher
letztere Biischel fest ist. -

Die Punkte A evzeugen, wie gleich bewiesen wird, eine Fliche
3. Ordnung, und nun haben wir die simmtlichen Flichen zusammen,
deren Punkte A4 dem B fiir [1113] durch Correlation mit singuliren
Ebenen associirt sind: eine einfache, eine doppelte Ebene, eine Ab‘liich.e
5. und eine 3. Ordnung, zusammen 11. Ordnung, wie in der Tab. 1. 4,
fiir [1103], 4, fir [1112].

38. Um die Ordnung 3 der Fliche in IV zu ermitteln, beweisen
wir erst einen andern bei diesen Untersuchungen h#ufig vorkommen-
den Satz:

Sind sechs Gerade a,, a,, a, a,, a, ' gegeben, so gicht es vier
eimem gegebenen projective (vierstrahlige) Strahlbiischel, deren Schettel mit
a, deren Lbene mit o und deren Strahlen mit a,, @,, @, @, tncident sind
(eine bestimmte Zuordnung vorausgesetzt). Oder mit andern Worten:

In den Ebenen o dwrch o beschreiben die Punkte A, fiir welche der
Biischel (Ae) (a,aya5a,) dem gegebenen projectiv ist, cine Iliche 4.
Ordnung, oder, und dual hierzu: Diec Ebenenn o durch dic Punkte A
auf a, fiir welche (Aa)(a, -+ a)) dem gegebenen Biischel projectiv ist,
wmhiillen eine Fliche 4. Klasse.

In der That, wenn wir die zweite Ausspruchsweise annehmen, so
erzeugen ersichtlich die Punkte 4 in jeder Ebene durch « einen Kegel-
schnitt. Hingegen (dual) umbhiillen die Ebenen « durch jeden Punkt
4 vou o’ (oder q) einen Kegel 2. Grades, so dass 2 durch o selbst gehen;
daraus geht hervor, dass o der Fliche doppelt angehort, womit die
vierte Ordnung bewiesen ist.

Lassen wir aber a, die o’ treffen, so geniigt die ganze Ebene «,q
weil in dieser die Spur von @, unbestimmt wird; fiir die ibrigen Ebenen
« ist dann nur der Schnittpunkt 4, = a,q’ wichtig, und wir haben
also den Satz:

‘ Wenn a,, a,, ay, A, und eine durch A, gehende Gerade o gegeben
sind, so erzeugen die Punkte A in den Ebenen o durch «, fier welche
(Ae) (ayaya,4,) cinem gegebenen Biischel projectiv ist, eine Fliiche 3.
Ordnung, auf der o einfach ist, und durch die weitere Annahme, dass
auch a, die o' in A, treffe, den Satz:

Wenn a,, a,, 4y, A, gegeben sind, so erzeugen dic Punkte A in
den Ebenen o durch Ay A,, fir welche (4a) (a, @, Ay A,) einem gegebenen

’
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Biischel projectiv ist, eine I'liche 2. Grades; welcher ibrigens schon in
Nr. 1. vorkommend auch einfacher bewiesen werden kann.

Wir gehen nun zu unserm Kalle IV zuriick und verlangen zunichst
!3}03: dass (A«)(A,a,a,a,) dem festen Biischel (BB) (b Eiﬁzfiz) pro-
jectiv sei; legen wir durch A, eine Gerade a, durch welche « gehen
Soll, so beschreibt 4 eine Fliche 3. Ordnung, so dass A dreimal auf
cine Gerade ¢ fallt; wird demnach 4 auf a bewegt, jedoch die Bedingung
der Incidenz von « mit a fallen gelassen, so umhiillt « einen Kegel
3. Klasse. Derselbe hat die Ebene Ao zur doppelten, die Ebenen
Ay (ay, &, a,) zu einfachen Beriihrungsebenen ; denn wenn o« die erst
genannte Ebene ist, so bilden die Punkte 4, fir welche (4 &) (4, a;a; @)X
dem festen Biischel (Bf'), einen Kegelschnitt, von dem 2 Punkte auf
a }iegen; in der Ebene A, a, aber befriedigt die Spur von a, weil der
mit a, incidente Strahl unbestimmt ist, also der Projectivitit gemiiss
gewiithlt werden kann.

Verlangen wir nun, dass withrend A die a durchliuft, & so sei,
dass (A o) (4 a,0,a,) 7N (BB (b B,6,b,), so ergiebt sich ein zweiter
Kegel 3. Klasse, der ebenfalls 4, @ doppelt, A, (a;, a,, a;) einfach
beriihrt und mit dem ersteren ausser A, (&, a;, a;) noch 3 Berithrungs-
ebenen gemein hat. Fiir die Schnitte 4 von « mit jeder derselben
ist dann (Ad«) (dya,0,0,05) A (BB (0, B,5,0,0,). Folglich giebt es
auf der Geraden o 3 Punkte, die der in 1V gestellten Bedingung ge-
niigen. Die Punkte 4 erzeugen mithin eine Fliche 3. Ordnung.

Also, wenn gegeben sind A, a,a;a,a; (da die Verschiedenartigkeit
der Bezeichnung im Allgemeinen nicht nothwendig ist), so liegen die
Punkte A von Fbenen o durch A,, fir welche (Ae) (A,a,a;a,as) cinem
gegebenen Diischel projectiv ist, auf einer cubischen I liche.

Betrachten wir diese Fliche noch etwas genauer. Sie enthiilt den
Punkt A4, nur einfach. Denn es giebt durch A4, einfach unendlich
viele Ebenen «, in denen 4, selbst 4 ist; der Strahl in jeder dieser
Ebenen, der in der Projectivitit dem ersten Strahle des festen Biischels
entspricht, ist Tangente der Fliche in 4,, wie man durch eine unend-
lich kleine Verriickung erkennt.

Nun giebt es, wenn o eine beliebige Gerade ist, nur eine Ebene
a durch 4,, fir die (4,«) (xa,a;a,a;) dem gegebenen Biischel pro-
jectiv ist, wie die Dualisirang der A-Figur zeigt (Ebene Project.
Nr. 2.); also trifft nur eine der Tangenten der Fliche in A, eine be-
liebige Gerade,

Dass die Geraden a,, ay, a,, «; einfach auf der Fliche liegen,
ist leicht einzusehen, indem A z. B. auf a, gelegt wird, mit Hilfe des
eben citirten Satzes und des Umstandes, dass der Strahl , der mit a,
incident ist, unbestimmt wird, Gleichfalls wegen der Unbestimmtheit

Mathematische Annalen. XII, 19



200 Ruporr Srurm.

dieses Strahls ist der Kegelschnitt in der Ebene 4, a, leicht nach-
Zuwelsen.

Unter den Geraden, welche a,,, Gy, 04 treffen, giebt es eine a?,
bei der a’(4,a,a,a,) dem Biischel der 4 ersten Strahlen im festen pro-
jectiv ist. Fiir jeden Punkt 4 auf ¢ und jede Ebene & durch A4,
ist also (Ada) (d,a,ay0,) dem genannten vierstrahligen Biischel pro-
jectiv, und die dem fiinften Strahle entsprechenden Strahlen erfiillenn
eine gewisse Ebene «* durch a®, namlich die, fiir welche a®(Ada,a;a,0%)
dem gegebenen Biischel projectiv ist; dieser Strahl wird also fiir jede
Lage von 4 auf a° einmal g treffen. Folglich liegt die ganze Gerade
a® auf der cubischen Fliche und #hnlich drei andere.

Auf der Fliche 3. Ordnung giebt es ferner drei Gerade, welche
gegen alle vier Geraden a,, @y, a,, «, windschief sind. Der Kegel-
schnitt auf der Fliche in der Ebene durch 4, und eine dieser Geraden
enthéilt 4, und die 4 Spuren; der Biischel, durch welchen aus einem
beweglichen Punkte dieser Curve die 5 Punkte projicirt werden, bleibt
sich und dem gegebenen projectiv. Mithin haben alle Punkte 4 eines
dieser 3 Kegelschnitte dessen Ebene zur Ebene .

39, Von den weiteren Sitzen, die sich bei Gelegenheit dieser Unter-
suchungen ergeben haben, will ich noch folgende hervorheben.

1) Wenn cin Punkt A und fiinf Gerade a,, - - -, a; gegeben sind,
so ist der Ort der Punkte A in den Ebenen o durch A, fiir welche
(A) (a, -+ - a;) einem gegebenen Biischel projectiv ist, eine F'liche
1. Ordnung, auf welcher A einfach, dic Geraden a,, - - -, a; dop-
pelt sind.

2) Wenn sechs Gerade ay, . . ., a, gegeben, so sollen solche Biischel
(4, «) gesucht werden, dass (Aa) (a, - - - ag) einem gegebenere
DBiischel praojectiv ist; die A erzeugen eine Fliche 4. Ordnung, auf
der die ay, -+, a, einfach sind; die Ebenen o umbiillen das
duale Gebilde.

3) Gegeben a,, - -, ag3 by, - - -, by es sollen solche Biischel (4, «),
(B, B) gesucht werden, dass (Aea) (@, + - ag) 7N (Bf) (b, ---by).
Wenn B oder B eine feste Lage hat, so ist das Lirzeugniss der A
eime Fliche 16. Ordnung, cuf welcher die Geraden ay, -« -, ay
dreifach sind; die von den o umhillie Fliche ist die duale.

Diese Fliche 16. Ordnung ist die der Punkte A4, die fiir {00087
dem festen B durch Correlation mit singuliren Ebeunen associirt sind.

40. Wir geben nun die Tabelle fiir ¢ = 8, in welcher aus ¢,
nsp, Asp mit Hilfe der Formeln

(1au. b): Qvg =y + & + s, 25 = vy} s
(Nr. 1.) die Werthe von pg und »g berechnet sind.
Die Werthe ¢ sind aus Hirst’s Tabelle Nr. 42. entnommen.
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Tab. 1. 6= 8.
Signatur & mwp Ap uy s Signatur & mss sz ps vs
4000 1 0 4 3 2 1140 1 8 0 3 &
0400 1 8 0 3 6 1131 2 10 3 6 9
3100 1 3 1 2 3 1122 2 9 8 9 10
1300 1 2 3 3 3 3 2 6 11 10 9
2200 02 2 2 2 1104 1 0 13 9 5
3020 L6 1.3 5 10600160 1 8 0 3 ¢
3011 2.3 5 5 5 yo51 051 2 16 0 6 12
3002 1 0 7 5 3 )

1042 4 2 6 12 18
0320 1 8 0 3 6 1033 5 17 16 18 20
0311 510 3 6 9 1024 4 8 24 20 16
0802 L 212 9 6 1015 2 0 23 16 9
1006 1 0 13 9 5

2120 1 4 2 3 4
2111 1 5 38 4 5 0142 4 24 4 12 20
2102 1 2 6 5 4 0133 5 23 16 20 24
i 0124 4 12 28 24 2
1220 L 6 1 3 5 0115 2 0 29 2 11
1211 1 4 5 5 5 0106 1 0 16 11 6

1202 1 4 5 5 5
20400240 1 8 0 3 6 o0go 1 8 0O 3 6
9031 2 10 3 8 9 0071 2 16 0 6 12
2099 3 8 8 9 10 0062 4 32 0 12 24
2013 2 2 13 10 7 0053 8 44 10 24 38
9004 " 0 10 7 4 0044 10 40 32 38 44
‘ 0035 8 20 52 44 36
0231 2 14 1 6 1 0026 4 O 52 36 20
0222 3 14 8§ 11 14 0017 2 0 2 2 11
0213 2 6 17 14 1 0008 1 0 16 11 6.

0204 1 0 16 11 6

41. Das u,, vy fir eine Signatur [Blmn]s ist &p fiér die Sz’gmitm*
kb, m 1, nly, bez. [k, I, m, n -+ 11y, also die Ordnung der quche
der Punkte A, welche dem festen B fiir dicse Signatur assoriiyt s%nd.
Als &5 finden wir sie in der Tab, 2 Nr. 55. Aus der Tabelle ergiebt
sich demnach, dass fiir alle Signaturen 6 =19, n= 0 diese Flo‘icke drit-
ter Ordnung ist, mit Ausnahme der beiden Signaturcn [3110] und [2210];
wo sie zweiter Ordnung ist; was wir fiir die letztere Signatur schon
wissen, da ja diese Fliche dieselbe ist, welche auch schon fiir [2200]

associirt war (Nr. 1).
19%
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Diese dritte ()rdmmg liisst sich auf schy einfache Weise direct er-
von z%; u;"g 2ugleich damit schon zwei analoge Sétze fiir die Signaturen
— > O =11, bes denen n = 0 st (C P. Nr. 5.)

Wenn zwel verschiedene Punkte A, 4" demselben Punkte B asso-
sm'd, so sind die beiden Biindel A’, A” zum Biindel B correlativ, also
unter einander collinear; sie erzeugen demnach eine cubische Raum-
curve, welche durch jeden der & Punkte A; geht und jede der  Ge-
raden @; zur Sehne hat.

) inder der m Punkte 9(; ferner liegt in den Kbenen beider Biindel
47 A’.; die dem Strahle B Y, homolog sind, also auch in der Collinea-
tion einander entsprechen; so dass ihre Schnittlinie, die durch den
Puonkt 9, gehen muss, chenfalls eine Sehne der Curve ist. Bewegt man
nun 4 auf der Curve, so bleibt die Collineation bestehen: die Strahlen
nach den Punkten A;, die ¥benen nach den Geraden «¢; und nach den
durch die Punkte 9(; gehenden Sehnen bleiben homologe Elemente,
also auch in der Correlation zum Biindel B bleiben sie den Ebenen Bi;,
den Strahlen BB, und B Y; entsprechend. Das heisst nichts anderes
als: siimmtliche Punkte 4 der cubischen Curve sind in Bezug auf die
vorliegende Signatur dem B associirt.

Wenn also fiir cine Signatur [k, 1, m, 0] zwei Punkte A einem
und demselben. Punkte B associirt sind, so induciren sie eine gange cu-
bische Raumcurve von dicsem Punlkie B associirten Punkten A.

Wir fanden nun, dass bei 6 = 11 einem Punkte B nur eine end-
liche Zahl von Punkten A correspondirt; folglich kann diese Zahl bei
den Signaturen [Z 0] nur 1 sein.

Also fiir eime Signatur [kIim0],, entspricht jedem Punkte B cin und
nur ein Punlkt A, wnd wmgckelrt; so dass die beiden Rdawme A und B
eindeutig auf cinander bezogen werden.

42, Nehmen wir nun weiter an, ausserhalb der durch 4°, 4" in-
ducirten cubischen Raumcurve gebe es noch einen dritten dem B asso-
ciitten Punkt A"’. Die drei collinearen Biindel A4', A", 4" erzeugen
durch die Schnitte ihrer entsprechenden Ebenen eine cubische Fléche
(Grassmann’s Erzeugungsart). Die Geraden «; als Schnittlinien
dreier entsprechenden Ebenen (derer, die je dem Strahle BB; homolog
sind), die Punkte 2;, als Schnittpunkte dreier solchen Ebenen (derer,
die je dem Strahle BY; homolog sind), gehoren der Fliche an.

Die Punkte A; als Schnittpunkte von 3 entsprechenden Strahlen
der 3 Biindel gehdren der Iliiche als Knotenpunkte an. Die durch je
zwei der drei Biindel z. B. durch A’, A" erzeugte cubische Raumcurve
gehdrt bekanntlich der Flé’u‘che ganz an, tiir jede Seh.ne dieser Curve
sind also zwei ihrer 3 Sch‘mttp.unl.{te mit der Fliche die a.uf der Curve
gelegenen Punkte, der dritte ist ihr Begegnungspunkt mit der Ebene

30% dritten Biindels, die den in ibr sich schneidenden Kbenen von

kenmn

clirt
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A, A7 howolog ist. Dic Curve geht ersichtlich durch simmtliche A3
sei ., einer derselben, so ist er fir jede von ihm ausgehende Curven-
sehne der eine Schnittpunkt mit der Fliche, insofern er der eine Curven-
punkt ist; die beiden in der Sehne sich schneidenden homologen Ebenen
yon A, A" gehen bez. durch 4°4,, A" A4, also die homologe Ebene
im dritten Biindel durch 4”4, und demnach wird 4, auch noch der
oben als dritter bezeichnete Schnittpunkt der Sehne mit der Fliche.
Wir haben also durch 4, einfach unendlich viele Geraden, auf denen von
den drei Schuittpunkten zwei sich in A4, vereinigt haben; und diese Ge-
raden liegen nicht in einer Ebene. Dies geniigt schon, um zu erkennen,
dass A, ein Knotenpunkt ist; die beiden andern Raumcurven licfern
ebenfalls solche Geraden und in Folge der gleich noch weiter zu be-
sprechenden Veriinderlichkeit der Scheitel der erzeugenden Biindel wird
der ganze Biindel 4, erschopft werden kdnnen.

Diese Veriinderlichkeit fithrt uns gerade zu unserm eigentlichen
Ziele, Krsetzt man irgend einen der 3 Punkte A’, 4", 4™, z. B. den
letzten, durch irgend einen beliebigen Punkt A der cubischen Fliche,
so kann man diesen Biindel 4 so collinear auf die beiden collinearen
Biindel A’, 4” beziehen, dass wiederum die cubische Kliche als Kr-
zeugniss auftritt.

Den Beweis hiervon hat Herr Reye*) gegeben; viclleicht ist es
nicht iiberfliissig, wenn ich ihn hier wiederhole. Wir betrachten die
beiden cubischen Raumeurven o!® und 3, welclie bez. durch die Biin-
del A, A" und A", A" erzeugt werden und auf der durch alle drei
Biindel erzeugten cubischen Fliche liegen; wir bewegen zuniichst einen
Punkt 413 auf a!?, so bleibt der Biindel 43 mit 4’, A" collincar: die
Schnittlinie einer Ebene von A’ und der homologen von A ist die
von der Bewegung, nicht beeinflusste Sehne der Curve a'%, in der sich
jene Ebene von 4’ mit der homologen von A schneidet. Da nun auch
die homologe Ebene in A" sich nicht geiindert hat, so ist der Schnitt-
punkt der drei homologen Ebenen von A', A", A” derselbe wie der
der drei homologen von A, A”, A' d. h. die 3 collinearen Biindel
A, A, AV erzeugen dieselbe Fliche 3. Ordnung, wie A, A", .1".

Schneiden sich etwa drei homologe Ebenen von ', 4”7, A7, statt
in einem Punkte, in einer Geraden, so gehen auch die von A', A", A"
durch dieselbe. Ferner durch die Biindel um 4" und irgend einen A%
wird ebenfalls eine der Fliche angehdrige cubische Raumcure, wie a*,
erzeugt.

Wir gehen nun zu dem beliebigen Punkt A der Fliche; in ibm
schneiden sich also homologe Ebenen o, «”, & von A, A", 4",
(oder irgend einem Biindel A'). Der Strahl 4" 4 = ", durch den

*) Geometrie der Lage II 8. 176 — 177,



294 Ruvorr Sturm.

die Ebene «” geht, habe zu entsprechenden o, ¢, gelegen bez. in
e, &y die projectiven Ebenenbiischel &', ¢, welche in den Btindeln
A’, A" entsprechend sind, erzeugen eine Regelschaar von Sehnen der
', von denen die Gerade « o durch 4 geht. Folglich geht auch
eine Gerade der Leitschaar durch A; sei A'> der Punkt, wo sie o
trifft, so ist in dessen Biindel diese Gerade der Geraden A" A von A"
in der Collineation der Biindel 413, 4” homolog, denn die durch sie
gehenden Ebenen projiciren die Geraden der Regelschaar aus A4'3
also sind sie im Biindel A4'> den dieselben Geraden projicirenden von
A" oder A” d.i. den durch &', ¢” gehenden Ebenen und mithin auch
den durch a” gehenden im Biindel 4” homolog.

Folglich geht die durch diese beiden Biindel erzeugte cubische
Raumeurve durch unsern beliecbigen Punkt 4, weil er Schnittpunkt
zweier entsprechenden Strahlen ist. Der Biindel 4 ist nun zu 47,
A3 und deshalb auch zu A’ collinear, und je zwel homologe Ebenen
von A, A” schneiden sich mit der von 4 in demselben Punkte oder
eventuell in derselben Geraden wie mit der von A" oder A, also
erzeugen die drei Biindel 4', A", A dieselbe Fliche wie 4’, A", 4™

Der Punkt, durch den alle die homologen Ebenen in den verschie-
denen Biindeln, deren Scheitel die cubische Fliche durchliuft, zu zwei
homolegen Ebenen von A4', 4” gehen und in dem sie mit diesen zu-
sammenlaufen, ist der dritte Schnittpunkt der Schaittlinie der beiden
letzten Ebenen, einer Sehne der Curve a'?, mit der Fldche.

43. Die 3 Ebenen in A, 4”7, A", welche einem Strahle B%; homolog
sind, begegnen sich gerade in 9(;, also gehen auch die ihnen und dem
B%; homologen in den andern collinearen Biindeln 4, deren Scheitel
irgend ein Punkt der cubischen Fliche ist, durch . Zweitens die
drei Ebenen in 4', 4", A, welche einem Strahle BB; entsprechen,
schuneiden sich in der Geraden a;, also gehen auch die homologen Ebenen
in den genannten Biindeln 4 durch diese Gerade.

Die 3 Strahlen in 4’, 4", A", welche einer Ebene Bb; homolog
sind, gehen durch den Punkt 4;; wir legen zweimal drei homologe
Ebenen durch diese Strahlen, so ist 4, fiir beide Ternen der Sechnitt-
punkt, folglich gehen auch die diesen beiden Ternen in jedem der
weiteren Biindel 4 entsprechenden Ebenen durch A4; und mithin auch
ihre Schnittlinie, welche den Strahlen A4'A4;, A" A4;,, A” A; und der
Ebene Bb; homolog ist. Kurz: Jeder Punkt 4 der cubischen Fliche
ist dem B associirt.

Wenn drei Punkte A’y A", A" in Bezug auf eine Signatur [kimO]
demselben. Punkte B associirt sind, und A" wicht auf der durch A', A”
inducirten cubischen Rawmcurve liegt, so induciren sie eine ganze cubische
Fliiche von dem Punkte B associirten Punlkten.

Giibe es nun noch einen Punkt A’” ausserhalb dieser Fliche, der
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ebenfalls zu B associirt ist, so wiirde die Combination dlesseben mit
irgend zwei Punkten der Fliche zu einer neuen Fliche fithren, und
der ganze Raum konnte so erschopft werden. Da nun bei 6 = 10 einem
B nur eine Curve, bei 6 =9 nur eine Fliche associirt sein kann, so
schliessen wir:

In Bezug auf die Signaturen [klm0],, bees. (klm0},, dst jedem
Punkte B eine cubische Fliche, bez. eine cubische Raumcurve associirt.

Im ersteren Falle gehen die einem Strahle von B in den Biindeln
der verschiedenen associirten Punkte 4 homologen Ebenen alle durch
einen und denselben Punkt der Fliche, so dass diese ein zweiter Ort
von Punkien wird und eindeutig auf den Strahlenbiindel 12 abgebildet
ist. (C. P. Nr. 7.) Dass diese Ebenen einen Biindel bilden, konnte
man schon so erkennen: Sei B’ auf den Strahl von B gelegt und o
eine beliebige Gerade; aus [kIm0], wird durch Zufigung von a'I¥
%, 14 1, m, 0};,; da entspricht B nur ein Punkt A (Nr. 41.); also
geht von unsern Ebenen nur eine durch jede Gerade. Im zweiten
Falle gehen die einem Strahle von B homologen Ebenen alle durch
eine und dieselbe Sehne der Raumcurve, so dass deren Sehnensystem
zu dem Biindel B3 in eindeutiger Beziehung steht.

Es leuchtet ein, dass die drei fiir die Signaturen [kim0),, ,,, |,
gewonnenen Sitze auch fir das ,Problem der Collineation® bestchen;
man sehe in meinem so benannten Aufsatze, wo freilich nur cine ein-
zige Signatur behandelt wird und conjugirte Elemente nur verstecht
auftreten, Nr. 4, 5, 17.

44. Wie verhilt es sich aber mit den beiden Signaturen |3110),
und [2210],, bei denen sich oben nur cine Fliche 2. Ordnung ergab?

(C. P. Nr. 8) Ao
< 14y By 2y
[3110] b, b, by B, .

Es seien wieder 4', A", A” drei dem B associirte Punkte. In
jedem Punkt 9 der Ebene «,,, = 4,4, A4, kommen drei entsprechende
Ebenen der 3 Biindel zusammen. Seien ni#mlich «'a”a” die Schnitte
der homologen Ebenen 4'a,, A”a,, A" @, mit &, welche nach der
Spur 4, von @, zusammenlaufen. Wir legen durch 4,, 4,, 4,, 4/, %
den Kegelschnitt %2, welcher o in %' treffe. Die Spuren der pro-
jectiven Ebenenbiischel um A’ und den entsprechenden Strahl in
A", welcher o” trifft, sind projective Strahlbiischel, welehe einen Kegel-
schnitt erzeugen, der durch A,, 4,, 4;, A/, % geht, also mit A?
identisch ist; dasselbe gilt von dem Kegelschnitte, der von den Ebenen-
biischeln um 4’9 und den homologen Strahl in A" herriihrt. Daraus
folgt, dass in jedem Punkte von A2 also auch in % 3 homologe Ebenen
der 3 Biindel sich treffen. Wird 9 bewegt, so wird A'%" den ganzen
Strahlbiischel in A'a, durchlaufen, und so jede Ehene des Biindels 4
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und deshalb auch jede in 4”, 4" an die Reihe kommen. Folglich st
dic Ebene a4, der Ort der Convergenzpunkte homologer Tibenen der dret
Biindel. Die 3 Ebenen, welche dem Strahle BY, homolog sind und
sich in 9, schneiden, schueiden sich auch auf «,, und haben also eine
ganze Gerade o' gemein; diese, die @, und die 3 Punkte 4, 4,, 4, be-
stimmen nun eine Fliiche 2. Grades «2. Die 3 Curven a!?, a'?, a?* und
jede durch irgend zwei associirte Punkte inducirte cubische Ranmcurve
gehen durch 4,, 4,, A, treffen die ¢, und «! je zweimal, liegen dem-
nach auf’ o Also st diese Fliche 2. Grades der Ort der assoctirten
Punkte. Dic beiden sonst identischen Oerter haben sich also getrenred.

Die Abbildung des Strahlenbiindels B in die Ebene a,, ist aber
nicht Collineation; sondern jedem Strahlbiischel dort entspricht ein
Kegelschnitt hier.

Der gemeinsame Kegelschnitt von «? und ey,; correspoudirt dem
B durch Correlation mit den singuliren Ebenen o = ¢y, und
f =D DY, so dass die Punkte A desselben der Bedingung: (A &)
(4,4, 4;50) N (BB) (b,b,b,B,) geniigen; die ganze Ebene «,, fanden
wir frither (Nr. 36.) dem B fiir [3100] durch Correlation mit (denselben)
singuléiren Ebenen associirt.

45. Bei der andern Signatur

A, A,y 0,2,
b, 0, B,B,%,

giebt es in der Ebene o)== A4, 4,%, eiten und nur einen Punkt

[2210]

Project. Nr. 4.).

Seien A', A" awel zu I3 associirle Punkte, so geht die durch sie
inducirte cubische Raumcurve durch 4;, 4,; sie treffe o) zum dritten
Male in A, folglich ist 4, (4 A,a,a,N,) collinear A" (A, A,a,a,%,)
correlativ I3 (0,6, 5, B, 8,), demnach der Schnitt des ersten Biindels mit
der Ebene ay=A,4, 4, d. i. (4, e,) (4,4,a,a,2,) projectiv zum Schnitt
des letzten Biindels mit dem Strahle B, b, d. i. Bb b, (b,b, B, 5,9,
also ist A4, der obige Punkt A*. Mithin schneiden alle durch zu B
associirte Punkte 4 gebildeten cubischen Raumcurven die Ebene e,
in drei festen Punkten 4,, 4,, 4% folglich auch die fiir [2220],, as-
sociirte (Nr, 43.). Auch durch den letzten der drei Punkte, 4* gehen
homologe Strahlen der Biindel der verschiedenen associirten Punkte A,
welche einer festen Ebene in BB homolog sind.

Wir haben jetzt genau dicselbe Figur wie im vorigen Falle: dort
Ay A, A 0,05 hier A4, 4, A*a, a,, also auch dieselben weiteren Schliisse.

Der Punkt A* ist der einzige Punkt des Schnitts der Fliche 2.
Grades, des Orts der dem B associirten Punkte 4, mit der Ebene «,,
dem Orte der Convergenzpunkte der in den verschiedenen Biindeln A
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je demselbeu Strahle von I3 homologen Ebenen, welcher dem B durch
allgemeine Correlation fiir {2210] correspondivt, und zwar durch cin
ganzes System von Correlationen. Denn ligst man die Strahlen
A* (4, Ay) den Ebenen B (b,, b,), die Ebene A*a; dem Strahle I3 B,
homolog und irgend einen Strahl der Ebene A*a, (der nicht in @,
liegt) dem Strahle BB, conjugirt sein, wodurch erst die Signatur

[2110] entsteht; so ist der Ebene o, der Strahl BJ,5, und in Folge
der Projectivitiit, welcher A* geniigt, dem Strahle A*Y(, die Ebene
durch 36,0, uud B, und aus demselben Grunde der Ebene (Bb, by, I3)
der Strahl in «, nach der Spur von a,, folglich wegen der beiden ge-
gebenen conjugirten Strahlen auch BB, mit A*w, homolog. s ist
also A* dem B auch durch je eine exceptionelle Correlation von jeder
Art associirt (Hirst, Nr. 41.). Die andern Punkte des Schuitts ent-
sprechen dem I3 durch Correlation mit singuliiren Ebenen.

Die Fliche «? ist, wie schon erwihnt, dieselbe, welche dem B
schon fiir [2200] correspondirt, und zwar fiir allgemeine Correlation,
als auch ftir die beiden exceptionellen; sie correspondirt ihm auch fiir
{2201). (Nr. 1) (C. P.)

46. Bei [3110] zerfillt die Fliche & nochmals, wenn I3 z. B. in
die Ebene by B, fillt, niimlich in die Ebenen Aya, und A, 4,9, ; die
Punkte 4 and B in 4,0, und b, B, correspondiren sich, jeder dort it
Jedem hier, durch allgemeine Correlation; die von A, 4,9, und by B,
durch Correlation mit diesen Ebenen als singuliren. Der zweite Be-
standtheil der cubischen Fliche, die einem A in Aya, associirt ist,
ausser by B, ist eine mit 4 veriinderliche Fliche 2. Gr., welche durch
Correlation mit singuléiren Axen entspricht, von denen die im Raume B
die eine Schaar auf ihr bilden: sie sind diejenigen Geraden b’ der Congruenz
[0,0,], fir weleche ¥ (b0, B, B,) N A Ay (4, Aya ). Ebenso bestcht
die cubische Fliche, welche einem A in 4,4, correspondirt, aus
b, B, und einer mit 4 verinderlichen Fliche 2. Grades, deren Punlkte
dem 4 durch allgemeine Correlation entsprechen. Sie wird durch die
Punkte I3 gebildet, fir welche Bb,b, (b,0,B,9;,) N (4, 4,4,)
(4, 4,a,%,); findet diese Bedingung statt, so kann die Bedingung, dass
Bb, und 44, homolog seien, der Correlation noch auferlegt werden.

Die cubische Fliche, welche einem Punkte 4 in @, = 4, 4,4,
associirt ist, ist nur durch Correlation mit singuliren Ebencu associirt;
ihre Punkte B sind die Punkte in den Ebenen g durch B,8,, welche
der Bedingung gentigen:

(BB) (b1, 0, B) /N (4, @) (A Ay A5a),
d. h. einem festen Biischel (Nr. 38.). Die Fliche ist also von %, un-
abhingig.

Bei [4010] correspondiren sich die Ebene e« = 4, 4,4; vnd das
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Hyperboloid g, = [b,b,0,], jeder Pankt mit jedem, durch. allgemeine
Correlationen und die Ebenen e, und 5,9, durch exceI'JtloneHe. Cor.
relationen mit ihnen als singuliren Ebenen. Der z.welte 'ljheﬂ der
cubischen Fliche, die einem B in b,9, associirt ist, 18t — mit B ver.
dnderlich — der Kegel 2. Grades mit der Spitze in A, dessen Punkte
A der Bedingung geniigen: 4.4, (4, 4,4,%,) N (D, b, B,) (b b2b3%1);
hier ist die Correlation allgemein. Ein ebenso definirter Kegel cor.
respondirt anch jedem Punkte I3 von §,, — ausser ¢, — und zwar

durch Correlationen mit singuliren Axen, welche bez. den Flichen
angehoren.

Bei [2210] ist die einem B in f, = B, B, 9, correspondirende
Fliche 2. Gr. ganz durch exceptionelle Correlationen mit singuliren
Ebenen associirt, von denen die eine f, ist, dic andere durch A4, 4,
geht. Sie wird durch die Punkte 4 in den Ebenen « durch 4,4, er-
zeugt, fiir welche

(Ae) (A dyayay) 7N (BB, (0,0, By Dy),
d. h. einem festen Biischel ist. (Nr. 38.)

47. Man kann den Satz, dass einem B in Bezug auf (£, {, m41, n],
oder [k, I, m, n 4+ 1], eine Fliche & z'r Ordnung associirt ist, auch
so aussprechen:

1) Fir [klmn], werde A auf einer Geraden o bewegt, und jedes-
mal die einem festen Strahle BY des Biindels 2 homologe Ebene
in den verschiedenen Correlationen construirt; dieselbe umhiillg
einen Torsus st Klasse, wenn &p zu [, I, m -+ 1, u], ge-
hort; oder

zu den Strahlen der variablen Biindel 4, die durch einen festen
Punkt ¥ gehen, werde in dem festen Biindel B je in den ver-
schiedenen Correlationen die homologe Ebene gesucht; diese
umhiillt einen Kegel von der Klasse & 5.

2) Wird hingegen zu einer festen Ebene B des Biindels B in den
verschiedenen Biindeln 4 der homologe Strahl gesucht, so erzeugt
dieser eine Fliche vom Grade §p, wenn diese Zahl der Signatur
(&, 1, m, n 4+ 1], angehdrt; oder

zu den Ebenen der Biindel 4, die durch eine feste Gerade a
gehen, werden im festen Biindel I in den verschiedenen Cor-
relationen die entsprechenden Strahlen gesucht: sie erzeugen
einen Kegel von der Ordnung §;*).

Ist n =0, also das zu [k, I, m, n]y gehorige ¢ = 1, mit der

*) Man vergleiche im Probl. der Collineation die Resultate von Nr. 2., 4.
5., 9., welche fiir die dort allein betrachtete Signatur auf andere Weise er-
halten sind.
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einen bekannten Ausnahme, so sind die erzengenden Elemente dieser
Gebilde zur Punktreihe auf ¢ in eindeutiger Bezichung, diese Torsen,
Kegel, Regelfiichen vom Geschlechte .

Wenden wir die aweite Form von 1) auf die Signaturen [4000),
[0400], [3100], [1300] an, so ist bei der dritten dieser Signaturen der
Kegel von der 2., bei den drei andern von der 3. Klasse; sein Ge-
schlecht O weist darauf hin, dass er in jenem Falle keine, in diesen je
eine Doppeltangentialebene 80 hat. In diesen letzteren drei Fillen
giebt es also einmal zwei Punkte 4 auf @, bei denen die Biindel 4
(kAi, lai, A) mit dem Biindel B (kb;, 1 B;, B correlativ, also unter
einander collinear sind; ihr Erzeugniss ist eine cubische Raumcurve,
welche durch die % 4 1 Punkte A4;, % geht und die 7+ 1 Geraden
a;, @ zweimal triffs.

Also giebt es jederzeit eine und nur eine cubische Raumcurve,
welche durch 5, 1, 2 gegebene Punkte geht und 1, 5, 4 gegebene Ge-
rade zu Sehnen hat, dagegen keine, welche durch 4 Puukte geht und
2 Gerade zweimal trifft.

Wird auf dieselben vier Signaturen die zweite Form von 2) an-
gewandt, so ist der Kegel bez. von der Ordnung 2, 6, 3, 3 und hat
also wegen seines Geschlechtes 0 bez. 0, 10, 1, 1 Doppelkanten #°.
Bei der zweiten Signatur

ay ay ay @,

[0400] B, B,B, B,
seien ¢, ¢ die beiden Transversalen von a,, «,, a@;, ¢ und 4, A"
ihre Schnitte mit ¢. Kommt A z. B. nach A4’, so wird die Correlation
zwischen A’ und DB eine exceptionelle mit " und B3, als singuliren
Axen (cf. mgp fiir {0400]); so dass fiir beide Lagen A', 4” von 4 der
Ebene 4 « die singulire BB, homolog ist. Demnach sind B(B,, B,,B,, B,)
vier von den 10 Doppelkanten.

Sehen wir von diesen ab, so erhalten wir fiir die vier Signaturen
Omal, 6mal, Imal, Imal zwei Punkte auf @, aus denen die & Punkte
A; und die I 4 1 Geraden a;, a durch mit B (kd;, I.5;, ) correla-
tive, also unter einander collineare Biindel projicirt werden; die erzeugte
Raumcurve geht durch die & Punkte 4; und trifft die { 4 2 Geraden
a;, a4, a zweimal.

Folglich giebt es 0, 6, 1, 1 cubische Raumcurven, welche durch
4, 0, 3, 1 Punkte gehen und 2, 6, 3, 5 Gerade zweimal treffen; wo-
von das erste und das letzte Resultat schon oben gewonnen wurden.

Vereinigen wir beides, so erhalten wir die bekannten Sitze*):
Es giebt 1, 0, 1, 1, 1, 6 cubische Rowmeurven, welche durch b, 4, 3,

¥) Ctremona, Borchardt’s J. Bd. 60, 8. 188; Sturm, ebenda, Bd, 80,

8. 128, wo ich auf der letaten Seite des Aufs. schon auf den obigen Beweis hin-
gewiescn habe,
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2, 1, 0 Punkte gehen und bes. 1 , 2, 3,4, 5, 6 gegebene Geraden &u
Sehnen haben.

Die ausgeschlossene Signatur [2200] konnte auch behandelt wer-
den, wenn auch in anderer Weise, doch wiirde sie nichts Neues bringen.

48. Unter den Flichen von der Ordnung & giebt es auch fiir
# > 0 noch einige einfache Félle, nimlich bei den Signaturen [4001],
[3101], [1801]}, [2201], [3003], wo &, bez. 2, 3, 3, 2, 3 ist; fir die
vierte haben wir es schon gefanden (Nr. 1.). Nach Nr. 3. ist der
Grad der Vielfachheit einer Geraden ¢; auf den Flichen 3., 3., 2. Ord-
nung bei [3101], {1301], [2201] gleich der Zahl der Correlationen bei
festen Scheiteln 4, B fir {30117, [1211], [2111], also nach Hirst
Nr. 42. (oder & Tab. 1. Nr, 40.) gleich 2, 1, 1; hingegen derjenige
der einen, bez. der drei Geraden g, auf allen fiinf Flichen gleich der
Zahl der Correlationen bei festen Scheiteln fiir [4000], [3100], [1300],
[2200], [3002], also gleich 1, 1, 1, 0, 1. Auf der Fliche der vorletzten
Signatur liegt mithin «; nicht; wir wissen ja aus Nr. 1., dass sie von
a, unabhingig ist.

Bei [4001] ist die Ordnung 2 leicht zu finden: In B haben wir
den festen Biindel von fiinf Ebenen B (4b;, b,); wird 4 auf « be-
wegt, so erzeugen die Strahlen in den zu I fiir [4000] correlativen
Biindeln 4, welche der Ebene D136, homolog sind, eine Regelschaar,
wie sich aus Nr. 2. des ,Probl. der Collineation® nach Dualisirung
der D-Biindels ergiebt, also liegen 2 Punkte 4 auf @, bei denen g, zu
b, conjugirt wird,

Die Fliche 3. Ordnung bei [3101] ist, weil ihr a, doppelt, a, ein-
fach angehdrt, eine Regelfliiche; ist mithin ein Punkt 4 dem B asso-
ciirt, so sind es alle Punkte der Geraden Aa,q,; in der That, der
Schnitt des Biindels 4(34;, a,, ) mit der Ebene 4, 4, 4, bleibt bei
der Bewegung von A auf der genannten Geraden unveréinderlich, also
der Biindel zu sich collinear; der der Ebene B, homologe Strahl wird
stets in der sich homolog bleibenden Ebene A4q, bleiben.

Dagegen sind die beiden andefn cubischen Flichen bei [1301] und
[3003], welche die @;, a; einfach enthalten, allgemeiner Art. Die
Punkte 4; kénnen auf ihnen nur einfach liegen; denn ein gegebener
Doppelpunkt ist fiir eine Fliche eine vierfache Bedingung, desgleichen
das Enthalten einer Geraden filr eine cubische Fliche. Die Grund-
elemente haben beliebige Lage; der cubischen Fliche wiirden also
im ersten Falle 5.4, im andern sogar 6.4 Bedingungen auferlegt.

V. 6 = 10.

49. Wir gehen nun zur Aufstellung der Tabelle, die sich aus den
Formeln '
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0400
3100
1300
2200

3020
3011
3002

0320
0311
0302

2120
2111
2102

1220
1211
1202

2040, 0240
2031
2022
2013
2004

0231
0222
0213
0204

20
32
24
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27‘”8 == ;8 + OSB; 218 = };8 + Oz -{~ Asp
(Nt. 21.) ergiebt.

Lo WL W

[Era—y
[ax}

12
15
10

2

12
21
22
12

Tab. Il; ¢ = 8;
113 '1812 7;3 7‘8 Sign.
0 4 0 8 1140
12 0 0 0 1131
3 1 2 3 1122
3 3 0 6 1113
4 2 2 3 1104
'Z ;) (2) 2 1060, 0160
: 11
0 711 19 1051, 0151
1042
12 0 0 0 1083
15 3 0 6 1024
6 12 6 21 1015
6 2 0 4 1006
7 3 4 6
2 6 G 12 0142
0133
9 1 0 2 0124
75 2 9 0115
6 5 9 11 0106
12 0 0 O 0080
15 3 0 6
0071
10 8 6 17 0062
2 13 17 24 0053
0 10 24 19 0044
211 0 2 0035
22 8 2 15 0026
12 17 15 32 0017
0 16 32 36 0008

Osp s w5 Agp Ag

0 612 0
91215 3
16 15 14 8
20 14 8 11
16 8 013

0 612 0
01224 0
18 24 30 6
36 30 24 16
38 24 10 24
20 10 0 23
0 0 013

12 24 36 4
36 36 36 16
52 36 20 28
40 20 029
0 0 016

12 0
( 24 0
02448 0
30 66 10
2 66 60 32
90 60 30 52
60 30 0 52
0 0 029
0 0 016

0
)

6
12
24
48

0
0
6
15

23

0
0
0
12
32
47
45

0
8
30
his}
62

0
0
0
0
20

301

i
0
6

15

23

26

0
12
32
47
45
29

3
30
)
62
39

0
0
0
20
G2

62 102
102 107

107
68

68
42,

50. Oz ist die Zahl der Axen-Ebenen-Correlationen fiir [klmn];,
bei denen die Axe in B der Bedingung, durch B zu gehen, unter-
worfen ist; die Bedingung, einen Scheitel in @ zu liefern, wird von
der Axe in A von selbst erfiillt.

Wir nehmen als Beispiel die Signatur
AN A, Wz ayqy 04
by B, 0, B,0,0,0;.

[1033]
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La:%, Ay, Us; f/:Bby; @ 2 &, g, a5 b2 B, B, by (3 Comb.)s
3 Lisungen.

II o : AU Uy5 B2 BB, (3 Comb.); 1) a': e, oy, ay3 B, by, by
(3 Comb.); 2) a': 4y, &, ay; 0" : B, §,, & (3 Comb.); ' : BY,, V' in
beiden Fillen. Also 3(3 4 3) = 18 Losungen.

IT & 4,2, §: BB, (3 Comb); 1)@t A,, v, 05 V2B, B, 5
(3 Comb.); 2) a": 4,2, a, &y, ay (2 Lagen); &' : B, #, b5 in bei-
den Fillen & : 4,%,, a’. Also 3 (3 4 2) = 15 Losungen. Folglich
Os5 = 3 + 18 -} 15 = 36.

Man sieht, dass diese 36 Losungen schon in 5 Gruppen zerfallen,
deren jede sich durch Combinationen noch wieder zerspaltet.

51. Es sind ferner die 7, und i, fir die Signaturen [£Im0],, d. i.
die wyp und Agp fir [k, 7, m 4+ 1, O], zu ermitteln. Die vorhergehende
Tabelle zeigt, dass die Zablen ms oder myp durchweg 6 sind, mit Aus-
nahme von [3100];, [2200];, bez. [3110],, {22107, also denjenigen
beiden Signaturen, bei welchen auch &p von der dritten zur zweiten
Ordnung sinkt.

myp ist die Anzahl der moglichen Axen-Correlationen fiir Signa-
turen ¢ = 9, bei denen die Axe in B mit B incident sein muss. Man
sieht, dass die myp Axen in A auf der Fliche g Ordnung liegen,
welche dem I tiberhaupt durch Correlation correspondirt. Bei den
Flichen 3. Ordnung, die sich im Allgemeinen fiir [kI{m0], ergeben,
sind dies, wie eben gesagt, 6 Gerade, und zu ihnen gehoren die etwaigen
Verbindungslinien zweier Punkte A;, Transversalen von 4 Geraden a;
und Geraden, welche mit einem A; und zwei @; incident sind; das
Liegen solcher Geraden auf der Fliche ist von vornherein zu erkennen.
In den beiden Fillen [3110] und [2210], wo §p = 2 ist, ist die Zahl

und A*a,a, (Nr. 45.); der Punkt A% ist der einzige Punkt auf der
letzten Geraden, der dem B auch durch allgemeine Correlation und
zwar ein ganzes System von solechen Correlationen associirt ist.

Bei der Signatur {3110] befindet sich in jedem der drei Biischel
Ay, Aya,, Aja, eine der 3 Geraden; die (¢) im ersten geniigt der
Bedingung: o (A4, Ay, %) 7 Bb, by (b,b,B,%B)).

Bei der Signatur [0090] miissen «, I’ so sein, dass a’ (¥, - --Wy)
AV(B, -+ By und ' durch B gehen, was auf 6 Weisen moglich
(Raiiml. Project. Nr. 45.). Ferner

: A, Ay, AW,
(2130 b, b, B,B,5, B,

La:4,4,; V:BB; « (W, W,0;) K6 (B,8,B;) wird von selbst
erfillt; 1 Losung.

Ha': 4, a0 B, 6,(2 Comb.); a’'(ya, Ay W, W) A (b, B, By B, By).
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Auf @y, b, werden A,’, B, gelegt, so entspricht dem Biischel Bb,,
der durch B,” geht, ein Complex 3. Grades, der den Biindel 4, ein-
fach enthilt (Rduml. Project. Nr. 13.), also im Biischel 4, a, noch zwei
weitere Strahlen hat; 2.2 = 4 Losungen.

NI« cay; U2 Bbbys o (A dgay %, A, Ug) 78 (5,0, B,B,8,B,).
Dem & entspricht eine Regelschaar, die durch den auf g, gelegten
A" geht (R. Pr. Nr. 18.), so dass der @, noch eine Gerade begegnet;
1 Lésung. Im Ganzen 6 Lbdsungen.

Aber auch die tibrigen mqp sind von mir direct ermittelt worden.
Wir wollen noch
R a4 Ay - - Wy a,

OB By, min,
betrachten.

La:ay, ap, a3 2 By @ (a, U+ ) A Y (BB, -+ - By). Dem
Biindel B eutspricht ein Complex 3. Grades, der den Biindel um den
auf a, gelegten Punkt A," ganz enthdlt (R. Proj. Nr. 22.), also mit
der Regelschaar [a,q a,] ausser der durch 4," gehenden Geraden noch
5 gemein hat; 5 Losungen.

Ila :a, a3 : 8, b, (2 Comb.); dieselbe Projectivitit; dem
Biischel B6, correspondirt eine Congruenz vom Biindelgrad 3 und vom
Feldgrad 9, welche aus dem Punkte A4,” einen Kegel 5. Ordnung er-
hilt (R. Proj. Nr. 28) und demnach mit der linearen Congruenz
(#0,] 8.1 4-9.1 — 5 = T nicht durch 4,” gehende Geraden gemein
hat; 2.7 = 14 Lbsungen. . ’

I & :a,; b : BY,b,; dieselbe Projectivitit; dem b entspricht eine
Regelschaar, von der nur eine nicht durch 4, gehende Gerade die a,
trifft; 1 Losung.

IV o :ay, ay; B : BBy o (Uy -+ 9) AV (B, -+ By); dem ¥
entspricht eine Congruenz vom Biindelgrad 1 und Feldgrad 3 (R. Proj.
Nr. 8.), welche mit der linearen Congruenz [a,q,] 1.1 4 1.3 =4 Ge-
rade gemein hat. 4 Losungen.

Im Ganzen 24 Lisungen (cf. mg bei [0142] oder my bei [0151] in
Tab. IL).

52. Was die i5 oder g5 anlangt, so sind diese fiir die Signaturen,
wo n =0 ist, wie die Tabelle II zeigt, fast alle O; nur 18100},
[2200]5, bez. [3110],, [2210], machen wieder eine Ausnahme. Al;eg
auch bei [4010], [0410] und [1310] findet man leicht: App=0. Bei
allen, we k& 4 [ < 4 ist, folgt es aus Nr. 30. .

Bei [4000] ergab sich jede der 4 Ebenen ayyy = A;4,4;u.s. f.
als mit Punkten 4 erfiillt, die dem B durch Correlation mit singulidren
Ebenen correspondiren (Nr. 36.). Der Schnitt von )y mit der ecu-
bischen Fliche, welche dem B fiir [4010] associirt ist, besteht aus den
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3 Geraden 4, d4,, A; Ay, A,4; (Nr. 51.). Jeder Punkt A aber z. B,
von A, 4, ist fir [4000] dem B durch ein ganzes System von Axen-
Correlationen associirt, fiir welche o’ = A4, 4, die eine Axe ist, wiihrend

V' = Bbyb, und die Projectivitit: ' (A, A,) X ¥ (b,, b;) noch un-
bestimmt ist.

Unter diesen Axen-CorreIatlonen befindet sich auch zwei Axen-
Ebenen-Correlationen: o’ ist ¢’ Ay, bez. o’ A,; B ist b'b,, bez. b'b,.
Wegen der ersten dieser Ausartungen vom 2. Typus kommt 4,4, auf
die Ebene ey, (wegen der zweiten auf a,,) als Ort von Punkten 4,
die dem B durch Correlation mit singuléiren Ebenen entsprechen; eine
andere aber von den allgemeinen Axen-Correlationen bringt sie auf
die cubische Fliche. So zeigt sich, wie aus Agz > 0 A9z =0 her-
vorgeht.

Analoges gilt bei [3030] und dem Schnitt der cubischen Fliche
mit ¢y, wo die dem B fiir [3020] durch Correlation mit singuliiren
Ebenen associirten Punkte sich befinden.

Fir [1300] besteht der Ort dieser Punkte aus den 3 Ebenen
4, (a,, ay, ay); die erste derselben schneidet aus der cubischen Fliche
e®, die dem B fir [1310] associirt ist, @, und die beiden Geraden
Aia,a, und A a,a; (Nr. 51.). Auch jede dieser ist fiir [1300] dem B
durch ein ganzes System von Correlationen associirt, so dass sie durch
verschiedene Correlationen auf A4, @, und a® gelangt. Was @, anlangt,
so séi U, irgend ein Punkt derselben; es ist der Punkt 4 auf @, dem
D associirt fiir [1300], weun er fiir

Aya, a3 U
- 15, 5, B,
associirt ist; was durch einfach unendlich viele allgemeine Correlationen
geschieht, unter denen sich auch je eine mit singuléiren Ebenen und
eine, bei der %, ¥, conjugirt sind, befindet (Hirst, Nr. 41.), weshalb
a, einfach anf dem obigen Orte A, a, liegt, sowie auf der Fliche 3.
Ordnung, die dem B fiir [1310] entspricht. Man erkennt leicht, dass
dies bei allen Signaturen ¢ = 8 richtig ist, wo [ > O ist.

Sei nun aber 4 ein Punkt von A, a, a,, so giebt es fiir [1300] ein

System von Axen-Correlationen zwischen 4 und B, fiir welche 4, a,a,
und BB, die Axen «, b sind, wihrend nur o (a,, a,) N b (B,, B,)
verlangt wird; u. s. f.

Bei [2120] besteht der Ort der dem B durch Correlation mit sin-
guléiren Ebenen associirten Punkte aus den Ebenen 4, 4,9, 4, 4,%,.
Die erstere (,) schneidet aus der Fliche o der fiir [2130], associirten
Punkte die Gerade A, 4,, fir die Analoges wie oben gilt, und einen
Kegelschnitt a? aus, der noch durch 4, 4,, %A, und die Spur von q,
geht. Er wird durch die Punkte A crzcugt, fir welche (Adea,)
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(A, dya %) X Bbyb, (b,b,B,9,). Lassen wir fiir einen solchen Punkt
4 die Strablen 44, A4, den Ebenen Bb, Bb, homolog, ferner
irgend einen Strahl von A4 in der Ebene Aa, (jedoch nicht in o, ge-
legen) und die Strahlen A, 49, den Strahlen BB, BY,, BY,
conjugirt sein, wodureh sich [2030}; ergiebt, so sind in allen den Corre.
lationen in Folge der obigen Projectivitiit auch 4, und B B, homolog
d. h. 4 ist durch sie dem B auch fiir [2120] associirt. Folglich ge-
langen die Punkte vou a? durch verschiedene Correlationen auf die
Oerter 4, 4,9, und o3.

Bei [1220] ist der Ort der durch Correlation mit singulidren Ebenen
dem B associirten Punkte die Ehene A, 9, %, = «,; ihr Schnitt mit
der fiir [1230] associirten «® ist eine cubische Curve, welche durch A,
zweimal, durch ,, %, je einmal geht,

Diejenigen Punkte A nidmlich in der Ebene ¢, fiir welche (A ay)
(dya,a, %, %) N by (by By B,B,B,), wobei b, ein mit A beweglicher
Strahl durch B in der Ebene Bb, ist, erzeugen eine Curve 3. Ordnung,
welche durch 4, doppelt, durch 9, %, und die Spuren von a,, a,
einfach geht; was man mit Hilfe des Satzes Nr. 8. der ,Bb. Proj.«
erkennt, wenn man in Bb, noch einen beliebigen, aber festen Strahl
durch B annimmt und dann den Biindel B mit einer Ebene durch-
schneidet, so dass sich eine zweite Gruppe von 5 Punkten ergiebt.

Ist nun A irgend ein Punkt der Curve 3. Ordnung und bilden
wir die Correlationen der Biindel 4, B fiir
Ayaya, U,

b, B, B,%,,

so sind auch in allen ¢, und 8, und wegen der Projectivitit auch
AN, und b,B, homolog, oder AU, und BB, conjugirt. Die Punkte
der Curve 3. Oxdnung sind also dem B auch fiir [1220] durch ein
ganzes System von Correlationen associirt, so dass die Curve durch
die in dem Systeme enthaltende eine Correlation mit singuliren Ebenen
auf die Ebene «, als Ort der so dem B fiir [1220] associirten Punkte,
durch eine andere Correlation des Systems, in der auch noch 9,9,
conjugirt sind (Hirst Nr. 41.); auf den Ort «® der dem I} fiir [1230]
associirten Punkte gelangt.

53. Bei beiden am Anfang von Nr. 44. erwiihnten Ausnabmen
[3110], [2210] ist g5 = 2; d. h. die Punkte A4, welche dem B durch
Correlation mit singuliren Ebenen associirt sind, bilden eine Curve 2.
Ordnung.

Bei [3110] sind o und g’ fiir alle Punkte dieser Curve die Ebenen
55 und BB, B, und die Punkte 4 sind so, dass (4a') (4, 4,4;a,)
N (BB (b,b,byB,); der erzeugte Kegelschnitt ist der Schnitt der dem

B durch Correlation mit singuliren Ebenen fiir [3100] associirten
20

[1210]
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Ebene «;,, mit der fiir [3110] associirten Fliche 2. Grades. (Ende
von Nr. 44.)

Was nun aber [2210] wieder erlangt, so sind die Flichen der
dem [} hierfiir durch allgemeine C,ouelatlon and ithm fiir |2200] durch
Correlation mit singuliiren Ehenen associirten Punkte identisch; so
dass wir die Curve der fiir [2210] auf letztere Weise associirten Punkte
nicht als Schnitt erhalten. In Nr. 45. wurde jedoch schon die Schnitt-
curve jener Fliche mit A, 4,9, als diese Curve erkannt,

Die 4yp fiir die Signaturen » > 0 habe ich — mit Ausnahme der
vier Signaturen [2005], [0107], [0018], |[0009] — direct ermittelt. Bei
den niedrigeren Werthen von » besteht die Curve gz Ordnung
meistens blos aus Kegelschnitten oder enthilt Kegelschuitte, welche
sich auf hnliche Weise ergeben, wie in den eben besprochenen 2
Fillen, und in den Ebenen liegen, die dem B fir [k, I, m, 1, n]}
oder [k, I, m, n — 1] durch Correlation mit singuliiren Ebenen asso-
ciirt sind.

Betrachten wir noch einige andere Fille:

Ay Aya Uy oy,
b,b, B, B,5,5,.

I1o:4,,4,,; 8 :B,,B; Ain «so, dass (Aa’) (4, dya,a, ay)
N (BB (b0, B,5,0,). Dualisiren wir wieder den zweiten Biindel, so
erhalten wir 4 Punkte und eine Gerade, auf der sich der aus der
Biischel-Ebene 8’ entstandene Biischelscheitel bewegt. Legt man auf
diese Gerade einen beliebigen, aber festen Punkt als flinften; so
erhellt, dass 4 in 4, 4,9, eine Curve 3. Ordnung beschreibt, die
durch die Spur von «, zweimal geht (wegen des mehrfach citirten
Satzes: Ibene Proj. Nr. 8.).

I e:4.4,, §:8B,DB; 4 ist in o so gelegen, dass (A«”)
(4,4 a,0,00) 7N (BB (b, B, b, b,), welcher letztere Strahlbiischel nun
aber fest ist. Theilen wir in zwei Bedingungen:

(e (A dyaya,) 7N (BB (b6, B b))

[2112]

und

. (A (Ajdyay00) N (BF) (3,8, B,1,),
so ist das Erzeugniss von A jedesmal eine Fliche 2. Grades (Nr. 38.);
die den beiden Flichen ausser @; gemeinsame Raumecurve 3. Ordnung
ist der Ort der Punkte A, die den beiden Bedingungen gentigen.

Also besteht die Curve 6 Ordnung der fiir [2112] dem B durch
Correlation mit singuliren Ebenen associirten Pankte aus einer ebenen
cubischen Curve und einer cubischen Raumcurve.

Kine cubische Raumcurve ergiebt sich (als einziger Ort) anf die-
selbe Weise wie bei 11 auch bei
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A4, 0y a0
by by B, B, by ;

dagegen auf dhnliche Weise wie bei I eine in 4,4, 4, gelegene ebene
cubische Curve fiir

(31017

[2201]

A 4,4, a0,
by by by Byby,
als einziger Ori.

54. Bei den weiteren Untersuchungen ergeben sich wieder mehr-

fache Sitze, von denen ich folgende hervorheben will:

1) Gegeben Ay, A,, ay, a4, az; der Ort der Punkic A in Ebenen
« durch A, A4,, fir welche (Ae) (A 4,a,a,a;) einem gegebenen
DBiischel projectiv ist, ist eime cubische Rawmcurve, welche durch
A, A, geht, ay, «,, ag je zweimal  schneidet (eben bewiesen).

2 Der Ort der Punkite A in Ebenen o durch eine Gerade o, auf
welcher A, liegt, so beschaffen, dass (Aa) (Aya,aq0,a5) einem
gegebenen Diischel projectiv ist, ist eine Rauwmcurve H. Ordnung,
welche durch A, zweimal geht, o ausserdem noch zweimal, a,,
ty, @y je dreimal trifft.

3) Der Ort der Punkte A in Ebenen o durch eine Gerade a, so be-
schaffen, dass (Aea) (aya, - - - ay) einem gegebenen DBiischel pro-
jectiv ist, st eine Raumcurve 7. Orvdnung, welche « scchsmal,
@y, * v, ay Je viermal trifft.

4) Der Ort der Punkte A in Ebenen a durch A, so beschafien, dass
(Ae) (A,a,a, - - - ag) einem gegebenen Liischel projectiv ist, st
eine Rawmcurve D, Ordnung, welche durch A, cinmal  gelt,
Qyy *+ 5 Gy Je dresmal trifft.

5) Der Ort der Punkte A in Ebenen o durch U, so beschaffen, dass
(Aa) (ag, ay, + - -, ay) cinem gegebenen Diischel projectiv ist, ist
eine Raumeuwrve 12. Ordnung, welche durch U wicht gelit, ay, - - -, ag
je sicbenmal trifft.

6) Gesucht die Strahlbiischel (Aa), fir welche (Aa) (as, ay, -~ -, ;)
cinem gegebenen Biischel projectiv ist; die Punkte A erzeugyen cinc
Curve 8. Ordnung, bez. die Ebencn o hiillen einen Torsus 8. Klassc
ein. Erstere trifft a,, - - -, a, je viermal, an leteteren gehen vor
diesen Geraden je vier Fbenen.

T Der Ort der Punkie A, so beschaffen, dass alle Beriihrungsebenes
des durch A(a,, @y, + -+, ay) bestimmicen Kegels 2. Grades dies
fiinf Ebenen in cinem Diischel schneiden, der cimem gegebene
projectiv ist, ist eine cubische Raumcurve, welche ag, « <, @ #
Sehnen hat.

8) Gesucht Paare wvon DBiischeln (A4e), (BB), so beschaffen, das

(Ac) (ay « - ay) & (BB) (b, -+~ by). IHat I oder f cine fesi
20%
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Lage, so erzeugen dic Pumlite A eine Curve 42. Ordnung, die
Ebenen o einen Torsus 42. Klasse. Jene hat je 16 Punkte avf,
dieser je 16 Ebenen durch @y, -, ag. (Cf. Aop fiir [0009].)

Um z. B. den Batz 4) zu beweisen, hat man nur den Biischel 4
in zwei fiinfstrahlige zu zerlegen : (4 a)(4, a,a,a,a;) und (4a) (A ay056405)
und analog den gegebenen; man erhilt dann zwei Flichen 3. Ordnung
(Nr. 38.), welche die Geraden a,a,a, und die Gerade af, die dort
erhalten wurde, gemein haben, so dass eine Curve 5. Ordnung ibrig
bleibt, welche der a® noch einmal begegnet.

Fiir den Beweis des Satzes 6) wird eine eben solche Zerlegung
vorgenommen: (4ea)(a, - - - ag) und (Ae) (@, -+ - a5 ).

Jedem Falle entspricht eine Fliche 4. Ordnung von Punkten 4
(Nr. 39.); die beiden Flichen haben die Geraden a,---a, und die
cubische Raumcurve gemein, von welcher der nicht schwer zu beweisende
Satz (7) spricht; der Rest ist die Curve 8. Ordnung des Satzes (6).

Durch die cubische Raumecurve und einen beliebigen Punkt legen
wir einen Flichenbtischel 2. Ordnung. Jede Fliche desselben schneidet
aus jeder der beiden Flichen 4. Ordnung eine Curve 5. Ordnung,
welehe den von der Curve 3. Ordnung ein-, zweimal getroffenen Ge-
raden der Fliche 2. Grades je drei-, zweimal begegnet und deshalb
die cubische Curve achtmal trifft. Die Berithrung mit der einen oder
andern der beiden Flichen 4. Ordnung in einem Punkte dieser letzteren
Curve bestimmt eine Fliche des Biischels. Es entsteht folglich eine
Correspondenz (8,8) von solchen Punkten der cubischen Raumecurve,
in denen dieselbe Biischelfiiche die eine und die andere Fliche 4. Ord-
nung tangirt. HEs giebt mithin 16 Punkte auf der Curve, wo dieselbe
Fliche des Biischels beide, also auch diese einander tangiren; und in
jedem Punkte, wo die Flichen 4. Ordnung einander beriihren, werden
sie auch von derselben Biischelfliche tangirt werden. Demmach be-
gegnet sich die cubische Raumecurve mit dem iibrigen Schnitte der
beiden Flichen 4. Ordnung in 16 Punkten, folglich mit der Curve 8.
Ordnung in 6 Punkten.

55. Wir gehen jetzt zur Aufstellung der Tabelle iiber, die sich
durch die Benutzung der Formeln (Nr. 8.)

(2au. b) Qug = g - won -+ bo5, 2pte = vy -+ Agp.

gicht.
erese Tab. 2.  6=9.

Sign. Sop Mop Aep He Vo Sign. Sor Mop Aoi W e
4010 3 6 0 3 6 3110 2 8 2 38 4
4001 2 0 8 6 4 3101 3 3 3 4 b5
0410 3 6 0 3 6 1310 3 6 0 3 @6
0401 6 12 0 6 12 1301 3 3 6 6 6



Sign.
2210
2201

3030,0330
3021
3012
3003

0321
0312
0303

2130,1230
2121
2112
2103

1221
1212
1203

2050,0250
2041,0241
2032
2023
2014
2005

0232
0223
0214
0205

2
2

3

5
5
3

D ERL U AR W oo ®

11
14
11

6

Ueber correlative oder reciproke Biindel,

S L WS B Lo

[

SO HSIWw WA oot b

21
22
12

0

Sor 7o Aen

2
3

0
2
11
12

17
24
19

2
15
32
36

]

> Q2

12
18
19
14

12
22
29
26

Vs

4
5

6
10
9
6

12
18
15

6
8
10
8

10
11
11

6
12
18
19
14

9

22
29
26
16

Sign.

1150
1141
1132
1123
1114
1105

1070,0170

1061,0161

1052,0152
1043
1034
1025
1016
1007

0143
0134
0125
0116
0107

0090
0081
0072
0063
0054
0045
0036
0027
0018

- 0009

bos

12
24
38
44
36
20
11

yn Aop

6
12
15
14

8

0

6
12
24
30
24
10

0

0

36
36
20
0
0

6
12
24
48
66
60

0
0
6
15
23

26

0

12
32
47
45
29

20
62

30 102
0 107

0

68

6 0 42

0]
3
6

12

18

21

19

3

6
12
24
36
40
33
21

24
40
50
45
28

3

6
12
24
48
6
90
78
49
30

309

Yy

6
12
18
21
19
12

6
12
24
36
40
33
21
13

40
50
45
28
17
6
12
24
48
76
90
78
49
30
18,

56. Die w, bes. v, geben uns also die Ordnung tws der Curve der
Punkte A, welche dem B fiir [k, 1, m -+ 1,0, bez. (k, 1, m, n 4 11,

associtrt sind.,

Die ti5 und zwar auch die fiir die Signaturen [£100],,, Welc}?e
aus der vorhergehenden Tabelle nicht zu entnebmen sind, enthiilt die
Tabelle 4 in Nr. 69. .

Die u, fir [k, 1, m, 0]y, also die Lo fir [k, [, m -+ 1, 0] zeigt
die -Tabelle simmtlich gleich 3; also 4st dem DB fiir dw‘Szgna'twm. :

=10, m > 0, n=="0 eine cubische Raumcurve associirt, wie wir
schon von Nr. 48, her wissen. Doch diese Nr. sagh uns dasselbe auch
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fir digjenigen Signatwren, bei demen auch m = 0; also fiir [5000],
[0500], [4100], [1400], [2300]. Die Auslassung von [3200] wird bald
besprochen werden.

Diese cubische Rawmewrve geht durch jeden der Pumkte A; und
schmeidet jede der Geraden o, zweimal.

Ist m > 0, n =20, so hat jeder Punkt B cinc besondere associzrte
cubische Rawmcurve. Wenn aber m — n =0, also k + =25, so be-
stimmt der Punkt B mit den % Geraden b; uwnd den 1 Punkten B; eine
einzige cubische Bauwmcurve, welche durch B und die B; gelt, die bq
zweimal trifft, ausser wenn k= 2, | =3 (Nr. 47.). Wird nun I auf
dieser Curve bewegt, so bleibt der Biindel B (kb;, [.B;) collinear,
folglich zu den Biindeln der verschiedenen Punkte der associirten Curve
correlativ; also alle Punkte unserer Curve in B haben dieselbe associirte
Curve; es giebt nun doppelt unendlich viele Cuwrven (kA;, la;) d. h. durch
die % Punkte A, und mit den ! Geraden a; als Sehnen, und ebenso
doppelt unendlich viele Curven (kb;, 1B,).

Wir sehen, dass jeder Curve des cinen Systems cine und nur etre
des amdern associirt ist, d. h. allen Pumkten der cinen alle Punkte der
andern. Dasselbe Resultat, sowie auch dic gleich zu besprechende
Ausnahme ergiebt sich auch bei der Collineation, wie man bei der
Signatur, die im ,Probl. der Coll.“ behandelt ist: £ =5, | =0, schen
kann (Nr. 17.).

51. Bei der Signatur [2300] ergab sich zu einem Punkte I3, dem
eine Curve (2.4;, 3a,;) associirt ist, nicht eine ,adjungirte’ Curve (2b,,
3 B;), deren Punkte simmtlich ebenfalls die Curve in A zur associirten
haben, weil durch einen belicbigen Puukt 5 im allgemeinen keine
Curve (20;, 3D;) geht. Es giebt nun zwar auch doppelt unendlich
viele Curven (20;, 3.B;), aber diese befinden sich alle auf der Fliche
2. Grades f,2, welche durch die 3.05; und die 23; geht, so dass durch
einen Punkt ausserhalb dieser Flidche keine, durch jeden aber auf der
Fliche ein einfach unendliches System von solchen Curven geht, wel-
ches die Fliche ganz bedeckt.

Aber ein ausserhalb f,2 liegender Punkt I3 hat doch ein adjun-
girtes Gebilde, dessen Punkte alle dieselbe associirte Curve wie B haben,
némlich die Gerade Bb,b,. Wird der Scheitel B auf dieser Geraden
bewegt, so bleibt der Biindel B(2b;, 3 B;) ebenfalls collinear, weil der
Schnitt mit der Ebene B, B, 3, sich nicht &ndert.

Ist aber B ein Punkt von f,® und @,® seine associirte Curve, so
kann man von ihm zu jedem andern Punkt dieser Fliche auf einer
cubischen Raumcurve (2b;, 3.B;) gelangen, wobei der Biindel B(2b,,
8 B;) collinear und B zu dem Scheitel der associirten Curve ,® associirt
bleibt; d. h. a,® ist zu allen Punkten von B,? associirt.

Vertauschen wir die Riume, so dass wir zu der Signatur (32007
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kommenj; so zeigt sich, dass jedem Punkte B und allen ihm adjungivten
d. h. auf der cubischen Roumcurve (3b;, 28;, B) legenden Punkten
nicht eme cubische Rawmcurve, sondern eine Gerade a' der Congruens
[aya,) associirt ist. Fine Curve be® aber giebt es im System (3b;, 2 By),
welcher eine ganee I'liche 2. Grades o), ndmlich die durch 3 A4;, 2a;
gehende, correspondirt und durauf ein doppelt unendliches System wvon
cubischen Raumcurven.

Was nun den fritheren Beweis (Nr. 41.) anlangt, dass durch zwei
dem B associirte Punkte A4 stets eine ganze cubische Raumcurve in-
ducirt wird, so bleibt derselbe bestehen, wenn beide 4 der Fliche o,
angehoren; im andern Falle miissen sie auf einer Geraden a! der Con-
gruenz [a,a,] liegen, dann werden aber die beiden Biindel, wie schon
gesagt, mit der Ebene «;,, = 4,4, 4; und unter einander perspectiv:
jede zwei homologe Strahlen schneiden sich, nimlich auf «,,,, nicht
blos einfach unendlich viele, wie im allgemeinen Falle; Krzeugniss ist
also ausser dem sich selbst entsprechenden Verbindungsstrahl der Scheitel
die ganze Ebene a;,,. (C. P. Nr. 12, 13., 14.).

Bewegt man B, auf einer Geraden b, entlang, welche dadurch
@, == @, conjugirt wird, so erzeugen die Geraden @, die dem B be-
ziiglich [3101] associirte Regelfliche 3. Grades (Nr. 48.).%)

53, Iir

[3200] A, A,45 40,

b, b, b, B, B,

sind die Erzengenden des Hyperboloids #2,,, fiir welche ,b,b, Leit-

gerade sind, noch erwihnenswerth. Sei b! eine solche Erzengende

und B' ihre Spur in irgend einer durch B, B, gelegten Ehene #, so

giebt es in der Ebene a4 = A 4,4, einen und nur einen Punkt 4',

so beschaffen, dass

(A eryq) (4 Ay Ay ayay) N (B'B) (bybyby B By) N 0" (016,03 By By).

Ist B nun ein beliebiger Punkt vou 4!, anderseits %" auf a, ge-

legen, so sind fiir

(2110] A, Ay 4,

b, b, B, B,

einfach unendlich viele Correlationen zwischen den Biindeln 4°, B
mbglich, und in Folge der obigen Projectivitit sind in denselben auch
je A’ (A4,, a,) mit B (b,, B,) homolog, so dass A" und B auch auf
unendlich viele Weisen fiir [3200] associirt sind. Man kann mithin
noch 9, B, oder 5, hinzufiigen und in diesem System wird es je eine
Correlation geben, in der 9(,%, oder a,b, noch conjugirt sind (Hirst

#) Auf die im Vorhergehenden besprochene Ausnahme des Satzes von Nr. 43.
hat mich Hirst schon im April 1875 aufmerksam gemacht.
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Nr. 42. Sign, [2111] oder [2102]); so dass also A’ und die ganze
Gerade b' sich auch fir [3210] oder [3201] associirt sind- ,

Wir konnen gleich die Frage anschliessen: wie bew?gt. sich 47
in @, wenn 0' die Regelschaar durchliuft? Wir haberr 11 Jeder der
beiden Ebenen a,,; und B eine Gruppe von 5 Punkten , und A und Bt
correspondiren einander in Bezug auf diese beiden Gruppei-

Einer Geraden in e, entspricht in g eine Curve 5. Orduung,
welche durch die 5 Punkte in 8, also auch durch die Spuren der d.rei
b; zweimal geht (Eb. Proj. Nr. 10.) und demnach dem Hyperboloide
B, moch viermal begegnet. Daraus folgt, dass die Punkte A" eine
Curve 4. Ordnung erzeugen.

Es gicbt also in der Ebene A A, A, cine unicursale Curve 4. Ord-
nung a' so beschaffen, dass jedem Punktc A” derselben alle Punkic einer
Erzeugenden der Regelschaar , zu deren Leitschaar die dret b; gehoren,
dwrch unendlich viele Corrvelationen fir [3200] und je cine [¢6? [3210] oder
[8201] associirt sind. Diese, also von A Bt oder ag Dy wnabhingige,
Curve geht durch die drei A, sweimal wnd Wrifft die a,, €t2 cinmal; wie
man einsicht, weun man die obige Gerade in a,, 1nit einem dieser
Elemente incident sein lisst, wo dann an Stelle der Curve 5. Ordnung
eine von der 3. tritt (Eb. Proj. Nr. 8.).

Nehmen wir wieder eine beliebige, aber feste Liage von A4 auf
at und die associirte Gerade '; schneiden wir die verschiedenen zum
Bindel A’ fiir [3210] correlativen Biindel, deren Scheitel die b' durch-
lsuft, mit der Ebene B, 1,9,, wenn 9, B, zugefiigt gedacht wird; so
zeigh sich der Schnitt fest; dic Correlation zwischen dem Biindel 4
und dem cbenen Systeme ist, da [3200] zundchst wie obenn auf [2110]
zuriickgefiihrt werden kann und dazu noch das conjugrirte Paar 4'Y,,
B, getreten ist, [2120], welche eine Lissung hat. Wird also nun noch
A, B, zugefiigt, so ist dem Strahle 4%, im ebenen Systeme eine
Gerade homolog und um diese dreht sich die dem Strahle 4”9, in den
verschiedenen Biindeln I homologe Ebene, so dass es ezreenn Punkt B
auf b gicbt, fir welchen sie durch A, geht, also einen Punkt, der
dem A" auch fir [3220],, associirt ist. Hat man abexr 9Q(,%, hinzu-
gefiigt, wodurch [3300],, entsteht (8. 256); so wird die dwurch die feste
Gerade des ebenen Systems und ¥, =¥, gehende Kbene gerade die
Ebene B, B,¥, und der von ihr markirte Punkt ist die Spur von b'in
B, B,B;, das ebene System in D, B,®; hat zwar seine (Correlation
zum Biindel A" beibehalten, aber der jetzige Punkt 23 ist kein Punkt,
aus dem es d.urch elnen Iebenfalls correlativen Biindel projicirt werden
kann., Fs g.z_ebt also keinen Punkt auf b', der dem A’ caech noch fir
| 3300] associirt wire. (C. P. Nr. 82., 37., 38.)

Wird nun a,0, statt 2, %, hinzugefiigt (ausser A, B, Y, so dass man
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[3211],, erhiilt; so entspricht der Ebene A'«, des Biindels A" im ebenen
Systeme von B, B, %, ein Punkt, durch den dann der Strahl der Biin-
del B, der der Ebene A’q, homolog ist, gehen muss; also giebt es
einen Punkt B auf b') wo dieser Strall auch noch b, trifft; so dass
a,b, conjugirt werden,

Auf bt liegt folglich cin Punkt B, der dem A’ auch noch fiir [3211]
associirt ist.

59. Wir bemerken weiter, dass fiir alle Signaturen: 6 = 10, n =1
Giop = 6, ausser fiir {31117 und [2111], wo es 4 ist; ferner bei ¢ = 10,
n=2 1ist es nur Tmal 12, die Werthe 24, 48 kommen bei bez. n= 3,
n == 4 nur dreimal, resp. einmal vor. Eine Curve 4, Ordnung erhalten
wir noch bei [4002].

Wir wollen noch untersuchen, von welcher Species diese drei
Raumcurven 4. Ordnung sind.

Bei [4002] ist sie die vollstindige Schnitteurve der beiden Flichen
2. Grades, welche dem B fiir [4000, gl] und fiir [4000, g2] corre-

1 2
spondiren; bei [3111] schneiden sich in ihr die beiden Flichen, die fiir
[3100, %i] und [3100, gj associirt und bez. 2, 3 Ordnung sind,
ausser in der auf letzterer doppellen Geraden «, (Nr. 48), folglich
ist die Curve von der zweiten Species. Bei [2211] ergiebt sie sich
freilich nicht als Schnitt der beiden dem I3 fiir [2200, %:] und [2200 s %1}

i
associirten Flichen 2. Grades, denn diese fallen in die nimliche Fliche
zusammen; sie liegt jedoch auf derselben und begegnet jeder der beiden
i, z. B. der @, in so vielen Punkten, als dieselbe mit der dem B fiir
[2121] associirten Fliche 4. Ordnung ausser dem auf letzteren einfachen*)
A", der auf @, gelegt ist, gemein hat, also dreimal; woraus sich eben-
falls die zweite Species ergiebt.

60. Die eben vorgenommenen Schnittbetrachtungen fiihren zu fol-
gender Untersuchung:

Wir denken uns irgend eine Signatur [klmmn], und fiigen zwei
Paare conjugirter Elemente (Punkte oder Geraden) hinzu, wodurch
zwei Signaturen, wo ¢ = 9 ist, und eine, bei der ¢ = 10 ist, ent-
stehen. Zu dem Schnitte der beiden Flichen, welche einent B fiir
die beiden ersteren associirt sind, gehbrt die demselben B fiir die
letatere associirte Curve. Der Rest des Schnitts wird, wenn die
Correlation bei festen Scheiteln fiir [kImn], mehr als eine Losung hat,
aus verschiedenartigen Theilen bestehen: bei den Punkten der einen
wird die Correlation immer noch blos eine endliche Zahl von Losungen
haben und wegen einer derselben werden diese Theile auf die eine der

*) Weil eine Correlation mit festen Scheiteln fiir [2111] nur eine Losung hab.



314 RupoLr Sturm.

beiden Flichen, wegen einer andern auf die andere gelangen (wihrend
die Punkte der dem B fiir die Signatur ¢ = 10 associirten Curve wegen
derselben Liosung auf beide Flichen kommen); die Biindel der Punkte
der andern Theile befinden sich mit B in unendlich vielen Correlationen,
sind fiir die Signatur [kImn]s ,porismatisch® correlativ, wie sich Hirst
ausdriickt fiir solche Specialfille, wo an Stelle einer endlichen eine un-
endliche Zahl von Losungen tritt.

Die Geraden «;, a; gehdren zu diesen letzteren Theilen, und die Punkte
A;, U; liegen auf ihnen (Nr. 3,52), aber es giebt im allgemeinen
noch andere. Bei den Signaturen, wo n =0, ist es nicht schwer,
dieselben zu ermitteln. Von der Signatur [2200] sehen wir ab, denn
da entspricht eben jeder Punkt der ganzen Fliche o die einem B
associirt, und nicht blos einer Curve, diesem B durch unendlich viele
Correlationen. Bei der Signatur [3100] besteht die Curve der dem B
porismatisch associirten Punkte blos aus a; denn die fiir zwei nur
durch das Paar der conjugirten Punkte verschiedene [3110] associirten
Fliichen 2. Grades durchschneiden sich in ¢, und der fiir [3120] asso-
ciirten cubischen Raumcurve; der Schnitt der fiir {3110] und [3101]
associirten Flichen ist oben betrachtet, und die fiir zwei nur im Paare
der conjugirten Geraden verschiedene [3101] associirten Flichen 3.
Ordnung haben die auf beiden doppelte @, und die fiir [3102] associirte
Curve 5. Ordnung gemein.

Fiir die iibrigen Fille: % =0 wollen wir blos zwei Paare con-
jugirter Punkte zufiigen, weil sich dann durchweg cubische Flichen
ergeben; auf diesen liegen stets die etwa vorhandenen Geraden

A, Ay, A;a;az und Transversalen von vier Geraden a; und sind fiir 6=38
dem I porismatisch associirt, und zwar durch unendlich vicle Corre-
lationen mit singuliren Axen, von denen die betreffende Gerade selbst
eine ist. Ausser diesen Geraden, den a;, und der fiir 6 = 10 asso-
ciirten cubischen Raumecurve haben die Flichen bei [4000], [0400],
[1300] nichts mehr gemein; bei [3020], [0320], [1220] eine Curve von
der 3. Ordnung; bei [2120] und [0240] von der 4. Ordnung; bei [2040],
[1140], 10160} von der 5. und bei [1060} und {0080] von der 6. Ord-
nung. Die Punkte dieser Curve sind dem B durch unendlich viele im
allgemeinen gewishnliche Correlationen associirt.

Bei [1220] ldsst sich durch den {ibrigen Schnitt, der aus einer
durch 4, gehenden cubischen Raumcurve, den beiden Sehnen g, «,
derselben und der Geraden A, a,a, besteht, eine Fliche 2. Gr. legen;
also ist die obige Curve 3. Ordnung eben. Wir haben sie schon oben
in Nr. 52. gefunden als den von dem hinzugefiigten conjugirten Paare
unabhiingigen Schnitt der Ebene .4, 2, mit der fiir [1230] dem B
associirten Fliche.
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Bei [3020] und [0320] dagegen ist die Curve 3. Ordnung doppelt
gekriimmt; aus der Theorie der Schnittecurven zweier cubischen Fliclien
folgt, dass sie durch 2A;, 9, geht und im ersten Walle noch durch
Ay, 4y, Ay, im zweiten aber a,, a,, a, zu Sehnen hat. Wir kbunen
diese Curve z. B. bei

(3020 Ay Ay 4%,

by by by B, 9,

auch so erhalten: Sei A irgend ein Punkt, der dem B porismatisch
(und zwar durch allgemeine Correlationen) eorrespondirt; so heisst
dies doch, die verschiedenen Ebenen, welche den Strahlen A, AN,
in den verschiedenen Correlationen homolog sind, gehen durch ]>’;R|;
bez. BY,, bilden demmnach Biischel um diese beiden Geraden. Nun
kann man aber durch 4, A4,, 4,, %, A,, A eine cubische Raum-
curve legen. Wird nun A auf derselben bewegt, so bleibt der Biindel
A4 4, 4,2, %,) collinear und die Strahlen A,, A, zu denselben
Ebenen in B in den verschiedenen Correlationen homolog, so dass
also die Eigenschaft, dass die diesen Strahlen homologen Ebenen durch
BB, BB, gehen, bestehen bleibt.

Analoges gilt bei [0320]. Bei [1220] wiire die cubische Curve
durch 4 Punkte und zwei Sehnen bestimmi, was zu keiner Lisung fiihrt,

Bei [2120] aber befinden sich die dem B porismatisch associirten
Punkte nur in den Ebenen A, 4,9 und 4,4,9, und erzeugen, dort
zwei Kegelschnitte, welche schon je von 9, 9,, 9, unabhiingig sind
(Nr. 52.); die Betrachtung mit der cubischen Raumecurve wird hier
illusorisch, weil von den 5 Punkten und der einen Sehne 4 Punkte A,
Ay, Ay, Uy bez. A, in derselben Ebene liegen. Die beiden Kegelschnitte
bilden, weilbeide durch 4,, 4, gehen, eine Raumecurve 4. Ordnung 1. Species.

Gleichfalls von der 1. Species ist die allgemeine Raumcurve 4.
Ordnung bei {2040], weil durch den ferneren Schnitt der cubischen
Flichen eine Fliche 2. Grades geht. Die Curve 5. Ordnung in den
3 Fillen |2040], [1140], [0160] bildet mit einer Raumecurve 4. Ord-
nung 1. Species und die Curve 6. Ordnung bei [1060] und [O0R0] mit
einer cubischen Raumeurve den vollen Schnitt zweier cubischen I'lichen,
folglich haben ihre Tangentenflichen die Ordnung 12,16, (C. I
Nr. 15—17.)

Auf die Fille n > 0 gehen wir hier nicht ein, weil die Verhiilt-
nisse doch wegen der oben geschilderten Verschiedenartigkeit des
Schnitts zu complicirt werden. Wir begniigen uns noch mit der Be-
merkung, dass dort etwa vorkommende 4; Ay, A,a,a;, (4a;) nicht auf
allen einem Punkte associirten Flichen liegen.

61. Wir gehen zur Aufstellung der nichsten Tabelle vermittelst
der Formeln aus Nr. 22.:
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laub) 2ay = +0y; 245 = A5’ + 05 + Ass + As4;

Asa ergiebt sich aus Agp durch Vertauschung der Réume, also von f
und /. Kir die andern Zahlen bewirkt die Vertauschung der Riume
keine Veriinderung (Nr. 2.). 2gp und g4 beziehen sich in der folgen-
den Tabelle nur je auf die vordere von zwei nebeneinander geschriebenen

Signaturen, fiir die hintere sind sie zu vertauschen. Aehnliches gilt
auch fiir die Tabellen 3, VII, 7, IX, 9.

Tab, IIT; o — 8.

Sign. 05 w5 w5 Asp Asa A5 Ag
4000,0400 24 16 8 4 O 4 16
3100,1300 8 10 12 1 3 6 9
2200 16 12 8 2 2 4 12
3020,0320 18 22 26 1 O 1 10
3011,0311 32 26 20 5 3 10 25
3002,0302 36 20 4 7 12 25 40
2120,1220 14 18 22 2 1 3 10
2111,1211 24 22 20 3 5 10 21
2102,1202 28 20 12 6 5 21 30
2040,0240 8 24 40 O O 0 4
2031,0231 32 40 48 3 1 4 20
' 2022,0222 56 48 40 8 8 20 46
2013,0213 64 40 16 13 17 46 170
2004,0204 32 16 0 10 16 10 64
1140 12 24 36 O O 0 6
1131 28 36 44 3 3 6 20
1122 48 44 40 8 8 20 42
1113 h6 40 24 11 11 42 60
1104 48 24 0 13 13 60 67
1060,0160 0O 24 48 0 O 0 0
1051,0151 20 48 7% O O 0 10
1042,0142 60 76 92 6 4 10 40
1033,0133 104 92 80 16 16 40 88
1024,0124 120 80 40 24 28 88 130

1015,0115 80 40 0 23 29 130 131
1006,0106 0 0 0 13 16 131 80

0080 0 24 48 0 0 0 O
0071 0O 48 98 0 0 0 O
0062 40 9% 12 0 0 0 2
0053 120 152 184 10 10 20 80
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Sign . 98/ 7.7;81 —7-[3, lg B /13 A /?..3’ i]:;/
0044 208 184 160 32 32 80 176
0035 240 160 80 52 52 176 2060
0026 160 30 0 52 52 260 262
0017 0 0 0 29 29 262 160
0008 0 0 0 16 16 160 96,

62. Es sind also wiederum die simmtlichen @, ferner die nyy Ay
fir die Signaturen [k, I, m, 0, d. i. die =,, A, fir |k, I, m4-1,01,
direct zu ermitteln. ‘

In Bezug auf Oy wihlen wir als Beispiel:

(2022) A A9 0,0,
(0222) by by BB, b;b,.

Die singuliren Axen sollen mit @, b incident sein.

Lo': 4,495 8:8, (2 Comb); 1) @' :a’ady; U :bb,b,b 2
Lagen (2 Comb.); 2) a':d'aq;; U :b,b,0,b 2 Lagen (2 Comb.); in
1) und 2) B :B,0°. 2(2.2 4 2.2) = 16.

e : 4, A Ay B 25, (2 Comb.); 1) a’:d’ady; U :0,b,0,0 2
Lagen; 2) o' :d'aq;; 0" :0,5,0,b 2 Lagen (2 Comb.);-in 1) und 2)
Br:bb. 224 22)=12.

O o 24, 4y; B :3;9y;5 1) a': Ajaja; Vbbb, 9,8, 2 lagen
(4 Comb.); 2) @' : 4, Aya 0,05 V' : b, b,0B, B, 4 Lagen; in 1) und 2)
o A Ayd's B BB 24 4 4 =12.

IV o 4,95 f7:0,9, (4 Comb.); 1) a': Ajaay; V20,0 (2
Comb.); 2) a': 4, U, q;qya35 5 : /D, (2 Lagen); in 1) und 2) o : 4,9, .
424+ 2)=16.

Also
0 = 16 - 12 4- 12 1 16 = 56.

Fiir die Ermittelung der =, nehmen wir als Beispiel die Signaturen
[0090] und {2130].

a', b’ miissen bez. mit @, b incident sein; bei der ersteren Signatur
haben wir

a (Ap - W) NV (B - - - By)s

dem Complexe [a] entspricht eine Linienfliche 24. Grades (R. Proj.
Nr. 47., 57.), von welcher 24 Geraden die b treffen; also =, = 24,
Ay Ay 0y Wy Wy Ay
b0, B,%B,8,8,

I a:' H A, a,a; b': bzb; a/' (A2aq %1%2%{3) 7‘ b’ (sz‘%lSBg%:}); denr
@ entspricht eine Congruenz vom Biindelgrad 1 und Keldgrad 3, welche
aus dem auf b, gelegten Punkt B, einen Kegel 2. Grades erhilt (R

[2130]
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Proj. Nr. 8.), also mit der linearen Congruenz [b,b] 1.1 413 —2 = 2
nicht durch B, gehende Gerade gemein hat. (2 Comb.). 2.2 = 4.

W daay; U :bbbs o (4, Adya, W, A, %) NV (00,5, 8,8, B3) 3
einem Biischel in B correspondirt eine Congruenz (3,9), welche aus dem
auf ¢, gelegten Punkte A4,” einen Kegel 5. Ordnung erhilt (R. Project.
Nr. 28.) und folglich mit der Congruenz [aa,] 3.1 + 9.1—bH=7 nicht
durch 4, gehende Geraden gemein hat; jedem Strahl, der durch den auf
b, gelegten Punkt B’ geht , entspricht eine Congruenz (1,3), welche
aus A, einen Kegel 2. Grades erhiilt (R. Proj. Nr. 1, 8.), also mit der
Congruenz [aa,] zwei nicht durch A, gehende Geraden gemein hat.
Demnach correspondirt der Congruenz |aa,] ein Complex 7. Grades,
fir welchen die Btindel um die Punkte B,, B, auf b, b, doppelt
sind, der mithin mit der Regelschaar [b,5,0] 2.7 — 2.2 = 10 nicht
durch B," oder B, gehende Strahlen gemein hat. Also giebt es bei
II 10 Losungen.

HI a': Aya; O :0,8,05 o (A,%,9,20) AV (5,98,5,8,); & ist
bestimmt; ihr ist ein Complex 2. Grades associirt, welcher im Biischel
A, 2 Strahlen hat; mithin wegen der 2 Combinationen 4 Lisungen.
Also im Ganzen my =4 - 10 4 4 =18.

Durch analoge Betrachtungen sind aber auch die =, fir » > O
ermittelt worden. :

63. Die Werthe 4, fir n == 0 sind iiberall null, wo k47 << 3
(Nr. 30.); nur die fiir [40107, [3110], [2210], |3030], [2130] (indem
von den Doppelsignaturen blos die ersten geschrieben sind) sind von
0 verschieden. Diese b Signaturen sind leicht zu behandeln.

Die Scheitel 4, B sollen auf ¢, b liegen.

Ay A, A3 A%,

. b, by by by By
of 1A A Agy B6, D A=d'a; B=fb; (Ad) (4,4, 4,) N (DB
(b, byb,) erfiillt sich vou selbst; 4 Comb.; 1) = 4.

Die Fliche der Punkte A4 (B), welche Punkten B auf & (oder A

auf.a) durch Correlation mit singulidren Kbenen associirt sind, besteht
also aus den 4 Ebenen A4;4; A4, (oder B,d,).

Ay A, Aya A,
by by 0,3, ;.

I &:A4,4,4,; f : B By; der feste Biischel () (4,4,4, a,)
7N (BB) (b,b,b,B,). Jedem A in o (wo sie z. B. von a getroffen
wird) entspricht eine Flidche 3. Ordnung von Punkten B (Nr. 38.),
so dass drei Punkte auf & liegen.

II o+ 4,4,%,; B :b,By; die Projectivitit erfiillt sich fiir jede
zwei beliebige Punkte A, B in ¢, f selbst; 3 Comb. 1, = 6.

[4010]

13110]
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Der b sind demnach die dreifache Ebenc 4, 4,4, und die 3 Ebenen
A; AU, der a eine Iléache 3. Ordnung und die 3 Ebenen ¥; B, associirt.

(2210] Ay Aya,0,%,
b, b, B, B,%,.

I 4,49 :8,B,; A=ae, B in f; der feste Biischel
(4o’ (A Ayaa,) N (BB (b b, By B,); B beschreibt (Nr. 38.) eine
Flache 2. Grades.

Mo A, 4,5 §:B,B,8,; B=10p; A4 in o3 A beschreibt eine
Fliche 2. Grades. KEiner b (oder @) entspricht mithin die doppelte
Ebene A4, A4, (oder By B,%,) und eine Fliche 2. Grades.

Endlich bei [3030] entspricht einem & die Ebene A, 4,4,, einem
« die Ebene 2,2, ,; bei [2130] einem b die 3 Ebenen 4, 4,9(;, einem
« die 3 Ebenen I, B;B;.

Die 24 fiir » > O habe ich nicht mehr direct ermittelt, indem
die Controlle der zweifachen Ermittelung der =, fiir geniigend er-
achtet wurde.

Das Resultat 4," = 96 fiir [0009] giebt folgenden Sata:

Gegeben zwei Gruppen von je 9 Geraden &y - - - qy; b+« - be; ge-
suchi solche Strahlbiischel (Ae), B B), dass

(Ae) (v -+ ag) 7N (BB 0y - - )3
bewegt sich B auf eimer Geraden, oder dreht sich [ wm cine Gerade,
so beschreibt A eine Fliche 96. Ordnung, « eine Fliche 96. Klasse.
64. Wir gehen zur niichsten Tabelle, welche durch die Formeln
aus Nr. 9.

Bawb) 20y =g + m + bon+ Lo, 209 =y -+ A
zu den Werthen von g, v, fithrt. Die § 4 ergeben sich aus den
durch Vertauschung von k und L

Tab. 3. 6= 9.

Slgn §9B §9A 759' ;‘-9’ Ha‘)’ "19’ Sign. ggg ggA ’thl lgl p,gl 1/9,
40100410 3 3 16 4 10 16 2130,1280 3 3 18 3 10 17
40010401 2 6 8 16 16 16 21211921 4 5 22 10 17 24
3110,1310 2 3 10 6 9 12 2112,1212 5 5 20 21 24 27
S0r1301 5 512 9 1z 15 21031203 4 51230 20 24

2210 2 212 4 812 9500950 3 3 24 01020

2201 2 2 8121212 90410241 6 640 420 36
5030,0830 5 3 22 110 19  2032,0232 9 11 48 20 36 52
50210321 5 6 26 10 19 28 2023,0223 10 14 40 46 52 58
30120312 5 9 20 25 28 31 2014,0214 7 11 16 70 58 48
50030303 3 6 4 40 31 22 2005,0205 4 6 O 64 46 28
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Sign.  fenfamy o' wy v Sign. &ploams Ay uy vy
1150 3 3924 0 10 20 1016,0116 9 11 O 131 94 57
1141 6 68 6 20 34 1007,0101 5 6 O 80 57T 34

1132 9 944 20 34 48 0000 3 3 24 0 10 92
1193 10 10 40 42 48 54

0081 6 6 48 0 20 40

114 9 9924 60 B4 48 : ¢
Do 0D P s 0072 1212 96 0 40 s
1105 0063 24 24 152 20 80 140
1070,0170 3 324 0 10 20 0054 38 38 184 80 140 200
10610161 6 648 O 20 40 0045 44 44 160 176 200 224

1052,0152 12 12 76 10 40 70 0036 36 36 80 260 224 188
1043,0143 18 20 92 40 70 100 0027 2020 O 262 188 114
1034,0134 20 24 80 88 100 112 0018 11 11 0 160 114 68
1025,0125 16 20 40 130 112 94 0009 6 6 O 96 68 40.

65. Die uy, v, geben uns nun die Ordnung §io der Fliiche, die fiir
|kl, m + 1, nly, [k,1, m,n+ 1]y, einer Geraden b oder « associirt
ist. Als &, finden wir sie in Tab. 5 Nr. 80, Diese Ordnung ist zwar
dieselbe, ob man @ oder b annimmt; aber die weiteren Kigenschaften
der Fliche sind doch verschieden, z. B. die Vielfachheit der Grund-
elemente.

Wir bekommen die einer b oder « associirlen Flichen nur fiir die
Signaturen, bei denen m, n mnicht beide O sind. Es fehlen also die
Signaturen [5000], [0500]; [4100], [1400]; [3200], [2300].

Bemerken wir jedoch zuerst noch, dass fiir die Signaturen n = 0,
die aus der Tabelle zu entnchmen sind, & = 10 ist, mit Ausnahme von
[8120], [1320]; |2220], wo &l =9, bez. = 8 4st. Fiir die Signaturen
[k1,m, 1], ist &o = 20 mit 5 Ausnahmen; §io = 40 bei n =2
nur zweimal, ¢o = 80 bei % = 3 nur einmal.

_ 66. Wir nehmen die 3 Doppel-Signaturen vor, fiir welche uns die
Tabelle & nicht giebt.

Diese Signaturen [5000], [0500]; [4100], [14007]; [3200], [2300]

konnen durch Auflésung behandelt werden. Wir nehmen zuerst

A4, 45 4,0,
b, b, by b, B,

vor und indem wir B, = B, mit B, identisch, A,, A, mit a; incident
sein lassen, erhalten wir:

[4100]

Ay Ay A3 4,9, A,
by by by 0,8, ;.
Es sei %A, %, das zu [4010] hinzugefiigte Paar in der Betrach-

tung der Nr. 9.; in Nr. 46. ist gesagt, dass fiir [4010] jedem Punkte
B der Ebene b, %, , also auch der Spur von b, jeder Punkt von 4, 4,4,

[4020]
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associirt ist, und zwar durch eine Correlation, fiir welche diese beiden
Ebenen singulir sind, also auch der Punkt 4 = (@, 4, 4,4,). In
dieser Correlation zwischen den Biindeln der beiden Spuren A4, B von
a, b ist den beiden Ebenen von B, welche nach den durch ¥, -= %,
gelegten Geraden ©, ¥ gehen, weil sie die singulire Ebene in dem-
selben Strahle B, treffen, nach den Eigenschaften dieser exceptionellen
Correlation derselbe Strahl des Biindels 4 homolog. Wir erhalten also
in seiner Spur in der Ebene der eindeutig bezogenen Curven einen
weiteren vereinigten Punkt, und da 4 Combinationen miglich sind, vier
solche. Folglich wird der Werth von g, fiir den Fall der Tdentitiit
von B, mit B, um 4 kleiner als wenn sie verschieden sind; v, wird
offenbar nicht von dieser Identitit beeinflusst, und ebenso die ganze
Formel 3b); fiir beide wird ja ein Paar conjugirter Geraden hinzuge-
fiigt; der Werth von g, in 3Db) ist derjenige, der dem allgemeinen
Fall der Verschiedenheit von B, und %, entspricht. Ist also £{; = 10
fir (4020), so ist es 6 fiir [4100].

[1400] Ay ay ay a; a,
’ b, B, B,B, B,
wird verwandelt in:

[1320] Ay ay ay ay Wy Uy

by B, B, By B, B, 5
fiir {1310} sind (Nr. 46.) 4,a, und B, ,9,, jeder Punkt mit jedem,
durch exceptionelle Correlation mit diesen Ebenen als singuliiren asso-
ciirt.  Wir haben 3 Combinationen; da nun &, = 9 fiir [1320], so ist
es ebenfalls 6 fiir [1400].
Drittens

[3200] A, 4,4, a, a,

b, by by B, B,

Al A2 A3 ay 5)11 912
b, b, b3 BB, V.

Hier sind fiir [3110] zu den Punkten der Ebene A,A,A, durch
exceptionelle Correlation mit singuliren Ebenen, von denen die eine
die A, A, A, ist, die andere durch B, ¥, geht, alle Punkte ciner cubi-
schen Fliche (Nr. 46., 38.), also dem Punkt (a, A;4,4,) dvei Punkte
von b associirt; fiir [3120] ist &l = 9, also 6 fiir [3200].

Die einer Geraden b associirte lliche 6. Ordnung wird durch die
den verschiedenen Punkten von b entsprechenden Geraden erzeugt
(Nr. B7.), also ist sie einc Regelfliche.

A, 4, 0y a, ag
b, b,B, B, B,

wird aufgelost in:
[3120]

| 2300]
wird in

Mathematische Annalen. XII, a1
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A, A, ay ay Wy A,y
b, b, B, B, B, B,

aufgeldst. Jedem Punkte der Ebene B, B, %, ist fiir (22107 eine Fliche
2. Grades durch Correlation mit singuliren Ebenen associirt (Nr. 46.), von
denen die eine durch A, A, geht, die andere B, B, 9, ist, dem Punkte
(b, B, B,®,) also zwei Punkte auf a. Fir [2220] ist &, = 8, also 6
fiir [2300].

Die Fliche 6. Ordnung, die einer Geraden b associirt ist, enthilt
die Raumeurve a,®, welche der Fliche §,? entspricht (Nr. 57.), doppelt.

Beim Uebergange von [4020] und [0420] zu [5000], [0500] findet
keine Verringerung statt; iy ist also bei den letzteren ebenfalls 10.

67. Die Vielfachheit der Grundelemente a;, Us, a; aunf den Flichen
ot Ordnung, die einer Geraden b associirt sind, ist aus Nr. 3. zu
entnehmen. Man kaun diese Vielfachheit, sowie auch die nach An-
gabe der genannten Nr. nicht zu ermittelnde Vielfachheit der Punkte
A; auch dadurch finden, dass man die Gerade o mit einem dieser
Grundelemente incident sein lisst und dieselbe Untersuchung wie bei
der Frage nach der Ordnung &, vornimmt, dabei aber von allen mit
dem betreffenden Grundelemente incidenten Gebilden absieht, Dies
konnte auch schon fiir die Flichen, die bei 6 =9 einem Punkte B
associirt sind, gesagt werden. In einem andern analogen Falle (Nr.
81.) ist ein Beispiel gegeben. Ich habe die Untersuchung nur aus-
gefiihrt fiir die Signaturen, wo n = 0; i den Fillen, wo i, = 10,
crgab sich der Grad der Vielfuchheit von A;, a;, W; bee. 6,3, 3. Ueber
die Ausnahme-Signaturen giebt die folgende Tabelle Aushunft.

[2220]

Sign. & A a; W

4100 6 3 3

1400 6 2 2

3200 6 2 3

2300 6 3 2 .

3120 9 5 3 3

1320 9 5 3 2

2220 8 4 3 2 (C.P.Nr. 18,19)

In C. P. Nr. 20. ist von einem andern Verfahren fiir die Signa-
turen % = 0 die Zahl &, und diese Vielfachheiten zu ermitteln die
Rede; der Raum gestattet es nicht, auf dasselbe hier einzugehen, zumal
es iiberdies hinter dem gebrauchten wesentlich zuriicksteht.

VI ¢=11.

68. Wir gehen jetzt zur Aufstellung der Tabelle, welche von der
Formel (Nr. 23.)
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IVDb) 24y == Ay + Aop

herrithrt; wir brauchen hier blos noch Ay fiir [F, l, nt, 0]y oder Ayp
fir [k, {, m 4 1, 0],,.

Tab. IV; G == 9’

Sign. 1913 ];9 Zg S]gn 193 ,1'9 1—9
4010 0 0 0 0232 2 0 1
4001 8§ 0 4 0223 5 1 8
0410 0 0 0 o8
0401 0 O <UD 36 .,0 28
1150
3110 20 1 1 i41 8 8 :;
3101 3 1 2 1132 6 0 3
1310 0 0 0 1123 5 3 9
1301 6 0 3 1114 23 9 16
9910 s o0 1105 2 16 91
1061,0161 0 0 ¢
3030,0330 0 0 0 1052,0152 0 0 0
3021 2 0 1 1043 12 0 ¢
3012 11 1 6 1034 32 6 19
3003 12 6 9 1025 47 19 33
0321 0 0 O 1016 45 33 39
0312 6 0 3 1007 29 39 34
0303 21 3 12 0143 8 0 4
2130,1280 0 0 0 oo b by
2121 4 0 2 06 62 36
. 5 49
2112 6 2 4 0107 39 49 44
2103 12 4 8
0090 0 0 0
1921 2 0 1 0081 0 0 0
1212 2 15 0072 0 0 0
1203 -5 8 0063 0 0 0
2050,0250 0 0 0 0064 20 0 10
2041,0241 0 0. 0 0045 62 10 36
2032 6 0 3 0036 102 36 69
2023 17 8 10 0027 107 69 88
2014 24 10 17 0018 68 88 178
2005 19 17 18 0009 42 78  60.

Die 4105 fiir » = 0, soweit sie in dieser Tab. als ig nothwendig
sind, sind alle null, da % -}- [ fiir sie < 5 ist (Nr. 30.).
21%*
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Wir notiren das Resultat 4,02 = 60 fiir [00010] als folgenden Satz.

Es seien 2 Gruppen von je 10 Geraden gegeben: ay - -+ 105
by« By gesucht solche Strahlbiischel (A &), (Bf), bei denen (Ae)
(a -« - ag) N (BB) (b - -+ by9); hat B oder § eine feste Lage, so geebt
es 60 solche Paare.

Bei der directen Berechnung einiger anderen A;op ergaben sich
folgende Sitze.

1) Wenn 6 Gerade a, - - - ag gegeben, so sind mit einer Geraden a
die Ebenen oder die Scheitel von 4 Strahlbiischeln incident, so dass
(Aa) (a, - - - ay) cinem gegebenen Biischel projectiv ist (identisch
mit Satz 2) in Nr. 39.).

2) Wenn Ay, a, --- a5 gegeben ist, so wmhiillen die Ebenen der
Biischel (Ae), fiir welche (Aea) (Aja,---a,) einem gegebenen
Biischel projectiv ist, einen Kegel 3. K lasse.

3) Sind 4, A,ay - - - ag gegeben, so giebt es swei Strahlbiischel (A o),
fiir welche (dea) (A, Ayay - -+ ag) einem gegebenen Biischel pro-
Jectiv ist.

4) Wenn A, a,ay - - a; gegeben sind, so giebt es vier Strahlbiischel
(Ae), so beschaffen, dass (A«) (A ay-- - a;) einem gegebenen
Biischel projectiv st.

5) Sind acht Gerade gegeben a, - - - ag, so giebt es sechs Strahlbiischel
(4da),so dass (Aea)(a, - - - ag) cinem gegebenen Biischel projectiv ist.

Z. B. den letzten Satz erhilt man durch Zerlegung in «, - - - a4
und a, - - - a5 ag, wodurch sich eine Curve 8. und eine Fliche 4. Ord-
nung ergiebt, die ausser in den 6 Punkten und 5.4 Punkten, welche
jene Curve mit der in Nr. 54. besprochenen cubischen Raumecurve und
mit den 5 Geraden @, - - a;, gemein hat, noch in 6 Punkten sich
schneiden.

69. Wir gehen zur nichsten Tabelle, welche auf den Formeln

(4au. b) 2v10 = s + G0, 2810 =210+ 4o
der Nr. 10. beruht.
Tab. 4; 6 = 10.

. B
Sign. So Ao M0 V1o Sign. o Aior Mo o

5000,0500 3 0 1 2 3120,1320 3 0 1 2
41001400 3 0 1 2 3111 4 1 2 3
300 1 1 1 1 3102 5 2 3 4
2300 3 0 1 2 1311 6 0 2 4
4020,0420 3 0 1 2 13026 3 4 5
01,0411 6 0 2 4 2220 3 0 1 9
4002 4 4 4 4 2211 4 1 2 3
0402 12 0 4 8 9202 5 2 3 4
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Sign. §os Aws o v Sign.  fus Ay uy Yo
3040,0340 3 0 1 2 1133 18 3 8 138
303,031 6 0 2 4 124 21 9 13 17

3022 10 1 4 7 5 19 16 17 18

3013 9 6 7 8 1106 12 21 18 15

3004 6 9 8 7

0322 12 0 4 8 1080,01 80 3 0 1 2

0313 18 3 8 13 1070171 6 0 2 4

0304 15 12 13 14 ]1895»8152 20 4 s
21401240 3 0 1 2 PoU0s 20 8 16

1044 36 6 16 26
2131,1231 6 0 2 4
1035 40 19 9 33

2122 8 2 4 6 . ‘

: 1026 33 33 33 %33

2113 10 4 6 8

2004 8 8 8 8 01T 2L 39 83 27

1008 13 34 21 20

1222 10 1 4 7

1218 11 5 7 9 0144 40 4 16 98

1204 11 8 9 10 0135 60 17 28 39
20600260 3 0 1 2 0126 45 36 39 42
261,051 6 0 2 4 OLT 28 49 42 35
20420242 12 0 4 & 0108 17 44 35 2

2033 18 3 8 13 _ ‘

2024 19 10 13 16 00100 3 0 1 2

2015 14 17 16 15 0091 60 2 4

2006 9 18 15 12 88?32) ;i 8 4 8

‘ 8 16

0283 221 8 15 0064 48 0 16 82

0224 20 8 15 22 0055 76 10 32 54

0215 26 20 22 24 0046 90 36 B4 79

0206 16 28 24 20 0037 8 69 12 T

1160 3 0 1 2 0028 49 838 75 62
1151 6 0 2 4 0019 30 18 62 46
1142 12 0 4 8 00010 18 60 46 32.

70. Die Tab. IV. giebt nicht die 145 fiir die Signaturen m =n==0
dieser Tabelle, fiir welche auch % - I nicht mehr < 5 ist. Also ist
noch darzuthun, dass auch fiir diese 4505 = 0, ausser bei [3200], wo es
1 ist. Aber bei allen Signaturen [k, 1, m, 0], wo dberhaupt einem
B eine cubische Rauwmcurve associwrt ist, sind simmtliche Punkte der-
selben durch allgemeine Correlation associirt, in Folge der bekannten
Eigenschaft dieser Curve.

In dem Falle [3200], wo dem B eine Grade a' der Congruenz
[ay, a,] associirt ist, macht die Spur derselben in der Ebene ey, eine
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Ausnahme; diese ist, dem B durch Correlation mit 0y und BB, I,
als singuléiren Ebenen associirt,

Die gy, ¥4 geben also dic Zahl & 5 der einem B fiir [k, 1, m=4-1, n]y,,
bez. [k, 1, m, n~ 1], associirten Punkic.

Als &5 finden wir diese Zahlen in der Tab. 6 in Nr. 90.

Aus der Tabelle 4. geht hervor, dass jedem B3 fiir kim0, m aller
Signaturen cin wed nur ein Punkt associirt ist, wie wir oben in Nr. 41.
gefunden haben; ist 5 — 1, so sind 2 Punkte associirt, mit Ausnahme
von [3201], wo blos 1 associirb ist; ferner, bei n = 2 ist die Zahl der
dem B associirten Punkte 4, ausser bei [3112] und [2212], wo sie 3
ist, u. s. w.

1. Die Resultate fiir n =0, 1 lassen sich sehr cinfach noch auf
folgehde Weise finden. Wir sehen zuniichst von {3210] und [3201] ab.
Es sel zuerst » =0, also m > 0. Wir scheiden aus [k, [, m, O],
ein Paar conjugirter Punkte 9, 9B, aus, so dass sich |k, [, m — 1, O],y
ergiebt. Hierfiir ist dem B eine cubische Raumcurve ¢’ associirt. Dem
Strahle BB, sind in den Biindeln der verschiedenen associirten Punkte
A (auf @) Ebenen homolog, welche alle durch eine feste Sehne der
Curve a® gehen. Also wird auch eine und nur eine Ebene dieses
Biischels durch 2, gehen und auf @°® die einzige Lage von .l mar-
kiren, die dem I3 auch fiir [£Im0],, associirt ist. Sollte die Sehne
selbst durch A, gehen, so wiirde die ganze Curve ¢® dem I auch noch
fiir [£1m0],, associirt sein. Wir werden einen Ort 1. Stufe solcher Punkte
B finden (Nr. 84.). Wird dann noch 9,9, hinzugefiigt, so findet man
fiir einen solchen Punkt 3 auf «® wieder einen einzigen, der auch noch
fiir [k, 1, m 4+ 1, O], associirt ist. (C. P. Nr. 22, 36.)

Ist aber » = 1, so scheiden wir dies eine Paar conjugirter Ge-
raden o, 0, aus. Fir |kim0],, ist dem B eine cubische Raumecure 3
associirt. In die Ebene D0, legen wir 2 Strahlen (durch B); die ihnen
in den Biindeln der associirten Punkte 4 homologen Ebenen bilden
um zwei Sehnen der Curve projective Biischel; die Schnittlinie ent-
sprechender Kbenen, welche je der Ebene B0, homolog ist, erzeugt
mithin eine Regelschaavr; und da zwei Gerade derselben die q, treffen,
so geben uns die beiden Punkte, die sie auf a* markiren, die zwei
Punkte, welche dem B auch noch fiir [k, I, m, 1],, associirt sind.

Hieraus ergiebt sich allgemein:

Ist einem Pumkte B fiir irgend eine Signatur [klmn) eine cubische
Raumcurve associirt, so hat er fiir [k, 1, m+-1, n) einen, fiir [k, 1, m, n- 1]
zwei associtrte Pumkte, natiirlich auf dieser Curve gelegen.

Fur [3200] correspondirt einem B eine Gerade a! der Congruenz
[a,a,]. Es wurde auch schon bemerkt, dass die Biindel fiir die ver—
schiedenen Lagen von A auf ! denselben Schnitt mit der Ebene €ion
haben (Nr. 57.). Wird nun zu [3200] 2(, B, zugefiigt, so entspricht dem
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Strahle BY, eine feste Gerade o' in dem ebenen Systeme (Felde) von e,
das ja ebenfalls correlativ zum Biindel B ist; durch diese Gerade flif(i
den Punkt A, geht eine Ebene und diese markirt auf «' den einen
Punkt 4, fiir den die zu BB, homologe Ebene durch ¥, geht, also
den dem B fiir [3210] associirten. (Vergl. Nr. 58) (C. P. Nr. 22)
Liegt aber I in der Ebene B, B, B, =f,, so dass die 3 Strahlen B (B,
B,, B,) in diesclbe Ebene fallen, so miissen ihre entsprechenden Ge-
raden im Felde e, durch den nimlichen Punkt gehen; die ersten bei-
den derselben sind aber die Spuren der Ebenen A (ay, ay), welche, da
A auf o' liegt, sich in der Spur 4! von a' schneiden; durch diese
muss auch die dem Strable B3, entsprechende Gerade ' gehen, so
dass sie ¢! schneidet. Aus der Correlation folgt dann, dass (A, )
(AtAzAsaq a*?‘“) AN (B; ﬂo) (b1bzb,;B1 B2%1>~ Dann kann es Punk‘ie
Bin B, D, geben, fir welche diese Gerade so liegt, dass die durch
sic und 9, gelegte Ebene die ganze a! enthilt. Einem solchen Punkte
wiirde auch fiir {3210] die ganze Gerade o' associirt sein.

72. Wo liegen diese Punkte B in der Ebene B, 13, %,, fiiv welche
die Ebene a'a' durch den Punkt A, geht?

Wir bewegen [ auf ciner Geraden b in f;, so beschreibt der Punkt
A", wenn er der Bedingung geniigt, dass
Q) (A" apy) (A dy dyaya) K (B, By) 00,0, 1,),
eine Curve 5. Ordnung, welche durch 4,, 4,, 4, und die Spuren von
a,, @, doppelt geht (Eb. Proj. Nr. 10.). Weiter, wenn 2" ¢in beliebiger
Punkt in o, ist, so erzeugen die Punkte A', Il in a;,, B, so be-
schaffen, dass
@) (Al ay) (A1 4y Aza,a,0) N (B, By) (00,0, 8, B,%)),
je eine Curve 3. Ordnung (Eb. Proj. Nr. 14.), von denen die in f,
also die b dreimal trifft; daraus folgt, dass die durch A' gehende Ge-
rade ', welche der Projectivitit:
(3) (A, ) (A dydya,a,00) N (B, By) (bybyb3B,.B,,)
geniigt, withrend B die b durchlinft, dreimal durch " geht, folglich
eine Curve 3. Klasse umbhiillt.

Die Geraden ' selbst stiitzen sich wihrend dieser Bewegung von
B auf die oben beschriebene Curve 5. Ordnung und auf a,, a,, welche
durch Doppelpunkte dieser Curve gehen; folglich erzeugen sie cine
Fliiche 6, Grades. Je eine Erzeugende dieser Fliche und eine Tan-
gente der Curve 3. Klasse sind zu derselben Lage von B auf b ge-
horige Geraden @' und a'; sie schneiden sich in einem Punkte 4' der
Curve 5. Ordnung, folglich umhiillen ihre Verbindungsebenen einen Tor-
sus von der Klasse 6 4 3 — b =4, wie man erkennt, wenn man einen
Schnitt mit einer Ebene macht: man erhiilt dann eine Gerade und
eine Curve 6. Ordnung so auf einander bezogen, dass jedem Punkte
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der ersteren 3 Punkte der letzteren, jedem der letzteren 1 der ersteren
entspricht, in den 5 Spuren der Curve 5. 0. aber entsprechende Punkte
sich vereinigen. 4 Ebenen des Torsus gehen durch 9, vier Punkte
B giebt es also auf b, die der gestellten Forderung geniigen.

Demmnach gicht es in der Ebene B, B, einc Curve 4. Ordnung
Bt von Punkten B, denen auch fir [3210] dieselbe Gerade a' associirt
ist, wie schon fir [3200] (ef. Nr. 58.). Dass sie durch den Punkt %,
einfach geht, ist unmittelbar ersichtlich. Fillt B in einen B; oder in
die Spur einer b;, so kann sich A' auf einem Kegelschnitt bewegen,
weil in der Projectivitit ein Paar homologer Strahlen wegfillt; a! er-
zeugt dabei einen Strahlbiischel und a! eine Regelfliche 3., bez 2.
Grades; der Torsus ist demnach von der Klasse 2, bez. 1; also die
Punkte B,, B, sind doppelt, die Spuren von b,, b,, b, einfach auf unserer
Curve (C. -P. Nr. 32)).

Tritt nun noch ein Paar conjugirter Punkte 2, %, zu [3210] hin-
zu, so dass sich [3220],, ergiebt, so kann man nun wieder schliessen,
dass eimem Punkte B von b fiir |3220] ein Punkt der a' associirt ist,
Ist aber B, mit ¥, identisch, so dass sich die Signatur [3300] ergiebt,
so ist die dem BY, = B, homologe Gerade im-Felde der Ebene
oy die af, welche mit a! eine feste Kbene erzeugt, die zu L3, in
den verschiedenen Biindeln der dem B auch noch fiir [3210] associirten
Punkte A auf a! homolog ist und wegen ihrer Unverinderlichkeit im
Allgemeinen nicht in die Lage kommen kann, durch 9, zu gehen.
Fiir |3300] haben also die Punkte der Curve 4. Ordnung b* keine asso-
ciirten Punkte. (C. P. Nr. 37. 38))

75. Wir fiigen, indem I3 wieder ganz freie Lage hat, zu [3200]
das Paar conjugirter Geraden a0, zu, so dass wir haben [3201]; der
Ebene BD, ist in dem ebenen Systeme von ey,, ein Punkt ' homo-
log, durch den dann der Strahl, der zu BY, in den verschiedenen Biin-
deln der Punkte 4 auf a' homolog ist, stels gehen muss; es gieht
also eimen und nur einen Punkt auf o!, fir den er auch ol trifft, der
also dem B auch noch fiir [3201] associirt ist, womit die eine Abweichung
bei # =1 sich erklirt.

Ebenso ergiebt sich, dass jedem Punkte B der Curve bt auch fiir
[3211] ein Punkt der Geraden a' associirt ist, welche ihm fiir [3210]
correspondirt.

Jeder Geraden a!' der Congruenz [a,a,| ist eine cubische Raum-
curve b fiir [3200] associirt. Wir bewegen B auf derselben, wodurch
eben der Biindel zu sich collinear und zu dem Biindel jedes Punktes
von a! correlativ bleibt; fiir jede Lage von B auf b3 construiren wir den
der Ebene BY, entsprechenden Punkt ! in e,,,; derselbe erzeugt dort
einen Kegelschnitt. Denn es seien 4', A" zwei beliebige Punkte in
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@93, SO drehen sich die Ebenen, welche den letzteren in den verschie-
denen Biindeln B homolog sind, um Sehnen der »® und beschreiben
projective Ebenenbiischel; der der Geraden A’ A” homologe Strahl be-
schreibt demnach die durch dieselben erzeugte Regelschaar, und die den
verschiedenen Punkten von 4’4" in den verschiedenen Biindeln ent-
sprechenden Fbenen sind die Tangentialebenen des Triigerhyperboloids;
da zwei durch b, gehen, so giebt es zwei Punkte 9 auf A°A".

74. Wir haben weiter bei [3200] in B eine cubische Raumcurve
by® gefunden, welcher eine ganze Iliche 2. Grades «, associirt ist
(Nr. 57.). Figen wir %, 8B, zu, so ergiebt sich die cubische Raum-
curve, welche diese Fliche mit derjenigen — ebenfalls 2. Gr. —, die
einem B von b,® fiir [3110] associirt ist, ausser @, gemeinsam hat, als
die dem B fiir [3210] associirte, weil fiir [3100] keine dem B poris-
matisch associirte Curve existirt. (Nr. 60.)

Also jedem Punkte B von by ist auch noch fiir [3210] eine cubische
Raumcurve associirt.

Hieraus folgt wieder, dass wenn nochmals B, oder o0, hinzu-
gefiigt wird, also fiir [3220), bes. | 32117 cinem solchen B nun noch ein
Punkt, bezw. awet Punlite associirt sind.

15. Sei By wun der dritte Schmitbpunkt von b® mit B, = B, B, 8,
Es giebt ferner in «,; einen Punkt A4,, so beschaffen, dass (A, «,,,)
(A Ay dzaya,) 7N (ByB,) (b,b,0, 3, B,) (Ebene Proj. Nr. 4.); lassen wir
in den Biindeln 4,, B, dic Ebenen «,,, und §, — die auch durch
B; geht — singulire Ebenen sein, so sind die Biindel in Folge dieser
Projectivitit correlativ; folglich liegt 4, auf der cubischen Raumcurve,
welche fiir [3210] dem DB, associirt ist, doch wegen dieser Correlation
mit singuliren Ebenen kann es keine allgemeine cubische Raumcurve
sein (Nr. 70.). In der That, wegen der Association von 4, zu I
muss ersterer auf der Fliche o) liegen, also auf deren Schnitt mit
0y, der durch 4,4,4, und die Spuren vou @,@, geht; aber deshalb
bleibt die obige Projectivitit auch bestehen, wenn A4, auf diesem Kegel-
schnitt verschoben wird. Daraus folgt einerseits, dass der Punkt B,
in Bezug auf die beiden Gruppen von je 5 Punkten in a,, und §,
nicht blos einen, sondern simmtliche Punkte des Kegelschnitts durch
die Gruppe in o,,, zu seinen correspondirenden hat, dass er also der
Punkt ist, den ich in der Eb. Proj. Nr. 6. den der Gruppe in 3, ver-
bundenen Punkt*) genannt habe.

Anderseits ergiebt sich eben der Kegelschnitt, in dem e,,; und a4’
sich schneiden, als Bestandtheil der dem B, fiir [3210] associirten cu-
bischen Raumcéurve, so dass der zweite Bestandtheil, der noch a,, a,

*) By — hier eine Bbene — war zufillig dort der Name des verbundenen
Punktes selbst,
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je einmal zu treffen hat, eine Gerade ! der Congruenz [a, «,] ist; wes-
halb B, auf der Curve b* liegt.

Nun sind wir in der Lage, den Grad der Fliche der a* zu er-
mitteln, welche den Punkien von bt associirt sind; legen wir nimlich .
in die Ebene «,,, eine Gerade, so entspricht derselben fiir die beiden
Gruppen in «,,; und B, eine Curve 5. Ordnung, welche durch die 5
Punkte in §, und durch den ihnen verbundenen B, doppelt geht (Eb.
Proj. 10., wie oben), also die Curve 0!, die von diesen 6 Punkten die
B,, B, doppelt, die andern einfach enthilt (Nr. 72.), noch in 4 Punkten

trifft; woraus hervorgeht, dass die den Punkten von b* entsprechenden
Punkte 4!, die Spuren der a! in «,,,, eine Curve 4. Ordnung erzeugen,
von der man leicht erkennt, wenn man die obige Gerade durch die
Spuren von @, @, legt, dass sie durch diese einmal geht. Daraus exr-
giebt sich, dass die fraglichen o', weil sie diese Curve by, Ay treﬂen,
eme Fliche vom 4. Grade erzeugen. Da einer Geraden a fiir [3200]
eine Fliche 6. Ordnung BY associirt ist, aut welcher die B, B, drei-
fach, die b, b,, b; und die Curve b3 doppelt liegen (Nr. 66., 67.),
so hat dieselbe mit 5% noch 4 Punkte gemein, was auch zu dem eben
gewonnenen Grade fithrt.

76. Da also {y15 fiir alle Signaturen [kim0};, den Werth 1 hat,
so sind die beiden Réume A und B cindeutiy bezogen. Bei |3201] ent-
spricht wohl jedem I3 ein 4, aber jedem A entsprechen zwei B. Im
ersteren Falle erhalten wir zwei homaloidale Systeme und werden in
Folge der genaueren Erforschung solcher Systeme noch etwas tiefer in
die Sache eindringen konnen. Wir gehen aber nun erst zur Aufstel-
lung der beiden nichsten Tabellen, welche uns iiberhaupt die Ord-
nungen {5 der einer Geraden & des Raums B associirten Curve, bez.
die Ordnung &, der einer Ebene f associirten Fliche von A geben;
wir erinnern daran, dass §ff 4 = &1, &= {14 (Nr. 11.).

77. Wir geben zuerst die Tabelle, welche mit Hilfe der Formeln
(Nr. 24.)

(Vaub) 2m=m+ 0fs; 2k =iy + 055 + os + Ads
sich ergiebt.

Tab. V; 6 =9;
Sigll. 99'3 ﬂ:ﬂgl 7;9, 18 B /1{) B igl 1—9/
4010 12 20 28 0 4 0 8
4001 48 28 8 8 16 8 40
0410 12 20 28 0 4 0 8
0401 32 28 24 0 16 8 28
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Sign.
3110
3101
1310
1301
2210
2201

3030,0330
3021
3012
3003
0321
0312
0303

2130, 1230
2121
2112
2103

1221
1212
1203

2050,0250

2041,0241
2032
2023
2014
2005

0232
0223
0214
0205

1150
1141
1132
1123
1114
1105

1070,0170
1061,0161

Oyx
18
14

14
20

8
24

3
30
62
48
20
52
72

26
38
52
22
44
48

0
12
56
100
100
40

48
96
120
80

0
18
48
82

100
80

0
0

my
17
16
17
20

14
20

20
37
44
26
31
48
44

20
a1
36
34
31
40
36
20
40
68
80
60
20
68
88
80
40

20
40
62
6

.70

40

20
40

7y
16
18
20
20
20
16
37
44
26
4
48
44
16
31
36
34
16
40
36
24
40
68
80
60
20
0

88
80
40

0

40
62
6
70
40

0

40
80

;('9 B

SO WwWie

[E—
O~ o & QO D

Do
DD =0

DO =t . [y bk
BRSO =

19

15
32
36

15
23
26

0
0

’
Loy

N © OO

25
40
10
25
40

10
21
30
10
21
30

20
46
70
64
20
46
70
64

20
42
60
67

0
0

iy
2
14
2
11
4
9
0
2
22

ey

60

19
51

23
44

20

104
149

39
98
160

12
43
91
137

0
0

14
20
11
23

24

22
60
80

19
51
92

23
44
69

20
47
68

45

104

149
136
39
98
160
170

0
12
43
91
137
155
0

0
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Rign, Ofp my m Aon  Ads iy z9,
1052,0152 30 80 130 0 10 0 20
1043 104 130 156 12 40 20 88
1034 182 156 130 32 88 88 19

1025 200 130 60 47 130 195 286
1016 120 60 O 45 131 286 291

1007 0 0 0 29 80 291 200

0143 96 130 164 8 40 20 82
0134 178 164 150 30 88 82 189
0125 220 150 80 55 130 189 297
0116 160 80 0 62 131 297 325

0107 0 0 0 39 80 325 222
0090 0 20 4 O O 0 0
0081 0 40 8 0 O 0 0
0072 0O 8 160 0 0 0 0

0063 60 160 260 0 20 0 40
0054 200 260 320 20 80 40 179
0045 360 320 280 62 176 170 384
0036 420 280 140 102 260 384 583
0027 280 140 0 107 262 583 616
0018 0 0 O 68 160 616 422
0009 0 0 0 42 96 422 280,

8. Fiir die Berechnung von 0y, der Zahl der Axen-Ebenen-Corre-
lationen, bei denen die Axe ¥’ mit einer gegebenen Geraden incident ist,
wihrend die ¢’ keiner Bedingung unterworfen ist, oder dem Grad der von
den Axen b der bei 6 = 9 moglichen Axen-Ebenen-Correlationen ge-
bildeten Fliche, scheint diesmal kein Beispiel mehr nothwendig.

Es sind ferner die m,” und 4, fiir die Signaturen [kIm0],, also
die m{op und A5 fiir [k, I, m 4+ 1, 0},, zu ermitteln, d. i. die Zahl
der Axen-Correlationen fiir diese Signaturen, bei denen a’ keiner Be-
dingung unterworfen ist, & aber b treffen soll, oder der Grad der
Fliche der Axen %" von Axen-Correlationen, welche bei ¢ = 10 mog-
lich sind, und die Zahl der Correlationen mit singuliren Ebenen, bei
denen der eine Scheitel auf b, der andere in « liegt, oder die Ord-
nung der Curve der durch eine solche Correlation den Punkten auf b
associirten Punkte, oder der Fliche der den Punkten von « associirten
Punkte. :

Fiir die Berechnung von 7,z geben wir ebenfalls kein Beispiel;
fiir [00100] verweisen wir auf Nr. 59. der ,R. Project.“.

Die m{,p Axen o, deren associirte b’ die Gerade b treffen, liegen
auf der der Geraden b associirten Fliche; fiir die Signaturen » =0,
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wo iop =10, ist @5 = 20 und unter diesen 20 Geraden a@ befinden
sick die etwa vorkommenden Geraden 24), (i, 2a)), (4ay) doppelt
-und gehoren also auch der genannten Fliche doppelt an.

Fiir die 6 Ausnahms-Signaturen % — () (Nr. 67.) giebt die folgende
Tabelle Auskunft iiber die Zahl 7o p der Axen ¢ und die Vielfachheit
der genannten Geraden unter ihnen:

Slgn 7151,0]3 (2.A,) (456;) (A[, 2a ,')

4100 8 0 . .
1400 8 . 2 0
3200 8 0 . 2
2300 12 0 . 1 .
3120 17 1 . .
1320 17 . . 2

2220 14 0 . 2  (CP.Nr19)

79. Was die i{p der Signaturen # = 0 anlangt, so wissen wir
aus Nr. 30, dass sie O sind, sobald % 4 [ < 4.

Aop 18t ferner O bei [5000], [0600], |4020], [0420]. Bei [4100]
werden z. B. 4, 4,4, und b,4, singulire Ebenen o/, g und wenn
A und B in ihnen liegen, so muss sein:

(o) (dy Ay dya)) 7S (BB) (b,5,5,B,).

Fillt also B auf &, d. h. in die Spur b8, so beschreibt A4 einen
Kegelschnitt, von dem zwei Punkte in « liegen, oder bewegt sich A
anf dem Schnitt «e’, so durchstreicht B die Ebene f' zweimal. Die
vier Combinationen geben ifp == 8.

Bei [1400] ergiebt sich genau dasselbe Resultat.

’ - 4,4,450,0,
[3200] by by by By By;
o1 Ay 4,455 B2 B By (Add) (A dydsaia,) N (BE) (40,5, B,B,).
Wird A auf einer Geraden e« in o bewegt, so erzeugen in einer
festen Ebene durch B, B, die Punkte B eine Curve 5. Ordnung (Eb.
Project. Nr. 10.). Legen wir B auf die Gerade B, B,, so dass im
zweiten Biischel die beiden letzten Strahlen sich vereinigen, so miissen
es die im ersten auch thun; d. h. 4 muss dann auf ae’ der Schnitt
der Verbindungslinie der Spuren a,¢’, a,¢" sein. Nun geniigt fiir diese
Punkte 4, B die Projectivitit:

(Add) (4,4, 450,) N (BF) (00,05 8y);
durch Dualisirung der B-Figur erhilt man in einer Ebene 3 feste
Punkte und eine feste Gerade, auf der sich ein Punkt bewegt; es giebt
nun eine Lage desselben, wo die Strahlen aus ihm nach den festen
Punkten und die feste Gerade selbst einen einem gegebenen Biischel
projectiven Biischel erzeugen. Also wird der letzten Projectivitit nur
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durch eine Ebene B gentigt. Daraus folgt, dass die Punkte B, wihrend
A die ¢’ durchliuft, eine Fliiche 6. Ordnung erzeugen, auf welcher
B, B, einfach ist, oder dass, wenn B eine Gerade b durchliuft, 4 in
@y, eine Curve 6. Ordnung beschreibt, welche also den vollen Schnitt
von ¢, mit der Fliche 6 Ordnung bildet, die der b fiir [3200] asso-
ciirt ist; demnach 455 = 6.

Nehmen wir ¢ und g, statt b und « an, so kann 4 auf ¢ nur
die eine Lage ao’ annchmen und der erste Biischel wird fest; wir
wissen nun aus Nr. 54., dass dann B eine cubische Raumcurve be-
schreibt. Mithin ist fiir [3200] 44 =3, oder Afp =3 fiir {2300].

In [3120], [1320], [2220] werden beide Ebenen ¢, B fest und
sind leicht zu finden; wir erhalten bez. /5 =2, 2, 4.

Das Resultat A p = 280 fiir [OOOTG] kann auch so interpretirt
werden:

Es sind zwei Gruppen von je 10 Geraden gegebem: a, - - - g3
0, -+ by und man sucht Strahlbiischel (A «), BB), so beschaffen, dass

(de) (ag « - ayy) 7N (BB) (b -+ - byo)s
so erzeugen, wenn B eme Gerade durchliuft oder B um eine Gerade
sich dreht, die Punkte A eine Curve 280' Ordnung und die zugehdrigen
Ebenen o einen Torsus derselben Klasse; oder wenn I eine Fbene durch-
liuft, oder B wm eimen Punkt sich dreht, so erzeugen die A und o eine
Fliche 280 Ordnung, bez. Klasse.

80. Wir gehen jetzt zur Tabelle b iiber, zu welcher die Formeln
Gauwb) 2v =uy 4 whop+ & + Cws; 20 =21 + Aos
(Nr. 11.) fiihren.

Tab. 5; ¢ = 10;

- ., , .
Sign.  fws L Ths ior plh Vi Sign.  &os &b mios Aos W10

5000,0600 3 10 20 0 11 22 2220 3 8 14 4 11
4100,1400 3 6 8 8 11 14 2211 4 12 20 9 18
3200 1 6 8 6 9 12 2202 5 12 16 24 27
2300 5 612 3 915 3040,0340 3 10 20 O 11
4020,0420 3 10 20 O 11 22 303 1,081 6 19 37 2 22
4011,0411 6 16 28 8 22 36 3022 10 98 44 22 42
4002 4 16 8 40 36 32 3013 9 31 26 60 62
0402 12 16 24 28 36 44 3004 6 22 4 80 064
31201320 3 9 1T 2 11 20 0322 12 28 48 19 42
3111 4 12 16 14 20 26 0313 18 31 44 51 65
3102 5 15 18 20 26 32 0304 15 22 16 92 79
1311 6 12 20 11 20 29 2140,1240 3 10 20 O 11
1302 G 15 20 23 29 35 2131,1231 6 17 31 6 22

Yio
18
27
30

22
42
62
64
48

65
79
66
22
38



Sign.  &w=z o Mion Aon Wiy v Sign.  &op &o map Ao wih i
9122 8 24 36 23 38 53 1080,0180 3 10 2 0 11 92
2113 10 27 34 44 53 62 1071,0171 6 20 40 O 92 44
2104 8 24 16 69 62 55 1062,0162 12 40 80 0 44 83
1992 10 24 40 20 33 5g 1093,0153 24 70 130 20 88 156
1213 11 27 86 47 56 65 1044 36 100 156 88 156 224
204 11 24 24 68 65 69 1035 40 112 130 195 224 253

1026 - 33 94 60 286 253 220
20600260 3 10 20 0 11 22 1017 21 5T 0 291 220 149
92051,0251 6 20 40 0 22 44 1008 13 34 0 200 149 8
20420242 1236 68 8 44 80 144 49100 164 82 156 230
2088 18 5280 45 SO 115 o135 50 119 150 189 930 271
2024 19 58 60 104 115126 (195 45 94 gy 997 971 245
2015 14 46 20 149 126 103 117 95 57 0 395 245 105
2006 9 28 0186108 710 0108 17 34 0 999 165 108
0233 22 52 88 39 80121 ooiG0 3 10 20 0 11 o2
0224 29 58 80 98121 144 (59 6 20 40 0 92 a4
0215 26 46 40 160 144 128 0082 12 40 S0 0 44 88
0206 1628 0170 128 86 0073 94 80160 0 83 176
1160 3 10 20 0 11 922 0064 48 140 260 40 176 312
1151 6 20 40 0 22 44 0055 76 200 320 170 312 434
1142 12 34 62 12 44 76 0046 90 224 280 384 454 H24
1133 18 48 176 43 76 109 0037 78 188 140 583 524 465
1124 21 54 70 91 109 127 0028 49 114 0 616 465 314
1115 19 48 40 137 127 117 0019 30 68 0 422 314 206
1106 12 20 0155 117 79 00010 18 40 0 280 206 132.

¢
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81. Die wy,’, v, geben also dic Ordnung &ip der Curve, welche

einer Geraden b fir [k, 1, m -1, n],, bez. [k, [, m, n 4 1],, asso-
ciirt ist, oder die Ordnung &1 4 der Fliche, welche dafiir ciner Ebene
o correspondirt; als £y p finden wir sie in Tab. 6 von Nr. 90.

Die Ordnung des Gebildes, welches fiir die Signatur [klmn],,
einer Geraden @ oder einer Ebene § associirt ist, ist gleich der Ord-
nung des zu | oder « associirten Gebildes fir [1, &, m, n],, (Nr. 2.).

Aus der Tabelle geht hervor, dass bei allen Signaturen ¢ = 11,
n=0, wo also eine eindeutige Transformation statt hat, einer Geraden,
gleichygiiltig ob b oder a, cine Curve 11. Ordnung a't, b'', und also einer
Ebene o oder B eine Fliche 11. Ordnung B'', «'' correspondirt, mit
Ausnahme der zu einander gehirigen Signaturen [3210] und [2310], wo
an die Stelle der 11. die 9. Ordnung tritt.

Aus Nr. 3., 4, folgt, dass auf den Flichen 11. Ordnung die Ge-
raden a; (b)) und dic Punkte A; (D)) dreifach sind und die Curven 11,
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Ordwung durch die A; (B;) dreimal gelen wund die Geraden «; ()
siebenmal treffen. Die Flichen 9. Ordnung o, 89 bei [8210] enthalten
die Geraden a;, b; ebenfells dreifach, wilend U, auf den & auch noch
dreifach, B, hingegen auf den B° blos einfach ist; die Cwrven a®, b
gehen durch die A; (B:) je sweimal und treflen die a; (b;) jge sechsmal.

Die Ermittelungsweise dieser Ordnung 11 (9), auf die ich in C. P,
Nr. 23. hingewiesen, habe ich hier, weil sie weniger vortheilhaft ist,
unerwihnt gelassen.

Die Vielfachheit der Punkte B; auf den Flichen kann auf die
Weise ermittelt werden, dass man b durch einen B; legt und die Be-
trachtung wiederholt, nur dabei stets von mit diesem B; incidenten
oder identischen Gebilden absieht. Wir wollen dies an einem Beispiel
zeigen und der Kiirze halber eine Signatur % = 0 wihlen, weil wir da
nicht erst zu den Kormeln V zuriickzugehen brauchen, sondern =y,
und A, p direct ermitteln. Wir wihlen die Signatur [1400], legen b
durch B,. Von den w5 =8 Axen -Correlationen bleiben blos 5, bei
denen die Axe b’ nicht durch B, geht; ebenso von den 2,55 = 8 Cor-
relationen mit singuliren Kbenen fallen 6 weg, bei denen die Ebene
p durch B, geht. Ferner da auf der Fliche 6. Ordnung (Nr. 66.),
welche einer Geraden o fiir [1400] associirt ist, die Punkte B; drei-
fach (Nr. 67.) sind, so folgt daraus, dass den von B, verschiedenen
Punkten der Geraden b, die durch B, geht, nur noch eine Fliche 3.
Ordnung associirt ist. Dagegen an &y wird nichts gedindert. Aus
diesen reducirten Werthen ergiebt sich durch die Formeln (5 a u. b)
@y =5; d. h. von der der Kbene a fiir [1410] associirten Fliche
11. Ordnung liegen auf der beliebigen durch B, gelegten Geraden
ausser B, nur noch 5 Punkte; der Punkt B, ist folglich sechsfach.

Aehnlich ergeben sich auch auf den tibrigen Flichen «!!, g'! die
Punkte 4;, B; sechsfach, auf den Flichen «f, 8% bei [3210] hingegen
vierfach (C. P. Nr. 23., 31.). Fiir » > O habe ich die Vielfachheit
nicht ermittelt.

82. Wir wollen hier gleich fiir die Signaturen 6 =11, n==0 die Werthe
von 7, ermitteln; d. h. die Zahlen der Axen-Correlationen, deren Axen
a, b’ nun keiner weiteren Bedingung unterworfen sind. Wir wihlen
als Beispiel die Signatur

A, Ay Agay W, Ay Ay

by by by BB, B, B, - .
La:d Ay U Bibys @ (A%, 90,%) ANV (5:8,%8,8;). Dem o

entspricht ein Complex 2. Grades, der in dem Bischel B, b, nur einen

nicht mit dem Punkte By (auf b,) incidenten Strahl hat; wegen der
drei Combinationen 3 Ldsungen.

(3130]
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I a' s Ay, a3 0 by, bys a (Ay Ay, 9%, 90,A) N (0,0, 8,8, 9,).
Dem Biischel 4,a,, der durch den auf @, gelegten Punkt A," geht,
entspricht eine Congruenz (2, 6), welche aus den Punkten D), B,
(auf by, by) je einen Kegel 3. Ordnung erhilt, fiir den B," B, einfache
Kante ist (R. Proj. Nr. 28). Folglich hat diese Congruenz mit der
linearen Congruenz [b,b;] die Gerade I}/ D, je zwei weitere Kanten
der Kegel aus BB,, By, die bez. by, b, treffen, gemein, mithin noch
1.24-1. 6 — (2. 2+ 1) =3 andere nicht mit B, oder B, inci-
dente Strahlen. Die 3 Combinationen fiihren zu 9 Lisungen.

HI & : Ay BBy, by, by o (A, 4,9,2690) R b (5,0, 8,9,9,);
dem ¥ entspricht eine Congruenz (1, 3), von der also ecine Gerade
durch A, geht; durch 3 Combinationen 3 Ldsungen.

IV @':ay; Vb bybys @ (A Ay Aya, 0,90,9) RV (b, b, B, B, 8,9;);
dem Complexe [a,] entspricht, weil a, duch den Grundpunkt 4, geht,
ein Complex 4. Grades, der die ganzen Biindel um die Punkte B/,
B, B (auf by, by, b;) einfach enthiilt (R. Project. Nr. 37.), also mit
der Regelschaar [b,0,b;] nur 2.4 — 3 =5 mit keinem der 3 Punkte
D/ incidente Geraden gemein hat. 5 Losungen.

Im Ganzen demnach 3 -4 3.3 4 3. 14 5 = 20 Losungen.

Und ebenso ergiebt sich bei den andern Signaturen 6 =11, n =0
z,, = 20, ausser bei [3210] (oder [2310]), wo m " = 14 ist.

Bei [00100] kommt der Satz Nr. 61. der R. Proj. — das lctate
Resultat der damaligen Untersuchung — zur Verwendung.

83. Dei 6 = 11 giclt es demmach stets n," Paare von Geraden o,
b, so beschaffen, dass jedem Punkte der einen jeder Punkt der amdern
durch eine exceptionelle Correlation, von der o, b die singuliren Axen
sind, associirt ist. Diese =, Geraden &, b liegen auf den Flichen
ty sty bez. &y 4 Ordnung, welche den Ebenen B, o der beiden Réiume
im andern associirt sind, je einfach, weil §, « von b', o’ je einmal
“getroffen wird; also auch insbesondere, wenn n =0, wo sich eine cin-
deutige Transformation ergicht, liegen sic bezichlich auf allen Flichen
a't, B, oder in dem einen Ialle ¢ °. Ihre Zahl ist dann stets 20,
ausgenommen wn diesem einen Falle, wo sie 14 4st. Unter diesen 20 Ge-
raden o', bez. V' befinden sich die etwaigen Geraden (24,), (4a),
(4sy 2a;), bez. (21;) u. s. w, je einfach; uniler den 14 Geraden o, U
bei [3210] nur die 3 Geraden (4; a,a,), bez. die 6 Geraden (I, 20))
und nicht die (24,;), bez. (2B,). Ferner gehen durch jeden 4;, bez.
. B; sechs von den Geraden o, bez. V', in dem Falle [3210] jedoch nur
3; und jede Gerade a;, bez. b; wird von 14 «, bez. V' getroffen, bei
[3210] aber nur von 10.

Die 20 (bez. 14) Geraden o (oder V') bilden diejenigen Funda-
mentalcurven der homaloidischen Klichensysteme in A (oder B), von

Mathematische Annalen. XII. 23
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denen Cremona in Nr. 7. seines Aufsatzes Sulle trasformazioni razio-
nali nello spazio *) spricht.

84. Wir lassen nun 2 Flichen «'') dic zwei Ebenen B associirt
sind, stch durchschneiden, sehen also zuniichst noch von [3210] oder
[2310] ab; zum Schnitte gehdren die Curve a'', welche dem Schnitt
der beiden Ebenen correspondirt, und die 20 Geraden «'; es bleibt also
eine Curve 90. Ordnung. Jedem Punkte derselben entspricht ein Punkt
jeder der beiden Ebenen, aber nicht auf der Schuittlinie derselben,
also zwei in der That verschiedene Punkte, folglich nach Nr. 41. eine
ganze cubische Raumcurve; und da diese jede Ebenc § dreimal trifft,
so ist jeder Punkd unserer Curve ein dreifacher Punkt fiir alle Fliichen
e, die Curve selbst also cine auf allen Flichen «!! dreifache Curve
10 Ordnung a,'¢; sie ist die von Cremona Nr. 6. besprochene Fun-
damentalcurve (Salmon-Fiedler ebenfalls 8. 479).

Dass jeder Punkt ; dic Kigenschaft hat, einer ganzen cubischen
Curve associirt zu scin, lenchtel unmittelbar ein (Nr. 3.); also liegen
die Punkte 9; aof @)% Ebenso folgt aus derselben Nr., dass jedem
Punkt A einer Geraden «a;, z. B. «,, eine cubische Raumecurve fiir
[£1m0],, associirt ist, dieselbe niimlich, welche fir [k, 1 —1, m41, 0],
associirt ist, wobei a, Iy ersetzt ist durch das Paar der conjugirten
Punkte ', B,, von denen A" auf «, liegt. Bewegt man A auf a,, so
erzeugh diese associivte Curve eine Fliche T Ordnung, da es auf g,
7 Punkte giebt, welche mit Punkten eciner belicbigen Geraden b asso-
citrt sind, die Schnittpunkte der o, mit der associirten Curve von b.
Bei 13210} oder [2310] wird diese IPliche 6. Ordnung sein (Nr. 81.;
(. P. Nr. 27).

Wir haben also in A wiec B cinfach unendlich viele Punkte, denen
auch fiir [RImOY,, nicht blos cinn Punht, sondern cine ganse cubische
Rawmewrve associivt ist.  Diese Punkte Dilden eine Curve 10. Ordnung
a,'% Do Zw ihr gehoren dic etwa vorhandenen Geraden a;, b;.  Fiir
dep {itbrigen Theil der Curve 4)'° ist die jedem Punkte I desselben
assoeiirte Curve stets dieselbe, wie fiiv [k, ¢, m — 1, 0],,, so dass die
jetzige Ausnahme-Signatur [3210] auch zu der fritheren Ausnahme-
Signatur [3200] fihrt. Um die Fliiche der von den associirten Curven
der Punkte der von 0,' nach Abzug der b; verblcibenden Resteurve
D0 —* zu finden, miissen wir die Zahl derjenigen Schuitte von 0,'°—*
mit der einen Geraden « fiir [k, I, m — 1, O] associirten Fliche auf-
suchen, welchen in Wirklichkeit fiir letztere Signatur eine cubische
Raumecurve und nicht eine Fliiche associirt ist.  Wir werden dies an |
cinigen Beispielen thun und damit zugleich digjenigen Punkte finden,
welclien fiic ¢ = 10 einc ganze Fliiche entspricht.

*) Annalt di Matematica, ser, 11, t. V. S. 131, Cf. aueh Salmon-Fiedler,
Anal, Geom, des Raums 2. Aafl. Bd. I1. 8. 476, spee. {iiv diec obige Stelle S. 479,
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Dazu ist aber noch nothwendig, das Verhalten der Curve ,0—*
zu den Grundelementen zu keunen. Durch die 3; geht sie einmal,
wie oben gezeigt. Auf den Flichen B'! liegen die Punkte I; sechs-
fach (Nr. 81.); also geht der vollstindige Schuitt 36mal durch jeden; da
nun jede b'* durch einen B; dreimal geht, von den 20 &’ sechs ihn ent-

halten (Nr. 83.), so bleiben »i; = 3 Zweige der Curve 0,'° oder viel-

mehr der Restcurve §,1°—%, die ihn passiren.

Um die Begegnungspunkte einer J, mit der 0,'—* zu ermitteln,
bringen wir auf der b; eine Correspondenz hervor: 3" sei ein Punkt
der b;, zu der einen der beiden sich schueidenden Flichen f!' gerechnet;
b, ist auf derselben dreifach; die 3 Berithrungsebenen von B schneiden
aus der andern Iliiche drei Curven 8. 0., welche der b, in 24 Punkten
D" begegnen. Umgekehrt fihrt jeder Punkt B” zu 24 Punkten 7';
so dass wir 48 Beriihrungsebenen beider Fliichen erhalten, die je in
demselben Punkte von 0; tangiren; von diesen Punkten kommen 7 auf
die Schnittpunkte der b'' mit b;, 14 auf Schnitte von " und 0,; die
27 {iibrigen sind 3; = J Begegnungspunkte der auf beiden Flichen drei-
fachen Curven b; und ,'°—*, in denen also beide Flichen je eine neun-
fache Tangentialebene haben.

Die Curven b =% (=) gelen demnach durch jeden B; (A;) drei-
mal, durch jeden B; () cinmal und treffen jede b, (a) dreimal. (C.
P. Nr. 25

85. Jedem Punkte D; z. B. B, ist eine ganze Fliche associirt, die-
jenige nidmlich, die ihm fiir [k, I — 1, m, n], correspondirt, wobei
a, B, weggelassen ist; also, wenn » = 0, eine cubische Fliche, ausser
bei den Signaturen [3210] und [2310], d. i. bei unsern jetzigen Aus-
nahme - Signaturen.

86. Die Flichen 3. Ordnung, welche so den Punkten B; associirt
sind, und zwar doppelt gerechuet (Cremona, Nr. 13.; Salmon-
Fiedler 8. 481), die Flichen ferner 7. Ordnung, welche den Geraden
b; correspondiren, und die der Restcurve 2y—* associirte setzen dic
Jacobi’sche I'liche des homaloidischen Systems in A zusammen. Nun
ist die Ordnung derselben nach Cremona Nr. 6. (Salmon-Fiedler
8. 479) 4 (11 — 1) = 40. .

Fassen wir also zuerst die Fille ins Auge, wo einer Geraden
oder ¢ fiir (klm0],, eine Fliche 10. Ordnung o', '° associirt ist, so
bleibt, bei [k, 1, m 4 1, 0],,, fiir die der Restcurve ,1°—* associirte
Fliche die Ordnung 40 — (2. 3.1+ Tk). Die Restcurve selbst trifft
eine Fliche $ in 10 (10 — k) Punkten; darunter befinden sich die
Punkie B;, 9; beziehlich 18-, 3fach, weil sie auf b0—#* dreifach, einfach,
auf BY sechsfach, dreifach sind, ferner die 3 Schnittpunkte mit jeder

22%
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b; ebenfalls dreifach, da die b; auf B!° dreifach sind; es bleiben dem-
nach 100 — 10k — 187 — 9% — 3m Punkte. Unter diesen miissen
sich die 40 — (61 -+ 7%) Punkte befinden, die den Schnitten der ¢, zu
welcher 10 associirt ist, mit dem der Resteurve associirten Theile der
Jacobi’schen Fliche entsprechen; so dass noch 60 — 3 (2% + 21 - m)
— 6 (k4 1) =30 — 6 (k -+ 1) weitere Punkte existiren. Jeder dieser
Punkte B, von b,°~* hat desbalb fiir [klm0] noch einen associirten
Punkt ausserhalb der cubischen Curve, welche ihm fiir [k, I, m - 1, 0]
sowohl als fir [k, I, m, O] associirt ist; folglich ist ihm fiir {%k{mO]
eine ganze cubische Fliche associirt (Nr. 43.), und da die Gerade a sie drei-
mal schneidet, so ist dieser Punkt B, dreifach auf B'0, also die Zahl
der Punkte B, £ (80 — 6 (A -+ D]=10—2 &+ 1).

Wir betrachten noch cinen der drei Fille m > 0, wo einer a
fiir [kIm0],, cine Fliiche von niedrigerer als 10, Ordnung eorrespondirt,
niémlich
A4, 450,99,

b, b, b, B, B,B,.

Die Jacobi’sche Fliiche in A besteht, fiir {3130],,, aus einer dop-
pelten cubischen Fliche, drei Flichen 7. Ordnung und demnach noch
aus einer IFliche 13. Ordnung. Die Resteurve ist 7. Ordnung und
trifft die Fliche °¥), welche einer ¢ fiir [3120] correspondirt, ausser
in B,, B,, B,, auf b, b,, b,, was 3. 54 2. 24 3. 3. 3=46 Schnitt-
punkte macht, noch in 17 Punkten, von denen 4 nicht mit Schnitt-
punkten der Geraden ¢ mit dem Theile 13. Ordnung der Jacobi-
'schen Fliche associirt sind; diesen entsprechen fiir [3120] Flichen
2. Grades, dieselben wie fiir [3110]; so dass sie auf den B’ doppelt,
liegen und die Zahl dieser Punkte Iy 2 =10 — 2 (k 4 1) ist. Die
beiden andern Fille (Nr. 66.) fithren zu demselben Resultat. Ist m =0,
so weist die Zahl 10 — 2 (5 4 1) auf die Nichtexistenz von solchen
Punkten B, hin; und die Correspondenz (1, 1) zwischen den zweifach uu-
endlichen Systemen von cubischen Raumeurven (k4;, la;) und (kb;, I.B))
liisst von vornherein die Unmbglichkeit solcher Punkte erkennen, so dass
wir uns den obigen Beweis fiir diese Fille m = 0 — [3200] und [2300]
mit inbegriffen — ersparen konnen.

Wenn also die Signatur [klm0],, gegeben ist, so giebt es in jedeme
der beiden Riume, abgesehen von den U, By, den Punkten ouf den a;,
biy 10 —2 (k4 1) Punkte A,, By, denen mnicht blos eine cubische
Curve, sondern eine ganze I liche 3. Ordnung associirt ist; wur bei 3120}
correspondint den By, bei [2220] den A, und By eine Fliche 2. Ordnung.
yiese Punkte befinden sich auf den Flichen, welche den Geraden des
andern Raums correspondiren, dreifach (bez. doppelt). (C. P. Nr. 29., 30.)

[3120},,

#) In C. P. Nr. 80, steht aus Versehen f¢ statt pe.
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Stellen wir uns [k, I, m — 1, 0], vor, wo das Paar 9,9, weooelassen
ist; so werden also die I3, so sein, duss die Ebenen, welche denothtmhle
B,®, in den Biindeln der Punkte der einem B, in Bezug auf [k, 1, m
— 1, 0] associirten cubischen Fliche homolog sind, alle nach dem ’auf
dieser Fliche selbst befindlichen Punkte 9(, convergiren. Bei [3120] und
[2220], wo den B, je eine Fliiche 2. Grades associirt ist, convergiren die
Ebenen, die dem Strahle BY, in den Biindeln der Punkte dieser Fliche
homolog sind, nach einem Punkte von 4, Ay Ay, bez. A, 4,9,
folglich werden sie sich um die Gerade drehen, die diesen Punkt mit
9, verbindet.
87. Die Ausnahme-Signatur [3210] (oder {23107, wenn die Ritume
vertauscht werden) ist noch nicht hinreichend erledigt:

A, 4,44 ap a,¥,
b, b, by B, B, ;.

Der Schnitt der Flichen «°, 8°, welche zwei Ebenen f, « asso-
ciirt sind, euthiilt die Curve @, 0°, ferner die 14 Geraden @', 1" (Nr.
83.); es bleibt also eine Curve BS. Ordnung.

Nun haben wir aber schon in jedem der beiden Riiume A, B cine
ebene Curve 4. Ordnung a*, b' gefunden, gelegen in 4, 4,4, B, B,%,,
so beschaffen, dass jedem ihrer Punkte eine Gerade 0!, a' entspricht
(Nr. 58., 72)). Da b1, a! jede Ebene 3, « einmal trifft, so liegen dic
Curven a!, % bez. auf den Flichen «°, §° einfach und gehiren also
zur Curve 58. Ordnung.

Der Rest stellt sich aus #hnlichen Griinden wie frither als auf allen
Flichen o, 8° dreifache Curve 6. Ordnung heraus; im Raume A be-
steht er aus den beiden Geraden ¢; und einer Raumecurve 4. Ordnung
a,*, welche noch einmal durch jeden der 3 Punkte A4; geht und jede
der beiden b; noch zweimal trifft, so dass a,* und a* die volle Rest-
curve a@,® geben und das allgemeine Verhalten derselben gegen i, «,
zeigen, Mit jedem der Punkte der a,'ist dieselbe cubische Raumcurve
associirt, wie fiir [3200].

In B aber ist die Curve G. Ordnung zusammengesetzt aus den drci
b; und der cubischen Raumcurve 4, da jedem Punkte dieser fiir [3210]
eine cubische Raumcurve associirt ist (Nr. 57., 74.)

Die Jacobische Fliche, hier von der Ovdnung 4 (9 — 1) =32,
besteht in A 1) aus zwei doppelten Flichen 2. Grades, den beiden /3,
associirt, 2) aus drei Flichen 6. Ordnung, den drei b; entsprechend,
(Nr. 84.), 3) aus der Fliche @,2, mit b,® associirt, 4)" der Regel-
fliche 4. Grades der o', die den Punkten von b* correspondiren
(Nr. 75.); in B dagegen 1) aus drei doppelten Flichen 2. Grades, 2)

aus zwei Flichen 6. Ordnung, 3) aus dem lyperboloide B, das der
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Curve a! associirt ist, 4) einer Fliche 6. Ordnung, durch die cubi-
schen Raumcurven erzeugt, welche den Punkten der a,! correspondiren.
(C. P. Nr. 32—34.)

Jede Sehne der a,' hat zur associirten Curve ein System von 3 _

cubischen Raumecurven, von denen zwei den Schuittpunkten mit oyt
entsprechen, die dritte aber, Punkt fiir Punkt, den ibrigen Punkten
der Sehne associirt ist; diese trifft zwar auch b,, by, by zweimal, geht
aber nicht durch By, B,. Gibe es nun dreifache Secanten, so wiirde
fiir die ibrigen Punkte nichts bleiben; es zeigt sich so, dass ay* von
der ersten Species ist. Den Sehnen von b,® entsprechen ebenfalls -—
abgesehen von den Schnittpunkten mit der Curve — cubische Raum-
curven, welche @, a, je zweimal treffen, durch A4,, 4,, A5 aber nicht
gehen, Von diesen cubischen Raumecurven, welche gewissen Geraden
Punkt fiir Punkt correspondiren, geht in A durch jeden Punkt eine,
in B zwei.

VII. 6 = 12.

88. Wir gehen nun zu der Aufstellung der Tabelle VI iiber mit
Hilfe der Formeln (Nr. 25.)

(VIb) Phio = Ay ~+ Awp + Aos.
Tab. VI; ¢ = 10.

Sign.  Awz 4wz Ao Aw Sign.  Aws Afes Ao Au
5000,0500 0 0 0 0 3040,0340 0O 0 0 0
4100,1400 0O 8 0 4 3031,0331 0 2 0 1

3200 1 § 1 4 3022 1 22 112

2300 0 3 1 2 3013 6 60 12 39

3004 9 80 39 64
4020,0420 0O 0 0 0
4011,0411 0O 8 0 4 0322 0 19 1 10

4002 4 40 4 24 0313 3 51 10 32

0402 0 28 4 16 0314 12 92 82 @8
3120,1320 O 2 O 1 2140,1240 0 0 0 0

sut 141 8 213,221 0 6 0 3

3102 2 20 8 15 S

. 2122 2 23 3 14

1311 0 11 1 G 2113 4 4 14 31

1302 3 23 6 16 2104 8 69 81 b4

2220 0 4 0 2 1222 120 3 12

2211 1 9 2 6 1213 5 47 12 32

2202 2 24 G 16 1204 8§ 63 32 H4

L
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:

Sign. Ao Aos Aw Ay Sign, Ag An jm, 110
2060,0260 0 0 0 0 033,018 0 20 0 10
2051,0251 0 O 0O 0 1044 G 8 10 52
2042,0242 0 8 0 4 1035 19 195 52 133

2033 3 45 4 26 1026 33 286 133 22

2024 10 104 26 70 1017 39 291 926 278

2015 17 149 70 113 1008 34 9200 218 256

200G 18 136 118 136 0144 4082 10 48

0233 L 39 4 O35 17 189 48 127

09294 8§ 98 92 (4 0126 36297 127 230

0215 20 160 64 122 0117 49 325 230 302

. 00100 0 0 0 0

1160

w0 0 o o Q9 0 0 0 0

142 0 120 6 gz 00 0 0

153 3 43 6 9 0073 0 0 0 0

0064 0 40 O 20

1123 9 91 260 63
1115 16 137 63 108
1106 21 1556 108 142

055 10170 20 100
0046 36 384 100 260
0037 69 D83 2060 456

1080,0180 0 0 0 0 0028 88 616 456 580
107,017t 0 0 O 0O 0019 78 422 580 540
1062,0162 0 0 0 0 00010 60 280 510 440,

89. Iis sind fiir dicse Tabelle nur noch die 4,, fir die Signaturen
ik, 1, m, 0], oder die A, fir die Signaturen [k, !, m 4 1, 0],
direct zu ermitteln. Aus Nr. 30. ist aber zu nchmen, dass Ay,
wenn k -4 I < 5; es bleiben nur die G ersten Signaturen der vorher-
gehenden Tabelle. 4,5 ist aber die Zahl der Correlationen mit singu-
liren Ebenen, wo der Scheitel I3 auf einer Geraden b liegt, oder
diz Ordnung der Fliche der Punkte I3, welche Punkten A durch solche
Correlationen associirt sind, Es ergiebt sich leicht, dass Ay 5 = 0O ist
auch fiir [5010], [0510], [4110], {1410].

Bei [3210] wird o' == A, A, A, =D, D,¥,; (A«)(A4,4,450,a,)
N (BB) (b, b,b; B, B,). Jedem Punkte B in f oder 4 in o (x B.
der Spur von b oder ) entspricht ein und nur ein Puukt 4 in «
oder B in f, also ist ;5 =1 fiir [3210] und [2310].

Zu dem frither gefundenen ergiebt sich, dass zwischen den Punkte:r
dieser beiden Ebenen eine eindeutige Association durch Correlatiol
mit singuliren Ebenen stattfindet; den Punkten freilich der beide:
Curven a*, b* entspricht zwar in der andern Ebene auch nur ein Punkt
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ausserdem aber noch unendlich viele Punkte, die einer Geraden 0!, at,
und zwar durch allgemeine Correlation.

Der Werth von Ao Ltir [00010] oder von Aup fir [000T1] filhrt
zu folgendem Satze: Qegeben sind zwei Gruppen von je 11 Geraden
G -y, Oy e by W suchen solche Paare von Strahlbiischeln (Ae),
(BB), dass (Ae) (& +- - ay) 7N (BB) (b, ---b,)); die Scheitel A, B
erfiillen je cine Fliche 440, Ordnung, dic Ebenen o, 3 umhiillen je eine
Fliche 440. Klasse. .

90. Wir kdnnen nungleich zur Aufstellung der Tabelle 6 schreiten,
zu weleher die Formeln (Nx, 12)

(6awb) Z2vi=pun~+ 8ur —+ Eis 28u=ru+ tus
fithren.
r‘[‘ab. G; G = ll .

Sign. tus s hrus i vy Sign.  &usbup Aup g vy
5010,0610 1 11 0 4 8 3014 8 64 39 50 0l
5001,0601 2 22 0 8 16 3005 7 48 64 Gl 58
4110,1410 1 11 0 4 8 0323 8 65 10 31 52
4101,1401 2 14 4 8 12 0314 13 79 32 52 12
3210,2310 1 9 1 4 7 0305 14 66 68 T2 76

320 1124 T 10 9500950 1 11 0 4 8

2301 2 15 2 T 12 gpq1241 2 22 0 8 16
4030,0430 1 11 0 4 8 2132,1232 4 38 3 16 29
4021,0421 2 22 0 8 16 2123 6 53 14 29 44
4012,0412 4 36 4 16 28 2114 8 62 31 44 57

4003 432 24 28 32 2105 8 55 54 57 60
3130,1330 1 11 0 .4 8 1214 9 65 32 46 60
3121,1321 2 20 1 8 15 1206 10 62 54 60 66

3112 3 26 8 15 22 opg0210 1 11 0 4 8

313 432 156 22 29 o510961 2 22 0 8 16

1312 4 29 6 15 24 2052,0202 4 44 0 16 32

1303 b 35 16 24 32 2043,0243 8 80 4 32 60

2930 111 0 4 8 2034 13 115 26 60 94

2221 2 18 2 8 14 2025 16 126 70 94 118

92212 3 21 6 14 22 2016 15 103 118 118 118

2203 4 80 16 22 28 2007 12 70 136 118 100
050,030 1 11 0 4 8 0234 15 121 22 60 98
3031,0341 2 92 o0 8 16 0225 22 144 64 93 132
3032,0332 4 42 1 16 31 0216 21 128 122 132 142

3023 7 62 12 31 50 0207 20 86 160 142 124
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Sign.  Susliplup su Y Sign.  funtistus pu vy
1170 111 0o 4 8 0145 28 230 48 118 188
1161 2 22 o0 8 16 0136 39 271 127 183 249
1152 4 44 0 16 32 0127 42 245 230 249 268
1143 8 76 6 32 058 0118 35 165 302 263 234
1134 13109 26 58 90 0109 20 108 284 234 184
1125 17 127 63 90 117 -
1116 18 117 108 117 126 o1y 1 1t 0 4 8
1107 15 79 142 126 110 0010L 2 22 0 8 16
100,010 1 11 0 4 8 G0z 4 440 16 32
1081,0181 2 22 0 8 16 0083 8 8 0 32 64
1072,0172 4 44 0 16 32 0074 16 176 0 64 128
0630163 8 88 0 52 64 0065 32 312 20 128 236
1054,0154 16 156 10 64 118 0056 54 454 100 236 372
1045 96 994 52 118 184 0047 72 524 260 372 484
1036 83 253 133 184 235 0038 75 465 456 484 512
1027 33 220 226 235 244 0029 62 314 580 512 444
1018 27 149 278 244 210 00110 46 206 540 444 348
1009 20 98 256 210 164 000T1 32 132 440 348 256,

91. Die g,,, v,, geben uns also wieder die Zallen §2p d. 4. die
Ordnung der Fliche der Punkte (B),, welche [iir [k,1, m 4 1, n];,, bez.
k, 1, m, n 4 1], associirte Punkte (4),, besitzen; jedoch nur fiir solche
Signaturen, bei denen nicht m, #» beide null sind. Die Tabelle zeigt,
dass fiir n =0 alle Signaturen (die dieser Bedingung gentigen) {25
wund also auch Coq =4 haben, ferner fiir n=11ist {15 =ea=3,
ausser bei [3211] und [2311], wo es T ist; n == 2 hat schon 6 Aus-
nahmen von dem Werthe 16 der Ordnung u. s. w.

Es bleiben noch die 7 Signaturen: [6000], [0600]; [5100], [1500];
[4200], [2400]; [3300]. Wir konnen bei jeder von ihnen ein Paar
A;b; oder Bja; ersetzen durch zwei Paare conjugirter Punkte %,
A; B/, wo A mit 4; identisch, B;, B/ mit b; incident sind, bez. durch
A Bi, WA/ By, und es wird sich dabei herausstellen, dass die ldentitit
aweier 9; oder B;, zu der diese Auflosung fithrt, bei den sechs ersten
Signaturen auf die Formel (6a) keinen Einfluss hat. Sie bewirkt auf
den beiden eindeutig bezogenen Curven, die wir bei der Ableitung
dieser Formel betrachtet haben, keine weiteren vereinigten entsprechen-
den Puukte. Also ist auch bei diesen 6 Signaturen &z == §iza = 4.
Hingegen

[3300] Ay A, A4y a, a, ay
by b, byB, B, By,

welches wir in

-
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[3220] A4, A0, a,90,%,
b, b, b313132513123|
verwandeln wollen, fiihrt zu einer Anspahme. Wir wissen (Nr. 89)),

dass der jedem Dlichigen Punkte B der Khene B, 5,3, also z B.
auch der der Spur von b fiir

4,4, Ay a; a,¥,

by b, b, B, 1,9,

associirte Punkt A in der Ebene A, 4,4, liegt und durch Correlation
mit singuliren Ebenen associirt ist, A, B, sei das in Nr. 12. hinzu-
gefiigte Paar. Die beiden Ebenen von B = (b, B, B,9,) nach den
durch 8, = B, gelegten Geraden %, %" gehen durch I’ %,, schneiden
also die singulire Ebene B, B, 3, in dem nimlichen Strahle des Biischels
derselben, also entspricht beiden nach den Eigenschaften dieser excep-
tionellen Correlation derselbe Strahl der singuliren Ebene im Biindel
A. Es kommt also durch die Identitit von 9, mit 3, zu den in Nr.
12. betrachteten vereinigten entsprechenden Punkten der beiden Curven
durch diesen Strahl noch ein weiterer hinzu. Vergl. Nr. 66.

Mithin ergiebt sich fiir [3300] ¢35 = 3, und da k=1 ist, auch
124 = 3.

Von simmtlichen Signaturers [k1m0),, bildet also [3300] eine Aus-
nahme; wikrend im Allgemeiners die Flichen der Punkie (A),, ()4,
welche associirte Punkte (By,) , (A),, besitzen, zwei Flichen 4. Ordnung
at, Bt erzeugen, befinden sie sich ber [3300] auf zwee Flichen 3. Ord-
nung «, 35.%)

92. Wenn wir die Gerade &, welche in Nr. 12, benutzt wurde,
durch einen der Punkte I; legeir und stets von den mit diesen I3; in-
cidenten Gebilden absehen, so erhalten wir die Vielfachheit der Punkte
D; auf der Fliche der (B),,. Diejenige der b,, 8;, 0, ergiebt sich
nach Nr. 3,, weunn auch die Incidenz von b mit ibnen ebenfalls zu der-
selben fihren wiirde. Auf den Fliachen «f, 8! bei n =0 sind die
A;, B; doppelt, die a;, b; und die A;, B; einfach; auf den o, B> bei
[8300] sind auch die 4;, B; nur einfach. (C. P. Nr. 36.) Die Grade
der Vielfachheit von A4;, B.; a;, b A, B; auf den o, B8 bei n =—1
sind doppelt so gross als bei at, B*; auf &7, B7 bei [3211] sind jedoch
die 4;, D; nur dreifach, die a;, 0;5 2, B; ebenfalls doppelt. Die Viel-
fachheit von a,, 6, ist bei allen Ilichen, wo n=1, gleich 1.

Da jedem Punkte A, I3 der Curven a,'°, &', die sich bei [klm0];,

[3210]

#) Auf diese Ausnahme machte mich Hirst, gleichzeitig mit der friiheren, auf-
merksam; ich verweise noch bei dieser Gelegenheit auf die analoge Untersuchuug
im Probl. der Coll. (Nr. 24), wo sich in jedem Raume eine Fliche 2. Grades

ergab.
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ergaben, eine cubische Raumeurve associirt ist, so hat er fiir
[k, 1, m 4 1, 0], einen, fiir [klm1],, 2wei associirte Punkte auf der-
selben (Nr. 7T1.). Also licgen die Curven ay'®, by" auf den Flichen ot
Bt cinfuch und auf den Flichen o, B° doppclt.

Die Signatur
(3210],, Ay Ay Ay apay

b, b, b, 3, B, B,

crfordert besondere Betrachtung. In jeder der beiden Llbeuen A, 4,4,
B, B,%, giebt es eine Curve 4. Ordnung «', b', von welcher jeder
Punkt 4, B fiir [3210] eine ganze Gerade b', «' associirt hat und, wenn
noch 20, B, oder @, 0, hinzugefiigt wird, giebt es dann noch einen Punkt
auf D', a', der dem A, I3 auch moch fir [3220],, bez [32117,, asso-
“ciivt ist, ausser wenn O, mit B; identisch ist, also [3300] entsteht, in
welchem Fall es keinen solchen Punkt giebt (Nv.58.,72.,73.). Dic Curven
at, V' liegen also einfoch auf «*, B bei [3220] oder [4200] und o, B7
bes (32117, dagegen nicht auf o, 3 auf [3300]; die Restcurven a5, b,
machen keine Ausnahme. (Cf. C. P. Nr. 36 -38))

93. Bei der Ausnalme-Signatur
4,4, 4, a; a, a,

3300
[3300] b, b, by 13, I, I,

lassen sich dic Schnitte der beiden Ilichen o, B2 mit den Ebenen
gy = A, Ay Ay umd B, = B, B, B, leicht nachweisen. Wir haben
in jeder dieser beiden Ebenen eine Gruppe von 6 Punkten: in der
einen die Punkte 4; und die Spuren der a;, in der andern, ihnen
homolog, die Spuren der b; und die ;. Folglich giebt es in ihnen
bez. zwei eindeutig bezogene Curven 3. Ordnung o, 03, fiir deren ent-
sprechende Punkte 4, D

(Aayy) (A Ay dgayayaz) 75 (BByyy) (0,00, By B, By)
(Eb. Proj. Nr. 14.). Es geht daraus hervor, dass A, B sich durch
exceptionelle Correlation mit singuliren Ebenen correspondiren, dass
also_diese beiden Curven die erwithnten Schnitte sind.

Es ist aus der Theorie der cubischen Flichen bekannt, dass die
Fliche «® das Hyperboloid Aoy =— la,a,a,] noch in drei Geraden «f
der andern Schaar schneidet; die Spur einer dieser Geraden in ey,
auf a® gelegen, hat einen entsprechenden Punkt B° auf 43, folglich

a® (4,4, Aya,aya3) 75 (B°B03) (0,0,0,B, B, By).

Sei nun A ein beliebiger Punkt von «0, A W'A” B beliebige (nur
nicht in @y, bez. f,3 befindliche) Punkte von «,a,a;b, und bilden
wir fiir die Biindel 4, B° die Correlation
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A, A4, 4,000

b, b,¥" DB, B, Ly,

welche eine Losung hat, so werden in derselben auch " und g,,,
ferner A (Adya,a,a,) und B° (b, 5, B, B,) homolog sein.

Wir haben also 3 Punkte B°, A auf 0%, a®, von denen jedem alle
Punkte einer Geraden a°, b° des Hyperboloids «ios, Pras fiir [3300)
durch allgemeine Correlation — ausser was die Punkte in «,, f,,
selbst anlangt — assoctirt sind. Der Schnitt der Biindel, deren Scheitel
die a9, b0 durchwandert, mit der Ebene oy,5, By 1st unveriinderlich;
wird also moch 9,8, oder a,b, zugefiigt, so findet sich wicder auf
jeder der o, B9 noch ein Punkt, der dem associivien B°, A% auch noch
fiir (33107 oder (33017 associirt ist.

Wenn bei ciner andern Signatur # =0 1> 2 (k> 2) ist, so
entspricht der Curve 5. Ordnung, welche «! () mit dem Hyperboloid

[2040)

ol ((;'f“) gemein hat, stets — Punkt fiir Punkt — durch allgemeine
Correlation der Schnitt von B! (e!) mit der Ebene Bix; (ais). (C. P.
Nr. 39))

Bei der Signatur

A A, Ay ay a, U, &
by by by By B, B, b,

haben wir in 4, 4,4, sechs Punkte: 4,, 4,, A,, die Spuren vou
a,a,q,, in B, B, B, ebenfalls, jenen homolog, sechs Punkte: die Spuren
von by, b,, by, B;, B, und die Spur von b,: wir erhalten also auch
2 Curven 3. Ordnung o®, 0%, die sich, Punkt fiir Punkt, in Bezug auf
die beiden Gruppen entsprechen und deshalb auch fiir (32117 dureh
Correlation mit singuliiren Ebenen associirt sind. Diese Curven sind die
ferneren Schwitte ihrer Tbenen mit den sich fiir [3211] associirten Fldchen
«', BT, ausser at, D

94. Bei [kImO0],, war jedem Punkt B eine cubische Raumcurve
zugeordnet, ausser bei [3200]. Die Ebenen der verschiedenen Biindel
der Punkte dieser Curve, welche einem Strahl von B homolog sind,
der durch einen festen Punkt B’ geht, drehen sich um eine feste Seline
der cubischen Raumcurve. Wird nun B auf einer Geraden b bewegt,
so treffen so viele dieser Sehnen eine gegebene Gerade ', als es fiir [k, 1
-+ 1, m,0],, Punkte (B),, auf b giebt, wobei das Paar ¢’ D’ zugefiigh
ist; also erzeugen die Sehnen eine Fliche vom 4. Grade. Geht aber
b durch B’ selbst, so giebt es, da B auf B* doppelt ist, nur noch 2
Punkte (B),, auf b, also ist die erzeugte Fliche 2. Grades,

Bei [3200] tritt an Stelle der cubischen Raumcurve eine Gerade
und an Stelle der Sehne eine Gerade in der Ebene «,y53 [k, I 4 1, m, 0]
wird hier [3300], wo es auf einer beliecbigen Geraden & drei, auf einer
durch B’ gehenden wwel Punkte (B),, giebt.

(3211]
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An Stelle der Fliche 4., bez. 2. Grades tritt also eine Curve 3.,
bez. 2. Klasse in e, (C. P. Nr, 42) .

95. Wir gehen nun zur Aufstellung der Tabelle VII tiber;
(ViIau. b) 2afy = 7y + Oh, 21, =i, + Ol + Ao + Aio4;

(Nr. 26.), wo also die ©,, durchweg, die m, und 1, fir die Signa-
turen 2 ==0 direct zu ermitteln sind; die 7, d. h, die m,, fir

{k, I, m -1, O}, sind schon bei Gelegenheit der Betrachtungen von
Nr. 82. ermittelt.

Tab. VII; 6 = 10.

oM ’ " ’, ’ ’ ; =y
Sign. Ol 7y T Al Aoa Ao Al

5000,0500 0 20 40 o0 0 0 0
4100,1400 24 20 16 8 8§ 0 20
3200,2300 8 14 20 ¢ 3 5 11
4020,0420 0 20 40 0 6 0 0
4011,0411 24 40 56 8 8 0 20
4002,0402 80 56 32 40 28 2 84
3120,1320 6 20 34 2 2 0 b
3111,1311 32 34 36 14 11 5 31
3102,1302 34 36 38 20 23 31 54

2220 1220 28 4 4 0 10

2211 16 28 40 9 9 10 22

2202 48 40 32 24 24 22 59
3040,0340 0 20 40 0 6 0 0
3031,0331 6 40 74 2 2 0 b

3022,0322 56 T4 92 22 19 5 5l
3013,0313 114 92 70 60 51 5H1 138
3004,0304 120 70 20 80 92 138 215

2140,1240 0 20 40 0 O O O
2131,1231 18 40 62 6 6 0 15
2122,1222 48 62 76 23 20 1b B3
2113,1213 82 76 10 44 47 53 113
2104,1204 100 70 40 69 68 113 175

2060,0260 0 20 40 O O O O
2051,025¢ 0 40 8 O O O O
2042,0242 24 80 136 8 8 0 20
2033,0233 104 136 168 45 39 20 104
2024,0224 196 168 140 104 98 104 251
2015,0215 220 140 60 149 160 251 390
2006,0206 120 60 0 136 170 390 408
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Sign. Ol =i, aly AMop  Aoa Ao Ao
1160 0 20 40 0 0 0 0
1161 O 40 g 0 0 0 0

1142 36 80 124 12 12 0 30
133 96 124 152 43 43 30 106
1124 164 152 140 91 91 106 226
1115 200 140 80 137 137 226 850
1106 160 80 0 165 155 350 410

1080,0180 0O 20 40 0 0 0 0
1071,0171 0O 40 80 0 0 0 0
1062,0162 0 80 160 0 0 0 0
1053,0153 60 160 260 20 20 0 50
1044 0144 200 260 320 88 82 50 210

1035,0135 360 320 280 195 189 210 477
1026,0126 420 280 140 286 297 477 740
1017,0117 280 140 0 291 325 740 818
1008,0108 0 0 0 200 222 818 620

00100 0 20 40 0 0 0 0
0091 0 40 380 0 0 0 0
0082 0 80 160 0 0 0 0
0073 0 160 320 0 0 0 0

0064 120 320 520 40 40 0 100
0055 400 520 640 170 170 100 420
0046 720 G40 560 3584 384 420 954
0037 840 bHG60 280 533 583 954 1480
0028 560 280 0 616 616 1480 1636
0019 0 0 0 422 422 1636 1240

00010 0 0 0 280 280 1240 900.

96. In Besug auf die 4gp fir [kIm0],, also die 4, fiir [%, I,
m -+ 1, 0], zeigt wieder die Tabelle, dass sie alle null sind, mit
Ausnahme von [3210],,, oder [2310];,. Fiir diejenigen Signaturen, wo
k4 1< 5, folgt es aus Nr. 30., fur [5010], {0510]; [4100, 1400] ist
es auch leicht -einzusehen. Bei
A, A, 4, a; a,¥,
Z)I b? bﬁBle%1

sind die Punkte 4 und B der Bbenen o = A, 4, 4; und §’ = 73, 3,9,
eindeutig durch Correlation mit ihnen als smgularen Ebenen ‘Lssoenrt
(Nr. 89.) und nur diese Punkte. Wird B auf dem Schnitte der Fibene
B mit 8" bewegt, oder 4 auf ac’, 8o beschreibt 4in o oder I3 ip g

[3210]
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eine Curve 5. Ordnung (Bb. Proj. Nr. 10.), so dass 5 DPunkte in « oder
B liegen. Wir erhalten also fiir [32102i [2310] 4,/ = 5.

Der Werth 900 von 4,, fir [00010] oder 2, fiir [00011] fiihrt
zu folgendem Satze:

Sind zwei Gruppen vom je 11 Geraden o - - - a5 b - - - by, ge-
geben; und man verlangt Strahlbiischel (A o), (I ) derartig, dass

(AOK) (C(l cee) AN (Bﬁ) (I‘x T bu);

so beschreibt A eine Curve 900. Ordnung, « cinen Torsus 900. Klasse,
wenn B mit ciner gegebenen Bbene oder fmit cinem gegebenen Punkie
ineident scin soll.

91. Die Formeln (Nr. 13.)
@auwb) 2vii=pi + wi + &ris + e, 2un=vi | 4,
filhren zu folgender Tabelle (iir w1, ?it:

Tab. 7; 6 = 11.

Sign. Eis &ha To Ay opg Vi
5010,0510 11 11 20 0 14 28
. .b001, 0601 22 22 40 0 28 56

4110,1410 11 11 20 0 14 28
4101,1401 14 14 16 20 28 36

3210, 2310 9 9 14 ) 14 25
3201,2301 12 15 20 11 23 35

4030,0430 11 11 20 0 14 28
4021,0421 22 22 40 0 28 56
4012,0412 36 36 56 20 56 92
4003,0403 32 44 32 84 92 100
3130,1330 11 11 20 0 14 28
3121,1321 20 20 34 5 28 51
3112,1312 26 29 306 31 51 71
3103,1303 32 35 38 54 71 88

2230 11 11 20 0 14 28
2221 18 18 28 10 28 46
2212 2T 27 40 22 46 T
2203 30 30 32 59 70 81

3050,0350 11 11 20 0 14 28
3041,0341 22 22 40 0 28 56
3032,0332 42 42 14 ) 56 107
3023,0323 62 65 92 51 10T 163
3014,0314 64 79 7 138 163 188
3005,03056 48 66 20 215 188 1061



Sign.
2150, 1250
2141, 1241
2132, 1232
2123,1223
2114,1214
2105, 1205

2070,0270
2061,0261
2052, 0252
2043,0243
2034, 0234
2025,0225
2016,0216
2007, 0207

1170
1161
1152
1143
1134
1125
1116
1107

1090,0190
1081,0181
1072,0172
1063,0163
1054, 0154
1045,0145
1036,0136
1027,0127
1018,0118
1009,0109

00110
00101
0092
0083
0074
0065
0056
0047

Eis
11
22
38
53
62
55
11
22
44
80
115
126
103
70

11
22
44
76
109
127
117
79

11
22
44
88
156
224
263
220
149
98

11

22
44
88
176
312
454
h24

RupoLF SrurM.

flia
11
22
33
56
65
62
11
22
44
80
121
144
128
86

11
22
44
76
109
127
117
79
11
22
44
88
156
230
271
245
165
108

1
22
44
88
176
312
454
/24

ot
20
40
62
76
70
40

20
40
80
136
168
140
60
0

20
40
80
124
152
140
80
0

20
40
80
160
260
320
280
140

20
40
80
160
320
520
640
560

Al
0
0

15

b3

113
175

0
0

0
20
104
251
390
408

Mﬁ
14
28
56
97

141

169

14
28
56
112
204
304
357
324
14
28
56
112
194
282
338
326

14

28

56
112
224
398
586
695
650
482

14
28
56
112
224
418
796
1172

Vit
28
56
97

141

169

163

28
56
112
204
304
357
324
240
28
56
12
194
282
338
326
242
28
56
112
224
398
586
695
650
482
344

28
56
112
224
448
796
1172
1390
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Sigm 5{13 §1/1A 28 A1 &Lh Vi
0038 465 465 280 1480 1390 1300
0029 314 814 0 1636 1300 904
00110 206 206 0 1240 964 688
00011 132 132 0 900 688 476,

98. Die u,/, vy, geben uns also die Ordnung &, der Curve der
Punkte (A)iy, (B)yq, welche ilwe associirten (B),,, (A)y, n ciner ge-
gebenen Ebene B, o haben, jedoch zuniichst nur fiir die Signaturen,
wo nicht m und » beide gleich O sind.

Fiir diese kann auf iihnliche Weise als in Nr. 91. der Werth von
¢, ermittelt werden und ergiebt sich wie bei den dibrigen Signaturen,
bei denen m =0 ist, §,' = 14, nur diejenige Signatur, dic auch m
Vorhergchenden eime Ausnalime machte, [3300] macht sie auch hier.
Wir losen sie wieder auf in

(32207 A4, 44 ay ay WA,
by b, by B; BB, By;
fir [3210] sind die Punkte von 4,4, A4, mit denen von B, 13, %, durch
Correlation mit singuliren Ebenen eindeutig associirt, ausgenommen
die Punkte der Curven af, b%; die Curven, auf denen A und B3 be-
wegt werden (Nr. 13.), sind 9tr Ordnung: sie sind die Schnitte der
Ebenen «, # mit den Flichen 9. Ordnung o, 7, welche 8, o associirt
sind; die Fliche p° enthilt in B, B,®, die Curve b, folglich liegen
von der Curve 9. Ordnung in B ausserhalb b* noch 5 Punkte; diese 5
Punkte fithren zu 5 weiteren vereinigten Punkten auf den eindeutig
bezogenen Curven. Also ist §,’ =9 fiir [3300].

99. Fiir die Signaturen [klm0],, wnd [klm1], kann der Werth
von &, auch auf folgende Weise ermittelt werden. Nachdem eventuell,
wenn m=0, was bei [klm 1] nicht moglich, [£100],, in [k,1—1; 2, O],
aufgelost ist, bringen wir die Fliiche «*, bez. a8 der Punkte (4),, mit der
Fliche o, welche fir [k, I, m — 1, 0];,, bez. [klm0],, der Ebenc f
associjrt ist, zum Schnitt; dieser Schnitt besteht aus der Curve «,',
dreifach auf «'!, einfach auf «, bez. doppelt auf &%, auf welcher alle
Punkte (Nr. 84, 92.) liegen, denen fiir [£,1, m — 1, 0}, bez. [klm0]
mehr als ein Punkt (und deshalb alle Punkte einer cubischen Raum-
curve) associirt ist, und aus der Curve 14. Ordnung, bez. 28. Ordnung,
um die es sich jetzt handelt. Bei der Signatur

A, 4, 4, ay a0, %,

3220

[O :] [)1 Z)Q b3 B1B2%1%2
und

[3211) A Ay Ay ay a; %0,

b, b, by B, B, B, by

Mathemalische Annalen XII. 23
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. 1 M . . .
tritt an Stelle von «'! eine Fliche o' @y zerlegt sich in a,®, welche

auf o dreifach, auf o' einfach , hez, auf o doppelt ist, und at, die auf
®, at, o einfach ist (Nr. 84, 92.); es bleibt eine Curve 14. Ordnung,
bez. 23. Ordnung. Ist aber B, mit B, identisch, so dass wir [3300]
erhalten, so tritt an Stelle von ¢! eine Fliche o8, auf der die Curve

' nicht mehr liegt (Nr. 91, 92y es bleibt blos eine Curve 9. Ordnung,
wie sie auch oben gefunden wurde. (C. P. Nr. 40.)%)

100. Die Zahl der Durchgiinge der Curve ' Ordnung der
Punkte (4);, oder (B)1s, welche fiir [klmn],, associirte Punkte in g
oder « haben, durch jeden der Punkte A, (B,) und der Begegnungspunkte
mit einer a;(b;) ergiebt sich wieder leicht mit Hilfe von Nr. 4. Die
bei # =0 gefundene Curve 14. Ordnung a'4, b4 trifft jede Gerade a;,
b; achtmal und geht durch jeden Punkt 4;, B; dreimal; die Curve o,
0" bel [3300] geht einmal durch jeden 4;, B; und trifft jede a;, b;
scchsmal. Im letztern Falle trifft o9 die Kbene «,,; ausserdem noch
in den 3 Punkten, welche den Schnitten der associirten Curve B° mit
B12s associirt sind, und in den 3 Punkten A9 welche den Punkten $0°
correspondiren (Nr. 93.); im allgemeinen Falle wird jede etwa vorhandene
Ebene «;; von a'* noch in den 5 Punkten getroffen, welche den nicht
auf b;, br, b, gelegenen Schnitten von Bp* mit dem Hyperboloide g
entsprechen.

2
ikl

Bei den Curven o?®, 02 sind die Zahlen doppelt so gross, wie
bei a4, b'4; die a,, b, treffen sie 11mal. Die %, b*® bei [3211] gehen
durch jeden A;, B; 4mal, treffen jede a,, b, 14 mal und die a;, b; 9mal.

Da a'* mit a,°, wie oben gezeigt, einen vollstindigen Schnitt
(«f, «'') bildet, zu welchem a,'¢ dreifach gehdrt, so sind nun leicht
die Zahl der Durchginge von «,'° dureh jeden 4; und die Begegnungs-
punkte mit jeder @; zu verificiren (Nr. 84.)

101. Mit einem Punkte B3, z. B. B, ist fiir (klmn],, die Curve
tiop'® Ordnung associirt, welche ihm fir [k, I —1, m, n};, correspondirt,
wo das Paar g, B, weggelassen ist; sie trifft also ¢, nicht. Geht mit-
hin die Ebene 8 durch 1B3,, so 16st sich diese Curve von der Curve
ab ab.

Jeder Punkt einer b;, z. B. by, hat einen associirten und diese
associirten Punkte erzeugen eine Curve, deren Ordnung offenbar gleich
der Zahl der Begegnungspunlkte der Curve 0%, die der Ebene a —
oder genauer der Curve ccecér» — associirt ist, mit &;. Um zu erkennen,
wie oft diese Curve durch A, oder einen der andern A geht, haben

*) Tm ,,Problem der Collineation ‘¢ ergab sich fiir dic dort betrachtete Signatur
dieselbe Curve von der 11. Ordnung (Nr. 81, 35.). Diese Ordnung wurde dort mit
Hilfe des Correspondenzprincips der Ebene gefunden.
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wir « durch denselben zu legen und von der diesem Punkte allein
entsprechenden Curve abzusehen.

Betrachten wir als Beispiel die Signaturen # =0 ausser [3300].
Der Ebene « correspondirt eine Cuarve ', welche b, 8mal trifft; also
der b, eine Curve 8. Ordnung. Legen wir « durch A,, so zerfillt pr
in eine cubische Raumcurve und eine Curve 11. Ordnung, von denen
die erstere der b, nicht, die letstere also moch 8mal begegnet. Die
Curve 8. Ordnung geht demnach nicht durch 4, (und das wird allge-
mein statthaben). Geht aber « durch einen andern A,, so trifft die
sich ablosende Curve 3. Ordnung die b, zweimal, die Curve 11. Ord-
nung dieselbe also nur noch sechsmal; d. h. die Ebene « enthilt von
der Curve 8. Ordnung ausser dem 4; noch 6 Punkte, also den 4,
doppelt. Legte man « durch eine @;, so wiirde dies zu nichts fithren.
Man findet aber die Zahl der Begegnungspunkte der Curve 8. Ordnung,
die der b, associirt ist, mit einer a; so: es werde A, b, ersetzt durch
A, %', wo B auf b liegt; so dass [kIm0],, in [k—1,1{m + 1, 0],
tibergeht. Die Curve 11. Ordnung, die der Geraden b, hierfiir corre-
spondirt und a; Tmal trifft, zerfillt in die blos dem B’ correspondirende
cubische Raumecurve (d. i. die ihm fiir [k — 1,1, m, 0],, wo 4,9’ weg-
gelassen, associirte), welche a; zweimal trifft, und die Curve 8. Ord-
nung, welche also @; noch fiinfmal trifft.

Im Falle [3300] ist mit jeder Geraden b; eine Curve 6. Ordnung
associirt, welche durch den homologen 4; nicht geht, durch die andern
je einmal und die @; je viermal trifft. (C. P. Nr. 41).

VIII 6 = 13.
102. Wir kommen zur Tabelle VIII, fiir welche die Formel (Nr. 27.)
VIiIb) 20 = Au + Aus+ M

dient. Es fehlt die Kenntniss der 4,, fir die Signaturen [:lm0],,,
oder der App fiir die Signaturen [k, I, m + 1, 0],,; fiir diejenigen
Signaturen, wo & 4 I < 6, sagt Nr. 30., dass 4133 = O ist; aber auch
von den 7 iibrigen haben 6 diesen Werth von 45 5; nur [3300] macht
wieder eine Ausnahme. 1555 ist die Zahl der Correlationen mit sin-
guliren Ebenen, bei denen der Scheitel B in einer gegebenen Ebene
B liegt, oder die Ordnung der Curve der Punkte I3, denen Punkte
A durch solche Correlationen correspondiren.

Die 3 Schnitte von B mit der Curve (8%, B,,3), deren Punkte denen
von (&3, a;y,) durch solche Correlationen entsprechen (Nr. 93.), fithren
zu 3 Lisungen; also A3 5 = 3; aber fiir die folgende Tabelle ist dieses
412 3 noch nicht nothwendig.

23%
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Sign.
5010,0510
5001,0501
4110,1410
4101,1401
3210,2310

3201

2301

4030,0430

4021,0421

4012,0412
4003
0403

3130,1330
3121,1321
3112
3103

1312
1303

2230
2221
2212
2203

3050, 0350

3041,0341

3032,0332
3023
3014
3005

0323
0314
0305

2150,1250

2141,1241

2132,1232
2123
2114
2105

lll B

[\
B OO N =R OO

12
39
64

10
32
68

14
31
54

Ax
0
0
0
20
5
11
11

0
0
20
84
84

0
5
31
54

31
54

0
10
22
59

51
138
215

51
138
215

15
53
113
115

Ruporr Sturw,

Tab. VI 6 — 11.

Ay

[Nl e ole]

W W

Ay

—
PO WN OO0

46
0

33
105
192

32
101
192

38
91
160

Sign.
1223
1214
1205

2070, 0270
2061,0261
2052,0252
2043,0243
2034
2025
2016
2007

0234
0225
0216
0207

1170
1161
1152
1143
1134
1125
1116
1107

1090,0190
1081, 0181
1072,0172
1063,0163
1054, 0154
1045
1036
1027
1018
1009

0145
0136
0127
0118
0109

Ausn

12

108
142

0

0
10
52
133
226
218
256

48
127
230
302
284

A
53
113
175

20
104
251
390
408

104
2b1
390
408

210
477
740
818
620

210
477
740
818
620

A

196
352
12
69
192
352

146
318
672
884

30
144
374
672
896

A1t
31
91
160

12
71
196
352
448
69
192
352
460

146
378
672
884
880

144
374
672
896
900
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Stfﬂzl- PR PR T W Sign. Aup Ay An An
00110 o) 0 0 0 0056 100 420 60 290
00101 o 0 o o 0047 260 954 290 752
0092 0 0 0 0 0038 456 1480 752 1344
0083 o 0 0 0 0029 580 1636 1344 1780
0074 0 0 0 0 00170 540 1240 1780 1780
0065 20 100 0 60 00011 440 900 1780 1560.

~_ Das letste Resultat, also 2, fir [00011] oder 155 fir [00012]
giebt folgenden Satz: Wenn 2 Gruppen von je 12 Geraden a, - - - a;y,
By - - B,, gegeben sind und man sucht solche Biischel (A a), (BP), dass
(Ae) (ay -« ap) A (BB Oy - - 6y,); s0 liegen dic A, sowohl wic die
1? a,-uf' Je einer Curve 1560 Ordnung, und dic «, wie dic  wmhillen
Je ewnen  Torsus von der 1660t Klgsse.

103. Zur Aufstellung der Tabelle 8 sind die Formeln (Nr. 14.)

(8 a u. b) 2vi = Wys + Cion + Loy 2@ = viz + Ao
nothig.
Tab. 8; ¢ = 12.

Sign. Eus b s pe v Sign. &up & dizp i Ve
6000 3122,1322 15 51 3 24 45
0600 3113 22 71 2l 45 69
5100 3104 29 88 45 69 93
1500 4 14 0 6 12 )
1900 1313 24 71 20 45 70
1804 32 88 45 70 95
2100 . 30 32 88 45 70 9
3300 3 9 3 6 9 2240 4 14 0 6 12
3 2231 8 28 0 12 24
5020,05620 4 14 0 6 12 o992 14 45 6 24 42
5011, 0511 8 28 0 12 24 9113 02 0 11 4% 67
5002, 0502 16 56 0 24 48 9904 25 81 48 67 88
4120, 1420 4 14 0 6 12 30600360 4 14 0 6 12
4111, 1411 8 928 o0 12 2 s051051 8 28 0 12 24
4102, 1402 12+ 36 12 24 36 50420342 16 56 0 24 48
3220, 2320 4 14 0 6 12 3033,0333 31 107 3 48 93
3211, 2311 7 23 3 12 21 3024 50 168 33 93 153
3202 10 3 9 2t 33 3015 61 188 105 153 201
2302 12 3% 8 21 34 3006 58 161 192 201 210
4010,0440 4 14 0 6 12 0324 52 163 32 93 14
4031, 0431 8 28 0 12 u 0316 72 188 101 134 207
1022,0422 16 56 0 2 48 0306 76 161 192 207 222
4013,0413 28 92 12 48 84 2160,1260 4 14 0 6 12
4004 32 100 60 84 108 9151,1250 8 14 0 12 2%
0404 40 100 56 84 112 2142,1242 16 28 0 24 48
3140, 1340 4 14 0 6 12 2133,1233 29 97 9 48 87
3181, 1831 8 928 0 .12 2 2124 44 141 38 87 136
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Sign., fus & liep g v Sign. ez &e dup 1z V2
2115 57 169 91 138 181 1082,0182 16 56 0 24 48
2106 60 163 160 181 202 1073,0173 32 112 0 48 96
1224 46 141 87 87 137 1064,0164 64 224 0 986 192
1215 60 169 91 137 183 1055,0155 118 398 380 102 854
1206 66 163 160 183 206 1046 184 586 146 354 562

1087 236 695 378 562 746

4 0
2080,0280 4 1 6 12 1028 244 650 672 746 820

So6206s 16 s 0 24 b 1019 210 452 884 820 756
2053,0253 32 112 0 48 96 10010 164 344 880 756 632
2044,0244 60 204 12 96 180
2035 91 304 71 180 289 0146 188 586 144 354 564
2026 118 357 196 289 382 0137 249 695 374 564 754
2017 118 324 352 382 412 0128 268 650 672 Th4 836
2008 100 240 448 412 376 0119 234 482 896 836 776
il o
0235 98 304 69 180 291 01010 184 344 900 776 653
0926 182 357 192 291 390 —
0217 142 324 352 890 498 00120 4 14 0 8 12
0208 124 240 460 428 396 00111 8 28 o0 12 24
1180 4 14 0 6 12 00102 16 56 0 24 48
1171 8 28 0 12 24 0093 32 112 0 48 96
1162 16 56 0 24 48 0084 64 224 0 96 192
1153 32 112 0 48 96 0075 128 448 0 192 884
1144 58 194 18 96 174 0066 236 796 60 384 708
1135 90 282 75 174 273 0057 372 1172 290 708 1126
1126 117 338 182 273 364 0048 484 1390 752 1126 1500
1117 £26 326 320 864 408 0039 512 1300 1344 1500 1656
1108 110 242 436 408 380 00210 444 964 1780 1656 1532
0160,01100 4 14 0 6 12 00111 348 688 1780 1532 1284
1091,0191 8 28 0 12 24 00012 256 476 1560 1284 1008,

104. Die w5, v, geben die Ordnung &5 der Curve der Punkte
D)y, welche fiir [k, 1, m 4+ 1, nly,, [k, 1, m, n 4 1],; assocsirte
Punkte (A),, haben.

Die Tabelle zeigt, dass, wenn n =0, iz (und also auch &3.4)
hne Ausnalime 6 ist, bei n==1 Lup=12 ist und nur [3301] eine
dusnahme mit §is p = 9 macht, bei m =2 tap = 24 mit alleiniger Aus-
wahme von [32127, [2312], wo fisp = 21 ist, wihrend nun die Aus-
1ahmen zahlreicher werden und bei # = 6 nur fiir [0076] &5
= 384 ist.

Fitr n==0, n==1, n==2 ldsst sich dies Resultat auch so er-

reichen: Man zerlegt (13) «) in (11, %1) und (11, 952), g) in (11, %1) ,
and (11, g:), y) in (11, g:) und (] 1, g;) Wir erbalten in B «)

:wei Flichen 4. Ordmung, ) eine Fliche 4. und eine 8. Ordnung,
s) zwei Flichen 8, Ordnung. Diese schneiden sich in der zu (11) ge-
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horigen Curve b,'?, die auf den Flichen 4. Ordnung einfach, auf den
Flichen 8. Ordnung doppelt ist (Nr. 92.) und die Punkte enthiilt, denen
fiir (11) mehr als ein Punkt associirt ist, und in einer Curve «) 6., B)
12., ) 24 Ordnung; jedem Punkte derselben ist fiir (11) nur ein Punkt

associirt, der dann auch fiir (11, %‘) und (11, %‘-’
auch fiir (13) associirt ist. 1 :
Wenn aber (11) die Signatur

A, Ay Ay, a, N

210 1 2443 M Uy <y

[5210] by b, 5,3, B,
ist und es wird bez. @) Wy B,, WyBy; B) A, W,, 0,05 ) a,6,, a,b,
hinzugefiigh, so dass sich @) [3230] und, falls ¥, identisch 9, ist,
(33101, B) [3221] bez. [3301], y) [3212] ergiebt; so haben wir in «)
fir (3210, %2) und (3210, 353) je eine Fliche B in B, denen die
Curve 10. Ordnung b,'%, bestehend aus b,¢ und b4, gemein ist und ausser-
dem die Curve b® wie oben; in ) erhalten wir eine Fliiche 4. und eine 7.
Ordnung; auf der ersteren liegt 0, einfach, auf der letsteren doppelt,

), w. s, f. und also

bt aber auf beiden einfach; also bleibt auch hier eine Curve 12. Ord-
s . 9
nung. Ist aber B, identisch mit B,, so fiihrt (3210, C,E?> nur zu
. =
einer Fliche 3. Ordnung, auf der 0! nicht liegt; es bleibt als Schnitt
dieser Fliche in «) mit der Fliche 4. Ordnung, mit der sie die b,°
einfach gemein hat, eine Curve 6. Ordnung, wie bisher, iu ) mit der

Fliche 7. Ordnung, auf der b,® doppelt ist, eine Curve 9. Ordnung,
wie sie sich bei [3301] ergeben hat. In p) erbalten wir zwei Flichen

7. Ordnung, welche beide die Curve b,* doppelt, die b! einfach ent-
halten, so dass ein Schnitt 21. Ordnung bleibt, wie er fiir [3212] ge-
funden ist. Fiir [2310] ergeben sich dieselben Resultate.

105. Die Zahl der Durchginge der Curve at”, 0¢° der DPunkte
(A),3, (B);3 durch die Punkte 4;, B; und der Begegnungspunkte mit
den a;, b;, a;, b; ist wieder leicht aus Nr. 4. zu entnehmen. Die Curve
6. Ordnung af, b% bei n = O geht durch jeden 4;, B einmal und trifft
jede Linie a;, b; dreimal; bei den Curven 12., 24. Ordnung verdoppeln
und vervierfachen sich diese Zahlen; die a;, b; treffen sie 4-, Smal.
Die a°, b bei [3301] geht durch 4;, D: je einmal, trifft a,, b, finf-
mal und ¢, b, dreimal

Die Curve a?! bei [3212] geht durch die 4; je dreimal, trifft die
a; je eilfmal und die q; je siehenmal; ebenso verhiilt sich 4*!' gegen
die .Bi, b,’, B,‘.

Die Curven af, b% bei [3310] und a”, ¥° bei [3301] gehen bei@e
durch A, 4,A;, bez. B, B, B, einfach, schneiden ferner (Nr. 93.) flxe
@93, Big moch in den drei Punlkten 4°, BY; die drei weiteren Schnitt-
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punkte der Curven a’, b° mit den beiden Ebenen sind die Punkte A,
B0, fiir welche

(Wayys) (A1, Agayagagzag) N (B°Bya3) (b1 0,0 By B, Byb,)
(Eb. Proj. Nr. 16.); womit zugleich der Werth 3 fiir 4,; bei (3301]
gewonnen ist. (C. P. Nr. 43.)

106. Im Vorhergehenden ist fiir n =0, 1, 2 die Curve at", pt*
als partieller Schnitt von zwei Flichen erkannt worden, der durch g0
0,!0 zum vollen Schuitt ergdnzt wird; es ist nicht unwichtig, die Zahl
der Begegnungspunkte a*”a,®, b4°b,! zu ermitteln.

Die Curven a®, a'?, a** treffen, wenn unsere Signaturen aus [klm0],,
hervorgegangen sind wie oben, die Fliche «'', welche einer Ebene g
hiexfiir associirt ist, in 6. 11, 12. 11, 24. 11 Punkten. Zu diesen ge-
horen die &k Punkte 4;, auf o«!! 6fach, auf den Curven bez. 1-, 2.
3fach, ferner die 6, 12, 24 Punkte, welche den Schnitten der associirten
Curven 3%, b'2, b* mit B correspondiren; also bleiben noch 60 — 6 %,
120 — 12 k, 240 — 24 & Punkte, welche sowohl fiir (11) einen asso- .
ciirten auf $, also auch einen davon verschiedenen associirten fiir (13)
haben, der mithin auch schon fiir (11) associirt war; folglich haben
sie eine ganze cubische Curve fiir (11) associirt (Nr. 41.); die Punkte
befinden sich demnach auf @,!® (zu welcher ja die g; gehoren); da die-
selbe auf «!! dreifach ist, so ist ihre Zahl nur 20 — 2%, 40 — 4F,
80 — 8. Die Zahl derjenigen, welche auf der Restcurve ,°—* liegen,
betrigt mithin 20 — 2k — 37, 40 — 2k — 61, 80 — 8%k — 12]. Ebenso
haben die associirten Curven b5, b'2) 5% mit 5," bez. 10— 27, 40 —41,
80 — 8] Punkte gemein, also mit p0~* 20 — 2] — 3k, 40 — 41— 6%,
80 — 81 — 12k.

Die Signatur

[3210],, A, A4, Aga,0,%,

by by by B, B, B,

erfordert wieder eine besondere Betrachtung. Wir erhielten in den drei
obigen Fillen &), B), ), wenn %, B,, WU By; U B,, a, b5 a0, a,b,
hinzugefiigt wird, so dass die Signaturen [3230], [3221] und [3212] ent-
stehen, eine Curve «f, a'?, g?! und ihr associirt %, b'2, b2'. Jene
schneiden die Fliche &, die der Ebene g fiir [3210] correspondirt, in
9.6, 9.12, 9.21 Punkten; dazu gehdren die 3 Punkte 4;, auf «f vier-
fach, auf den Curven bez. 1-, 2-, 8fach. Diese Curven treffen ferner
die Ebene a;,; ausser in den 4, noch in 3, 6, 12 Punkten. Die ausser-

halb der Curve a* gelegenen Punkte dieser Ebene correspondiren fiir
[3210] ihren associirten Punkten (in B, B,®,) durch Correlation mit
singuliren Ebenen; bei [3230], [3221] giebt es keine derartig asso-
ciirten Punkte, bei [3212] jedoch 3 Paare '® in «,,; und B, B, %,
diejenigen, welche der Bedingung
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(W atyyq) (4, A, Ayaa,0,0,) N (Y, By B,By) (b,0,b, B, B, 6,0,
gentigen (Eb. Proj. Nr. 16.); beides wird auch in der nichsten Tabelle
erkannt werden. Daraus geht hervor, dass die obigen 3, 6 Punkte bei
a8, a'? auf a! liegen, von den 12 bei ¢! aber nur 9. In diesen 3,
6, 9 Punkten schneiden die ab, a'?, a®! die Fliche «? einfach, ausser-
dem noch in den Punkten, welche den Schnitten von %, 52, b*' mit
B associirt sind; es bleiben demnach 33, 66, 123 weitere Schnittpunkte
iibrig; dies sind die 11, 22, 41 Punkte, in denen unsere Curven die auf «°
dreifache a,® tretfen, welche mit a* die a,!® bildet. Ist aber in a), ) B,
mit B, identisch, so dass man [3310] und [3301] hat, so tritt bei a® keine
Aenderung ein; an Stelle von a'?, b'? tritt aber o, 0°; a® geht durch
die A; einmal, und die 3 Schnitte mit «* sind die 3 bei [3300] ge-
fundenen Punkte 4° (Nr. 93). Es bleiben 9.9 —3. 4. 1—3— 9=3. 19
Punkte; @’ hat also mit @,'° 22 Punkte gemein, 19 auf a,% und 3
aul a'.

Die Curven %, b'?, b* in B haben mit der einer « associirten
Fliche ! gemein 1) die 2 Punkte B,, B,, auf letaterer 4fach, auf
ersteren 1-, 2-, 3fach; 2) die den Schnitten von « mit af, ¢, a*' as-
sociirten; 3) 4, 8, 12 Punkte auf b*, indem bei 0?' drei ausserhalb b
liegende Punkte in B, B,®, die obigen ¥’ sind, also noch 36, 72, 132,
welche die 12, 24, 44 Schnitte von 0%, b'%, b2 mit b, sind. Bei af,
a'?; b5, b'? ist die Zahl der Begegnungspunkte mit der ganzen a,'‘;
b, also 11 4 8, 22 -+ 6; 12 + 4, 24 4 8, folglich gleich den obigen
Werthen 20 — 2k, 40 — 4%; 20 — 21, 40 — 41.

Lisst man aber wieder ¥, und B, in B, zusammenfallen, so
geht b2 wieder in 1° iiber, welche durch die auf f§° vierfachen Punkte
B,, B, einfach geht, g’ auf bt in den 3 Punkten B° und dem in I
iibergegangenen ¥, ferner in den den 9 Punkten aq® associirten
Punkten und demnach auf der Curve b,% in §(9.9—2.4.1—4—9)=20
Punkten trifit. Bei b¢ geht keine Verdinderung vor; die 4 Punkte auf
bt sind B, und die drei B°. (Cf. C. P. Nr. 44, 45.)

IX 6=14.
107. Die Tabelle IX ergiebt sich aus der Formel (Nr. 28.).
(IX b) Qg == A1z + Ao p + Aza.

Tab. IX; 0 = 12.

Sign. hisp Awa A An Sign. Mo Aipa A Ap
6000,0600) - 3300 3 3 0 3
5100, 1500 0 0 0 0  5020,0520 0 0 0 0
4200, 2400 50110511 0 0 0 0
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Sign,
5002,0502

4120,1420
4111,1411
4102, 1402

3220,2320
3211,2311
3202,2302

4040,0440
4031,0431
4022,0422
4013,0413
4004,0404

3140,1340
3131,1331
3122,1322
3113,1313
3104, 1304

2240
2231
2222
2213
2204

3060,0360
3051,0351
3042,0342
3033,0333
3024,0324
3015,0315
:3006,0306

2160, 1260
2151,1251
2142, 1242
2133,1233
2124, 1224
2115,1215
2106,1206

2080, 0280
2071,0271
2062,0262

Map Apa  Ap
0 0 0
0 0 0
0 0 0

1212 0
0 0 0
3 3 0
9 8 3
0 0 0
0 0 0
0 0 0

12 12 0

60 56 12
0 o0 0
0 0 0
3 3 0

21 20 3

45 45 22
0 0 0
0 0 0
6 6 0

17 17 6

46 46 20
0 0 0
0 0 0
0 0 0
3 3 0

33 32 3

105 101 34

192 192 120
0 0 0
0 0 0
0 0.0
9 9 0

38 37 9

91 91 42

160 160 112
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Ruporr Sturm.

A

[e2] — —
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w oo

112
216

0
0
0

Sign. Aaop Aiga A A
2053,0253 O 0 0 0
2044,0244 12 12 0o 12
2035,0235 1 69 12 76
2026,0226 196 192 76 232
2017,0217 352 3H2 232 468
2008,0208 448 460 468 688

1180 0 0 0 0

1171 0 0 0 0

1162 0 0 0 0

1153 0 0 0 0

1144 18 18 0 18

1135 BT 18 84

1126 182 182 84 224

1117 320 320 224 432

1108 436 436 432 0652
10100,01100 0 0 0 0

1091,01901 0 0 0 0
1082,0182 0 0 0 0
1073,0173 0O 0 0 0
1064,0164 O 0 0 0
1065,0155 30 30 0 30
1046,0146 146 144 30 160
1037,0137 378 374 160 456

1028,0128
1019,0119

672 672 456 900
884 896 900 1340

10010,01010 880 900 1340 1560

00120
00111
00102
0093
0084
0075
0066
0057
0048
0039
00210
00111
00012

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

60 60 0 60
200 290 60 320
2 152 320 912

1344 1344 912 1800

1780 1780 1800 2680
1780 1780 2680 3120
1560 1560 3120 3120.
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Die Tabelle zeigt, dass i,? bei allen Signaturen [EIm0],, oder A,
bei allen Signaturen [k, I, m -+ 1, 0];; den Werth 0 hat,~ wie ali;
Nr. 30. schon hervorgeht, da % -1 < 7 ist. Die 4,, fiir [3300] und
[3211] oder 4,, fir [3301] und [3212] sind schon in Nr. 105., 106. (die
Punkte 2A°B°, A'B") gleich 3 erkannt. Wir interpretiren wieder das
letzte Resultat: 4,, fiir [00012] oder 4, fiir [00013] gleich 3120.

Hat man zwei Gruppen von je 13 Geraden: a, - - - ayy, 0, -+ -bys,
so giebt es 3120 Paare von Strahlbiischeln (Ade), (Bf), so dass

(Aa) (a - a) N (BB) (b, - - - byy).

108. Wir kommen nun zur letzten Tabelle, durch welche wir die
Zahl &, der Paare von associivten Punkten fiir ¢ = 14 finden. Iiir die
Aufstellung derselben dienen die Formeln (Nr. 15.):

Qaub) 2vig=ps+ bsp+ bisa; 203 =vis + Ls.

Tab. 9; ¢ = 13.

Sign' glt’.B §13A 113 W13 V13
6010,0610 6 6 0 4 8
6001,0601 2 12 0 8 16
5110,1510 6 6 0 4 8
5101,1501 2 12 0 8 16
4210,2410 G 6 0 4 8
4201,2401 12 12 0 8 16

3310 6 6 0 4 8

3301 9 9 3 8 13
5030,0530 6 6 0 4 8
5021,05621 12 12 0 8 16
5012,0512 24 24 0 16 32
5003, 0503 48 48 0 32 64
4130, 1430 6 6 0 4 8
4121, 1421 12 12 0 8 16
4112,1412 24 24 0 16 32
4103, 1403 36 36 12 32 b2
3230,2330 6 6 0 4 8
3221,2321 12 12 0 8 16
3212,2312 21 21 3 16 29
3203, 2303 33 34 10 29 48
4050, 0450 ¢ 6 0 4 8
4041,0441 12 12 0 8 16
4032,0432 24 24 0 16 32
4023,0423 48 48 0 32 64



364

Sign.
4014, 0414
4005, 0405

3150, 1350
3141, 1341
3132, 1332
3123, 1323
3114,1314
3105, 1305

92250
2241
2232
2993
2214
2205

3070,0370

3061, 0361

3052, 0852

3043, 0343

3034,0334

3025,0325

3016, 0316

3007, 0307

2170,1270
2161,1261
2152, 1252
2143,1243
2134, 1234
2125,19225
2116,1216
2107,0207

2090,0290

. 2081,0281

2072,0272
2063,0263
2054,0254
2045,0245
2036,0236
2027,0227
2018,0218
2009, 0209

Ruborr Srumm.

€15

84
108

6
12
24
45
69
93

6
12
24
42
67
88

6
12
24
48
93

153
201
210

12
24
48
87
136
181
202

12
24
483
96
180
289
382
412
376

8154
84
112

6
12
24
45
70
95

6
12
24
42
67
88

6
12
24
48
93

154
2017
222

6
12
24
48
87

137
183
206

12
24
48
96
180
291
390
428
396

@CCOOOO

232 -

468
688

W3
64
116

16
32
61
100

16
32
58
96

16
32
64
125
216
312

16
32
64
119
196
280

16
32
64
128
244
412
592
716

L46]
116
168

16
32
61
100
144

16
32
58
96
136

16
32
64
125
216
312
312

16
32
64
119
196
280
344

16
32
64
128
244
412
592
716
44
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Sign,
1190
1181
1172
1163
1154
1145
1136
1127
1118
1109

10110,01110
10101, 01101
1092,0192
1083,0183
1074,0174
1065,0165
1056,0156
1047,0147
1038,0138
1029,0129
10110,01110
10011,01011

00130
00121
00112
00103
0094
0085
0076
0067
0058
0049
00310
00211
00112
00013

i3
6
12
24
48
96
174
273
364
408
380
6
12
24
48
96
192
354
562
46
820
156
632
6
12
24
48
96
192
384
708
1126
1500
1656
1532
1284
1008

§13 A
6
12
24
48
T 96
174
273
364
408
380
6
12
24
48
96
192
354
564
54
836
76
652

6

12
24
48
96
192
384
708
1126
1500

1656
1532
1284
1008

16
32
64
128
256
512
964
1608
2304
2808
2936
2152

Vi

16
32
64
128
238
392
560
688
724

16
32
64
128
256
482
804
1152
1404
1468
1376

8
16
32
64

128

156

512

964

1608
2504

2808
2936
2152

2384.

365

109. Die p5, 7,5 geben mun die Zahl §;, fir (k, 1, m—+ 1, n],
bez. [k, 1, m, n -+ 1]. Alle bisher erhaltenen Signaturen [ky L, m, O]y
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haben also &, = 4 und auch diec 8 Signaturen (%, I, 0, 0],, weichen,
wie man wieder durch Aufldsung einer Doppel- in zwei einfache Be-
dingungen erkennt, davon nicht abj alle Signaturen ferner %, 1, m, 1]y,
haben ¢, = 8.

Bei n = 2 ist ¢, = 16, ausser fiir [3302], wo es 13 ist;

bel n =3 ist &, = 32, ausser fiir [3213], [2313], wo es 29 ist;

bei m = 4 ist &, — 64, ausser fiir [4104], [1404]; [3204), [2304];
[3124], [1324]; [2224], wo es bez. 52, 48, 61, 58 ist;

bei n=>5 ist ¢, = 128, ausser fiir [4015], [0415]; [3115], [13157;
[2215]; [8085], [0335]; [2185], [1235], wo es bez. 116, 100, 96, 125, 119
ist. Nachher nehmen die Ausnahmen iiberhand. *)

Bis ew n = 3 Linnen dicse Zahlenwerthe von &, auch auf folgende
Weise gefunden werden: Zu [klmO0],, werden 3 Paare conjugirter
Elemente (Punkte oder Geraden) zugefiigt, wobei zuniichst noch von:
[3210] abgesehen wird; wir combiniren einmal das eine Paar und dann
die beiden andern Paave mit [klm0],,; im ersteren Falle erhalten wir,
wenn das Paar aus Punkten besteht, in A durchweg eine Fliche !
und wenn es aus Geraden besteht, durchweg eine Kliche «f, auf of
ist @,'0 einfach, auf S doppelt; auf jener die 4; doppelt, auf dieser
vierfach.

Im zweiten Falle ergiebt sich, je nach der Beschaffenheit der zu-
gefiigten Paare, eine Curve 6., 12. oder 24. Ordnung, welche durch
die 4; 1-, 2-, 4mal geht und die @,'* in 20 — 2k, 40 — 4%, 80 — 8%
Punkien trifft; schneiden wir diese Curve zuniichst mit o', so
werden von den 24, 48, 96 Begegnungspunkten dadurch schon
1.2k + 20— 2k, 2 -2k 4 40 — 4%, 4 - 2% 4 80— 8k, also 20, 40,
80 Punkte absorbirt und es bleiben 4, 8, 16 Punkte, von welchen jeder
fiir beide entstandenen Signaturen (12) und (13) einen associirten Punkt
besitzt, und zwar denselben, den einzigen, der ihm fiir (11) assoeciirt
ist; folglich findet auch Association fiir die Signatur (14) statt, die
durch die Hinzufiigung aller drei Paare zu [kimO0],, entsieht. Tritt
& an Stelle von e, so verdoppeln sich offenbar alle Zahlen und wir
erhalten 8, 16, 32 Paare associirter Punkte. Identititen zwischen einem
hinzugefiigten 2, oder ¥; mit einem schon in [AImO0],, enthaltenen,
oder auch zweier hinzugefiigten unter einander indern nichts. Ist
z. B. in dem im ersteren Falle, wo sich «* ergiebt, hinzugefiigten Paare
A, B, der Punkt ¥, mit einem in |%Im0],, enthaltenen Punkt 9, iden-
tisch, so liegt dieser Punkt wohl auf «! (und zwar doppelt), aber nicht

*) Die Werthe von &, fiir » =0 bis n =7 hat auch Hirst in ganz iiber-
cinstimmender Weise durch seine Untersuchungen gefanden und mir im Friihjahre
1876, wo ich erst den Werth &, = 4 fiir n == 0 kannte, mitgetheilt. Man vergl.
auch das im Probl. der Coll. gefundene analoge Resultat (Nr. 41.), wo ebenfalls
4 sich ergeben hat.
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auf den Curven des zweiten Falles; ist der 9, eines der beiden fiir den
zweiten Fall addirten Paare mit einem schon in [%lm0],, enthaltenen
A; identisch, so reprisentirt der dadurch fiir (13) entstehende Punkt
4; 1, 2, 4 von den Schnittpunkten der Curve 6., 12., 24. Ordnung mit
@', Ist ein fiir den ersten Fall addirter 9, mit einem im zweiten
addirten identisch, so liegt er wohl auf der Fliche o, aber nicht auf
der Curve @b oder at.

110. Betrachten wir nun auch die Siguatur

A A, Az,
132103 by by b, B BB
wird 9,9, zugefiigt, so ergiebt sich eine Fliche «' oder «3, je nach-
dem ¥, mit B, nicht identisch oder identisch ist; erstere euthiilt die
A; doppelt, die a* einfach, die a,® einfach, letztere die 4; einfach, die
a' gar nicht, die % ebenfalls einfach. Wird aber a, 1, zugefiigt, so
ergiebt sich eine Fliche 7. Ordnung o7, welche die A; dreifach, die
at einfach, die a,% doppelt enthilt.

Fiigt man nun andererseits «) 2 Paare conjugirter Punkte, wobei
auch Identitdt der beiden U; oder ¥; mioglich ist, ) zwei conjugirte
Punkte und zwei conjugirte Geraden, p) 2 Paare conjugirter Geraden
zu; so ergiebt sich eine Curve «f, o'?, a*, welche durch die drei 4,
1-, 2-, 3mal gebt und @,% in 11, 22, 41 Punkten, die «! in 3, 6, 9
Punkten trifft (Nr. 106.). Bringen wir sie mit «* zum Schnitt, so er-
halten wir 6 4 —3-1.2 — 11 —3, 12.4 —3.2.2 —22—6, 21 . 4 —
3.3.2—41—9 librige Punkte; das sind die 4, 8, 16 Punkte (4),, fiir
[3240) (oder [4220] oder [3320]), [3231], [3222]; schneiden wir sie
mit @3, so erhalten wir 6-3 —3.1.1—11,12.3 —3-2.1 — 22,
21.3—3.3-1—41 iibrige Punkte; dies sind die 4, 8, 13 Punkte (4),
fiir {83207 (oder [4300] oder [3400]), [3311] und [3302]. Vou jhrven
Begegnungspunkten mit «’ bleiben tibrig 6.7 —3-1.3 —2.11 — 3,
12.7—-3.2.3—-2.22 -6, 21.7T—3.3-3 — 2.41 — 9. Dies sind
die 8, 16, 29 Punkte (A),, fiir [3231] (oder [4211] oder [3311]), [3222],
[3213].

Man hitte natiirlich auch die (B),, abzihlen konnen und wiire
zu denselben Zahlen gelangt. (Cf. C. P. Nr. 46.).

Anhang.
111. Bei der Signatur [0070] nehmen wir an, dass jeder 9(; sich mit
seinem homologen ¥, zu §; vercinige. Man habe weiter zwei Punkte 4, 1.
Es giebt ein System von Correlationen zwischen den Biindeln 4, B
und die einem Strahle des einen Biindels entsprechenden Kbenen im an-
dern erzeugen cinen Ebenenbiischel, jeder Ebene desselben entspricht eine
Correlation (Hirst Nr. 41.). Jede Correlation fiihrt nun durch die
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Schnitte homologer Strahlen und BEbenen zu einer Fliche 2. Grades,
welche durch die 9 Punkte 4, B, €, ---, €, geht; Herr Schroter
hat nun in § 6. der schon in der BEinleitung erwihnten Abhandlung
(Borchardt’s Journal Bd. 62. 8. 215) den interessanten Satz be-
wiesen, dass sdmmtliche Correlationen des Systems diesclbe Fliche her-
vorrufen. Die Axe des Biischels der Ebenen z. B. in B, welche in
den verschiedenen Correlationen einem Strahle von 4 homolog sind,
begegnet sich mit diesem Strahle in dem Punkte, wo er die Fliche
sum zweiten Male schueidet. Nach Hirst giebt es in dem Systeme
drei Axen-Correlationen. Zwei derselben haben zu Axen die durch 4
und B gehenden Geraden der Fliche aus der einen, bez. aus der andern
Schaar und die Erzeugung der Fliche geschieht durch projective Ebenen-
biischel (Ebene Proj. Nr. 19.; Fiedler darst. Geom. 2. Aufl,, S. 676);
bei der dritten Axen-Correlation sind die projectiven Biischel zu iden-
tischen, um die Gerade 4 B geworden; jede Ebene entspricht sich selbst
(Eb. Proj. Nr. 17.) und enthélt den ihr im andern Biindel homologen
Strahl ganz. Durch diese Correlation wird also dic Fliche micht er-
zeugt. Fiigt man demnach 9 B, zu, so giebt es in dem Ebenenbtischel,
der dem Strahle A9 im Systeme entspricht, eine durch B gehende
Ebene, und es ist eine Correlation aus dem Systeme bestimmt (cf.
Schroter a. a. 0.). Vereinigen sich aber 9, B in den Punkt G,
der von dem zweiten Schnitte von A4, mit der Fliche 2. Gr. ver-
schieden ist, so enthilt die durch B;==A;=C; gehende Ebene des Bi-
schels die ganze Gerade 4@y, da sie aunsserdem noch jenen zweiten
Schnitt enthilt, durch den ja die Biischelaxe geht. Also ist die Cor-
relation die dritte Axen-Correlation, welche die Fliche nicht erzeugt.

Wenn also bei [0080] die Punkte ¥; je mit ; sich zu G, ver-
einigen, so ist die Correlation zwischen zwei Biindeln 4, B stets von
der Art der oben beschriebenen dritten Axen-Correlation, ausser wenn
die 10 Punkte A, B, §,---C, auf derselben Fliche 2. Grades liegen,
in welchem Falle dann ein ganzes Correlationssystem mdglich ist.*)

Darmétadt, Februar 1877.

*) Eine Flache 3, O. kann durch einen Strahlenbiindel und ein Fliichennetz
2. 0., die in Correlation stehen, erzeugt werden (cf. meine F1. 3, O. Nr. 110.);
von den Grundpunkten des Netzes kann man nur 6 in beliebige Punkte der Fliche
legen, weil sonst nicht beide iibrigen auch auf dieselbe fallen. “Thut man dies,
wenn 19 Punkte der Fliche gegeben sind, dann lisst sich dieselbe noch auf ein-
fach unendlich viele Weisen erzeugen; es beschreibt dabei der Scheitel des Strahlen-
biindels eine Curve 6. Ordnung, weil ¢138 = ¢ fiir [00130], wihrend (Eb. Proj.
Nr. 46) die beiden andern Netzgrundpunkte eine Curve 27. Ordnung durchlaufen:
ein Resultat, das dem Schroter’schen analog ist. Man vergl. hierfiir Herrn
v. Escherich’s Aufsatz Miirz 1877 der Wiener Sitzungsberichte, wo auch §ns=1

fiir [00110] und &y = 4 fiir [00140] ermittelt ist. (Juli 1877.)




