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Zur Discussion der Bewegung cines Rotationskorpers in einer
Flissigkeit.

Von Avrrpp Korcks in Hamburg.

In Crelle’s Journal Bd. LXXI*) hat Geh. Rath Kirchhoff die
Discussion der Bewegung eines festen Rotationskorpers in einer in-
compressiblen reibungslosen Fliissigkeit auf elliptische Integrale zuriick-
gefilhrt. An die in dieser Abhandlung gewihlten Voraussetzungen
und Bezeichnungen soll im Folgenden angekniipft werden, um das
Problem mit Hiilfe von &-Functionen der numerischen Berechnung
zuginglich zu machen.

Kirchhoff setzt voraus, dass die incompressible reibungslose
Fliissigkeit ausser durch die Oberfliche des festen Rotationskbrpers
noch im Unendlichen durch eine geschlossene Fliiche begrenzt ist; dass
auf das gesammte System keine Husseren Krifle wirken; dass die Ge-
schwindigkeiten in der Kliissigkeit sich stetig von Ort zu Ort #indern.
Durch die Annahme, dass der Bewegungszustand des Systems durch
Krifte, die auf den Korper wirkten, entstanden sei, ist die Aufgabe
beschrinkt fiir den Fall, dass die Kliissigkeit einen mehrfach zusam-
menhingenden Raum erfilllt; andererseits erstreckt sich die Geltung
der Resultate jener Abhandlung bei den gewiihlten Bezeichnungen nicht
nur auf den Fall, dass der feste Korper ein geometrischer Rotations-
korper ist, sondern auf alle Fille, in denen der Korper in Bezug auf
zwel oder mehr Paare zu einander senkrechter Ebenen, die siimmtlich
durch dieselbe Gerade gehen, nach Gestalt und Massenvertheilung
symmetrisch ist.

Fiir ein im Korper festes Coordinatensystem wird die letaterwiihnte
Gerade als z-Axe gewiihlt, so dass die y- und z-Axen in eines der
Ebenenpaare fallen. Die Bewegung eines solchen Systems lehrt,

*) Zum grossten Theile (mit etwas verfinderten Bezeichnungen) wicder abge-
druckt in: Vorlesungen iiber mathematische Physik von Dr. Gustav Kirchhoff.
Leipzig 1876, S. 233—247.
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ermittelt, diejenige eines beliebigen materiellen Punktes x, y, 2 im
Korper kennen; bezeichnen nun u, v, w die Geschwindigkeitscompo-
nenten des Anfangspunktes jenes Systems nach den Richtungen seiner
Axen, und p, ¢, r die Drehungsgeschwindigkeiten um dieselben,
so lisst sich die lebendige Kraft 7' des ganzen Systems — wie in
der citirten Abhandlung gezeigt ist — bei den gemachten Voraus-
setzungen durch jene 6 Functionen der Zeit ¢ ausdriicken nach der
Gleichung:

2T = oy u® + cyy (v° + w?) + cyp* 4 655 (¢° + 1)

Worin ¢, ¢y, ¢4y und ¢;; Constanten bedeuten, die ausser von der Ge-
stalt und Massenvertheilung des festen Korpers von der Dichte der
Fliissigkeit abhingen.

Fithrt man ein zweites System von Coordinaten £, %, { mif im
Raume festen Axen ein, so stehen zur Zeit ¢ die Coordinaten des-
selben materiellen Punktes nach den beiden Axensystemen in den
Beziehungen :

E=at o2+ Yy + a2
n=34 gz + By + By
E=y+rz+ 7yt e,

wenn die 12 Grossen «, §, y Functionen der Zeit bedeuten. Unter
Beriicksichtigung der 12 Bedingungsgleichungen, die zwischen den
o, B,y und u, v, w, p, g, r bestehen, erhilt man dann aus dem
Hamilton'schen Princip 0/7dt = 0, wie es uniter unseren Voraus-
setzungen gilt, 18 Differentialgleichungen; unter diesen bestimmen
sechs — entstanden aus Differentiation nach %, v, w, p, ¢, r — nur
6 der benutzten unbestimmten Factoren; aus den iibrigen 12 lassen
sich mit Beachtung bekannter Relationen unter den «, 8,  mit Indd.
12 andere Gleichungen ableiten, von denen wir zunichst eine Hilfte

betrachten, deren System nach Einsetzung des obigen Ausdrucks fiir
T lautet:

du d
Cuogyp = — Gy (07 — wQ), a}—;-—-—()
dv d \
(A) § 4 == €l Ur — cypwp c, 55‘3‘% = () — Cag) Ut - (C4y — Cs5) P
dw ar
Cr dt = — ¢ Ug+Cpop, Co g = — (61— Cyg)uv — €4y — C55) PY-

In der citivten Abhandlung werden aus diesen Gleichungen noch
die folgenden Schliisse gezogen:

1) p ist constant.
2) Es ergeben sich drei Integralgleichungen:
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e U - Cyy (V2 A+ w?) 4= ¢y, p* + €55 (¢ ") =L
(B) et 0y (VP w?) =M
C11CaaUP + Cag055 (Vg 4 wr) = N,
in denen L, M und N Constanten des Problems sind.
3) Mit Einfilhrung der Variabeln s, o, ¢, ¥ durch:

V=38C08 @, ¢=06cos(p-| ¥)
w==§ sin @, r==asin (p + ¥)
folgt aus den vorigen Integralgleichungen:

S=z/f~::—ffﬁf, 6—_—-1/.(]‘:@";&2, SG COSI[):]L—-—h’u,

worin f, /', g, 9, h und I/ Coustanten bedeuten, die von L, B, N,
P, Ciys Cayy Cqy und cz; abhiingen; aus dem System (A) ergeben sich
durch eben diese Bezeichnung die beiden Differentialgleichungen:

du

O dbt —=—y - e SN
© 1 NV (g g =W
Coldp = ¢y - — enth(b—Nu)—enpf—fw) du
? TtV — ) (g~ g = =K up?

Hieraus ist direct klar, dass sich « und ¢ mittelst 9-Functionen
durch ¢ ausdriicken lassen; die erwihnte Abhandlung zeigt dann noch,
wie sich in einfacher Weise Functionen von « und ¢ finden lassen,
durch welche die Lage des Korpers zur Zeit ¢ bestimmi ist. Mieraut
kommen wir indessen zuriick, wenn wir jene Reduction von u und ¢
auf 9-Functionen wirklich geleistet haben.

Reduction von » und ¢ auf &-Functionen.

Es folgt leicht:
R )
o’ C
und also sind, da B positiv ist, auch / und f’ positiv.
Ferner ist:
[ Glup
W= C22C55
Nun kann man stets das System der z, y, # so wiihlen, dass 44/
eine positive Grosse ist; da die ¢ positive Constanten sind, geniigt es,
dass Np positiv ist. Man fithre nun &, %, # als Coordinaten ein durch
@ == — @, =1y, d = — 4, so ist in E=0"-F a0 + &y + a7
o =w, ¢ =—a,, a) =a,, @y = — & und gelten ebenso die hieraus
durch Vertauschung von £ mit 5 und ¢, & mit 8 und p entstehenden
Gleichungen; sind ferner o, v, w’, p, ¢, und N” die aus w, v, 0, p,'¢; 7
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und N entstehenden Grossen, wenn man in Letzteren o, , » mit
o, f, v vertauscht, so ist:

W= —u, v=uv, W=—uw
p=—p, (=9, 7¥=—7r
also: .,
Np=—Np,

d. h. es ist entweder Np positiv, oder N'p’; hiitten wir im letzteren
Falle gleich die z- und z-Axen in die Richtungen der z’- und #-Axen
gelegt, so wiire Np positiv geworden -— wir konnen daher das System
der z, y, # stets so wihlen, dass Np und damit 274" positiv wird.

Da f und f’ positiv sind, ergiebt sich aus s = J/f — f u?, dass
/T

die u des Problems zwischen - V I und —-—]/?-’f liegen miissen, weil

fiir dieselben s reell sein muss; wir setzen: —I—I/fl == q.

Wir definiren nun:
(f—1u)(g—gu)—(h—Fup?=H(@u).

Fiir die « des Problems muss J/H (u) reell, also H (u) positiv sein. Unter
allen Umstinden ist aber H (u) fiir w = 4- a negativ — und da doch
zwischen — o und + o die « des Problems liegen, folgt, dass H (u)
zwischen u = — a und u = - a stets zwei reelle Losungen hat. Der

Coefficient von u* in (H)w ist f'g'; sein Vorzeichen ist das von

¢y

9=, (n— ¢yy), so dass H () in w==--occ positiv oder negativ

unendlich wird, je nachdem ¢,, z ¢y, 1st. Danach haben wir zwei Haupt-
fille zu unterscheiden:

1) ¢y > ¢yy; H(u) hat 4 reelle Losungen, 2 inunerhalb (f und p),
2 ausserhalb — a bis 4- o (« und 9).

2) ¢y, < ¢35 H (u) hat zwischen — q und 4 a 4 reelle Losungen
oder nur 2 (B und p), wo dann 2 Lésungen (¢ und J) ima-
ginir sind.

Da AJ immer positiv ist, unterscheidet sich H (4 u) gegen

H (—uw) um -+ 4Ak u, so dass H (4+ ) > H (— u); daraus folgt, dass
im 1. Falle nicht 8 und ¢ beide negativ sein konnen, sondern nur
eintreten kann:

a) f9—n>0 }oderb) fg—n <0
e —af0<y<4a<d a<—a<0<B<y<+a<0.
Dasselbe folgt, wenn im 2. Folle ¢ und & imaginir sind; giebt es

aber in diesem Falle 4 reelle Losungen, so folgt nur, dass nicht alle
4 Wurzeln negativ sein konnen, also nur eintreten kann:
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(a) fg—1>0 (b) fg—n <0
—a<e <y <0< I —aLe<{fO0<y<i<+a
oder oder
—alae<0<p<y<I<ta —a<O0<ae <<y <d<+a.

Um nun » und ¢ durch &-Functionen auszudriicken, haben wir
die Ausdriicke (C) fiir £ und @ zuniichst auf Normahntewrale zuriick-
zufiibren. Es sei:

Wir wollen nun den ersten Fall: ¢,, > ¢, zu Grunde legen; es
liegt dann « zwischen § und y, wenn ¢ < <y < 9§ die reellen

Losungen von H (u) sind, und um VZ(I!%-) in ein Norma,hnfegml Zu
u
verwandeln, geniigh der sogenannte 1. Fall der Gudermann’schen

Transformation:

u—p 7~(3 :

o - 22,
Entsprechen sich aun: ¢ = 0, uwﬁ, also z==0, so gicht diese
Transformation:

e
o 1—Y"8 6 22
y—a
— Gu_ 1 dz —— gy
VHu) ¢ V(l—-z)(l kgz“) C
y f 00—«
c=SVTT =)0 =F), k= “e 58
2 == §l0 am & == — 8N am & g” t.

Die quadratische, Gudermann’sche Transformation war hier vor-
zuziehen, weil eine lineare Beziehung zwischen » und # bei Umformung
des Ausdrucks

- i dz
$ = Vit — 21—
auch trigonometrische Integrale liefern wiirde, du J7(2) nichi nur von
2? abhidngig wire. Fir nnsere demgemiiss gewilhlte Transformation
definiren wir noch die Grossen
Y — &

= und 22 = 2,

50 ist:
_ n—ox
=
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wh—nw) _ Br—ea){1—2)h—K @n—ax)}
f=fw fn—@pP—f (Bn—eax)®
eh—Hea) (@—§&) (x—f) _ ah—Nca)
TR (—m) (w—y)  [—f F(x))
worin gesetzt ist:

— — B Vi —B y—
gzﬁ 7, x=k focﬁf—l-faa?ﬁ) 1 = ng Z_g,
h— h_ﬁ f—f ap—(a—p)ViF atfy—a
=3 THFel ¥= F—fo N = atay—f (3
Also ist nach den Differentialgleichungen (C):
oy wb—hw) _dw ¢y, du
$= (sz f—f u VH—(WJ) Coa P VH ()
(O‘) eyt a(h— Fe) F(z) dzx e p dx
(%2) f—F o2 28 ]/q_;(—g;j Cyp 28 Vq) (w)

worin:
p @) =z(1—2z)(l — k).

Um dies auf Normalintegrale zu reduciren, miissen wir bekannt-
lich — fiir das Verfahren und die hier benutzten Bezeichnungen sehe
man: Konigsberger, Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen
Functionen; Lpzg. 1874 Bd. L. 8. 263 — einige Reihenentwickelungen
machen und in denselben die Coefficienten der negativen ersten Potenz
suchen; fiir diesen Zweck bedeute [f(x)] ; den Coefficienten von

x—a

5%-71, in der Reihenentwickelung der Function f (#) um z==q; definiren

wir mit dieser Bezeichnung dann die folgenden Grossen:

ew) . = raw) L =

t—a t——){
[F(t) dt ] —1, [ F(t) } —1
Vo (t) (@), Vool , o Vo) @), th t) 0
(x) ‘-‘0’!—’)
=+l —1
[E(t_) _tqli] ——k [F(t) tdt ] —7
V?@” Vol Vo (?) (@), Vo, °
(x) t—(x) ¢

K=kn+kx"——k0

F ) at _ Ft) at _
ewfaarew) L@ ) imorse), ~H®

1
t—n T
) 0

f@)=f, @ +F, @ —f, @,
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so ist:
F(z)de _ . Vomaz ¢, RLIOLE
Vo) (@— w)th (@) @—p Vo)
k2 xdax ®ood
Tlyre Evva Vo T AW e@I@).

Die Reihenentwickelungen geben nun:

en Vop(m) = ,f)_(’; , o Vel == g)(f,“g
L=0, —KE% —1, f (z) = 0.

Die ersten zwei dieser Grossen lassen sich umformen in:
oc-~{3 {a—l—a (\+t!‘ W }
2a

0o h—N'e

Cn 1/‘77(—’5 =10 5
0(-—6 a—uo ’
x 7/¢(%)“ﬂ 20 {q+o¢+ h—F e k}
Beachtet man dann noch:

mle—p) 1 a—f4/y—u«
2s Vfg y—_ -8’
so erhiilt man aus (C,):
1 {a—-ﬁ y_-a<h—h'a . ds T4-H o ds )
y—87 0—§

do=
(©y) Vi'y

(= @— VR (o @@=V E@)
2 afh—Ne) ey dz
+ V “’“)(‘5*‘E< af—a? Cop p)VR(zJ} )
Hiermit ist ¢ durch drei Integrale ausgedriickt, die wir aul &-Fun-
ctionen zu reduciren haben:

Wenn, wie hier:

— / e 2y
VE@ e
so ist (3. Konigsberger, Vorlesungen 8. 421):

o (9%

‘/ Iﬁ_ sm"&mo{ 8’
z‘*’—z I/R " 2 s amea w+a
( 1) ( ) &y 5K

(i) o)

— k?sin?am - w )1 328( ) ( )
2K 2K

wobel « = f 7”’ gesetzt ist.
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Diese so definirte Grosse ¢ haben wir, und zwar fiir den hier a32-
genommenen Fall ¢,, > ¢;, niher zu betrachten.

In unserm ersfen Integral ist

— s—f y—¢
a=y= a—a y—B’
Bei ¢y, > ¢, beweist man leicht:
l1<e< 7%,—
pimlich aus: Y—=€ < 1 und daher 2= a—f - > y 6
y—e ; - denn: 0 >a >y -
“und aus: i ‘;< 1 und daher - —8 > a—~oz
Ist nun @ = 2Kw, und w; = — ~—;—— + w,’, wobel 7 = iI—é——aua@a

1
K= V__..undK—[—zK’ E_do

VR (2
bestimmt ist, so folgt.
\Z3
2 ! == I e
=1 vme
. 0
Um aber ein &-Argument zu erhalten, dessen obere Grenze <7 1
ist, setze man einmal w,’ == wy — §, so giebt die Formel:
sin am 2 Kw; = sin am (2 Kw,’ + K) = %&?‘
a—y f—9¢
Vi =
2K w, — dz
E(7)
und setze man weiter w; = — w,7, so giebt die Formel:

itn (2Kwyg; k) = sin am @K wyi; k)._z/ a—y 8§,

a—pf d—y’
z/a —y 0—p

a—g !)'—-y
QKWI@ = 2K —f V(l-—z*) (1 —ka)’

a—yd—8 __z a*y o—p
wor:m Py y<1 denn 5<1 d. h. 6<8-——y

Durch die bekannten Substitutionsformeln der &-Functionen exr=
giebt sich nun fir dieses Argument w,:
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z
ods_ 1ay B4 (W, 1) g s (“’ i+3%)
(2—m) VR(z) 2 B2 &(w, 1) By, 0) F3(w,0) a (w &—Tff
9,2 G (w,0) 1 dlgvﬂ,(wnz 8y P2 (w,,7)
+w B B (W, 1), (W, 0) Fg(wyt) 2K d(0y5) B 09 (wy1)

Besonders zu beachten hat man bei dieser Umformung nur:

5 WX
1, 22K w + g ‘l(i"il‘ﬁf
2 ° g wta T 2K ° 8 ( ’

o oK (' 5%

w dlge™ ’«ﬂl(w, wrt | dlgd(w,)

ek dw/ =+ oK + - “dwy ?

so dass sich in der Addition die imaginiren Glieder fortheben.

In unserm zweifen Integral ist y = a—_::g 3" 5 < 0. Hier geniigt

es also @ = 2Kw, und w, = — % ~ w, % zu setzen, so folgt:

ity f—e
A = P und 9 Ky = /V‘ L

r—t +7y 6— (1= (1 —Fk22?)
. 0
und sonach:
z . w
/‘ _4x 18 B3 (wy 1) Ig 1 (w{fji_é_f()
2 \VRiz) 2 T Ty (Wyt) Oy (a0y9) T3 (wy7) )
J oo 7 BB T e, (0ri- i)
LN 8% (wy 1) 1 dlg & @wyi) Lo g@ﬁ‘)}_
By By (wy0) 0(wy ) By wgl) 3K d(wgi) 57 FEwen) )’

@ ist damit fiir den Fall ¢,, > ¢,, bereits auf &-Functionen reducirt.
Wenn ¢,, < ¢;; und dabei alle Losungen von H (w) reell sind, so
hitten wir entweder, wenn u zwischen « und § lige, den sogenannten
3. oder, wenn w zwischen y und d liige, den sog. 4. Fall der Guder-
mann’schen Transformation anwenden miissen; um indessen die alte
Transformationsformel und die ibrigen durch die Losungen «, §, 7, 0
definirten Grossen auch in diesen Fillen beibehalten zu konnen, brauchen
wir nur die Losungen von H (u) in anderer Folge zu benennen, und
zwar miissen wir setzen:

A) im ersten Falle: —aL< By <i<a<+a,
B) im andern Falle: —a<d<a<f<y <+ a.
y : =B y— atB y—eo
Zu untersuchen sind dann 7 = P 2 und g =2TE ¥ y—f" Im

Falle A) sind diese beiden Grossen negativ, da y — « es ist. Im
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Falle B) ist 1 <= <%, wie bel ¢y, > ¢y, und ebenso 1 < g <%

Es konnen daher immer beide Integrale in eine der Formen gebracht
werden, die sie fir c,, > ¢;; haben.

Gtanz anders miissen wir verfahren, wenn das Polynom H(u) zwei
imaginire Losungen hat: a=a - bi und 0 = a — bé, was nach
Fritherem nur bel Cpp <1y moglich ist. In diesem Falle ist eine Trans-
formation niitzlich, die einen Modul 4 liefert, dessen absoluter Betrag
— 1 ist, und dies leistet der sog. 3. Gudermann’sche Fall:

e= V=T IVT— a0 — P, ¥=1=557%
Setzt man nimlich:
y—a)@—pB)=(r—a—0bi)(a—bi—p)
== ¢ (cos @ -} % sin @)

cos —Zi =k, sm-—— =k,

so folgt:
s=4V—1Fge @+ ki)
=G
Wir suchen dann % statt 1 als Integralmodul einzufithren, und
zwar zunichst sin am (w; 1) und ihre Perioden 4L und 2L'¢ durch
sin am (u; k) und deren Perioden 4K und 2K’¢ auszudriicken; es
wird nun durch die Transformation: a¢y=1, ¢, =0, by =1, by =2

(s. Kénigsberger, Die Lehre von der Transformation, der Multipli-
cation u. s. w. S. 61) der Multiplicator ¢ = k, 4 ¢k, daher:

K = (b +ik) C, iK' = (b, + ik) (C+ 2iC")

. N 2VEkkii | (ky—4k) sin am (v; k) Aam (v;F) |
s am [O (y — ok); k+ko ] T 1—k(k+iky) sin?am (v; k)

ferner wird durch:

ag=0, a;,=—1,b=1, b =0
(s. Konigsberger a. a. 0. S. 28) der Multiplicator @ == — ¢, daher
bei v (b, — ¢k) = u und 21/’:7_0‘]; =c

sin am (433 ¢,) = ¢tn (4, ¢),
d. h. da ¢; = 4 einfach:
C=—1L, ¢ =—1L
K=—(+ik L, iK' = — (b, 4 ik) (L' 4 2iL)
oder:
I — 1,K —K

(k + ik,), L =iK (k4 ik,).
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Sei liIK{—_—_—r, so ist:
Li P 2K _ 2
L 7 T K—K 1—zt
4 =it
T 2 )
Ferner kdnnen wir die &-Functionen mit dem Modul ¢’ in solche
. 1 —1 .
mit dem Modul — = oder ——Qi——t umformen nach den Gleichungen:
—ino? 1
. 9 s— 7 v .
Py t)= ¢ * 0-83(7,-7)
—ino? ® 1
7 . ‘1 .
’3‘0(7)."5)=61 (/"3'2(?,—‘}7‘)

—imov?

& (05 ) =—ic © C 8 (55— =)

T
~— izt

By (v3 7) = e C- &y (ti, - %) :
Es wird dadurch:

: , .

g 9, (wﬂz+2-wfl; 7) _rme, L _30(}1);% +_§;%{_; ~ }/)
: g .

e (2~ g1 — %)

Das Argument w, ist noch zu untersuchen; wir haben zuniichst:

Ly = 201 — — A
V—Fyge
wo W V=Fgo _ ]/——g’gt
2Lt iKe 4K 7
Ferner war:
‘ Nz

dz

VA=) (1—12)

s — —w, —}, 2Lw, =J

V= DN Z-
gl A as V= Fdef o dE .
17 & 7 2ls Va=a) -1zt 4Ke Vii—22) (1 —1222)
0 0

Die Gudermann’sche Substitution war:

PR A o
y—Ppu—ea’

so dass sich entsprechen z=0, u=p und z=)'m, w=-+ a, d. h. es be-
stimmt sich v, aus
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+a
2K’I)1—-~——i—‘q—g LA
und dann ist:
y 9, (%”1+2—}1’7 - %) =,1gi' (,,1+V4£19t —1+1)
9, (11’1’_’.__“’_ _ l) 9 (01 V=g, =1+ )

7 2L’ T 14 K 2
Aehnlich wird:
fa W wge w1
g £ (wl’+2L") L Ig (7 +2Lz" 1")
. N Lo % 2
'3'1 (wl/b—_éz{)_i;t) * 1 (’l"{’)‘fz 2LZ,, _‘f)
—q — 141z
V=4e o (””‘Kﬂffg" 2+)
=% wtw, + 1g ——> — — —
g (?)t— Kiigt :1+1")
0 2 4K ) 2
wobei gesetzt ist:
Wyl W 1
7 -— ’[’ 2 ——"U?
. -Q
—gfe _du_

#
Den Winkel ¢ konnen wir sonach in allen Fillen auf & - Functionen
reduciren.

Leicht findet man mit den eingefiihrten Bezeichnungen:

a—u__ a2 (403) (Q'ujjf+ wni) P (2}.‘1}_ w z)

a—a T B (w,0) 31(‘ -+ w, )ﬂt()K”‘w\“ )
ahu_ _~(3K+W)ﬂ (ZK _ff‘i)
A Bo? (wy ) ,9( ¢+ s )91 ST Ws ),

wobei sin? am 2 Kw, = Y2 ist: dies Argument ist verschieden um-
3 y— )

B
zuformen:

I. Bei ¢, > ¢, ist immer g*——ﬂ > k“ also zu setzen:
=8
J—a
dz
wy=——+w 2Kuw _/
+ 3 3 .0 V—R (z)

11 Bei ¢y, < ¢, und 4 reellen Wurzeln ist im Falle
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A) %{—% < 0, also: wy = — ~;— — w0
¥—a
f-a
: G S
2K, "%/ V= 2y (1— k2
B) ::“> 1, aber <761~2, also: w, = — l — 1wyt

—
2K'w3'=/—~1~:—:iz::~:—_:.
J Va=a

III. Bei ¢,, < ¢;; und 2 imaginiren Wurzeln entsprechen sich

2=0, = und 2* ::’L}%‘, % = 00; man sefze demgemiiss:
——
Wy _ g _V=9Fe [ du_
g =0, 2Ky ="—0"" Vit
g

Mit Hilfe von a — u und a 4 u ist direct gefunden:
=1 (a0 —u) (a4 u).
Ist b = }/%,, so lassen sich auch

=g —gut=9g b —u)(b+ u) und cos ¢ = h—hu

8a
leicht finden.

Die Lage des Korpers zur Zeit ¢ aus ¢ und « kennen zu lernen.

Die zweite Halfte der in der Einleitung erwihnten 12 Gleichungen

lautet:

o o1 oT
"‘15;;‘{‘“297;"{‘“35,7,:/1

T oT oT
ﬂa%+ﬁ2m+ﬁ;ag@=3

T ol oT
7’:%-{“?23—@*{*9’35@’:0

T or oT
“]g—i—!—ﬂl?'g—q-‘}‘a:aa'—r‘:A—,“ﬁC—‘yB

oT or ol
513—5+52§”q+ﬂsﬁ=8+7~4‘““0

or r or
7 @+72%+9’3—5~;=F +aB—p4,
worin 4, B, C, A, B, I Constanten sind, zwischen denen die Be-

dingungsgleichungen existiren:
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A4 B 0 =M

AA - BB 4 Cr = N.
Ohne das Problem zu beschriinken, kann man B = 0 und € =0
setzen, wodurch nur der &-Axe die Richtung einer Geschwindigkeit

mit den Componenten (%)120 %%D , (%) gegeben wird, und ebenso
kann man B == 0 und I' =0 wihlen, wodurch die bis dahin nur der
Richtung nach bestimmte &-Axe parallel sich selbst verschoben wird,

Statt durch die 9 coss. @By mit indd. wollen wir die Lage des
Korpers nun durch 3 Winkel ©, & und ¥ bestimmen, die wir definiren
durch die Substitutionsgleichungen :

o, == cos O

¢, == — sin O sin O

o, = cos ¢ sin O

B, = sin ¥ sin ©

B, = cos ® cos W - sin ® sin Y cos O

fy = sin @ cos ¥ — cos ® sin ¥ cos O
py==— cos ¥ gin O

¥y = ¢0s ® sin ¥ — sin  cos ¥ cos ©
p;==sin O sin ¥ - cos ® cos ¥ cos O.

Setzt man dann in System (D) den Ausdruck fiir 7', wie er fiir
Rotationskorper gilt, ein, so folgt:

!

I

1 . 1
€08 © = Z i, sin O = ¢35, ¢=vg+q},

d. h. © und ¢ sind bestimmbar durch die bereits berechneten Grossen
« und @. Nicht ganz so direct ist dies fiir ¥ zu erweisen; es er-
giebt sich:

ay Ak—Ku h—Ww du )
T T hirw P =0 e s
Auf Normalintegrale reducirt ist daher:
1 (h—PWa dz h-Wa dz
a¥ = = e e
7 %“—“ (82 — ) VR(Z)"' at o (z2~x)VR{z]}’

¥ enthilt daher nur bereits berechnete Normalintegrale. Schreibt man
den Ausdruck (C,) in der Form:

_n(e—f) @ = B . L
@ 2% (‘pi + ¢2) + @5 wo: ((}2))1 (aF a)? ‘/7(22“(7!? ]/m ?
X

so ist

¥ =% {(n— &) @, + (14 @) 9.} + const.
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Die Integrationsconstante lisst sich aus der Gleichung

const == are (tg —_— %)
=

zu O bestimmen, wenn man die Richlungen der - und &Axen
passend wahlt.
Die Lage des Korpers zur Zeit ¢ wire also vollkommen bekaunt,

wenn man noch @, B und p berechnen konnte. $ und y ergeben swh
als Functionen von %, s und ¥:

1 . u(h—hu . e VH
? =5 {fﬁ_ca_zf‘_(.;__ﬁ#)——cz?c“pS} sin ¥ - zlg(—“—)cos v

e (h—Ww) e AVH@u) . Cratan S
b= 4 ;“LL—E“M L"r“/; s — _14_2%_ cos Y.

Die Berechnung von o lisst sich aber nicht so direct ausfithren; aus
der Gleichung:

da

77 == ¢t + o w
erhilt man:

a 4 w?
El% = e (1 — (61 — 0p) 2‘2) )
d. L.
" Gy — 2
doe = — Vfl 25— I en—cn wrdu

V H (a) f e VHw
Auf Normalintegrale reducirt wiirde das

J VH@)
auch auf ein 3t Integral fithren, aber mit dem Coefficienten

V=« (60— p) (~HEErEY

multiplicirt; weil aber H (u) kein Glied mit u3 enthilt, ist

a+B4+py 4+ 0=0 und wird daher:
lf" dz L2 2dz SR
=+ ) g, +M 20— aGr R ),

worin _

(y — & — Y — a) (0 —
K 0=D0-0) 0 =00z

2 (y —e) (5 — B 1
1z = ya;"ﬂ
v
Wir brauchen also nur

;Rd(i und zf(2?) Y R(z)

Mathematische Annalen. XI7I, 26
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durch 9-Functionen auszudriicken. Mit der Bezeichung
1

*dz
4 =,/fo(z)
0

feds _J Mg (3
VEE K 12 dw
0

(5 50) % (57 % (5 5) 90t () B
&2 9 (}%) &y (w3 + c{%) &y (w3 — z_wff)

Die Integrationsconstante fiir « kann man beliebig wihlen und damit
iiber die Lage des Anfangspunktes des &, u, &Systems entscheiden.

ist aber bekanntlich:

— ¢ (s*) VE(@) = — L

Hamburg.




