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Les fonctions métriques fondamentales dans un espace de
plusieurs dimensions et de courbure constante.

par Hexry p’Ovipro & Tarin.

Depuis 1873 j’ai publié différents travaux sur la Géométrie métrico-
projective (voir les Annali di Matematica et les Actes des Académies des
Lincei, de Turin et de Naples). Je remets & une prochaine oceasion
de rendre compte de ces travaux, ainsi que d’autres publiés récemment
en Italie sur le méme sujet. Aujourdhui je donge un Résumé d'un long
Mémoire lu i ’Académie des Lincei (Séance du 8 Avril 1877), dans
lequel j'ai traité d'une maniére tout-a-fait générale la théorie des fonctions
métriques pour les espaces (Mannigfaltigkeiten) de plusicurs dimensions,
sur la base de la dualité et de la projectivité.

Les définitions que Von rencontre dans les premiers numéros sont
nécessaires pour lintelligence de ce qui suit, et d’ailleurs elles ne
présentent aucune difficulté.

§ I. Considérons n variables, dont chacune puisse prendre les
infinies valeurs réelles; et fixons notre attention sur les rapports de
n— 1 de ces variables & la derniére. Chaque groupe de valeurs de
ces rapports constitue un dldment d'une varicté (Mannigfaltigheit) de
oon—1 gléments, ou bien un point d'un espace de n — 1 dimensions.
Les valeurs correspondantes des n variables sont les coordonées homo-
génes de ce point; on peut les multiplier toutes par un méme nombre
arbitraire.

Le point qui a pour coordonnées z, - -, &, sera représenté par z.

§ II. r points 2, - -, 27 étant donnés (r < m), le liew des points

Va' 44 Az (4 - A indéterminées)
est un 7point, que nous désignerons par B ou par &' --a7. Clest un
espace de # — 1 dimensions, partiel par rapport i l'espace proposé de
# — 1 dimensions.
Un point x appartient & R lorsque les équations
x,-—-l—l’xi'—l—-- —{—-l’x,fm() (’&=] B 7’&)
sont compatibles entr'elles, ce qui exige n — 7 conditions distinctes.
20%
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I est déterming par » points, avec la condition qu'ils n’appartiennent
pas & un méme (r — k) point (k =1, 2..), ce qui exxger;nt (n—r
<+ 1)k conditions. Au lien de %, -+, z' il est permis de prendre r
autres points

Va' - - - argr "..+yrxr,...’
pourvu que le déterminant X 2y - ne soit pas zéro.

Un 1point w'est gqu'un point sunple, un 2point (ou bipoint)
s'appelle aussi une droite, et un (n—1)point un plan. Un npoint
cest tout I'espace proposé.

Chaque point z de R satisfait & # — # équations linéaires

(1) E;'ml + -t w, = 0, };"’xl 4.+ £ 2, =0, - - 3

ce sont les m — r équations de U rpoint R. On peut les remplacer
par d'autres de la forme

(lfgll + }'”gl” + " ) Z, + o + (llgn, + ;"”’énu + ‘ ') Ln == 0
<‘L'§1' -I_ y’”gl” + : ') Zy + M + (@'gn' + y‘"gn” + ‘ ') L == 0

pourvu que X -+ A'u”- . ne soit pas zéro.

Une seule équation représente un plan.

Un rpoint peut &tre regardé comme lenveloppe de ses oor—r—1
plans, et alors il regoit le nom de (n—7)plan. Une droite est un
(n—2)plan, un point est un (» —1)plan.

Les multipoints et les multiplans constituent les deux systemes de
formes fondamentales, qui se correspondent deux & deux suivant la loi
de dualité. La droite et le biplan sont de la 1% espece, ete.

§ III. Un rpoint R et un #'point R’ en général n'ont pas de
points communs si r 4 # < #, et ils ont un kpoint commun si
r4+v=n-t+kEk=12-.). Mais R et R peuvent bien avoir un
k point commun quoique » - # < n -k, et les conditions pour que
cela arrive sont en nombre de (n -k — 7 —»)k Dans ce cas R
et R’ appartiennent & un méme (n 4k — v — »)point, cest-b-dire
que, considérés comme des multiplans, ils auront uwn (k& — 7
— #')plan commun.

Les conditions pour la coincidence de deux #points ou (# — 7)-
plans sont (n — 7) 7.

Dans un méme #point existent ool'—r)"" #'points (r > ).

§ 1IV. 1l y a des droites qui passent par un point donné et coupent
R et R’ en deux points différents, 1° si » +# =n+k (k=0,1,. )
et que R, R’ aient un kpoint commun, 2° st r+ ¢ <n-k et que
le point donné tombe dans le (r +- ¥ — k)point K’ déterminé par les

points de R et de R'.
En généralil y a des droites qui coupent simultanément en points
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distinets un rpoint, un #’point, un (n — r)point et un (n — #)point;
le nombre de ces droites est le plus petit parmi r, ', n —r, n — #.

§ V. On peut associer deux & deux les rpoints et les (n — r)-
points en posant entre un point & de l'un et un point y de I'autre
la relation réciprogue

37,%*{“ y '+xnfl/n=0-
En dauntres termes, si les équations (1) représentent % — » plans d’un
rpoint, les points (£, - - &), (& &), - - - détermineront ¥ (n — »)-
point associé. Chaque point de Yun correspond univoquement & chague
plan de V'antre.

Un rpoint R et un #'point R ne sont pas, en général, renfermés
dans un méme multipoint lorsque 7 4 # > n — 1, et ils sont renfermés
dans un méme kpoint lorsque » ¢ =Fk. Lors méme que » 4+ > k
- ils peuvent bien se trouver dans un méme kpoint, mais cela exige
(r + ¢ — k) (n — k) conditions.

Par un »'point donné passent ool"—") (=" rpoints,

Dans tout ce que nous venons d’exposer on peut échanger entre
eux les deux éléments point et plan.

§ VI. Ktant douné un rpoint R au moyen de rpoints 2/ - - 27
ou bien des équations (1), les déterminants des deux matrices

% - - @ IR

n—r n—r

sont proportionnels; et si I'on pose

r * n—7
Xy, .o==Ty..o== Z +d -2, b=, .= Z, +& -8,

on trouve
@y ..o Ea.. .= constante,

b--cd--ec désignant une permutation positive de 1 - - #n.

Les quantitész, . . différentes en valeurabsolue sont(f) = (;”J:’:"Ll),

ainsi que les £;. .. Entre les z,. . passent (7;) —{n~—7r)yr—1 re

lations, ainsi qu'entre le §; . ,. On emploie les x,.., comme les coor-
données homogenes de U rpoint R, et les £y .. comme les coordonndes
homogénes de I (n — r)plan R. Les rapports entre les z,, . demeurent
constants lorsqu'on y remplace les points ' - - par d'autres points de
R, ainsi que les rapports entre les &;. ., lorsqu'on y remplace les plans
&', 4 =0, par dautres plans de R.

Les coordonnées dun plan &2, 4 -+ + £, = O sont & - - &,.
Cette équation représente le point 2 comme enveloppe lorsque # - -
sont donnés et &, - - variables.
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§ VIL. En désignant par xy..,, - -+ et y1, -, -+ - les coordonnées
d'un rpoint et d'un +'point, on peut exprimer en fonction de ces
coordonndes les conditions pour que les deux multipoints aient un
kpoint commun malgré que r 4" <n 4 %. On trouve

2(— ey, ca..e Yo..cf . g = 0;

icib--¢c,d--e, f--g sont des combinaisons de & — 1, » — k + 1,
¥ — k<4 1 (tous différents entre eux) parmi les indices 1.-#n;b.-¢
ne varie que *dune équation & Vautre, tandis que d--ef .- g subit
une permutation d'un terme 3 lautre dans la méme équation et & est
le nombre des inversions dans chaque permutation.

Les relations entre les coordonnées d’'un méme spoint sont de
la forme

Zo..cde®s..ofg+ To..cdf To..oge Lo, . cdg®s..cof =0,

b-.c¢ étant r — 2 parmi 1- - n et defg quatre des indices restants.-~
11 s'ensuit que les #points existants dans un espace de % — 1
dimensions sont les éléments d’un espace de (n — 7) » dimensions, qui

. W . . .
n'est qu'une partie d'un espace de (T)— 1 dimensions, et qui est
rs 2 (4 2 . z
caractérisé par (T) — (m -—r) — 1 équations entre les coordonnées de

chaque élément.
Les mémes considérationss’appliquentimmédiatement aux multiplans.
§ VIIL. Soit donnée une forme quadratique
Apw = E Qipi%y (G, p=1--m, a;p = ap;):
les oo~ points caractérisés par I'équation A,, = O forment ce que nous

appelons, d’apres Cayley, labsolu des points de lespace a % — 1
dimensions.

Soit @ le discriminant Z‘ A= Gy c ¢ Any de 4,,, et posons

1 2
uil)—’w afa o = "‘—““"ann)

nous aurons

aa-:l, aip=

et si nous posons, en général,

@ij. ., pg.. = 2 T+ AipGg s Cijpg., = 2, + @ip ..,

il vient
1
aij..,pq..=;akl..,rs..7 aij..,pq..=;“kl.-, 78,42

kl-- et pg--rs-. désignant des permutations positives de 1 -

La forme
AEE = 2 Cip gigp
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est la rdciproque (adjuncta) de Aze, # cause des relations indigudes
entre les a;p ¢t le ;.
Cousidérons maintenant les deux systémes de formes quadratiques

v

A . a Zp 14 v
;;-—— 2! J.opg. P, Lpg. ., Agg-—-§“ij:,,pq..§ij..gpq..
— 1%

(v=1%,2,..n — D),
o I'on peut remarquer que les discriminants de 4,,, 4

vy
(n—l) (n—l rE £¢
N v—1 v,
a @ , o

Si Pon suppose (ce qui est permis) que, pour un méme wvpoint

sont égaux

.

v n~-v
ou (n — w)plan z ou &, on ait toujours

v n—v

zy. k.. =Va:l=1:Va,
AVV =An~—v n—v
§ ¢

Ou aura

xx

Et en général, si I'on forme les fonctions bilinéaires

Vv kd v v
Ay = Say; Zij A,, = E' o;; ;
o G oopg..Tij  Ypq. ., E; z}..,pq..gu,.npq..)
on trouve
'Arrv =-An——vn—l';
zy § 1
v v n va-v

en supposaut que z, y se rapportent & deux wpoints et &, % aux
mémes vpoints considérés comme des (1 — v)plans,

§ IX. Les deux substitutions réciproques

g LM 104
T2 0g ‘T2 Va7

qui servent i transformer 4., et dge I'nne en lautre, établissent une
correspondance univoque entre les points et plans dans Pespace pro-
posé; nous appelons conjugués un point et un plan correspondants.

Les équations d'un plan & et d'un point &' conjugués seront
respectivement

E E'w; =0 ou dyy =0, Ex,-’g,- =0 ou dgp = 0.

Les plans coujugués aux points d’'un »point enveloppent un wplan
ou (n — v)point, dont les points ont pour conjugués les plans du
premier; ces deux multipoints sont appelés comjuguds. Ils n'ont pas,
en général, de points communs.

# Pour v =1 ou retombe sur 4, et Agg — Il faut remarquer que dans les
groupes 4j- -, pq- - Vordre des indices est indifférent, pourvu que chaque groupe
ne soit pris qu'une fois seulement,
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Deux points z y et leurs plans conjugués & n étant donnéS: on a

Amy=Asn=2xiﬁi=2§i?/i=—‘%‘(Z"‘)’“—“ a)

en faisant pour abréger

00 2 =z
00 -z x -
(xx' . “>_ e e e e ote
vy - Yo Yy - gy Gy e 7T

r
Yy Yy - Ogq Gy -

Et en général, siles points 24 - -, yy' - - déterminent deux wpoints,
et leurs plans conjugués E£& .., gy .. déterminent les deux vplans
conjugués, on a

Ej:A%yAxy = (—I_)V mx ) va

o

- Agydgy - =08 0 = 4,09,
2+ Enagy - n..“) Aén)
Pour v > # ces déterminants sont nuls, et pour v ==n

ZiAwy-Ax'y"' = Zi‘xl%' o 'Eiyr?/z' -+ o= ete.

Les formes A,,, A,, sont aussi réciproques; on les transforme
xx

Tune en Yautre au moyen des substitutions

v 1 aAgE v | A
ZTij.. =5 5 §ij.. = 5 v
85 0% ;

2 et § se rapportant a un multlpoint et un multiplan conjugués. .
§ X. Soient z, y deux points donnés, et 4,z -+ w,y, 1, x - u,y
deux points de la droite xy; -i‘— : —:i sera le rapport anharmonique de
1 2
ces deux couples de points. Le logarithme du rapport anharmonique
des points z y par rapport aux deux points oit la droite x y coupe 'ab-

solu Az =0 , divisé par 2 ) — 1, serala distance entre z et y; et en
la désignant par (zy) on aura

Azy 2t Awadyy

cos? (zy) = Toadyy sin? (zy) = Vo

La fonction (zy) a pour période m = 3,141 ...; on choisit toujours
la valeur comprise entre O et .
Pour trois points situés sur une méme droite on a (zy) - (y2) = (x2).

#) Le déterminant X2+ dzzdx o -+ peut se nommer le délerminant du vpoint
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Le lien des polints orthogonauz & y est le plan ey =0 conjugué
& y; point et plan okthogonaux. Les points de 'absoly sont & distance
infinie de chaque Ppoint de l'espace. La distance (zy) est nulle si la
droite zy est tangenic & Vabsolu. Les points communs 3 Iabsolu et
au plan A, — O sont & distance indeterminée de 4.

Lespace PropqSé est de courbure constante, Chaque multipoint
est un espace partiel par rapport i tout lespace proposé, et il est
aussi de courbure constante.

§ XI. Dans chaque rpoint R il y a des points orthogonaux i un
point donné, et il forment un (r — I)point. Un point est orthogonal
a R, cest-j-dire @ tout les points de R, s'il est orthogonal & r points
indépendants de ZI2.

-%—s(?r——s— 1)

Dans R il y a o groupes de s points orthogonaux entre

n
eux, et dans Vespace proposé oo ? groupes de » points pareils.

Tous les points orthogonaux & R forment I' (n — r)point con-
jugué R,.

Un 7point Z et un »'point R’ étant donnés (r >+), R ne ren-
ferme, en général, des points orthogonaux & R, mais il peut arriver
que R’ renferme un lpoint L de points orthogonaux & R, et par
conséquent R renferme un I'poiut L' (r —+" 4 I = 1) de points ortho-
gonaux & I¥'; dans ce cas R et R seront appelés [ fois orthogonaux
entre eux. R’ et I, se couperont suivant L, R et R, (conjugué de
R') suivant L'

R et R’ peuvent étre au surplus # fois orthogonaux; alors ils
sont parfaitement orthogonaux, et R’ est compris dans B, R dans R,.

§ XII. Toute droite qui coupe R, est orthogonale & R; toute
droite qui coupe R et R, est perpendiculaire & I (et a R,).

Il y a des droites qui coupent simultanément R I’ R, R, en points
distincts, c’est-a-dire qui sont perpendiculaires & R et R’ (& L, et R,
aussi) en points distincts. En général, clest-d-dire si R et B’ 1° ne
présentent aucune orthogonalité, 2°. n'ont pas de points communs lorsque
r+ 7 < m, 3°. n’ont quun kpoint commun lorsque 7 4 7" =mn + k;
le nombre des droites en question est 7 ous — k (r >7). Elles sont
parfaitement orthogonales entrelles ainsi qu'aux multipoints communs
a R R R, R, (s5’il y en a), et elles coupent B E R, B, en groupes
de points mutuellement orthogonaux.

§ XIII. Les mémes propriétés ont lieu lorsque R et R’ ont un
kpoint commun tout en étant r 4+ < n -+ k, lorsqu'ils sont l'f01s
orthogonaux, et lorsque les deux cas se présentent ensemble; mfus le
nombre des droites se réduit alors respectivement ar — k, r —1,
¥ —k — 1. Nous appellerons toujours ¢ le nombre de ces droites,
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§ X1V. Par un point 2 on peut mener une perpendiculaire a R,
et le point y o elle rencontre I est la projection de z sur B. La
méme droite projecte z sur I,

§ XV. Parmi les points de I y est celui dont la distance a x
est un minimumy (xy) s'appelle donc la distance entre z ct E.

Les ¢ couples de points ot I et 1" sont coupés par leurs perpen-
diculaires commurres donuent les distances minima cntre les points de
R et ceux de R, clest-d-dire les ¢ distances entre R et I'. (On peut
dire que lexistence d’un kpoint commun & I et B’ réduit & zéro &

distances, et une orthogonalité d’ordre ! réduit a ? ¢ distances.)

Les distances entre R et R’ sont égales aux distances entre R,

. . . T . ,
et I3,; elles sont complémentaires & - des distances entre It" et I,

R et R,

§ XVI. Le moment de R et B’ est le produit des sinus des ¢
distances entre I et R’. Supposons que les points & - - 2% déterminent
le kpoint K commun & RR', et que &' --2"—% et 4 -y~ avec
Z -+ 2¢ déterminent respectivement R et I'; nous aurons la formule

importante
24z, Z'f" Axw .. Ay y.. Ay

2 N o SEL ~ L (Y g
m (RR) Zj:Ax’x Azz. Zi‘Ay'y'..Az'z'.. ? )
qu'on peut mettre sous la forme

m? (RR’)=( Z)(x 1),

G2 «)(Z;::Z'::a)
Lorsque r +# =mn 4k, X+ Ayy. Ayy. Ao, se réduit a
a {Zixll Mkl t  Br—rp1 '}2.
Et si B I n'ont pas de points communs on a
S+ Avw. Ayy ..

2 4 i S A
m(BE) = s s A

dont le numérateur devient o {4, -y 41 ~}2 lorsque 7 4 7" = n.
§ XVIL. Le comoment de R et R est le produit des cosinus des
distances entre R et R, c’est-a-dire le moment de B et R, ou de
R, et R.
Supposons que R R’ soient ! fois orthogonaux, et que les groupes
de points

’

we e, Ve, ey oy (=7 — )

*) Le dénominateur se compose des déterminants de R et de R’, le numerateur
de ceux de K et de K', K’ étant I’ (r 4 +" — k)point déterminé par les points
de R et R’ ensemble.
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déterminent vespectivement L' L R R'; nous aurons

2 Ay D+ Ay -
— LS , 2
S Ao Ay Et Ay gy A EA

Voici quelques autres expressions du comomeut. Si R £ wont
pas d’orthogonalité on a '

em? (RR) =

0 -0 Ay -dyar |

*(RR (— 1" ' ye yrar
em? (BIY) = b daw Bkdyy | A, A AL AL,

et lorsqu’ on y ajoute Ihypothése v =+

D 2 2 + '!3 1
em? (RR) = { wry }
Eddey - B4 Ayy-
§ XVIIL. En appelant v. éme moment de I et R’ la racine carrde
M, de la somme des produits » & v des sinus-carrés des ¢ distances
entre R et R, on trouve
, T 7 +1 ey U o 1
vl=5v—-(l)3~+x+( _; )Sv+2‘“+"+( e +§~Z )%‘
Ici on pose, en gardant les notations du § XXI,
E(ZiAwbzf : Az'z' . ) (EiAx"a:g : 'f_ly'y' ) 'Az’i'_:)
Dt Age - Aey - Et+Ayy . vy 7
ot zb . a°+ -+, /.29 . sont des permutations positives de - - 2",
dans lesquelles les groupes #° - -, 2/ - - de ¢ — v ¢lements ne présentent
pas d'inversions et #°- -, 29 - - en présentent le moins possible.
Ce que nous avons nommé simplement le moment de B et I serait
leur ¢. éme moment.
On peut aussi employer la formule

1= — () S () Stk (=1 (0T 8

S, - - différant de S, - par P'échange des y avec les .
Cela posé, I'éguation aux sinus des distances ) entre I et B sera

sin®¢ D — M,? sin2@-0 D + M,? sin?@d D — 4 - | (—1)¢ M=

§ XIX. De méme, en appelant v.éme comoment de I8 et IV la
racine carrée O, de la somme des produits » & v des cosinus-carrés des
distances entre B et R, on a

Cr=0 — (F)soro - (FF 1) o — 4o (= 107 (’“ v h)se.

S, =
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Ici on pose (voir § XVII)
S(v)_z(zi Azb:vf"'Au' ) )(2+'Ay yf” )(2+A&‘cy’ )(Z‘iA,,qu)
— Zi— A‘za‘ . . 2+A v R ’

R IO AR A T y'. -y YP--y?.. étant des permutations
positives de 2’ .. a2 et y ..y respectivement, ol les premiers
¢ — v éléments 2°- -, 2/ . ., yi .., y? .. ne présentent pas d'inversions
et les autres le moins possible. ¢

L’équation aux cosinus des distances D est

cos?¢ D — (% cos*e—V D + O cos?@? D — + - - - (— 1)e G2 = 0.

§ XX. Deux plans §  n’admettent qu une seule distance, donnée
par la formule
A?
cos? (§7) — ¢ Ty -

On choisit pour absolu des plans I'ensemble des plans § qui satis-
font a léquation Az = 0. En nommant rapport anharmonique de
deux couples de plans d’'un méme biplan, &, 4 et 4,& 4+ p,n, 1,4 u,7,

1

la quantité i— :-:—’, et angle de deux plans £ 7 le logarithme (divisé par
1 2

2)/— 1) de leur rapport anharmonique par rapport aux deux plans com-
muns au biplan £ et a I'absolu; on trouve que langle de deuz plans
est égal a lewr distance lorsqu’on les regarde comme des (% — 1)poiuts.

Tout ce qui a été exposé au § X s’applique aux plans, avec un
accord parfait méme dans la nomenclature.

§ XXI. Il en est de méme de la notion d’orthogonalité établie
au § XI. Ainsi, un biplan peut &tre perpendiculaire & un multiplan
en un certain plan.

Deux multiplans R R admettent des blplans perpendiculaires
communs (§§ XIII et XIV), et les angles compris entre les couples
de plans ou chaque biplan est perpendiculaire 3 R et R’ sont les
angles entre R et R'. Ils sont égaux aux distances entre R et R’
regardés comme des multipoints.

On obtient les expressions des moments et des comoments des
multiplans en changeant les coordonnées des points en celles des plans
dans les formules des §§ XVI, - ..

§ XXII. On peut exprimer les moments de deux multipoints R
et R’ en fonction de leurs coordonnées x,. . ,,---et g -

Posons d’abord

:t‘ = -Arr Ar'r’ .

Alors, sir 47 <n.et que RR’ n’aient pas de points communs, on a

m? (RR’) = 2 Ac..d..,g.. k.. Lo, Ya. Ly, . Yn..,
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¢--d--etg:.-h-. désignant des arrangements de 1 .-, dans les-
quels les premiers r éléments c.- et g--, ainsi que les derniers 7’
- et k- -, ne présentent aucune inversion.

Sir+ 7 =mnet R R nont pas de points communs,

m? (R.R’) = 0a {2 xc..yd..}z’

¢-- d-- désignant des permutations positives de 1--# (c-- sans
inversions et d-- avec le moins possible).
Sir+4 ¢ =mn-4Fket que BRR aient un kpoint commun,

m? (RR) = oa Zab..,f..xb..c.. Yo..a. Zf..g. . Yr. by

b-c--d--etf--g-- h-- désignant des permutations positives de
1.m, ou les k& éléments b-- et f- -, ainsi que ¢ .- et g - -, ne présen-
tent aucune inversion, et d--, A -- le moins possible.

Sienfin r 47 <n 4k et RR ont un kpoint commun,

m? (RR)=w E Ao, .. Obcoodeuy fougoh b co Yoo do X g, Yr. B

b--c--d--etf--g-- h-- désignant des arrangements de 1 .- %, od
les groupes de % éléments b-- et f--, ainsi que les autres, ne présen-
tent aucune inversion.

On a aussi ..

S, =0 E o..c.., foog.. Ob..deoey fohonie. Toocode. Yoo Tog. b Yfinns

b--c--d--e-- et f-g--h--i-- désignant des arrangements de
l1..-n, o b-- et f-- (kéléments), c-- et g.. (0 — v éléments), etc.
ne présentent aucune inversion.

Il y a des formules analogues pour les comoments.
§ XXIII. Si R et R sont deux 7 points, on a

Arr

y Tyl

zz yy
Choisissons pour absolu de I'espace & (n — ) r dimensions qui a
pour éléments les rpoints; I'ensemble de ceux rpoints qui satisfont a
I'équation A,, = 0; alors le comoment de deux rpoints est égal au

em? (RR) =

cosinus de la distance entre deux éléments d'un tel espace, qu1 n’est
d’ailleurs qu'une partie d’'un espace a (r) — 1 dimensions, dont on

ait pris pour absolu
Axx= Zaij..,pq.. Xij.. qu.. =0,

;. n », 2 2
X, .,y désignant les coordonnées d'un élément.
. b r
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n—7r .
Puisquon a A, ,,—, = A, lorsque § se rapporte a un rpoint
& xzx

r
# regardé comme un (» — r)plan, nous prendrons Anr,ﬂgr = 0 pour
s

absolu de Vespace qui a pour ses éléments les (n — 7)plans, et qui

H ~ n . .
n’est quune partie d'un espace a (r) — 1 dimensions ayant pour absolu
AEE—:‘L ) “kl..,rs..Ekl..Ers.. = 0.

(3 . . . .
Les deux espaces de (T)-— 1 dimensions peuvent s’identifier en

établissant la velation Xj;,  : 5. ==constante (35 - - k1 - - étant une per-
mutation positive de 1 - . #).

L’absolu des points 4,, = O est l'ensemble des points autortho-
gonaux, qui tombent par conséquent dans leurs plans conjugués. Kt
Iabsolu des plans Agz = O résulte de 'ensemble des plans autortho-
gonaux, qui passent par leurs points conjugués. Lorsque un point
appartient & 4,, = 0 le plan conjugué appartient & Agz = 0, et ré-
ciproquement.

L’absolu des rpoints est l'aggrégat des rpoints dans lesquels existe
un point orthogonal a tout I’ rpoint, c’est-a-dire un point qui appartient
aussi & ' (n — y)point conjugué, ou il remplit le méme role. (Ainsi
Pabsolu des droites est formé des droites tangentes & 1'absolu des points.)
Chacun de ces rpoints R renferme co”—2 points de A,,=0, distribués
sur co"—3 droites (ce sont deux pour un tripoint) issues du point X
orthogonal & R, et toute droite menée par X dans R touche A,, == 0
en X. On dit alors que R est fangent & Pabsolu des points en X.

R pourrait bien toucher 4,,=0 suivant une droite, un tripoint, etc.

Tout cela s'applique aux multiplans mutatis mutandis.

§ XXIV. Désignons par sin? (2’ - - 27) le déterminant

S+A, Ay
Zi cos ('%) - - cos (2 Z) = -_A_fi:’fx_:‘iﬁ_’
on peut appeler (2" .. ") Vamplitude du groupe des points z’ - . x”.
Elle se réduit & zéro pour » > # et & I'uuité pour » = 1.
Posons encore

sin? (RE - ) — Zicm(RR) em (R'R) - - .,
ou il faut remarquer que les comoments deviennent quelquefois des
simples cosinus, p. ex.si RR - - - sont des plans.

Voici maintenant quelques théortmes analogues & ceux qui se rap-
portent aux triangles plans et sphériques, aux tétraddres, ete.

1°. Deux groupes de r points ' - - a7, ¥ - - y* étant donnés, on a
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sin (#°-) sin (- -) em (47 -+, o/ )= D+ cos (a7y) ..~ =7 AE+A$,9‘ - ‘@.

et en particulier Ayy

sin (&« - 2) sin (y - - Yy = 2 -+ cos (%Y - - cos (z )
Zixi'“m"2+y{-~

{Aw'z‘” vy }7
20, En divisant # points en deux groupes z’ .. gk, gr+1 ..a”, on a
sin (@« - 27) =sin (&" - - 2F) sin (F*+1 - 2Ym (2 ..ok, ghHL. x7);
et en les divisant en trois groupes 2’ - . gF, gh+1. S S
sin (2 - - a¥) sin (2 - - 27)

=sin(@ - dFFH- g sin (@ aF et a ) m (@ g gkt g gk gt -z,

3. Si parmi les points &+ - 2" on en choisit k, o - - 2%, et que
Yon fasse les combinaisons s & s (#*+1.., 2. . etc.), des autres; on
obtient

sin(r 7 (& - - %) sin (5 1)(33 cez)

= gin (x’. .xl’xk:l-l..) sin (x'. .xkxl..>. .. Sin(‘fr ek k1, . x kgl e .).
D’iei on tire

rr

sin (" - - 27):sin (22" - - 27, - 2’2" o 27— 1) = constante.
4", On a aussi
(r——k—-l) (7—1—1)
cm (@ 2k gy ytyem s s M, gy )sin(@ - gt b g ph gt ).
‘ .s]n(y..y yk+1.., ..yj..,...)
=Z’_—t cm (x’ . xkxk-l—l..’ y'.. ykyk-l‘l..) cm (x'.. 2k 2t . Y- y’c yl..)...
b% Bi les points &’ - . 2 déterminent un »point R, et qu'on les
projecte sur un #point B (» <#) en 2" -.¢", on a
s_i{l__(z'--zr) _oem (RR) .
sin (m’nx‘") cos (x Z) - cos(a"?)
NB. Toutes ecs propositions subsistent aussi pour les multiplans
avec une dualité parfaite.
§ XXV. Considérons les # points fondamentour Py (10 - - 0),
P, (010 - . 0), - - -, ansi que les multipoints déterminés par eux, et que

2

nous dirons aussi fondammtaux. On a pour un rpoint R (1., ")

=7V ,.m(R,P.-),

] Arr

xx
b..c-- étant une permutation de 1..n; c'est-a-dire que les coor-
données z,.. de B sont proportionelles aux moments de R avec les
(n—7)points fondamentaux P,.-, multipliés par les nombres Ves .-
Ces moments sont liés par une équation quadratique

v
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m(R, P, )m(R, P,
1 = Eac... g-. 'ac.., g . —-v-—c—l;l-m(Pcvt , jjy_j-‘j.__._h

Pour un rplan on a
E..

I/Afl'
1]

La transformation des coordonnées est réglée par la formule

X = Dz, 4

X;.., @,.. désignant les nouvelles et les anciennes coordonnées d’un

=7Va,.,p.m (R, Py-).

rpoint, et 3" les coordonnées des nouveaux (n—1)points fondamentaux.
§ XXVI. Un rpoint R et un #'point R sont paralltles lorsqu’ils

ont en commun un kpoint K appartenant 3 labsolu des kpoints,
cest-a-dire tangent & l'absolu des points. Il arrive dans ce cas quune
des ¢ distances entre R et R’ s’annulle, ainsi que le moment (le ¢. éme)
de R et R. Les moments des ordres inféricurs n’éprouvent cependant
aucune altération, mais dans leur composition il est inutile de compter

la distance qui vient de s'évanouir; p. ex. le produit des sinus des g— 1

distances effectives est J/S,—;. On peut faire abstraction de la distance
nulle aussi dans les comoments, en remplagant la premitre équation du
§ XIX par la suivante

C’ir—— S(v+1) . (Hl.l) S(H—e) + . j—_ (k+g—w-])s[g) .

p—v—1

Il y a des parallelismes d’ordre supérieur: R et B’ sont dits »2
fois paralléles si K touche Vabsolu des points suivant un mpoint B.
Dans ce cas m distances s’annulent; le produit des sinus des ¢ — #2
qui restent est /'S, _,,, ete.

Si R R’ sont m fois paralléles, leurs conjugués Ry R, appartiennent
4 un méme (n—Fk)point K, (le conjugné de K) qui touche l'absoln
des points suivant le méme mpoint M, et on peut appeler R, et R,
antiparalléles m fois. Réciproquement, si deux multipoints sont anti-
paralleles, leurs conjugués seront paralleles.

Tout cela sapplique aux multiplans. Deux multiplans m fois
paralleles, regardés comme des multipoints, seront m fois antiparalleles;
et réciproquement.

§ XXVII. I y a un cas od la parfaite dualité que nous avons
toujours signalée entre les points et les plans, ainsi quentre les formes
engendrées par eux, ne subsiste plus; c'est-a-dire lorsquwon suppose gue
le discriminant @ de 4,,, on bien celni (&) de A, soit nul. Le cas
o =0 se produit dans l'espace Euclidien & 1, 2, 3 dimensions; nous
allons étudier le cas a=0, qui ne differe de celni-1a que par l'échange
des mots point et plan.
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Pour = 0, Tabsolu des points se réduit & un point principal X
orthogona} & tout l'espace, avec oo—2 autres points distribués sur
oo"—% droites passantes par X,

L'absolu des plans se réduit & {X)/a; ;7 &} =0 (g désignant
les permutations positives de 1.-n); c'est Vensemble des plans pas-
sants par X comptés deux fois.

I/angle (££') de deux plans quelconques se réduit 3 z€ro ; mais
on peut le remplacer, toutes les fois qu'il s’agit de comparer des angles
entre eux, par la fonction algébrique [££7] définie par I'éguation

, i JEREE) |°_ Zda (B — & E) (58, — ¢/ ¢

[§§]2=llmj-s~1£__ = =%, 0050 =8 8) (8,8, — & &)
l Va {21‘/(16-.,0.. szl/‘f,_cgb,}z ’

bed - -y fgh - - désignant des permutations positives de 1 - - . n.

Il faut dire le méme de l'amplitude d’un groupe queleonque de
rplans (E& - -); elle est nulle, mais on peut la remplacer par [EE - -],
en posant

2 e i [ GEI L D (BELE ) (DL

[55-] lm{ k=1 {ZVa,. . & ZVa, , & - b

be--d--, fg--h-- étant des permutations positives de 1 - - n.

§ XXVIII. Toujours pour a==0, un plan quelconque a pour con-
jugué le point X, et un spoint a pour conjugué un rplan dont les
plans passent par X.

Si r+r=n-+k (k=0,1,--) et que les deux multipoints
R, R’ aient un kpoint commun, une des ¢ distances entre R et R’
s'évanouit toujours, mais on peut la remPlacer par Pangle de deux plans
convenables (suivant le dernier sens du mot angle). 11 est aisé d’obtenir
lexpression de cet angle, ainsi que l'équation anx sinus des o — 1
distances restantes, au moyen des moments des ordres o —1, 0 —2, - -

La formule de T'angle est %-%}gﬁ—il, m (RR’) et Sp—, ayant les ex-
0 —1

pressions données au § XXIL

Lorsque R et R’ sont m fois paralleles, m distances vont & zéro;
et par conséquent il y aura ¢ — m — 1 distances plus l'angle si
r 4+ =n-Fk, et 9 —m distances sans angle si »r 7 <n -k
(on suppose que R et R’ aient un kpoint commun).

Si enfin R et R’ sont deux multiplans paralléles, ils auront ¢ — 1
distances et un angle.

11 est bon de remarquer que, si l'on prend X pour un des # points
fondamentaux en lui donnant pour coordonnées O--01, et que I'on
suppose les autres #n— 1 points deux & deux orthogonaux, on peut écrire

Axx::xlz + c + mi—l.
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En supposant encore £, = 1 pour chaque plan, on obtient
ep = &, — Ev4 -+ G — &)
[gg']2=2 gbgbr..l 2
£E -

.....

be - - désignant les combinaisons » & » de 1-++n — 1; et
gl ‘22 * gn——l 1
[t - g = |8 & - 1
gy e

Turin, 3. Avril 1877.



