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Ueber die Modulargleichungen der elliptischen Functionen
und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie.

Von
Martin Kravse in Breslau.

Die von Jacobi begriindete Theorie der Modulargleichungen der
elliptischen Functionen ist in neuerer Zeit der Gegenstand einer Reihe
von Arbeiten geworden, unter denen wir diejenigen von Sohnke®),
Schroter*), Hermite**), Konigsbergery), Joubertt) her-
vorheben. Indessen beschriinken sich alle diese Arbeiten auf den Fall
einer unpaaren Transformation und selbst dieser hat erst im vorigen
Jahre durch das schon angegebene Werk von Joubert in gewisser
Weise seinen endgiiltigen Abschluss gefunden. Erst in diesem niim-
lich ist die Existenz von Modulargleichungen fiir den allgemeinsten
unpaaren Transformationsgrad nachgewiesen worden.

Der Fall einer paaren Transformation dagegen hat bisher wenig
Beriicksichtigung gefullden. Ausfithrlich ist nur die Transformation
zweiten Grades von Hermite {{1) behandelt worden, iiberdies hat
Joubert§#) die Transformation vierten Grades zur Herstellung ge-
wisser in der Theorie der complexen Multiplication auftretender Glei-
chungen benutzt, endlich hat eben derselbe fiir den Transformations-
grad 2¢ einen speciellen Satz ohne Beweis angefiihrt. Hiermit ist aber
die Literatur iiber diesen Gegenstand erschopft, wenigstens insoweit,

*) Aequationes modulares pro transformatione functionum ellipticarum,
Crelle 16. ) )
#*) De aequationibus modularibus. Disg. in. Regiomonti 1854.
#t%) Sur la théorie des équations modulaires . .. Paris }859. o
+) Vorlesungen tiber die Theorie der elliptischen Func.tlonen. Leipzig, 18_74.
+1) Sur les équations qui se rencontrent dans la théorie de la transformation
des fonctions elliptiques. Paris 1876. )
++1) Sur la théorie des fonctions elliptiques. Comptes rendus tome LVIL. 1863.
+#) Sur la théorie des fonctions elliptiques ... Paris, 1860, oder comptes

rendus tome 50,
27t



420 M. Krause.

als dieselbe dem Verfasser des vorliegenden Aufsatzes bekannt ge-
worden ist.

Es hat nun die folgende Arbeit den Zweck, diese Liicke auszu-
fiillen. Es soll gezeigt Werden, dass auch fiir einen paaren Transfor-
mationsgrad Modulargleichungen existiren, die sich zwar in mehrfachen
Bezichungen von denen der unpaaren Transformation unterscheiden,
die aber an Rinfachheit und bymmetrle der Form von ihuen nlcht
ibertroffen werden. Ueberdies gewinnen diese Gleichungen dadurch
an Bedeutung, dass auch sie eine Reihe wichtiger Anwendungen auf
das Gebiet der Algebra, complexen Multiplication und Zahlentheorie
zulassen. Es soll dieser Umstand nicht vollig ausgeftihrt werden,
vielmehr beschriinken wir uns darauf, nachzuweisen, wie aus den ge-
nannten Gleichungen mit leichter Miihe ein Theil jener Summenformeln
hergeleitet werden kann, die Kronecker®) fir die Classenanzahl von
Formen mit negativer Determinante aufgestellt hat.

§ 1.

Existenzbeweis von Modulargleichungen fiir einen beliebigen paaren
Transformationsgrad.

Wir beweisen zuniichst die Existenz von Modulargleichungen fiir

den Transformationsgrad m = 2°.
Wir setzen:

(= : —_ dx__.- _ . .,r__ZO 8 i
’ .fV('l-—w")(ii_C“w”) ,]V(1~m2)(1—c2w) =cil=c -
0
Ferner:
(14¢» 04-gH{1-4¢%- -
»(=V2V4 txguteata— 10 ="
_ A== ) (L~ _ 4y
v(m= CFoatrate - — Vo=

und nehmen an, dass auf = eine paare Transformation m** Grades aus-

geiibt werde, so dass aus 7 wird:

fo— et

oyt —f
Solcher Zahlensysteme e,f,c,B; giebt es unendlich viele, doch

-zerfallen dieselben in eine endliche Anzahl von Classen, als deren Re-

- priisentanten man stets ein und nur ein System von der Form wihlen

T, = , wenn oy f3, — a, 3, = m ist.

*) Crelle Bd. 57. pag. 247.
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kann: ¢, =05 &, =05 f,=¢&; B, = d,", wenn ¢ ein Theiler von

m, 0, = %t—,und £ eine ganze Zahl aus der Reihe 0,1,2 ... 8/ — 1

ist. Von diesen Classen schliessen wir alle diejenigen aus, bei deven
Repriisentanten die Grossen o', &, 8" einen gemeinsamen Theiler haben,
da dieselben auf Transformationen niederer Grade verbunden mit Mul-
tiplication der elliptischen Functionen fithren.

Die so definirten Repriisentanten zerfallen in zwei Abtheilungen.
In die erste gehoren alle diejenigen, in welchen 0" ungerade und &
gerade ist, — fiir sie driickt die Sinusamplitude des transformirten In-
tegrals sich als rationale Function der Sinusamplitude des urspriing-
lichen aus. In die zweite Abtheilung gehdren alle iibrigen Repriisen-
tanten — {iir diese driicken sich nur die elliptischen Funetionen des
einen Iutegrals als rationale Functionen der drei elliptischen Fanctionen
des anderen Integrals aus. Wir wollen die su diesen beiden Fiillen
gehdrenden Transformationen durch die Namen der rationalen und ir-
ralionalen von cinander unterscheiden.

Fiir die rationale Transformation ist nun allgemein:

[ o) B @) tn G-t (o — DO,

wenn:
o @pa—2(2q+1)8) O (2q4 107

W
W

ist und % und g zwei belichige Zahlen bedeuten, fiiv welche die
Ausdriicke:
2pd, —2 29+ D Eund 294 H &
zu einander relativ prim sind.
Ist daher m = 2%, so wird gesetzt werden konnen:

[ o [tn(2q + 17 229)

"
—2&C

o iC—2EC . iC'- >]2
(5(Zq+1)~- 2E0) (n—1y g+ 1",

Da nun allgemein fn (2s -+ 1) w eine rationale Function von
{nw ist, deren Ziihler cine ungerade, deren Nenuer eine gerade Function
von {n w ist, so wird:

P? [3:12-51 = (— 01;; ! [tm ((29 + 1)i0’~m25(/')]’

m

wo f (u) eine rationale Function vou u bedeutet.
Wir wollen jetzt an Stelle von 2¢ 4 1 der Reihe nach setzen:
1, 3, B, -m—1, so wird:
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w[552] — cey'r [n;z (6o =520)]

=("' Cn)'—;‘—f [tn7(3 7'_0_:_2_§_(_7>] o= (— 01)%f [tn?((m —1 %)] ’

oder:

¢2[1—2§ _"("‘01) i‘f[t?ﬁ((??’ 10—2§6):|

Ferner setzen wir an Stelle von £ der Reihe nach 0,4-1,4-2,-.-.. + 2@,
so wird:

vl =aee Z’f[tu? (@r—1i9)]

—_ m g

W[ = 2 e” el (@r— 2]

vt =a cl)%z?lf[mz (k2r_1) iC—m0)
also: . 1

VE B
pm

(—01)
_(2) 2 [2 f[th((Zr-—l zC-——-2r,C):H
r=1-.... 7'3;7—'1":0)‘_'“_.1;_"_"_2"'5

Da die Argumente von ¢m? nicht um ganze Vielfache von 2C
oder 24C" von einander verschieden sind, da ferner der Ausdruck:

tn2 ( (29+1)7;G,+291C )

fir alle ganzzahligen (Jombmatlonen der ¢ und g, iiberhaupt nur ﬂ;-
von einander verschiedene Werthe annimmt, die man aus den Com-

binationen:
20,:0, m; 2oy :2,
20+4+1:1,3,----m—1; 204 1:4
erhalten kann, so ist die Grosse:
2plT op[tF2 2p[ T—m
i 1 i el b e
m_p

(—e)®

4. m— 2
1+ ..... im_l
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eine rationale symmetrische Function der Ausdriicke:
tn? ( (204110420, C

m

Nun ist aber fiir ein gerades m:

Mt s )
U(‘ tz((29—}-t?:,0'+29,(7))

sn (mv)=snv-cnv-dnw

sn(mv)=m-snv-cnv-dnv-

und andrerseits :

AN

mal einer rationalen Function von ¢%n?v, deren Coefficienten ganze
Functionen von «® sind.
Daraus folgt, dass jede rationale symmetrische Function der Grossen :

tn? ((29+1)i"€"+2940)

eine rationale Function von w8 ist.
Wir wollen von jetzt an im Folgenden annehmen, -dass in m = 2°
o > 2 sei, da die Fille m = 2 und m =4, wie bemerkt, schon be-
handelt worden sind. ’
Alsdann ergiebt sich als erstes Resultat: Die Grossen

P[] v 5]

sind Wurzeln einer Gleichung, die in Bezug auf die Unbekannte

oo [

vom Grade 2° ist und deren Coefficienten rationale Funectionen von
u® sind.
Bezeichnen wir diese Gleichungen mit:
F(v? u¥) =0,
so haben die Gleichungen F' (4?, »,%) = 0 die Losungen: — #,% als
Unbekannte aufgefasst —

ol el E e[

In der That, setzen wir an Stelle von 7: — ;12—;_&’ so geht u®
R T8 . 1 L
iiber in 9,8 = ¢# [5—'%‘;% , ferner v,? in y? [—- ;—:—FTE] , d. h. in «?
=g (1).%)

*) Hermite: Sur la résolution de 1'équation du cinciniéme degré. Comptes
rendus, tome 46., 1858; oder: Knigsberger: Die lineare Transformation der
Hermiteschen gFunction, Mathem. Annalen Band IIIL
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Ebenso einfach lisst sich ieigen, dass die Gleichungen F'(v,% u®)
=0 und F (u?, v,*) =0, wenn man v,® als Unbekannte auffasst, nur

die Losungen dﬂ[ a] , PP [H' 8¢ ] P2 [L;:&?f] gemeinsam haben,
1

a—3
E=1....2
so dass sich das zweite Resultat ergiebt:
Es sind die Grossen 1/)2[ ] P? [H—S] RN Vkd [Z:?—] Wurzeln

einer algebraischen Gleichung, die in Bezug auf die Unbekannte

= y? ['—2_“85] vom Grade 2% ist und deren Coefficienten rationale

Functionen von #? sind.
Eine jede rationale symmetrische Function der Grossen

w[E] v [

ist also eine rationale Funection von w?.

Hieraus folgt die Existenz von Modulargleichungen fiir einen be-
liebigen paaren Transformationsgrad, der durch acht theilbar ist.

Ist » = "¢’ - . . eine beliebige ungerade Zahl, 0 ein beliebiger
" Theiler derselben, d d,=mn, lisst man ferner x alle Werthe 0,1,2,...0, —1
durchlaufen, mit Ausnahme derer, welche zu gleicher Zeit Theiler von
0 und 0, sind, so besteht nach Joubert zwischen den Grossen

2 =19 [6—3—;18—‘”] und %2 = 9? (z) eine algebraische Gleichung, die

in Bezug auf v,2 vom Grade T=0'""'¢" 1 (b4 1) (c+ 1) -
Eine jede rationale symmetrische Function der Grossen v,? ist also
eine rationale Function von ¢? (7).

Denken wir uns nun m = 2%n gesetzt und die Grossen gebildet:

1,(;7[ ;g] , wo 0 und o, die frithere Bedeutung haben und £ alle

Zahlen 0, 4+ 1,42, . ..., 2%, mit Ausnahme derer bedeutet, die
zu glelcher Zelt Theller von 0 und 0, sind, so zeigt eine leichte Ueber-
legung, dass dieselben in die Form gebracht werden konnen:

oz, —8x
2 x
"’[ 5 ]’

wenn 0, 0,, = die frilhere Bedeutung haben, wenn ferner

T—8n
2“
ist und % alle Werthe 0, 4 1, 2°7% annimmt.
Dann folgt nach dem fruher Bemerkten dass eine jede rationale

symmetrische Function der Grossen v? [h_g] eine rationale sym-

2%0,

Ty ==
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metrische Function der Grissen 42 [r,], mithin eine rationale Function
der Grosse u? = @ (z) ist.

Unter Beibehaltung der eingefiihrten Bezelchnungen ergiebt smh
also als drittes Resultat der Lehrsats:

Zwischen den Grossen v,? = 92, [ 3, é] und u? = @? (t) besteht

eine algebmzsche Gleichung, die in Bezug auf vﬁ wvom Grade 2°7* T ist.
Diese Gleichungen, die wir mit:

f@? u)=0
bezeichnen, sollen den spiiteren Betrachtungen zu Grunde gelegt werden.
Es wird sich zeigen, dass dieselben als Fundamentalgleichungen an-
gesehen werden konnen.
Schliesslich bemerken wir, dass fiir die geraden Transformations-
zahlen, welche nur durch 2 oder nur durch 4 theilbar sind, dhnliche
Gleichungen existiren, doch sehen wir von der Aufstellung derselben ab.

§ 2.
Haupteigenschaften der eingefiihrten Gleichungen.

1) Die eingefiihrten Gleichungen sind reciprok in Bezug auf v,2.
Der Beweis ist unmittelbar klar, da die Wurzeln in die Form ge-
bracht werden konnen:

2 [0z 2[ 5 61:—8] 2[6‘1—8 1]
tl). [2“6] ¥ 2“a,+ 1]’ v [2“6, 4 299, + \etc'
und allgemein 2 [r + 1] = 75‘}[‘1‘ ist.

Es sind die Wurzeln der eingefiihrten Gleichungen also erstens
die zu denjenigen Reprisentanten der rationalen Transformation ge-
horenden Functionen ¢2, bei welchen b, = 0 mod 8 ist, zweltens die
reciproken Werthe derselben. —

2) Die Gleichungen sind reczprok mn Bezug auf u?.

Setzen wir an Stelle von z: +1 , so geht u? in ;‘12 iiber, wiihrend
die Wurzeln der Glewhung die Gestalt annehmen:

» [ i _8_5] _ [(a—sg) r—é&].
2“6‘ 2“6‘1‘5"‘-2“6‘
Die Reihe der auf diese Weise entstehenden Functionen ist identisch
mit der Reihe der urspriinglichen Wurzeln, d. h. es ist:

2 [(8—88c—8E __  ,[dz—8x
v I: 278,427, } v [ 24, ]’
wo d, d;, z analoge Bedeutung wie 0, d,, § haben.
In der That, allgemein ist:
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Y? [7] = ¢2 [7,], wenn:
— D=z
a7y —by

@) == by =1 mod 2; ¢, = 0 mod 8; b, == 0 mod 2 ist.
Hieraus folgt, dass in unserem Falle sein miisste:

©0—=885r—8;  p2°dita8a—adr

und @,b, — a,b, = 1 ist, so zwar, dass:

290 74-2%8, g dv—a8x—0b 2% ’ -
oder dass soust die Gleichungen stattfinden miissen :
1) 0 — 8¢ = — q,d,
2) — 8t = 1,2°d, + o,8x,
3) 20‘61 = “1d)
4) 290, = —10,2"d, — a,8x.
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich d als ungerade Zahl — als

grosster gemeinsamer Theiler von 0 — 8¢ und 20, —, wihrend d,
aus d, = % bestimmt ist, ferner folgt aus 1) @, als ungerade, aus 3)

a; als gerade durch acht theilbare Zahl, endlich ist a,b; — a,b, = 1.
8z ergiebt sich aus einer der beiden gleichwerthigen, auflosbaren
Congruenzen:

8a,x = — 8& mod 2°d,,
8a,z = — 2"¢, mod 2°d,

und zwar erhélt man zwei nach dem Modul 2" d, incongruente Lissungen.
Einer jeden entsprechen ganzzahlige Werthe von b, und b,, so zwar,
dass b, jedenfalls ungerade ist. Da ferner die beiden incongruenten

Losungen die Gestalt haben 8x und 8z-42%d,, so kann eine derselben
immer so gewiihlt werden, dass b, eine gerade Zahl ist.

Aehnlich folgt:

3) Die Gleichungen dndern sich wicht, wenn man w® mit v, vertauscht.

4) Die Gleichungen sind irreductibel, d. h. eine jede algebraische
Gleichung, deren Coefficienten rationale Functionen von %? sind und
welche mit ihnen eine Ldsung gemeinsam hat, hat alle gemeinsam.
Der Beweis hierfiir ist analog demjenigen bei den Modulargleichungen
unpaarer Transformation und mag daher fortgelassen werden.

Es soll jetzt gezeigt werden, inwiefern die Gleichungen Funda-
mentalgleichungen genannt werden kinnen.

Dazu beweisen wir, dass aus ihnen durch einfache Transforma-
tionen eine Reihe anderer Gleichungen abgeleitet werden kann, deren
Wurzeln die zu den iibrigen Reprisentanten der rationalen oder jr-
rationalen Transformation gehtrenden 92 oder ¢? Functionen und deren
reciproke Werthe sind.
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Setzen wir an Stelle von z:744 d. h. an Stelle von 92 (7): — g (1),
so haben die Wurzeln der neuen Gleichung die Gestalt:

2 ge [S1=8E+4

V=1 [ 20, :l .
Setzen wir an Stelle von z: v -2 d. h. an Stelle von 2 (1) + 19 (7),
so haben die Wurzeln der transformirten Gleichungen die Gestalt:

. dr—8E4-20
2 =3 2 - — T,
vy P [ oy J
Damit ist der Fall der rationalen Transformation erledigt.

Wir setzen jetzt an Stelle von :—: d. h. an Stelle von @?(7):92(z),

so gehen die Wurzeln iiber in: y? [_—_:&;éﬂ:" Dieselben kinnen in
(T
dr—z
. bu——au -‘“&“r*—
die Form gebracht werden: y? T | wobel dfd = m ist
RO A

und die Gleichungen bestehen:

— 0 = byd," + a,z,

8t =a,d,
0=a;z+ 0,4/,
20, = a,d .

Die Discussion dieser Gleichungen giebt folgendes Resultat:

So oft 8£:=0mod 2°T" ist, gehen die Wurzeln iiber in ¢? [2_“31_2--:3]’
1

1
: 2”2::2”]’
"’[ a

_o? - 2 . S— o . )
allen iibrigen Fillen in e T [f” _Qg_ﬁ]’ wobei d und d; die

so oft 85— 2°mod 2**! ist, gehen die Wurzeln iiber in in

ungeraden Theiler von d und d," sind und nebst z und v aus den auf-
gestellten Gleichungen bestimmt sind. » ist von Null verschieden,
@ — v grosser als 2. Aehnlich folgt, dass wenn an Stelle von

@ (7): -;—(% gesetzt wird, die Losungen der transformirten Gleichung

P
o —4 . .
die Form haben: ¢™%  %*7iy? %@E_@ , und wenn an Stelle von
2¢ 2dj
+i o L~ [ 2dr—a ]
9?2 (z): 3112:(7) gesetzt wird, die Form: e P? [ 1,

Wie wir sehen, haben wir auf diese Weise Gleichungen erhalten,
deren Losungen simmtliche y? resp. @® Functionen und deren reci-
proke Werthe sind, welche zu Reprisentanten der Form gehoren:

oy=a,=f,=0mod2,,=1mod2 und o;=e,;=p;=0mod2, fy=1mod2.
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Die noch fehlenden repriisentirenden ¥? Functionen und deren ve-
ciproke Werthe sind Wurzeln von Gleichungen, die entstehen wenn in

S‘lﬂ
der urspriinglichen an Stelle von @2(z): ¢ * e Et; =1,3,5,

Damit ist die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung nachge-
wiesen worden.

Eine weitere Ueberlegung zeigt, dass aus den zn Grunde gelegten
Gleichungen eine Reihe anderer Modulargleichungen ab%leltet werden
kann, welche Hhunliche Kigenschaften zeigen. betzeu wir z. B. an
Stelle von #?* in der urspriinglichen Gleichung — «* und multipliciren
die auf diese Weise entstandene mit ihr, so erhalten wir eine Gleichung,
deren Coefficienten ganze Kunctionen von u* sind und deren Losungen
die Form haben: y? [iz—a:a g_g] , ebenso Lkdnnen Gleichungen abgeleitet

1
werden, deren Coefficienten ganze Functionen von !, deren Losungen

487 . v .
die Grossen 3? |:~ ﬁé] sind oder deren Coefficienten ganze Functionen

;;;2 S] sind u. 8. w.

Alle diese Gleichungen, die einen bedeutenden Theil derjenigen
bilden, die tberhaupt in der Theovie der paaren Transformation vor-
kommen konnen, haben nicht die einfache Gestalt, wie die zu Grunde ge-
legten, so dass letztere als Fundamentalgleichungen angesehen wer-
den kodnuen.

oz
von u®, deren Lésungen die Grissen o8 [

§ 3.
Wurzelentwickelungen.

Es mbge das Problem der Wurzelentwickelung dahin verallgemeinert
werden, dass wir nicht nur die Fundamentalgleichungen beriicksich-
tigen, sondern auch diejenigen, welche aus ihnen durch Aenderung von
u? in — u? oder in -} iu? entstanden sind.

Bekanntlich geniigt der zu der Transformation mf* Grades £ 9%
i

gehorende Multiplicator der Gleichung:
2 1 21— dut
M? = m w(1—u®) do
Diese Formel kann geschrieben werden:
2 102 0% du?
M* = m ur g Ave

Daraus folgt, dass der Quotient 7171; an allen endlichen Stellen
2si7t
4

endlich sein muss, mit Ausnahme der Stellen w?®=0, u?®=-¢
Werden daher an einer beliebigen endlichen Stelle u? = u,?, welche
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2547

!
von O und e verschieden ist, p Wurzeln »,2 einander gleich, gleich
vy?, so lauten die Wurzelentwickelungen an der Stelle u,2v,:

vt — 0? = ay (W — wy?) 4 b (u? — w22 A+ - -
v, — vyt = az(u?——u(,‘)—}—b (u® — uyH* 4 - - -

g a0 — ) o 0 — w7
2sim
Es bleibt iibrig die Stellen #?==0 und w2 =r¢ * in Betracht zu
ziehen.
Aus dem fiir @ (r) aufgestellten Ausdrucke folgt:
¢* =3 (By 4+ Bu® + Byu's 4 . )
mithin wird:
84548.2%0,y 2Eni

P? [5“2.:525] =1 —{—Zaﬂyu 2% 4, ¢ 2, .
1

Fir «?* = 0, werden somit alle Wurze]n gleich 1

Um die almlowen Wuue]eutmckelungen fiir den Punkt «* = 1 zu
erhalten, moge zun‘dchst untersucht werden, welchen Werth die Wurzeln
der definirten Gleichungen im Punkte #? = 1 annchmen,

. 1 . C
Setzen wir 7 = — o 80 haben, wie gezeigt, je nachdem:
1

2E == 0 mod 2°** oder 2£ = 2" mod 2°%* oder 268 2 mod 2%
ist, die Wurzeln die Gestalt:

2%dz —ac:] 1 [ 2% "dx —.'c]
2]’ 1 [ P2 B Rl
¥ [‘ dl ’ @ [2ad‘51 — m] w 21’(11

wobei ¢ die Werthe 44, — 1, -+ 1 annimmt, je nachdem » gleich
1, 2 oder einem hoheren Werthe als 2 ist.

u? == 1 entspricht u. a. v =10 d. h. 7, = —oo0. Fiir 7, = —
wird aber ¢? [Z dzl’:—m ] =0, ¢ [“— ;’:ll - x] =1, mithin uehmen
1 !

die Wurzeln je nach dem Werthe von £ die Gestalt an: 0, oo, &
Achnlich wie bei #? = O folgt nun, dass, wenn:

92t — 0 mod 2*H
ist, wird:
s%a _win apray _winp
ps[ - §] A —1ae & |14 : ag WS—1) & ¢ @
! Y

wenn dagegen :
2& = 2°7" mod 2°**
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ist:
So—2E S7 .1 PL vdfv;a-21d._7 = %j
TIJS[ 2a(;*]==1+7_y_,“ﬂy(“~ ) ' i
wobei die Grossen d, d,, v, « bestimmt sind aus:
— 0 =10,2"d, + a,x
2t =q,2°7ad
0= a2 + b,2%d,
28, = a,2°7d.
Dann ergeben aber die vorhin angestellien Betrachtungen die
Entwickelungen:

2024 zim B2%dtyd, z,?ni)

wz[‘“—“] JAwr—1) % e (1+2rﬂ,(u2——1 “e W

2% 8y
2§ = 0 mod 2°*".
22 Va4 y2¥d, 3:_@_1_1’_:>

A

28 = 27" mod 2°1 .

Fir die Punkte u?= —1, u?==--4 ergeben sich #hnliche Ent-
wickelungen.

Hiermit ist das Problem der Wurzelentwickelung vollkommen
gelost.

Es hat sich das Resultat ergeben, dass die Riemann’sche Fliche
der Grisse v,%, welche aus f(v?, u*) = 0 als Function von u* bestimms

ist, aus 2“2 T Blittern besteht, welche nur in den Punkten u® — 0;
2sim
4

w*=e " ; ul= oo mit einander zusammenhingen und hier in einer
a priori bestimmien Weise.

§ 4.
Numerische Beispiele,

Es mbgen fiir die einfachsten Fille die Fundamentalgleichungen
wirklieh aufgestellt werden. Dieselben lauten:

1) »n=8.
(I —ur)? (1 — 02— 8ulv? =
2) n = 16.

(1 — )" (1 — o)t — 64 (1 + ud) (1 + v,4) u20,2 = 0.
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3)n=24,

[(1—u?)?(1—v;*)*—8u,*]* —256(1—u?) (1—v,*)(L—u®)(1—v,*)u? v *=
4) n =32,

(1) (L) — 5416 (10! (12 (L) (L0 0= 0.
5) n — 40.

[(1—u2)2(1-—0,%)? —8u?v,*]° —16 - 64 (1—ut)(1—0v,*)(1—ud)(1—v, 5o, * 3(1
460,440,316t 405 4-20u(14-ut) (1 —v, 124200, (140, ) (1 —u ') ]=0.
Zu diesen Gleichungen gelangt man entweder durch successive An-
wendung der Transformation zweiten Grades auf die entsprechenden
Modulargleichungen, die zu einer Transformation zweiten oder un-
paaren Grades gehoren oder aber durch Anwendung der Sohnkeé'schen
Entwickelungen*®) unter Hinzunahme der Formeln

W (7) = 1—2¢+2¢*—4q*4-6—8¢°+12¢°—16¢"-22¢° —30¢°+40¢° - ---

P2(r)=1—49+8¢>— 16¢*-32¢4—56¢°496¢°—160¢74256¢5—404¢"-6249*--

.......

§ 5.
Anwendungen auf die Zahlentheorie.

Wir gehen zuniichst von den Gleichungen aus, welche zwischen
u® und v,% bestehen, deren Wurzeln also die Grossen:

g [0z —2¢&
- [
sind. In denselben mbge v,8 = u® gesetzt werden, es fragt sich, wel-
g g ) g

ches die Wurzeln der so deﬁmrten Gleichungen sind. Die Argumente
derselben miissen der Gleichung geniigen:

b —ay ra—2§
29 wobel:

? a 31:—25 6’

ST !

by — a by =1 und ¢, =b;=0mod 2, @, = b, =— 1 mod 2 ist, oder
der Gleichung Pr* -+ 2Qz + B =0, wobei:
P=qd
20Q = a,0 — 5,220, — a,2§
— R = a,2t -+ 270, gesetat ist.
Die Determinante der Gleichung hat die Form:

A=a*—n

*) Crelle 16. pag. 113,
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und zwar kann o einen jeden Werth annehmen, fiir welchen a? eine
positive ganze Zahl kleiner als » ist. Die Discussion der aufgestellten
Gleichungen ergiebt folgendes Resultat:¥)

Bine jede Classe der iiberhaupt moglichen Determinanten, in
welcher die Coefficienten der in ihr enthaltenen Formen nicht den-
selben Theiler mit # haben und in welchen mindestens einer der
beiden Husseren Coefficienten derselben ungerade ist, liefert zwei von
einander verschiedene Werthe von 3, welche einer oder 2y Wurzeln
gleich werden, je nachdem a =0 oder die Zah! der eigentlichen Dar-
stellungen von m durch die Form (1, 0, — A") gleich g ist, — voraus-

gesetzt, dass =3 gleich dem grossten in A enthaltenen ungeraden

~
Quadrat ist.
Ebenso gross ist der Grad der Vielfachheit von u® in:

[, w¥) =0
wie eine einfache Betrachtung lehrt, die analog derjenigen am An-
fange des dritten Paragraphen ist.
Es bleibt tibrig, den Punkt #® = 1 zu betrachten.
Dazu mbge die Modulargleichung nach steigenden Dimensionen
von 1 — u% und 1 — #,% d. h. von #,% und v® geordnet werden, so dass,
wenn die #'¢ Dimension die niedrigste ist, sich ergiebt:

Flof, 4) = (@ @900 A+ 0 0¥) - (0,

Setzen wir

¢

so werden die dem Werthe 4% = 1 entsprechenden Werthe von w be-
stimmt sein darch: @)+ a,w 4 -+ g = 0.

Behufs der weiteren Schliisse mogen zwei newe Functionen ein-
gefithrt werden.

Sei d, ein beliebiger gerader Theiler von m, der nicht durch 2*
theilbar ist, ferner 6(d,) die doppelte Anzahl aller positiven Zahlen,

welche kleiner als d; sind und mit d, und —d”f keinen gemeinsamen
- 1
Theiler haben, so werde gesetzt:

=Dl (d)

wo die Summe iiber alle diejenigen Werthe von d, auszudehnen ist,
welche kleiner als J/m sind.

¥) Siehe die entsprechenden Betrachtungen in der Arbeit: Algebraische Unter-
suchungen aus der Theorie der elliptischen Functionen. Math. Annalen Bd. X1,
oder auch Joubert: Sor la théorie des Fonctions elliptiques. pag. 22 sequ. od.
comptes rendus tome 50. pag. 1041 sequ.
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Ist ferner m ein volles Quadrat, so mbge mit ¢ die doppelte An-
zahl der Zahlen bezeichnet werden, welche zu ’m relativ prim sind

und mit m keinen gemeinsamen Theiler haben, ist dagegen m kein
volles Quadrat, so sei ¢ == 0,

Dann folgt aus den Entwickelungen des dritten Paragraphen, dass
die Gleichung:

ay+aw+4 - qu =0
die Form annimmt:
T
w® (aq +%+1’0 +4 .- gy, W) =0.
Mithin wird die Modulargleichung:
8) 8% 448 (r—F— —
f(0,8,u8)=v3%u—Da u S ay  u B¢ Dot ag 0800 0t

Da dieselbe ungeiindert bleibt, wenn man % und +® vertauscht, so
folgt, dass:
r=2% —1
ist. Ebenso gross ist der Grad der Vielfachheit der Wurzel #% = 1
in f(us, u8) = 0.
Nennen wir daher F',(A) die Summe der vorhin definirten Classen
der Determinante — A, so folgt:

Fy(m) 4 2F,(m — 1) 4 2F (m — 2%) + . =27 — T —

o] o
.

Wie eine einfache Betrachtung zeigt, geht diese Summenformel in
die erste Summenformel von Kronecker iiber, wenn die Classen der-
jenigen Formen hinzugenommen werden, in welchen die drei Coeffi-
cienten mit # einen von 2 verschiedenen gemeinsamen Theiler haben.

Aehnliche Resultate ergeben sich, wenn von den Gleichungen aus-

gegangen wird, die zwischen «* und v, = ¢* l:%"__;‘g] bestehen. Als-
dann wird: ‘
t

Fy(m)42F,(m—2) 4 2F,(m —4) - =2 T — 3, — 5

wenn ¥, eine dhnliche Bedentung wie T hat unter der Hinzunahme,
dass d, weder durch 2° noch durch 2°7* jedoch durch 4 theilbar ist.

Auch diese Formel ist implicite in denen von Kronecker ent-
halten.

Fiir m = 0 mod 16 ergiebt sich unter Hinzunahme der zuletzt
definirten Classen wieder die erste Formel, fiir m == 8 mod 16 dagegen
die zweite. Allerdings miissen in diesem Falle die von Kronecker
aufgestellten Relationen zu Hilfe genommen werden: KEs ist:

F(4n) = 2F () — 1 oder F(4n) = 2F(n),
je nachdem # ein volles ungerades Quadrat ist, oder nicht.

Mathematische Annalen. XII. 28
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. . 2
: s eald hung chen und
Gehen wir schliesslich von den Gleichungen zwisch w

0% = P2 [MT“—(;&] aus, so ergiebt sich, wenn m =38 mod 16:
1
F\(m) + 2F (m —4?) 4 2F (m —8) + - - - = 2T'-
Diese Formel liefert im Vereine mit den fritheren die dritte von
Kronecker.

Ist m = 16 mod 32, so wird: :
Fy(m) 4 2F (m — 42) +2F,(m — 8% + -+ =417 — &, — 5
wo ¥, eine analoge Bedeutung wie T hat, unter der Hinzunahme, dass
;=4 mod 8 ist. Diese Formel liefert die fiinfte von Kronecker.

Die weiteren Fille ergeben keine neuen Resultate. '
Diese Beispiele mogen geniigen, um die Anwendbarkeit der auf-
gestellten Gleichungen darzuthuen.

Breslau den 7. Juni 1877.




