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7ar Theorie der hyperelliptischen Functionen, insbesondere
derjenigen dritter Ordnung (0 = 4).

Von

Avrrep PrinesoemM in Miinchen,

Die allgemeine #-Function mit ¢ Variablen, welche durch den
Ausdruck definirt wird

¢
+ @ (o) lava(””al*'"""”g’ag @i )
9 (7)1 , .y9)=2 e . 3(21',0‘-{-....21/91)9):1';
e LN
wird charakterisirt durch ein System von Constanten oder Moduln:
Ty Tz * -+ Tig
Tor Toz = ** T2
Te1 Tez" " T

deren Amnzahl vermdge der Bedingung

Tepf = TRe
gleich - (@;H ) ist. Diese SQ;L) Moduln sind von einander durchaus
unabhiingig und nur — behufs der Convergenz jener g-fach unend-

lichen © -Reihe — der Beschrinkung unterworfen, dass die Quadrat-
zerlegung des reellen Theiles von

j’ava(vl't:al + . ve'vao)am

1
lauter negative Coéfficienten besitzt. ,
Diejenigen ©-FKunctionen, welche bei der Umkehrung der Abel™-
schen Tntegrale auftreten, bilden eine speciellere Gattung der eben

.. . . . ele+1) i
erwihnten allgemeinen, insofern zwischen den ——5~ Moduln eine

Anzahl von Relationen stattfinden muss. Riemann hat gezeigh
28+
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(s. Theorie der Abel’schen Functlonen Orelle’s Journal, Bd. 54),
dass die Umkehrungsfunctionen der al](remelnsten Abel’ schen Integrale
erster Gattung, d. h. solcher allenthalben endlich bleibender Integrale,
deren Differential eine 2¢ + 1 fach zusammenhiingende algebraische
Fanction ist, nur 3¢ — 3 unabh%i.ngige Constanten enthalten, dass also

zwischen den —9—(3;—_—1)— &-Moduln "(%ll —8) oder @=2¢ (o— 2) (9—-3)

Relationen stattfinden miissen. Die Anzahl der unabhanglgen Con-
stanten vermindert sich noch mehr fir speciellere Gattungen Abel-
scher Integrale, und zwar reducirt sie sich fiir den einfachsten Fall,
nimlich den der hyperelliptischen Integrale, auf 2¢ — 1. Diese In-
tegrale, welche bekanntlich die Variable nur in rationaler Verbindung
wit einer Quadratwurzel aus einem Polynom 2¢ 4 1tn Grades ent-
halten, scheinen zwar zunichst 2¢ -~ 1 unabhingige Constanten (Ver-
zweigungswerthe) zu besitzen: allein es lisst sich stets deren Anzahl
durch eine lineare Transformation auf 29 — 1 reduciren, und ebenso
gross kann also auch nur die Anzahl der unabhiingigen @-Moduln
sein. Daraus folgt nun, dass zwischen den Moduln hyperclliptischer

# - Functionen 3&—;—’9 — (2@ — 1) oder (—9———'—1—)%9—:?—) Relationen be-

stehen miissen.

Welcher Art diese Relationen sein miissen, ergiebt sich aus einem
von Herrn Weierstrass herriihrenden Satze iiber das Verschwinden
hyperelliptischer & -IFunctionen, welcher folgendermassen lautet:

Bezeichnet man mit % den Index einer hyperelliptischen
&-Vunction mit ¢ Variablen von folgender Zusammensetzung
n=1(1,3,5---20—1,8,8&, &)

oder
n=(,3,5---20—1,¢,¢- "5Q+1)7
WO &, &, &, f41 @ resp. @ -4 1 beliebige Zahlen der
Reihe 0, 1, 2, .- 29 bezeichnen, dann ist stets
&y (0, O---O)§O

Bildet man dagegen -

=(1,3,5---2¢0—1, ¢, 8, &),

wo 7 < @ (oder > g -+ 1 — insofern man bekanntlich jede

Combination von ¢ + 1 -+ « Indices durch diejenigen ¢ — «

ersetzen kann, welche noch zur Reihe 0, 1, 2,...2¢ fehlen),

so wird stets

&y (0,0, ---0)=0.

{Dieser Satz findet sich in einer Abhandlung meines verehrten Lehrers
Herrn Kénigsberger iiber Transformation der Abel’schen Functionen,
Crelle’s Journal Bd. 64.) Der Beweis dieses Satzes beruht wesent-
lich darauf, dass die Argumente und Moduln der betreffenden -
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Tunctionen in der bekannten Weise von einem entsprechenden Systeme
hyperelliptischer Integrale 1'* Gattung abhiingen, und es bildet daher
dieses Verschwinden aller 9-Functionen, deren Index die Form # hat
fir die Nullwerthe der Argumente zuniichst jedenfalls eine nothwcn:
dige Bedingung dafiir, dass das System ein hyperelliptisches ist.

Diese Bedingung hat die Form von Relationen zwischen den §-
Moduln 7y; - - - 7yp, sobald sich unter den &-Functionen von der Form
By (vy - - - vg) gerade Theta’s befinden, welche also nicht fiir die Nulk
werthe der Argumente an sich verschwinden wiirden. Es ist nun aber
leicht zu zeigen, dass sich fiir ¢ > 3 unter den Functionen, deren In-
dex die Form % hat, in der That stets eine Anzahl gerader Theta's
befinden miissen.

Zunéichst ist klar, dass die Indices aller tiberhaupt existirenden
2°¢ 9 -Functionen sich auf eine der beiden Formen 7 oder %’ bringen
lassen miissen, und dass alsdann alle ungeraden Theta’s Indices von
der Form % haben miissen — da sie ja fiir die Nullwerthe der Argu-
mente in jedem Falle verschwinden. Nun lautet die Bedingung dafiir,
dass 9i (v; - - - vg) eine ungerade Function sein soll:

1,2 2,2 Aok
m Ny 4 myw, - 4 MWy = 1 (mod 2),
2 P . e .
wo m,, n, die Charakteristiken von &; bedeuten. Die Anzahl aller
moglichen ungeraden &-Functionen wird daher gleich sein der Anzahl
der Losungen dieser Congruenz, wenn nur solche Lisungen in Betracht

gezogen werden, welche nach dem Modul 2 incongruent sind, also alle
Combination von der Form (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1) — mithin
gleich 2¢7% (2¢ —1).

[NB. Ich will bei dieser Gelegenheit bemerken, dass sich die
Anzahl der nach dem Modul 2 incongruenten Losungen der obigen
Congruenz noch in anderer Form darstellen lisst, und dass sich aus
der Vergleichung dieser beiden verschiedenen Darstellungen eine a
priori wohl nicht ersichtliche ganzzahlige Identitit ergiebt. Befriedigt
man nfmlich zuniichst jene Congruenz in der Weise, dass man dem
ersten Gliede den Werth 1 giebt, wihrend man alle iibrigen verschwin-
den lisst, so bleiben fiir jedes der ¢9— 1 verschwindenden Glieder noch
die drei Moglichkeiten (0, 0), (0, 1), (1, 0), im ganzen also 3¢~" Com-
binationen, und man erhiilt daher, wenn man nun jenes eine nicht
verschwindende Glied alle moglichen ¢ Stellen einnehmen lisst, 03¢
Losungen. Lisst man jetzt 3 Glieder den Werth 1 annehmen und
die itbrigen ¢ — 3 verschwinden, so ergeben sich durch Erschopfung

w 1s s g —1)(e—2) a0—3 12
aller méglichen Combinationen @—(—Lré)—_(%—) -3¢7" Losungen, u. s. f.

Man gelangt auf diese Weise schliesslich zu einem Ausdrucke von
der Form
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ele—1(0—2)-- (0 —2a) ge-2a+D ,

- 123 Qa1

wo die Summation tiber ¢ zu erstrecken ist iiber alle ganzen Zahlen
von O bis ¢ und ¢ —-————1, wenn @ ungerade, @ = 'g‘ — 1, wemn
o gerade.
Hieraus ergiebt sich dann die erwihnte Identitit in der Form

S Ret+1)
welche s1ch unnnttelba,r verificiren lisst, indem man
27— 1) =120 =29 =3 {B+ 10— (B—19
nach dem binomischen Lehrsatze entwmkelt]

Aus dem Ausdrucke fiir die Anzahl aller ungeraden ©-Functionen
ergiebt sich die Anzahl aller geraden gleich 2°¢ — 207" (2¢ — 1)
= 2071 (28 1 1).

Ferner ist die Anzahl aller #-Functionen, deren Index die Form
n hat und welche simmtlich gerade sein miissen, da sie fiir die Null-
werthe der Argumente nicht verschwinden, gleich

e+ 1 (20)(2e—1)---(e+2)
1-2.3..... Q
Mithin wire die Zahl derjenigen geraden Thetas , welche etwa
noch unter den Functionen mit den Indices 5’ enthalten sind, gleich
o0t 2 1) (2 20—1)--- 2
#7408 ) — COED Y Ge Dorlek
und dieser Ausdruck wird nur = O fiir ¢ =2, dagegen stets > 0
fiir ¢ > 3.

Daraus folgt, dass fiir ¢ == 2, die hyperelliptischen Theta’s keiner
besonderen Beziehung zwischen den Modulen bediirfen, sondern dass
sie gleichzeitig die allgemeinsten Theta’s mit 2 Variablen sind. Es
hat dies seinen Grund darin, dass die 3 charakteristischen Zahlen

ele+1)
.2

e (o 9-—1) (oe—2a) 30— a1 —ge—1(2e 1)

~—~——r

d. h. die Anzahl der in den allgemeinen &-Function

vorhandenen Moduln,

39 — 3 d.h. die hichste mogliche Anzahl unabhingiger Con-
stanten, welche in den Umkehrungsfunctionen Abel-
scher Integrale 1ter Gattung vorkommen kénuen,

20 — 1 d. h. die Anzahl eben dieser Constanten fiir den
speciellen Fall der hyperelliptischen Integrale

fiir o = 2 simmtlich denselben Werth 3 annehmen.

Fiir ¢ == 3 ist die Anzahl gerader Theta’s, deren Index die Form
%" hat, gleich 1 und es ist daher das Verschwinden einer geraden o-
Function — nimlich 9,4 (v,, v,, vs) die Bedingung dafiir, dass das
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System ein hyperelliptisches sei: in der That bleiben in Folge dieser
einen Bedingung von den 6 vorhandenen #-Moduln nur 29 —1=5_
unabhiingig, Was die allgemeinste &-Function mit 3 Variablen und 6 un-
abhiingigen 9-Moduln betrifft, so fiihrt diese zwar nicht mehr auf hyper-
elliptische Functionen, aber immerhin — weil hier 3¢ — 3 = 6 ist —
noch auf eindeutige Umkehrungen Abel'scher Integrale erster Gattung.

Etwas Aehnliches findet nicht mehr statt, sobald ¢ >3 wird. Denn
schon fiir ¢ == 4 — in welchem Falle die Anzahl der iiberhaupt vor-
handenen &-Moduln = 10 ist — wird die Anzahl der unabbingigen
Constanten im allgemeinsten Falle: 3¢ —— 3 =9, und erniedrigt sich
fiir hyperelliptische Functionen auf 29 —1="17. Und es ist klar, dass
mit wachsendem ¢ die Differens zwischen der Anzahl der vorhandenen
#-Moduln und der unabhiingig anzunehmenden Constanten der be-
treffenden Classe Abel’scher Functionen immer mehr zunimmt, da ja

die Zahl der &-Modulu ®®2EY ie Zah) ¢ im Quadrat, dagegen die

Anzahl der moglichen unabhiingigen Coustanten 3¢ — 3 die Zahl o
nur linear enthilt, Hs werden also fiir ¢ > 3 die allgemeinsten 8-
Functionen nicht mebr auf eindeutige Umkehrungen Abel’scher Inte-
grale erster Galtung fihren, uud es werden umgekehrt die betreffenden
Abel’schen Functionen nicht die allgemeinsten 2gfach periodisclien
I'uuctionen darstellen. Setzt man also

e

Wy == E m'»l’l (xa)
T
Q

Ug == 2’ a% (%a)
1

== 2 Py (®a)

und bestimmt ¢, () - - - - 9o () In der Weise als Abel’sche Integrale
Trer Gattung, dass jede ra,tlonale symmetrische Function von (z;, ---z,)
sich als eindeutige Function von (w, - - - uy) ergiebt, so gelangt man
zu einer specicllen Gattung von 2pfach periodischen Functionen, inso-

. . 1 .
fern zwischen den darin vorkommenden gfg;f ) Moduln so viele Re-

lationen bestehen miissen, dass nur 3¢ — 3 willkiirlich- bleiben. In
Folge dessen ist Herr Weierstrass, um zu den allgemeinsten 2 g fach
periodischen Functionen zu gelangen, zu einer Verallgemeinerung des
Umkehrproblem’s gefithrt worden, welche folgendermassen lautet: Es
sollen die Functionen %, (z) - - - ¢o(#) so bestimmt werden, dass zu
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einem Systeme der Grossen (uy - - - tg) zWar nicht mehr ein einziges
.System, wohl aber nur eine endliche Anzahl von Systemen der Grossen
(@) -+~ @) gehtren. Alsdann lasst sich zeigen, dass 2, -- - - %o die
Waurzeln einer (jleichung gt Grades sind, deren Coefficienten sich
algebraisch durch die partiellen Ableitungen einer eindeutigen, 2 ¢fach
periodischen Function von (uy - - - %) ausdriicken lassen. Herr Weier-
strass hat damit den Existenzbeweis' dieser verallgemeinerten Abel-
schen Functionen gegeben, wihrend deren wirkliche Darstellung in
Folge bedeutender, sich hierbei ergebender algebraischer Schwierigkeiten
bisher noch nicht gelungen ist. (S. Monatsberichte der Berliner Aka-
demie, 1869.)

Was nun die hyperelliptischen 9 -Functionen beliebiger Ordnung
betrifft, so miissen, wie oben bemerkt wurde, zwischen ihren Moduln

L":——’%‘—’:—g—) Relationen bestehen, derart, dass

- 204 1)20(20—1)- -+ 2)
20— (20 L 1) . 91+-) 2@(. 93 )...(H;*= @
gerade 9-Functionen fiir die Nullwerthe der Argumente verschwinden.
Da aber jedes solche gerade 3 (0, 0, . --0) ‘gleich Null gesetzt eine
Bedingung fiir die &-Moduln reprisentirt und fir ¢ > 3

e—1 /90 _ (et 120@e—1----(e4+2)  (e—1)(e—2)

2071 (@0 + 1) e > =2
ist, so konnen diese w Bedingungen nicht simmtlich von einander
unabhiingig sein, sondern es muss ein Zusammenhang von der Be-
(e—D(—2)

2

schaffenheit zwischen ihnen bestehen, dass nur von den

iiberhaupt vorhandenen 9—@—;—_—9— #-Moduln dadurch beschriinkt werden,
withrend noch 29 — 1 vollig unabhéngig bleiben.

In Folge dieser fiir hyperelliptische &-Functionen als nothwendig
sich ergebenden Bedingungen — (ich werde spiterhin fiir den spe-
ciellen Fall ¢ ==4 zeigen, dass diese Bedingungen auch die hin-
reichenden dafiiv sind, dass ein System von &-Functionen die Um-
kehrungsfunctionen eines hyperelliptischen Systemes liefert) — gestaltet
sich das Additionstheorem, sowie eine Reihe daraus abgeleiteter Be-
zichungen bei weitem einfacher als fiir die allgemeinen §-Functionen.

! Fiir allgemeine Theta’s stellt sich das Additionstheorem zuniichst
in'der Form dar:

(A {”7(“1+”1+w1:"'“e‘l‘”e*"we)'ﬂ(“z*‘vu""“e“”e)
) = D10y &1 (uy -+ - tg) 1 (uy + vy, - - - wp 4 ),

wo die Summation nach 4 iiber 2° beliebige Indices auszufiihren ist
und C; eine Grosse bedeutet, die vom Index i und den Argumenten
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vs und we, nicht aber von w, abhingig ist. Gentigt nun ein System

der Bedingung, dass alle Theta’s, deren Index die Form hat:
7=(1,3,5,... 20—1, ¢, &,y + - &) (Wo r < @)

fir die Nullwerthe der Argumente verschwinden, so lassen sich Jjene

Coéfficienten C; in der Weise durch &-Functionen mit Nullargumenten
und den Argumenten v,, w, ausdriicken, dass Gl (A) tbergeht in:

(B) @5(0--0) 8y (w, -+ wg) & (v, -0, oo Ugt-0g+10,) & (1~ vy, -+ 21 ~g)

-
=27("‘1)1 By (g -« - 1g) By (uy ++ w,, - - - uy + 105)

X Fuy (01 -+ - v0) By (v, + w0, - - - Ve + o),
wo dann die Indices » und 5 folgendermassen zu bestimmen sind:
Man wiihlt ¢ beliebige Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, - ... 29, — es
seien dies &, - - - & — und setst
n=(1,3,5,---20 — 1, 1y &y 0t &)y
bestimmt alsdann noch einen beliebigen Index 6 und bezeichnet mit

7 jeden der 2° Indices, welche entstehen, wenn man & mit allen mog-
lichen Combinationen von & - - - - & zur Qtn, Ltn ... gten Classe ver-
bindet, so dass also y die folgenden Formen annimmt:

2 4 g

)

Ogy, ey, - -+ - 0gp
e 8y, 0685, v dep_18

Oeygy -« &

(vgl. die oben erwihnte Konigsberger’sche Abhandlung, Crelle’s
Journal Bd. 64.).
Setzt man jetzt in Gl. (B) vy =0, w, = 0, so wird

wo das Symbol
(G 1) &9 (uy - ”9)32 (”‘“1)””&'127 By (y -+ ty) ( p3% anZ)
! (=17 = (1)

eine Gleichung, welche eine lineare homogene Relation — zunichst
zwischen 1 2¢ &-Quadraten liefert: diese Anzahl wird indessen da-
durch betréichtlich erniedrigt, dass in Folge der oben gemachten Vor-
aussetzung ein Theil der Coéfficienten von der Form 9, verschwinden
muss. Um dies zu beweisen, wihle ich fiir ¢ - - & die Reihe der
geraden Zahlen 0, 2, ~..2¢ — 2, fiir 0 die in der Reihe der iiber-
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haupt moglichen, einfachen, geraden Indices noch fehlende Zahl 2¢;
alsdann nimmt y die Form an:

20 .
(07 29)7 (27 29)7 . (29_2) 2@)
'(O; 2, 29), (O) 4, 20), - 2o — 4, 29—27 29)

©,2,---20 -2, 29).
Bildet man jetzt 5y, wo
n=(1,3,---20—1,0, 2)"'29"'"2>=29;-

so resultirt fiir den Anfangswerth y=2¢ das Fundamentaltheta; ferner
nimmt nyp fiir die y der zweiten Horizontalreihe die Werthe an

0,2, ven-- 20 —2,
hingegen fiir alle anderen y solche Werthe, welche ausser den un-
gemden Zahlen 1, 3, 20 — 1 weniger als ¢ Zahlen aus der Reihe
0, 2, - 20 enlhalten so dass die betreffeuden &,, (0, 0, - --0)

verschwinden miissen, und somit auf der rechten Seite der (}leichung
(C, 1) nur die ¢ 4+ 1 Glieder stehen bleiben, welche den Werthen p
der beiden ersten Horizontalreihen entsprechen.

Wendet man -jetzt noch auf Gl (C, 1) die Substitution (%) an,
worunter hier, wie spiiterhin zu verstehen ist, dass jedes der Argumente

Ua um%mz—l_%%?tl +%n9 ea

vermehrt werden soll, und bezeichnet mit a,, - - - @, Factoren von der
Form 41, so ergiebt sich
22w, - “Up) @y a‘}z 1‘}3 (- )+, 9595 (Ugy e o) Feeeee agﬁ‘fg ﬁfg(u,- -)=0,
d. h.: Zwischen den ¢ + 2 Quadraten der Theta’s mit einfachem,
geradem Index uwnd des Fundamentaltheta’s findet eine homogene lineare
Relation statt. Oder — wenn wir dem Fundamentaltheta, wie iiblich,
noch den Index 2¢ -}- 1 geben: Zwischen den Quadraten aller iiber-
haupt moglichen ¢ + 2 geraden #-Functionen mit einfachem Index
findet eine lineare homogene Relation statt.

Um diese Beziehungen nun auch auf ungerade Theta’s auszudehnen,
werde auf Gl. (C, 1) zuniichst eine Substitution angewendet, deren
Index % heissen modge; dann geht dieselbe iiber in:

#|y-+yl
€ 2) 90 u>~2< TS B2 (g - wy).

1
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Ich wihle nun wieder fiir &, - - - & die Reihe der wers den Zahlen
0, 2, .29 — 2, also wie frither °

nz(l, 3; 5"'2@_1) 07 2)"'29“~2)=2@
setze aber jetzt
0=z,

wo x irgend eine Zahl aus der Reihe der ungeraden 1, 3,5, ...20—1
pedeuten, also als Index einer ungeraden 9-Function a,ngiehbren soll.
Pann nimmt p die folgenden Formen an:

®
0, %), @2, %), (2o —2, %)
©,2,%), 0,4, %, - (20 — 4, 20 — 2, %)

0,2,---20—4, 20 —2, %)
und es enthilt somit np wiederam fiir alle y von der dritten Hori-
zontalreihe ab neben den Zahlen 1,3, .... 20 — 1 weniger als ¢
andere Zahlen, so dass also 4, fiir alle diese verschwindet, wihrend
fiir die p der ersten und zweiten Horizontalreihe 7y die Werthe
erhilt:

(x, 29)

©, =, 20), (2, %, 20),- -~ (20— 2, =, 29),
fir welche 9, nicht verschwindet. Gleichzeitig ergeben sich fiir den
Index yx die Werthe

2041
0 D 20 —2,

so dass, wenn wir mit b, -+ b, Factoren von der Form + 1 bezeich-
nen, aus Gl. (C, 2) die folgende Bezichung resultirt:

(1) 0229 92 (u,- - - u,) + b, a;{m@a; (, )+ b @;,,2933 (w,* )

ot b, ,9;9*2’”,29,9229_2(% c-)+b, By 4y Drppa (g ) ©
also eine homogene lineare, Relation zwischen ¢ -4 2 Quadraten von
& -Functionen mit einfachem Index, von denen eine — &, (u, - - up)
— beliebig ungerade, die ibrigen gerade sind. In der Reihe der
letzteren fehlt hier &, o (g -+ - u). Allein es ist klar, dass man .mit
Hilfe von Gl (I) irgend ein gerades &<(u,---u,) aus GL. (IT) eliminiren
und dafiir &34 (u, - - - ug) eintreten lassen kann, und dass man eben
dasselbe auch ganz direct erreichen konnte, wenn man oben in der
Reihe der ¢, - - - ¢, statt der Zahl 2¢ irgend eine andere gerade Zahl
weglisst,
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Geben wir nun ferner in Gleichung (II) dem Index x alle mog.
lichen ¢ Werthe aus der Reihe 1,3 ---2¢ — 1, so erhalten wir 0
Gleichungen, welche alle dieselben ¢ - 1 geraden und je eine ungerade
9-Function mit den Argumenten u, - - - %, enthalten. Aus # 4 1 be. -
liebigen dieser Gleichungen kann man stets » gerade Theta’s eliminiren
und es ergiebt sich dann also eine homogene lineare Relation zwischen
0 + 2 #-Quadraten, unter denen # - 1 ungeraden und ¢ — 7 -1
geraden &-Functionen angehdren. Da aber ausserdem, wie vorher be-
merkt wurde, die Wahl der ¢ -1 geraden Theta’s mit einfachem Index
in Gleichung (II) eine durchaus beliebige ist, so folgt:

Zwischen beliebigen 7 -+ 2 hyperelliptischen 9-Quadraten mit
den Argumenten u, - - - u,, deren Indices Zahlen der Reihe
0,1, 2,-.-20 -4 1 sind, findet eine homogene lineare Re-
lation statt.

Hierbei ist freilich zuni#ichst nicht ersichtlich, ob die Coefficienten
dieser Relationen sich gleichfalls wie in Gleichung (I) und (II) in der
Form einfacher #-Quadrate mit Nullargumenten darstellen. Allein nach-
dem einmal die Existenz jener Relationen erwiesen, lisst sich dies
leicht zeigen.

Wir bezeichnen mit
00y 0y - - - g1 die Reihe der geraden Zahlen 0,2,4.--29—2, 29~

6152""’39—159 ” i 9 ungeraden » ])3"'29_‘372@”—1
in irgend einer beliebigen Reihenfolge. Dann muss — wenn wir vor-
liufig die Relationen, in denen das Fundamentaltheta &ggq1(u; - - - up)
vorkommt, bei Seite lassen — jede der in Rede stehenden Beziehungen
sich in die Form setzen lassen:

m 8:)(“1”')“—:Al'&il(wl"')+A2'&i2(u1'") et Aw‘?i,,(un o)
+Bﬂ9;1(“1"')+328{29,(“1"')‘f‘ ..... +BW§A(M:'“)

wo % und 4 ganze Zahlen sind, welche der Bedingung x-4=9+1
geniigen, und 4, --- 4, B, .- B; gewisse Constanten bezeichnen.
Ich setze jetzt zur Abkiirzang die combinirten Indices

(Biy By Bies b)) = (1,3,5 2= =&
() @y ayfyfy----- Bi) =E (also &€ == e, -+ - ot fays - Bo)

und denke mir auf Gleichung (III) die folgenden ¢ -~ 1 Substitutionen
halber Perioden angewendet:

(eotgrg - - - a,,_la,,éﬂﬁg co B fr) = ska,
(eogey -« -y PPy B o) =ca,

(e, Gy - - - an—2“x—10‘zﬁi A ﬁl-2ﬁl—1) = agﬂl
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und alsdann die Argumente w, - - - u, simmtlich = O gesetzt. Dann
wird die linke Seite der aus (III) resultirenden Gleichungen stets Indices
annehmen, welche aus & und ¢ 4 1 anderen Indices zusammengesetzt
sind, und es werden somit die auf diese Weise sich ergebenden
Doy, 08 Vagape - ’S'aoaxeé ﬂ'auﬂleé e ’a'a,,ﬂleS

wicht verschwinden. — Auf der rechten Seite wird fiir die erste Sub-
stitution das Glied mit A, den Index &£ erhalten, und zwar kann
9£(0 -+ 0) nicht verschwinden, da ja &£ ausser & noch ¢ 4 1 andere
Indices (e, - - @, B, - - - B2) enthélt. Hingegen werden alle anderen
Glieder Indices erhalten, welche ausser & nur noch ¢ — 1 Zahlen ent-
halten (da sich von den ¢ Zahlen, welche jeder Substitutions-Index
ausser 2 noch enthillt, immer eine forthebt) und miissen folglich ver-
schwinden. Ebenso erhilt fiir die zweite Substitution das Glied mit
Ayove-- , fur die letzte das mit B; den Index &£, wihrend wiederum
alle iibrigen Glieder verschwinden. Es ergeben sich somit zur Be-
stimmung der unbekannten Coefficienten 4, -- - 4, I, .- - B, folgende
Gleichungen :

2 2 2 :
Q‘?oz‘,oclaé = i Ai ae(’;‘) '''' >’9a,,axe5 = i A”'ﬂff
2 __ 2 2 2
’aaoﬁ.eE - iBl 'ae?,-‘) """ )’aaaﬂl ok T :I:.Bl '3‘357
sodass — wenn wir mit @, - - - - @, b, - - - - by Factoren von der Form
+ 1 bezeichnen — Gleichung (1II) in die folgende tibergeht:
AV) 95,07 (g - ) Ay B o (o0 (o) oo a9 (o)
2 2 2
b1 B g0 Tp 039 5,05, (01 +)=0-
Jetzt bleibt nur noch der oben ausgeschlossene Fall zu betrachten,
dass Gleichung (III) etwa das Fundamentaltheta ©po41 (2t - - - - %)

enthalte. In diesem Kalle moge dasselbe unter &, (u; - - - up) ver-
standen werden: dann sind die Indices, welche die linke Seite in Folge
der gemachten Substitutionen annimmt, die Indices dieser Substitutionen
selbst, und da diese simmtlich aus & und ¢ anderen Zahlen zusammen-
gesetzt sind, so wird auch in diesem Falle die linke Seite fiir keine
der gemachten Substitutionen verschwinden, wiihrend auf der rechten
Seite alles genau so bleibt wie frither. Es wird somit schliesslich in
Gleichung (IV) statt a‘)io (g - - - thg) -+ Fagpr (Uy + - - ) 2 setzen und
in den zusammengesetzten Indices der Coefficienten die Zahl e, ein-
fach wegzulassen sein. — Wir konnen jetzt dem bereits oben aus-
gesprochenen Satze folgende noch priicisere Form geben:

Geniigt ein System von §-Functionen mit ¢ Argumenten der

Bedingung, dass alle geraden Theta’s, deren Index die Form

¥=(,8,----20—1, &, &, - &), wor < ¢, hat, fir
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die Nullargumente verschwinden, so findet zwischen 7 - 2 be-
liebigen 9-Quadraten mit einfachem Index cine homogene lineare
Relation statt, deren Coefficienten einfache und nicht ver-
schwindende @-Quadrate mit Nullargumenten sind. —

Denkt man sich die Zahlen 0, 1, 2,---290 -4 1 in der Weise zu
je ¢ 4 2 combinirt, dass man die Indices jedesmal um eine Stelle
cyclisch vorriicken lisst, so kann man 20 -+ 2 Relationen von der
Form (IV) erhalten, und wenn man auf jede derselben alle mdglichen
92¢ 1 Substitutionen halber Perioden anwendet, so ergeben sich im
Ganzen 2°¢(2¢ 4 2) derartige Beziehungen — eine Zahl, welche den
von Rosenhain aufgestellten 96 Relationen fiir die hyperelliptischen
Functionen 1'* Ordnung entspricht.

Ich bemerke, dass der soeben ausgesprochene Satz und seine
Folgerung mit den beiden Siitzen iibereinkommt, welche Herr Weier-
strass in seiner Theorie der Abel’schen Functionen folgendermassen
ausspricht (Crelle’s Journal, a. a. 0. § 5.):

I. Durch je ¢ von den Quadraten der Grossen

PryPaycr e D2et1
konnen die iibrigen linear ausgedriickt werden.

II. Ebenso konnen durch je ¢ Quadrate der Grossen

(y eine der Zahlen 1, 2..-20+4 1)
Pys Digy Payy = = PReAYY o . fortzulassen ist

die iibrigen linear ausgedriickt werden

(wo
Fopq (v v
Pa = al"‘@‘““‘l""“e=gﬂ(;1(.f.ve))“:1’2> @
Foolvy- -0
109+/9=“le+ﬂ(“uu2----u9)=~%ﬁ(i“_._;5) B =0,1,2.-9).

Man erhilt nimlich offenbar den ersten dieser beiden Sitze aus
Gleichung (IIT), wenn man darin e, == 2¢ -+ 1 setzt, die iibrigen In-
dices irgendwie aus der Reihe O, 1,.-.2p wihlt und die ganze
Gleichung durch ﬂgg 41 (W -+ - ug) dividirt; und ebenso den zweiten
jener Sitze, wenn man noch auf Gleichung (ITII) —in welcher wiedernm
ag =29 + 1 zu nehmen ist, falls die Endgleichung ein Theta mit
einfachem Index (dem p, entsprechend) enthalten soll — eine Sub-
stitution halber Perioden anwendet, deren Index einer derjenigen ist,
welche in der Gleichung selbst vorkommen, und schliesslich wieder
durch &}, (& - - - up) dividirt.

Ich beweise jetzt einen analogen Satz fiir gewisse Producte von je
2 9-Functionen, nimlich solche, deren zweiter Factor durch die nim-
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liche Substitution halber Perioden aus dem ersten hergeleitet ist,
wie in Fa (g - ) Fap (uy - - ), g (wy - - ) Bpp(u, - - -) ete.
Ich zeige:
Zwischen ¢ 41 8-Producten von der Form Baleey - o) Bap () - - ),
wo « einen variablen Index aus der Reihe 0, 1,-..2p, g
einen festen Index (aus derselben Reihe und von « verschieden)
bedeutet, findet eine homogene lineare Relation statt.
Zu diesem Behufe vermehre ich in Gleichung (B) (8. 441.)

1 1

— = 8 ;
Vg UM 5 M g M Tar — e — An(;fw

1 « 1 «
w, um + 5 (m; 4 mf) + 5 (o7 + n’f) Tap - eerees + 3 (n" 4 20 ) 7.
Alsdann ergiebt sich
(D,1) (0, - - - 0) ”9'10‘/3(‘”1 <o) B (ug + wtewy, ) By (uy —vy, - - )
¢
=2 (=17 0y (uy ) Oyap(uy+wy, - ) Ty (V) ) Syyalv +20,+7)
Y
wo C, eine aus den Charakteristiken dar vorkommenden Indices zu-

sammengesetzte ganze Zahl bedeutet, welche sich folgendermassen
bestimmt: Man setze

m! = m! 4 m! 4 2H,
m! +m; - mf—=—2M, +m ! 4m! —ml2H,=—2M," +m)”
m’ +mz+m§ =—2M/+m  m! 4m] mi42H, = ——2Mu”’+fm:m
(wo die ganzen Zahlen H,, M,, M, etc. durch die Bedingung vollig
bestimmt sind, dass die eingefiihrten Hilfsgrossen m., mZ etc. nur die
Werthe O oder — 1 annehmen sollen).

7

Dann ist
Cyzﬁ'a{ng w4 nm 4 H, (nf 4 o) + M, (0] +n5 +nf)
1
B (A ) 4 D (A )+ B, (A )
Setzt man nun in Gleichung (D, 1) v, = 0, w, =0, so wird:
(D,2) &Pl Dol b= 2D (= 1By By 1) Dyeplty )

Ich bezeichne jetzt mit &;,2,, - - - &tz @ + 2 verschiedene Zahlen der
Reihe 0, 1, - - - 20 und setze
& == 89+1}ﬁ=£9+159+2;’7=(1; 3, 20—1, &, 8, - 5@)-
Dann ist zunichst ersichtlich, dass der Coefficient der linken Seite
in Gleichung (D, 2) nicht verschwindet. Wird ferner § =291 (Index
des Fundamentaltheta’s) gesetzt, so nimmt y die Werthe an
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88y « - .

Daraus folgt zuniichst, dass auf der rechten Seite der Gleichung
(D, 2) 9yy0 fur alle y, ausser fir diejenigen der ersten und zweiten
Horizontalreihe verschwindet.

Ausserdem verschwindet aber noch Dyyp fiiry =20 4+ 1, wihrend
fiir y = &, &, - - - & weder &,,,, noch &,y verschwindet. Es ergiebt
sich somit, wenn man nunmehr die betreffenden Werthe von paf
bildet, dass zwischen den Producten:
ey 14 (uy - - ) Fegy1 tors (- )
und :

'3'51 (’Ml .- .)'3’8180+2(’0,61 . : -) “ .. ‘fﬂse (u‘ . ) 38989-}‘2 (ul .« . .)
eine homogene lineare Relation besteht — womit der oben ausge-
sprochene Satz bewiesen ist. Derselbe entspricht wiederum einem Satze
von Herrn Weierstrass, welcher foigendermassen lautet:

Durch je o von den Producten

P1Diy PaPry - P2ot1P2er,y (WO Py, fortzulassen ist)
ldsst sich jedes der iibrigen linear und homogen ausdriicken. —
. Ich bemerke schliesslich noch, dass die Anzahl der in jeder der
soeben betrachteten Relationen enthaltenen @-Functionen sich noch be-
triichtlich reducirt, sobald man die Argumente zu Null werden Ilésst.
Bezeichnet man z. B. mit «,, «,, o, irgend drei Zahlen aus der Reihe
0,2,..-2p — resp. auch die Zahl 29,4 1 —so muss nach Gl (IV)
(8. 445) u. a. auch eine Relation von folgender Form bestehen:

000 (uy )t a9, o % (g )0y, D () P=0
wo P ein Aggregat von ¢ — 1 9-Quadraten bezeichnen soll, deren

Indices der Reihe 1,3,-.- 29 — 1 angehéren. In diesem Falle ist in
Gl. IV) 2 = ¢ — 1 zu setzen, und daher:

E= (e, a5 By, Ba> - - Be—1) ef = (o, a,, Be) -

Setzen wir jetzt in obiger Gleichung u) == u, = ... =4, = 0, so
muss P verschwinden, und es wird daher, wenn wir noch statt Bo>
welches ja einen beliebigen Index der Reihe 1,3,..-20 — 1 bezeich-
net, einfach B schreiben:

(V; 1) '3'2 32 + @, aiaazﬂ 18.‘2"1 + ) &io'“lﬂ’&iﬂ =0

T
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und fiir den speciellen Fall, das & den Index des Fundamentaltheta’s
bedeutet :

(V, 2) 32“9 29+[+a1&aﬂaa +“2ﬁa(3 =0

Es findet somit zwischen je drei @-Quadraten gerader & Functionen
mit einfachem Index und Nullargumenten eine homogene lineare Re-
lation statt.

Ich wende mich jetzt zu dem speciellen Fall ¢ = 4 und will mit
Hilfe von ©&-Functionen mit 4 Variablen, welche der Bedingung fiir
hyperelliptische Systeme geniigen, das Umkehrproblem fiir die hyper-
elliptischen Integrale 1'r Gattung und 3'* Ordnung nach derselben
Methode behandeln, welche Rosenhain in seinem ,Mdmoire sur les
Fonections de deux V’mables et & quatre Périodes cte.“ fiir die hyper-
elliptischen Functionen 1'®* Ordnung angewendet hat. Ich werde dem-
gemiiss eine Anzahl von Relationen zwischen 10 #-Functionen mit den
Indices 0,1,2,-.-8,9 (wo 9 der Index des Fundamentaltheta’s) und
mit vier veriinderlichen Argumenten u,, - .- u,, sowie eine Reihe von
Beziehungen fiir die Theta’s mit Nullargumenten entwickeln, werde
alsdann zeigen, dass sich die Quotienten aller Theta’s mit Nullargu-
menten durch 7 (bez. 9) Constanten, die aller Theta’s mil variablen
Argumenten als symmetrische Ifunctionen von 4 Variablen z, - - - z,
und eben jenen Constanten darstellen lassen, und dass endlich die auf
diese Weisc eingefilhrten Grissen 2y - - -z, einem hyperelliptischen
Differentialgleichung-Systeme 3'** Ordnung gentigen, mithin jene -
Quadrate die Losungen fiir das Umkehrproblem der betreffenden
hyperelliptischen Integrale 3ter Ordnung liefern. —

Die Anzahl derjenigen &-Functionen, deren Index die Form
y=(1,8,bT ¢ --&)— wo r < 4 — hat, betriigt hier 130; unter
diesen sind 120 ungerade und verschwinden also an sich schon fiir die
Nullargumente, wihrend die folgenden 10 mit den Indices

1357,1 1357,3 1357,56 1357,7 1357,0 1357,2 1857,4 1357,6 1357,8 1357
oderx

157 357 137 135 2468 0468 0268 0248 0246 1357
gerade sind und also erst in Folge unserer besonderen Annahme fiir
die Nullargumente verschwinden werden. —

Zundchst gebe ich nun eine Uebersicht iiber die Indices und Cha-
rakteristiken der iiberhaupt existirenden 256 &-Functionen mit 4 Argu-
menten, da eine solche fiir jede weitere Rechnung durchaus unent-
behrlich.

Mathematische Annalen XII, 29
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i
|

|
1
I
i
1
!
|
|

ndex A Index 2 A A
e LAt Lt N B e A A L G L
0578|—1/—11 0—1]o 0|10 1678|—1/—1/—1/—1|1]0]1 0
*0678]—1|—1|—1—1|0 0|10 23451 O O O O]1/01/0
1984]—1(—1| 0] 0[0]0|0 0 ¥2346] 0 0-—1] Of1j0 |10
#1936(—1|—1] 0 001|110 23471 0] 0—1] 0]10|0|1
1236l —1|—1]—1| 0[0]1]1]0 #9348 0] 0/—1|—1]11010 1
#1237 —1|—1—1 010|101 2356 0 O0—1] 0Of1/1{0|0
1288]—1|—1|—1]—1{0 |10 |1 #2357] O O—1 Of1|1(1]1
1245 —1| o 0 0]0}1{1|0 2358 O O—1—1{1|1{1|1
#1246—1| 0—1| 0]0[1]|1]0 23671 0 O O Of1{1|1}1
12471—1f 0—1} 0j0[1|0|1 #2368 0] O O—1|1|1]1|1
#1248|—1| 0|—1|—1j0[1]01 23781 0 O O—11|L]0]0
1256|—1, 0]—1} 0{0 0100 #2456 0—1—17 O[1{1100
#12571—1| 0]—1| 0j0 (0|11 2457 O0—1|—1f 0|11 {11
1258|—1/ 0|—1|—1]0 0|1 |1 #2458 0—1|—1—1{1]1 |11
1267|—1] o 0 0j0 011 #*24671 0|—13| O] Of1|1(1]1
#1268|—1| 0O 0—1{0|0|1|1]| **2468f O]—1| O]—11111}11
1278|—1/ 0 0}—1{010/010 #2478 O—1| O]—1|1]|1|0]0
#1345—1| 0] 0 010|110 2567] O—1, O 0|1]01011
1346|—1| 0—1 0110110 #2568 0 —1 O0—1{1{0]0|1
#1347|—1] 0]—1} 0{1(0]01 2518l 0]—1| O}—1{1101}0
1848|—11 0l—1}—11110{0 |1 #2678] 0| —1|—1|—1|1 010
#1356|—1) 0]—1] 0}111]0]|0 3456| 0/—1|-—1] 0j010]0|0
#1357 —1| 0]—1] 0j1|1]1]|1 #3457 0|—1|-—1| 0[0]0 |11
*1358]—1| O—1—1j1 1|11 3458 0|—1j—1]—1{0 10111
#1367—1| 0, 0 01111 34671 0 O O 0]0[0 11
1368|—1| 0| 0]—1j11{1|1 #3468 0|—1| O—10j0 111
#1378(—1| O 0/—1j1]1]00 3478| 0|—1] 0]—1101010 0
1456|—1|—1|—1] 0{1]1/00 #3567 O|—1] O] Of0|1|0|1
#1457|—1|—1|—1| Oj1 1|11 3568] 0—1| 0}—1]0|0(1]1
1458[—1|—1}—1|—1f{1 1|11 #3578 0]—1| 0/—1[0{1]1]0
1467 —1|—1] 0 Oj1]1]11 3678] 0]—1|—1|—1j0|1{1]0
#1468 —1|—1] 0—1f1 11 1|1 45670 O O] O Ol0|1|0|1]
1478}—1/—1 0—1111{010 *4568] 0O O] 0]—1{0]|0[1]1
#1567}—1]—1| 0] 0]1]0{0|1 4578 0 O] 0—110|111{0
1568]—1|—1| 0—1j1|0 (0|1 #4678 0] 0—11—1j0|1 1|0
#1578]—1\—1] 0]—1{1{0[1|0 5678| 0| O—1|—1{0 O'O 0
Ich entwickle jetzt 5 Relationen zwischen je 6 der 10 9-Functionen
mit den einfachen Indices 0,1,2,--.9: und zwar wihle ich diese
Relationen so, dass jede derselben das Fundamentaltheta &, (v, « - - )

und die 4 geraden Functionen mit den Indices 0,2, 4, 6, ausserdem
aber je eine ungerade &-Function oder das noch fehlende By (v - Vy)
enthilt, Man konnte diese Beziehungen durch Specialisirung von o=4
auf demselben Wege herleiten, wie oben die Gleichung (IV): indessen
wird die Rechnung zur Bestimmung der Vorzeichen eine kiirzere, wenn
man sich jener ebenfalls oben bereits beniitzten Formeln bedient, wie
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sie sich unmittelbar aus dem Additionstheorem durch Nullsetzen ge-
wisser Argumente ergeben.
Man findet zunéichst aus Gleichung (C,), wenn man
& & & &y 0
die Werthe 02 4 6802465
giebt und ausserdem auf die Gleichung noch die Substitution (n) an-
wendet:
032'352(”1‘")‘:—“392392(”1"’)“‘3«)2902(”1"')‘—322‘”322(”1"')
=2 ) 920 )
oder wenn ich von jetzt ab zur Abkiirzung
P (vy,- - v,) mit 2]
e (0, -0) mit « und im Falle einer Zweideutigkeit mit (a)
bezeichne:
(VL 1) 92-[9]° = O%-[0° + 2% [2]* + 4*-[4]% - 62.[6) 1 82.[8]".
Ferner ergeben sich aus Gleichung (C, 2), wenn man darin

wiederum
g =0¢=2¢=46=0 also =38

wahlt, und sowohl 0 als % der Reihe nach die Werthe 1, 3,5, 7 giebt,
die folgenden 4 Beziehungen:

18%.[9]2=0187.[0]*—128%. [2]2—1482. [4]2— 168?. [6]*—82. [1]? (2)
38%-[9]?=038%-[0]*-258*. [2]*—348? . [4]*~368. | 6]2—82-[3]? (3)
58%.[9]%=068% .| 0]*4-2682. [ 2]°4-4582. [4]*~ 568?.[6]*—8-[5]* (4)
78%.[9]=0182.[0]>--2782. [ 2]>-}-478?. [4]24-678°- [6]*—82- [7]? (D)
Ehe ich mit diesen Gleichungen weiter operiren kann, muss ich nun
eine Anzahl von Relationen fiir die 9-Functionen mit Nullargumenten
entwickeln. Yeh gebe hier drei Kategorien solcher Relationen. Die
erste giebt eine Beziehung fiir die Theta’s mit dreifachem Index und
solche mit ein- und zweifachem Index und entsteht durch Specialisirung
der Tudices aus Gleichung (V). Ich ziehe es indessen wiederum vor
die betreffenden Relationen aus der Formel (C, 1) herzuleiten, indem
ich darin zunichst u, == u, = u, = u, = 0 setze, sodass also

. 2 a2 _ Y Mmal o2
(B) 87 8, = Z,(— )"y’ 97, -
Giebt man hierin

(V1)

88,8580
die Werthe 0 2 4 7 8, so folgt: 97-6782=82.6724-62-782... (1)
(ViDh 02678 - 92.4782=82.4724-42.78%.. - (2)
04678 — 92.9782=82.2724-92. T82... (3)

24678 —  9.018°=82.072402.782... (4)
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(VIL)

die Werthe

&y & &y &y
0245
0243
0241
0265
0465
2465
0263
0261
0463
2463
0461
2461
0287
0487
2487
0687
26817
4687
0285
0485
2485
0283
0281
0483
2483
0481
2481
0685
2685
4685
0683
2683
0681
2681
4683
4681

ALFRED Pgiygsaemnt.

)

8, so

W BB RBRNRERDIHDDETRTDDO g N B BRI RX0ODR0RIH0D

folgt: 92-5682=82.562— 62-
.362—62-
.162—62-
452442
.2521.2?.
052402+
34242
142-42.
23292
032402
12222
.0124-02.
67262
.672—62.
672—62-
47242,
AT 4.
27292,
452142
(952f20.
-0524-02 -
34242
14242
.2324.22.
032102
1220
012402
45242,
45242
25222,
.232].92.
-0324-02-
92.1242—42.122_22.
.012-4-02.
23222,
.0124-02.

92.368% =82
92.1682==82
92.4582 =82
92.2582 =82
92.0582=8?
02.3482=8?

<]

92.1482—82.

92.238%2=8§2
92.038? =282
92.128?=8§?
92.018*=8?
92.4672=4?
92.267% =22

92.067%=02-

92.2472==22
92. 0472 =02
92.027* =07
92.4562=0?
92.2562=062
9%.0566% =62
9%.346%=06°
92.1462 =462
92.236%="6%
92.036" =62
92.126%=6*
92.0162=6?
9%.2452 =22
92.045?=0?
92.0252 =02
0%.2342 =42
92.0342 =42

92.0142 =42
92.0232=0?
92.0122 =22

58%- -+ (5)
382 - (6)
182+ (7)
582--- (8)
582- (9)
582 ---(10)
382 ---(11)
182...(12)
38%--+(13)
382-.-(14)
182.-.(15)
182 -..(16)
472 --(17)
272 --.(18)
072---(19)
272 ...(20)
072-.-(21)
072---(22)
562 ...(23)
562 ...(24)
562 - ..(2b)
362...(26)
162...(27)
362...(28)
362 ...(29)
162...(30)
162 ...(31)
252 ...(32)
052 -..(33)
052...(34)
342...(35)
342...(36)
142...(37)
142...(38)
032...(39)
122...40)



(VIII)

£ 8,6,8,0 %
(10247856
(2)02476058
(3)0247836
40247638
(5)024 7816
6)0247618
(V0267845
(8)0267458
(990467825

1(10) 0467258

(11)24 67 805
(12)24 67 0 58
(13) 02678 34
(14) 02 6 7 4 38
(15)026 78 14
(16)026 74 18
(17)04 67823
(18) 0467238
(19)24 617803
(20)24 67038
21) 0467812
(22)0467218
(23)24 617801
(24)2467018
(25)0245 8 36
(26)0245 6 38
21)0245816
(28)0245 6 18
(29)0243816
(30)02436 18
81)0265 834
(32) 0265438
(33)0265 8 14
(34) 0265418
(35)04 65823
(36) 0465238
(37)2465803
(38) 2465038
(39) 0465812
(40)04 65218
(41)24 65 801
42)2465018
43)02638 14
(44) 02634 18
45) 0463812
(46)04 63218
(47)24 63 801

(48)24630 18

Mathematische Annalen, XII.

562.
bye.
362.
382.
162.

182
457
582

25%.
582.
052.
582.
342.
382.
142.

182

232.
382.
032.
382.

122

182.
012.
182.

362

382
162.

182
162

182.
342.
382.
142.
182.

232

382.
032.
382.
122.

18?
012

182.
142.
182.
122.
182
012

18?

6782 == 672
6782 — — 782.
6782 —  672.
6782 — - 782.
6787 =— 672
-678 = — 782.
-4782 = 472
478 = 8.
2718t = 272
273 = 782.
0182 = (72
0782 = 782
4782 — 472
4782 — — 782.
478 = 47
‘4782 = — 782.
218 = 272
2182 = 1782
0782 =  072.
078 = 782
2782 = 272
2782 = — 78?.
0718 = 072
078 = 782
568 =  b6?
5682 —=  58?
H68? —  H6?
-5682 = 582
-368* = 362
3682 =  38?
458t =  4bH?
4582 — — HY2.
4582 = 452
458 — — b§2.
2087 = 257
2b82 —=  H8?
058? = (05?2
0582 =  H82
2582 =  257%.
2582 — — H82.
-0682 = (032
058 = 582
348 =  34%.
3482 —= 382
238 = 23%
2382 = — 382.
0382 = 032
-0382 = 382

W kit

5682 - 62

5682 - 8.
3682 4 62

3682 4- 82
1682 + 62.
168 - 82.
458! | 42.

458 — 82

.2582 - 22
258! — 8.
.0582 4 02.
0582 — 82.
3482 | 42.

3482 4 8§

1482 + 42.
1482 4- 8.
2382 |- 92.9
238! — 8.
0382 + 02.
.038? — 82.

1282 4 922.
1282 - 82

L0182 L 02
.018? — 8.
.3682 4 62
.3682 - 82.3
1682 - 62-
.168?2 4 82.
1682 4 62
11682 + 821
.3482 |- 42.

348 - 8?

52.1482 -} 42.
1482 | 82
.2382 L 2.
12382 — 82.
L0382 -1 02.
0382 — 82.
1282 4 22.
1282 1 8.
0182 - 02
.0182 — 8.
1482 -+ 42.
1482 4 821
1282 4 92.
1282 - 8.
0182 + 02
018? — 8.

E

01382

0138% = 012.387 -- O

vCx
gg‘gz } 56782 — 562.782 4 582672 (1)
7
2?;2 } 92.36782 — 362-78! 4 38%.67° (2)
}gzgz } 9?.1678! — 162.78° 4 182.672 (3)
;15:22 } 92.45782 — 457.78% — 582472 (4)
<40
Zozgz } 92.95782 — 252.78% — B82.272 (5)
9]
go;q? } 92.05782 — 052.78® — 582-072 (6)
D (<
izgz } 92.3478% — 342.78? |- 382.472 (7)
;ggi } 92.1478? — 142.782 - 182.472 (8)
T
gg:‘gj } 92.03782 — 032782 — 382.072(10)
]1227188; } .1278? — 122.782 4 182.272(11)
81522 } 92.01782 — 012.782 — 182.072(12)
izgz? } 92.35682 — 382.56? — 562.58!(13)
izggi } 92.15682 — 182562 — 162.582(14)
12:22? } 92.13682 — 182.362 — 162-382(15)
;‘j::g } 9?.3458% — 34258 -+ 38245 (16)
ﬁz:z | 92.14582 — 142.58? + 182.45%(17)
ggzgz 02.9358? — 232.58 — 38!.252(18)
8?:;Zj } 0.0855% — 032-582 — 38%-03*(19)
5222 92,1958 — 122.582 - 18 252(20)
8}022 02,0158 — 012.58 — 182.05%(21)
1]
i"ﬁz? 9213480 = 182347 — 387.142(22)
giﬁ: } 92, 12887 == 122387 4 182232 (2)
01382

(VIIla

32,182 (24)
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Hiermit sind alle #-Functionen mit dreifachem Index, welche fiir die
Nullargumente niclit verschwinden, erschopft.

Das zweite zu entwickelnde System von Relationen giebt eine Be-
ziehung zwischen #-Functionen mit vierfachem Index und solchen mit
ein-, zwei- und dreifachem Index. Ich brauche hier nicht alle Theta’s
zu betrachten, soudern nur diejenigen, welche einen Index, z. B. 8
gemeinschaftlich haben. Fiir jede dieser I'unctionen entwickle ich zwei
Relationen mit Ililfe der Formel (C, 2) (S. 442) und eine dritte als
Eliminationsresultat dieser beiden. Setzen wir in (C, 2) die Argumente
gleich Null, so wird
() 9202 = Dy "0l 92,
und hieraus ergiebt sich, wenn & -+, 8, % die jedesmal angegebenen
Werthe erhalten, cine Reihe von Beziehungen, welche auf der Tabelle
am Ende dieser Abhandlung (V1II) und (V1Ila) zusammengestellt sind.

Die dritte Classe der zu entwickelnden Formeln fiir die 9-Functionen
mit Nullargumenten, soll eine Beziehung zwischen je zwei Producten
von 4 solchen Theta’s liefern.

Setzt man in Gleichung (D, 1) (8. 447) die Argumente simmtlich

gleich Null, so wird

7
(G) Ty PyapPetp = 2 )(/"’ 1) 7 8y Byap Fuya Py
und es crgeben sich, wenn & - - - &, @, 8, 0 die jedesmal beigefiigten
Werthe erhalten, und die resultirende Gleichung noch in’s Quadrat
erhoben wird, die folgenden Bezichungen: -
& 8,88 ¢ B0 ‘ O T . I S
02605 47 56 8.--472-562.4582.6787=4H?-672.5682-4782... (1)
0465 27 568...272.56%.2582. 6782=2H2-672-5682- 2782 ... (2)
2465 07 56 8---072-562-0582.6782=05%-672.568?-0787-.. (3)
02 6 3 47 36 8-.-472-362-3482.6782=342.672-3682-478... (4)
046327 368...-272.362.238? . 6782=232.67%.3682-2782... (H)
94 ¢ 3 07 36 8-.-072-362.0382.6782=032.67*-3682.078%... (6)
0926147 16 8.-.472.16%.148%.678?=142.67%-1682.4182... (7)
IX)30 4 G { 27 16 8...272- 162-1282. 6782 =122 672.1682-278%.-. (8)
2461 07 16 8---072.162.0182. 6782=012-672.168?-0782... (9)
02 85 47 58 6..-472.58?2.4562. 6782=4b*. 782.568?.478*. - - (10)
0485 27 58 6-..272.582.2562.6782=25%. 782.5682-278-- - (11)
2485 07 58 G-.-072-582.0562.6782=052. 782.568?-078*-- - (12)
0283 47 38 6...472.382.3462.6782=34%.78?.368 - 4672 - - (13)
0488 927 38 6-.-272.382.2362- 6782 =232. 782 368%- 2672 . (14)
248307 386...072-382.036%. 6787 =032 718%. 3682-0672. -- (1)
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& & &8 o 0

028147 186...472.182.1462.6782= 142.782.1682.4672 -+ (1)
048127 186...272.182.1262.6782=122.782.1682-2672 - - (17)
248107 186--.072.182.0162. 6782 =012-782-1682.067*- - - (18)
(0685 27 584...272.582.2452. 4782 =25 . 782 4582.247% - - (19)
26 85 07 584...072.582.0452 . 4782 =052 . 78245820477 - - - (20)
(IX)30 6 8 3 27 384...272.382.2342 4782—232.782.348%.247%--- (21)
2683 07 884...072.382.0342. 4782=032. 782.3482.0472 - - - (22)
068127 184.-.272.182.1242. 4782 = 122.782. 1482. 2472 - -(23)
268107 184...072.182.0142-4782=012.782.1482.0472- - - (24)
468507 582...072.582. 0252 2782=052. 782. 2582.027% - - - (25)
4683 07 382...072.882.0232.2782=032. 782-2382. (0272 - - - (26)
468107 182-. 072.182.0122.2782==012.782.1282.0272 -+ (27)

und eine grosse Anzahl iihnlicher, deren Bildungsweise ich sp#terhin,
wo sie fiir die Rechnung nothwendig sind, angeben werde. —

Es lisst sich nun zeigen, dass vermoge dieser Relationen zwischen
den Theta’s mit Nullargumenten alle moglichen Quotienten dieser
Theta’s sich durch irgend 7 von ihnen ausdriicken lassen. Hierzu greife
ich die Gleichungen 1,2, 3, 4 des System’s (VII) und 1, 3, 5 des System’s
(VIIN) heraus und bringe sie zunichst auf die Form 8% -|2==1, also

’ @R (BTR @R
(9) - (678)* T (9% (678)2
(81 (47p (4 (8F
@2 - carsye (o - (ans =
(8)2- (27)2 + @ (182
()@ T (o) (s
(8)% - (07)* + (0218 4
(9)%- (0782 ' (9)®- (078)2
(67)2 (56812 | (O - (60718) _
(56)% (678) .t (56)2- (678)2
(67)2 - (368)2 , (6)-(3678)
(36) - (678)? + (36)2 - (678)2
(67)2 (168)2 4 (6)2 (1678)* 1.
(16)'2 (678)2 (16)2 (()78)2 =

Ich fithre nun fiir die in jeder dieser Gleichungen zuerst stehenden
7 9-Quotientenn Constanten ein, zu deren Bezeichnung ich mich einer
Reihe von 9 Grossen @, @, - - - a3 in der Weise bediene, dass nur die
Quotienten der Differenzen je zweier von ihnen in den Definitions-
gleichungen vorkommen. Setze ich ausserdem moch zur Abkﬁrzung

=1

Ay — Ap == Ay},
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so soll sein:

Urg __ 82672 ay, __ 8247 ap 8.2 o, 8072
Gy O GTRY age | 9% ATB ay 922781 gy T 92. 0782
0z, 672-568% ags 673687 ;.  672.168°
Gy 502 6T8% ase 367678 g, T 162 678} -
X) sodass sich vermoge der obigen Gleichungen zuniichst noch
ergiebt:
Qo ___ 62. 78 a4 . 4% . 182 T 22. 782 Ly 0?. 782
ag,  DEIETRY @y, 92 478y 9. 278t q, 920 (782
6256782 @y __ O 3678 ay 6721678

Gy B0 6TB2{ dg,  B6L.6T8Y (@, . 162.6782

Ich nehme nun an, die Moduln des betrachteten Theta-Systems seien
rein imaginir. Dann sind die Theta’s mit Nullargumenten simmtlich
reell, folglich ihre Quadrate positiv. , Daraus folgt, dass, wenn nun
a; > ag und @y > 0 genommen wird (woritber ja willkiirlich verfiigt
werden kann, da durch die Gleichungen (X) nur 7 von den Constan-
ten a, bestimmt sind), auch @, @, - - - a4, a; positiv sind und es ergiebt
sich ferner aus den Gleichungen (X) und einer Anzahl #hnlicher, die
sogleich noch entwickelt werden sollen, dass alsdann

@y >y > 0> ap > ag > 0
und dass also
ez > O sobald 1 > x

ist, — Man kann nun vermoge der Beziehung

Txa %8s~ Ys

L @yg - Ayg *
offenbar jeden beliebigen Quotienten dieser Form mit Hilfe des System’s
(X) durch @-Fuuctionen ausdriicken — und es werden sich dann um-

gekehrt alle mdglichen 9-Quotienten, durch die Constanten . aus-
driicken lassen. Um dies schliesslich zu bewerkstelligen bilde ich zu-
nichst eine Reihe von Quotienten der GrOssen a1, nimlich alle
moglichen von der Form

x1
A
wo:
2=0,2,...8
A
t—0,2,. 8}‘>
x=1,3,...17
oder:
A == .
1, 3, 7}L§l
l’=1;3, 7
i #=0,2,..-8

von denen die ersteren den Relationen des System’s (V1I), die letzteren
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denen von (VIII) in derselben Weise entsprechen, wie die unter X)
gegebenen den zu ihrer Definition herbeigezogenen 9-Relationen. (Die
Relationen 1X dienen hierbei zur Vereinfachung gewisser resultirender

Ausdriicke.)
Die betreffenden Ausdriicke finden sich auf der Tabelle am Ende

unter (XI) zusammengestellt.
Ich bilde jetat das folgende Product von Quotienten:

Aot “03 aoJ Gy ___ 0%, 122. 342. 562. T8

G Gpy Gog G 9°-012%-034%.056% 0782
Nun folgt aus der Formel (G) (S. 455),
wenn & & &é& 0 0

die Werthe 1 5 7 4 0 12 9 erhiilt: 0°.122,342.5678° = 9°.0122,034?. 12342
13580869 —  02.562.782.1234%=9%.0562.0782.5678?

und durch Multiplication dieser beiden Gleichungen:
0%.122.342.56%.782==91.0122.0342.056%,078?

Es geht somit die obige Relation tiber in:

(XH) (1) o = . (o1 %03 %05 Bor |
9

g %o 1 o6 Fus
In #hnlicher Weise ergeben sich vermoge der Beziehungen:

& 8,856,030

15742019 —  22,012.342.56782==92.012?.234*.0134*
135825669 —  22.562.782.0134%==92.2562.2782.56782
15724019 —  42.012.232.56782=92.014%.2342.0123?
13584569 —  42.56%.782.0123=92.4562.478°.5618?
156726019 —  62.012.23%.45782=9%.0162.236%.0123°
13586459 —  62.452.782.01232=92.4562.6782.45782
15728019 —  82.012.232.45672=9°.0182.2382.0133*
13568409 —  82.45%.672.0123°=9.4582.678%.4567*
fiir die tibrigen 9-Function mit einfachem geraden Index die Ausdriicke

( ) . Oz Uy gy Oy 3 ) e B4 34 By Ay

(X11) T Qg Ol o 9% gy gy g g

b e W5 B B Y7 Oy Clge Uss
@ =Ry O e

Wir bilden ferner das Product:

Gz Qg Ou Orp Ooy oy Gyy 0018t 98. 42 . 38%. 58 78
Gz Goy Oog Qus (g gy Gy 9. 81-0122.014%-0162-01382 01587 -0178°
und leiten jetzt zur Vereinfachung dieses Ausdruckes aus der Formel

(G) die folgenden Beziehungen her:
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15782019 —  22.012,382,45672=92.0122.2382.01382
13784019 —  42.012.582.23672=92.0142.458%.01H8?
13586019 —  62.012.782.23452=9%.016%.6782. 01782
13568019 —  82.012.672.23452=92.0182,(78%,0167*

Multiplicirt man jelzt die ersten dieser drei Gleichungen mit ein-
ander und dann noch kreuzweise mit der vierten, so ergiebt sich:
014.0182 . 22. 4% . (6% . 38%. 582 . 782 . 01672 - 230672 - 45672
=9%.8%.012%.014% . 0162 - 0138 . 01582 - 01782 . (7 . 2382 - 458°
und es geht daher der obige Ausdruck zuniichst iiber in:

Qg U4 Oy gy oz Gy Gor 014.672. 0182, 2382. 458?% )
QU Aog Qog Bos Az Qys Oy 9'. 82.01672.23672- 4567
Nun folgt aber noch aus Formel (G)
fiire, &858 &« f# 0
=046 3670188 — 672.0182.2382.458% = 82.01672.23672-4H672,
mithin wird:

(XTI, 1) 01 oty Gy g gy
Y Claz ot Cog by (i A1y Gy
In durchaus analoger Weise ergeben sich fiir die simudlichen
iibrigen ©-Functionen mit zweifachem Index, welche fiir die Null-

argumente nicht verschwinden, die folgenden Ausdriicke:

(2) 03¢ _ Chag gy g Ol (o Qo (g (3) 05! U2, Gy (g Qg (30
9t @ g Apg By Cos A g3 Ags, Bgy 9! Qyg Gy y Uop Pog A5 Qg o7
(4) o7t — ‘},sz47%1“75 Qg Qo3 Gy (5) 12¢ . Oog Chyg g Gy, Gy Oy gy AR
94 gz Qo g Otog @7 Agg Qg 94 (yg gy Ugg Ugg gy Qg Cbyy
(6) 145 gy Oyp Gy Gy Uy g5 O ) 161 g Grp P1q By, i O, Ber
9t 4 gg O Qg Oy g Oy Oy 9! Cy, Olgg B 1 B @13 Ay V17 »
(8) 18¢ o ot Op Byg By Bag (s Arg 9) 280 Gog gy gy Bas @12 Ay Ty
94 Qg Agg Ay, Cog V13 Qg5 ez 94 Qyp Qg Qg Ay Uy A3 (37
(10) 2__5: o Our B G Qa0 12 (g g (11) “377' o Qo7 @i Gy (n iz Oy Uy
XIII) 9 Qo g Ogg (og g5 Ugs By 9 Qg Uy Uz, Oy (b7 Ug7 (17
( (12) 341 o Qoo Oy G301y Qs Oy (13) 36! _ (ogaglay Agslly, g Gz
91 g Oy Oy Qgy O3 A Az 9! Wy, Aoy Oy, i 613 By Ay
(14) “3§_4 — o3 Qg3 lliag U35 Vg s g (]5) 45: —_— Qs Wy, Qs (b, iy Oy aq
9! Qs ag s Oy (g3 Ays Og 9 Wy Ugy Uy, Ay Oy Ay Ty

Qg (U, A g, W g gy Bz

1
(16) 47" — Qurnintntututi 17y 56!
o! 9! (b, Qs Oy Qs 1 U3 Ty

Wy Bag Qg Agg Bez Oa7 Ay

(18) B8 @y Gy g g Ohgg Ay Orn (19) 67! Qloy ay Qg Qg Oy B B
9! Qg O 5 Xgg By Bys Cas Ay 9! Qg Qg Agg Ugs P17 Vg7 By
(20) T8 oy o Oy Oz Qis O sy

9! Qg Oag & 4 Qs (a7 Qg7 Gy

Die entsprechenden Ausdriicke fiir die @-Functionen mit drei-
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fachem Index ergeben sich nunmehr unmittelbar mit Hiilfe der Rela-

tionen (VH). Man erhilt aus diesen:

6784
94
2781
91
5681
ot
680 _

(1) 5

3484
9t
238

(1) =5
(13) =5

(15) 128
467

— %16 O35 X5 By Fgs Fss Moz g7 Rz
T G g Oy Qg g Ohgs Gy gy Ay
— (12 Bag U5 Uyg Qyg Bsg Boy Ry ey
T g gy Qg Gy g s Oy gy Ay

—— Q16 F35 By Ags A Ay Bos Mgy By

Qg Aag s Fog a5 Aas By Ogs Ay
Q36 X5 Yo7 V33 A By ot G1g Ay
Qg Ag6 Byp Fog Azg Bag A3 By Qg7
Qo Apg Uy Qg Qg g A5y O
Ay Qg (g Bog Bgg Ay Oy Ugs, Ay
— Q14 By Caz Qyg B Oy Qog oz A
T Gy Oy Olgq Qg s Qg QA3 A3 037
— 2 Ay g Uy Ay Ay A3 B34 A3
T g Gy g By Bgs g Q43035 Ay
s %23 Q5 (g7 Agg Qg Qyg By B4 X
T gy B g Qg (gg Gl Q43 Qg5 047

Q14034 Va5 A6 B3 X6 Doz Qg7 Arg

an
(] 9) 0674

047‘

(Ale)

@n ¢
(23) 12 4564

056‘
or T

0364
9t
016

(29) 836 _
(B1) ¢
045‘
(33) 5t =
(35) 24 2844

@37 124 124‘

(39) 0234

Qo4 Aag Cgg Aop Rop Uos By Ag7 M7
— Qo1 Bo3 Ao A6 A6 A5 Ao Uaz Arg
T g Gy Qg Aog Aag Pos A17 g7 Ay

___ %1 oz Ros (U1 O Qg5 Oy Oy Oy
Qo Qog Wog A4 Byp Bag (17 Ag7 Ay
— Q14 @34 Ay Q1 B3g Vg7 Tos a5 Psg
T oy Gy Qg Bg g g Oigs gy Oy

. o1 Qo3 Ry Ay g6 Vo7 A5 X4 Asg

Qg (g Aag (gg L ge Ags A5 A3 Ay
, O3t B Bz U35 X6 A7 Bot B2 s

@) 478 (4403445 Bys Ags Bsg Goy Oay By
94 G404 (g Bog Bgs Fog A7 Ag7 gy

) 078! . o1 B3 Bos Qs Tag Bg Ay Cay Oy
9 oz By Cog Aog Cgg Ags A7 Agy Aoy

(6) 368! — Q16 D56 Oy P B Dy (o3 Ao Agq
h @ge Qg Wy Qo Uag (hag Oy 3 a5 gy

@) 458! o P14 034 Qgy Vgg (g5 Qg Qo (a5 A
9t @4 Olgy (ag Qos Oag Cos Oy Ogs Ay

(10) 058t . ®o1 Qo3 Bog Qs Ags Qg Qs Uy Bsg
9t (g Agg Gyg Ags Ays Ggs By Uss sy

(12 148 34 @y5 Oy Ogg Usg Oy oy Gaa Uy
9t Qg gy Qgg Qg Agg Fgg g3 Oy gz

%4 Qg4 Ay Qg gg Bos iz Cgg Ay
Qg1 Bos Bz 16X Fe7 Ao g4 A3s
Qgp Bog Ay Aog Byg Xgs A1z A5 Az
e Q03 Bos Bo7 Bgg (s Doy Pyg B4 Wgs
“oz Qg Byg Qg U g Ay 0 g3 g5 Agy
Qgq oz gy Xq4 B4 Xy Bag Bsg Mg
Bug B o Tpa B Vg (g5 Bgs By
. B3 Q5 Aoy 03 Qg5 gq Cog A6 U3
“oz Qg Qg Fog Agg Agg A3 Ugs g7
. %23 %p5 Qg7 A3q Bys Qg7 (hog B Ugg
O Olgg g Uyy Qg O gq gy Gy gy
— Qo1 Qg (o7 Fy2 A 95 (g7 P4 Aas Fag
T By BogBog gy g Bg 13 B gy

(14) 0334 Qg Gy Voyg B8 Bz Byg By2 gy By
T Qs oy Bog (s (has Qs Oz (g Ogy

(1 6) 018 . %3 Boy Bor Has Fsp Frs Fra 14 By
T Gz oy g Bas Cgs s gy By Gy

(18 ) 267 — Mo g3 Aa5 Ay Bae Fio Tor Raz P
T Ggg Oy (hag Gog g Bisg Oy gy By

(20) 247" Q12 (93 B By 031 A5 By Bz g
T Gua g Ogs By Cyg Qs Oy gy Oy

22) 0334 Gy Bog Fos 12 23 Xgs Vay Dgy Arg
9 Aoy (g yg Ao Ao Agg (g7 Mgy Ry

@ ) e W12 023 Oy Fgs A Uiy Bos Dgs Fsg
gz Agy Agg Ao Bys Xgg B4 By Ay

26) 34?4 _ B14 Ggs Ohgy B O Dy Fog Uy A
9 @ 4y Gyg Bog Bo Feg B3 Ug5 Ugy

28) 2361 g s Aoy Gy By Oy o3 A4 Ags
9t Qp Aoy Agg Hog A4g Qs X3 Ay Agy
30128 1264 oy Ap; Gy g B By o1 P14 Ut
9 (e llpy Bgs (hos Qs Pos Ogg Oy 5 g7

(32 )245“ O Qgg Qoy B4 Olgy By Ogs O g
oz Az A5 Ros g Oy By Oz Ay

(3 4) 9%?_4_ — %01 %3 Yo7 fﬂe A3 oy Ags By s
Qg Bog Fog Aq Bag Ao Vs Fas Wsy

(36) 03_;44 — P01 Qo5 Vo7 B4 Bys a7 Doy (gg Aas
9 o Qg Bog Bo Bag Qgg Byg Ogs Ay

38) 01;44 Chog Bos Bo7 A4 Guas (a7 M2 15 Oy
9 oz o, Bos Ba Ghag Bas Bys Gys By

(40) 01? o %03 Fos Boz Dgg s (gy By4 B16 By
9 g Qg Ohgg Taq Rpg Chag Biyg Gy Ay

Endhch bestimmen sich die &-Functionen mit vierfachem Index
am bequemsten mit Hiilfe von Relationen, wie sie unter (VIII) gegeben

" worden sind; z.

v

B.
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5678% 105 Oas 045 Guz (o Olgy Oy B Oy g
gt Oy G Qg o Qas g Uyg Ogs gy Qg

Ich gehe indessen auf diese Ausdriicke hier nicht weiter ein, da sie fiir
das Folgende nicht nothwendig sind.

Teh wende mich nun zu den fiinf Relationen zuriick, welche ich
unter (VI) (S.453) fiir die 10 &-Functionen mit einfachem [ndex und
belichigen Argumenten v, - - - v, entwickelt habe und zwar setze ich
dieselben zun#chst in die Form:

(03 | [oF @p  [2P (@rp 4 62 [6] 8 18]
=5 “tof T o o ¥ 0 BF T @ o T (o oy
1o (s o @p [E (1287 {2 (148)* [4]  (168) [6]?

(B " [o) T USO8 ol T (i8r (9 T @ (o
L 0382 [OF | (382 [21* _ (8* [31 _ @4r [ _ (ses2 (6]
T8 [9f T (a8 (9 @8 9 (88F {8p T (@r (9P
__ (058)* [0} + (@58)* [2]? + (488) [1]* _ ({82 [5]* (508 [6]°
B8 9] (58)2  [91® (68)F [9]2 T (88} " [9]* T (68)r |9
(078)* [0 , (278 [2 (478 [4]° , (678)* [6]® ®F [P
V="agr (o T (o " fop T e (o T oy fop — ga (o
Oder, wenn man jetzt fiir die &-Quotienten mit Nullargumenten

die Constanten- Ausdriicke aus (XII), (XIII), (XIV) einsetzt:

1 :I/“m,aozé::@—z . +1/ s2“230’2»a27 . _{_} au“atﬁ@aw e
D () (9 Apy Uag g [9]2 gy oy @@y, [9]?

_{_]/atrasrwir s Tg7 | + /“H“a@“nxaﬂ '[f]f
[9J2 (9

Qg Qg Ui Qg Gos, g, A 4 gy
1 =7/ 3%ty | [o]? #I/axaau“n“m _{‘]2 . %a“z,a2—aza . 23
Qo1 Tga Gy o, [9]° gy Bap gy Oy {9J7 Qop Ogp Opy Ogg  [9]2

__]/a34a4,a4—a48 fa]? _}/%a%e%ﬂ_ﬁﬁ {6}
Qgg Uyq Aot Dgg [9J2 Qs Oy A By |9]?
1 =/@:§E“E@ . [0]? __I__l/“n“z,aﬂazs . [212 __Vaia g 05755 (3]

Oya Oy Oty [912 Qg Qo3 Uag Qo [9]2 Qg Aoy 3y Ay 19)

___l/ (g @ty |4/ Qe a5 a5, 6]
Aoilay@ygyy (9P V' Gogling ey (91

1 :]/é‘wa%za_os [0 +]/aﬂ&23a27~&; A [21? + ]/a,4a34a4~a4,, [4F
Qga o1 o thog [9]2 @, 20 Ogs @z, [9]* gy O Qg Bag [op

_ ]/ @y gy A7 s [B] V Oy Og oz s | (6]

s Bgg Ay, Qs [9]2 g g Ogg g [9T°

1 =7/ %1% %5 %oz [0]2 +/“12“23%)“2a . [2]* +]/“11a31“4,a4e , [4]

Qo2 o1 Aos oy [9]* 02050 0a;  [9)° Qo AysBgr 19]
_l__]/a_w s An O g [e3? ,_1/“17“37 57 zs [ﬂ“

e Ogg Oy Bg7  [91° Qo taq A%z 19)

Hierbei sind die Wurzelausdriicke, welche die Coéfficienten diese

Gleichungen bilden, simmtlich positiv zu nehmen, da ja in Folge de
oben gemachten Annahme die #-Quadrate fiir die Nullargument

(XV)
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sammtlich positiv zu nehmen sind. (NB. Auch wenn man diese An-
nahme fallen ldsst, so ist das Vorzeichen jedes dieser Wurzelausdriicke
durch den entsprechenden quadratischen #-Quotienten eindeutig definirt.)

Aus diesen fiinf Gleichungen zwischen den neun #-Quotienten
B Be(y
EN D) Wy (v
anderen vier ausdrucken Statt dessen kann man aber offenbar alle
9 Quotienten durch 4 neue unabhingige Variablen z, ...z, darstellen.
Wir setzen:

) lassen sich je fiinf dieser Quotienten durch die

S CRRN — (ap— ) (@9 — ) (@y — 23) (@ — )
B (v1-04) V a1 g Qg @4 @05 G g7 g

PRy 0) _ (e — ) (@ — x,) (@) —14) (ay—24)
B? (01 +04) Vanapa4300a.5040 ag

B (vy--0y) - (a2 —1) (@ — 2,) (@ — &5) (@ —4)
Fy*(vy-0,) V s 19 Gy Gy Oy G 0 g

! '93?(1),~"I)4)=_(a — &) (a3 — %) (“3*333) (a3 — x4)
B9 (vy-+-v4) V G0y 043095 @y, g5 03 g7

BP0 v) _ (ag—y) (@ — 1) (g — ) (0 — 24)

&VI) TP (vgowg) Vs gy Oy Oy Qg Qg Cgr @

04 B4 Qg Qg4 Qys Oy g7 Ayg

BL2(0--00) (35— %)) (a5 — @) (a5 — 25) (a,—x4)

B (or-v) Vaoyay5 00,055 045,05 O G,

’362(”1"'”4\=___( ""xi)(as‘“x's)(%_wa)(aa—‘wﬂ
B2 (v 04) V o 015 o g @45 @ A7 g

B2 (v;---0,) —_ (a7 —y) (“7——-7”2) (“7—--’33) (a7 — 24)
A'ﬂ”z (R V @ A3 g7 Qg Qg3 0 A 0

B2 (vy---vy) —_— (ag— ) (@5 — @p) (a5 — x5) (@5 — 24)
B?(v1--04) V ags ags ags ags a4s ags ags agg

Die Wurzelzeichen in den Nennern dieser Ausdriicke sind wieder-
um simmtlich positiv zu nehmen, da fir v, =v, = v, =9, =0 —
wo dann z,, %,, %;, #, in Folge der Relationen (XII) die Werthe
ay, ag, a;, a; annehmen miissen — in Folge der gemachten Annahme
die betreflenden Ausdriicke wiederum positiv werden miissen.

Durch Einsetzen der Ausdriicke (XVI) gehen nun die Gleichungen
(XV) in die folgenden iiber:

L @) (=) (Gy— 1) (@~ @) | (G—)- (G—2)

A2 Boq Rog Aos Qg Aoy Oag Geg Qg Boy Gy Uyg
_(ag—a,)---(ag—xy) ;. (@Gg—2,)---(@g—2,)
Qs ase g6 Qgg o9 Qg Clog 45 (gg
_(ag—zy)-(@p—2))  (ay—): (B -2g) | (Bg—y)-- (A —,)
1= = +
Gy Bog Bog Bog o1 Byalhyy Gy Qe Ba Boq A

_ @@= (a—ay) | (Gg— ) (a—2y)
QoqQyg BgqQyq AQgg By Agg Ao




Zur Theorie der hyperelliptischen Functionen. 463
1— (o —t) (@ —2g) __ (ae—z) - (@a—y) | (a3—m)- ()
Gy Ogs Oy Gyg Gigp hog Uog (ag Chog Qg Oag A
(e (ay—ag) | (a—))- (0, —a,)
Gy Clog (g By g, Qg Qg Ay

1 (B (ag— @) _ (ag—ay) (@ —2) | (a4~ -(ay—a))

g o ey oy, g Qo Qs Aog Qg Ao Qg5 Ay
- (ay—ay)--(as—mg) | (a5—a)) --(a;,—x)
gy, A Chys Qs Uog Gy Gy g
1 :(ao—x,) co(@e—2y) (a— ) - (ay— ) (ay =) (g~ )
Qo Gy Ao By Qo Agyq QAop Aoy [P a46 gz
(a( - x,) f“r 5'34) (0 —~21) - (a7 — )
Ao, o aac Q47 Qg7 Qg Ay Oy

welche, wie man sich leicht iiberzeugt, identisch befriedigt werden.
Setzt man nimlich

9 (2)=(2—)) (2 —z,) (s —3) (¢ — 2,)

Q) =(2—a,)(z—a,) (2— a,) (2 —a;) (7 — ay) ‘(d—g—g@)z_a = Q' (ay),
Qa
so lisst sich die erste der obigen Gleichungen auf die Form bringen:
@ (a,) @ (a,) P (ay) (aﬁ) P (as)
I= Gy T @@ T da T ¢a T ¢
und dass diese Gleichung identisch befriedigt wird, folgt unmittelbar
aus der Partialbruchzeﬂegung-

o2& __ 9l pla 1 P (ay)

GO = 06 i T Gy mm T T ey g
durch Multiplication mit @ (2) und Aufsuchung des Coéfficienten von
2%  Die Identitit der iibrigen Gleichungen ergiebt sich alsdann un-
mittelbar, wenn man an Stelle von ag der Reihe nach a,, a,, .05, @,
setzt. — Daraus folgt dann die Berechtigung, die Ausdriicke der 15
einfachen &-Quotienten durch z,--.z, in der Form (XVI) anzusetzen.

Man kann nun auch alle migglichen anderen &-Quotienten durch
z, - -+ x, ausdriicken.

Ich will allgemein zeigen, in welcher Weise dies fiir die ©-Quo-
txenten, welche aus einer & -Kunction mit zweifachem Index und
&9 (v, + - - v,) gebildet sind, zu bewerkstelligen ist, da diese spiiterhin
in den ersten Ableitungen der Functionen (XVI) auftreten werden.
Hierzu setze ich zuniichst in der Formel (D, 2) — 8. 447 — statt
g+ + - 0o und bezeichne analog den bisher gebrauchten Abkiirzungen
By (v, -+ - v,) mit [w], ¥, (0, 0, 0, 0) mit (u) — dann wird

) @) (ep) (e (8] = > (=) (ye) (arB) 71 (7).

Ich bezeichne ferner mit

{

FoTy ¥y ¥y
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die Reihe der geraden Zahlen O, 2,4, 6, 8 in irgend einer Reihen-
folge, desgleichen mit
) 8,838,
die der ungeraden 1, 3, 5, 7. Dann wird zuniichst — wenn ¢, e,
&, & gleich 7y, 7y, 13, 7y gewihlt werden:
q={(1, 3,5, 1,17, 1y 73, 1) =1.
Ausserdem werde noch gesetzt:

« =S, = (ry8) 0 == (r;ryryry).
Dann nimmt p die folgende ‘Werthe an:
(ry757574) - - - (1)
(ryrsry) (roryry) (ryrary) (nrery)  — (2
(rgry) (ryrg) -+ - = = - - - (rymy) (3)
g T3 Ty ¥y - - — (4
9 — — — - — (5.

Mithin erhilt npp fir die p der ersten, zweiten und fiinften Zeile
die Werthe:
(815253,5,798y)
(3182858, 7¢7(8;) - =+ - (515283 8,797351)
5
und yye fir die y der dritten Zeile die Werthe:
(8180838, 717981) (S189838,7 ¥38¢) + - -+ » (8189848,737451),
so dass die betreffenden Glieder simmtlich verschwinden miissen, und
nur diejenigen mit den p der vierten Zeile iibrig bleiben, fiir welche
nye = (7g7,8)), €o7381), (1o728,), (Fe718)
= 8), 038), (ns), (s
vaf = (r,r), (rry), (rery), (7).
Bezeichnen wir daher noch mit ¢, - - ¢, den Factor |- 1, so liefert die
Formel (H) nunmehr die folgende Beziehung:

) {(9)(%}[31“"03:]"'51 (ry8y) oy ) [y ) g 7y €y (8100 748)[7a] (70 7]

4¢3 800 73Sl )ro s €4 (ry 8,) (748, ) 7 ][ 7] =0.
Nun miissen ferner lineare homogene Relationen — (wie allgemein ge-
zeigt wurde) — zwischen folgenden ©-Quadraten stattfinden:

(9] [ro] [ [ry] (73] [s,]

(9] [ro] [ra] [re] [ry] [s1]

(91 o] (i1 [s] 7] (4]

(9] [76] [ra] [7] [ [s1],
folglich, wenn man auf die Argumente in den betreffenden Gleichungen
diejenigen Substitutionen halber Perioden angewendet denkt, welche
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durch den Index 7, charakterisirt werden, auch zwischen folgenden
&-Quadraten:

[70] (9] Loo7y] [7o7s) [(7o73] (78]
[70] [9] [ro7y] [77y) (o] [784]
[7o] [9] [rory] [ry7s] [romy] [7984]
(7o [9] [ro72] [ro5] [7o7,] e8]

Aus diesen vier Gleichungen in Verbindung mit Gl (J) kann man

nun irgend vier der b Grossen [ryr] .- - [,7,], [7ys,] eliminiren und
erhilt dann schliesslich eine Gleichung, in welcher ausser einer solchen
&-Function mit den Argumenten (v, - - - v,) nur noch solche mit ein-

fachen Indices, und ausserdem & -Functionen mit Nullargumenten ent-
halten sind, und aus der man also vermdge der Ausdriicke (XVI) und

(XII), (XII), (XIV) die Quotienten von der Form [_%’]_1]_ -« und ”{‘S’z]
als Functionen von z, - - -, und der Constanten a, - - - a, darstellen

kann. Hierbei bedeuten »,, » beliebige gerade, s, eine beliebige un-
gerade Zahl der Reihe O, 1,.-.8. Es bleibt also noch der Fall zu
betrachten iibrig, dass beide Ziffern des zusammengesetzten Index un-

81 8]?

gerade Zahlen sind, der betreffende Quotient also die Form hat ([‘31‘5— -

Nun muss eine homogene Linear-Relation zwischen den #-Quadraten :

(5] [52] [91[7] [r] [2]
bestehen, folglich auch — vermdge der Substitution (s;) — zwischen:
(9] [s18:] [8:] [7o1] [111] 7381
und da diese Gleichung ausser [s,s,] nur solche &-Functionen enthilt,

wis sie bereits oben betrachtet worden sind, so ergiebt sich, dass man

jetzt auch die Quotienten von der Form [s[';]i] als Functionen von

Xyye .- Ty, Q-+ ag darstellen kann.
Setzt man '
(z—ap) (s —a) -+ (2 —ay) (2 — ag) = B()
(¢ — @) (8 — @) (2 — @) (2 — 2,) = 9(9)

und
d{;gz)mq = R (a)
(dq)(z) = @' (%a),

so ergeben sich auf diese Weise — wenn man die zweideutigen Wurzel-
vorzeichen so wihlt, dass die Endausdriicke mit denjenigen iiberein-
stimmen, wie sie spaterhm in den Ableitungen der Functionen mit
elnfachem Index auftreten werden — Beziehungen von der Form:

Mathematische Annalen XII. 30
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Atk Timy
bia Vg Vy) (~1) a (p(ar )‘P(“,u) B I/—'?{(wq)
(XVII) gM&E 17; )4 (*‘-—H_’-i"l"” Z“{(%—a,_) (w0g —~ tt,) 9" ()

9\Y1 4 V(__ 1) MRr (al)R, (ﬂ#)

wo 2 und p die grosste in é’-resp.% enthaltene ganze Zahl bezeich-

nen und a, > @ also Uy positiv zu nehmen ist.

Es handelt sich jetzt darum, den Beweis zu fiithren, dass der durch
die Gleichungen (XVI) und (XVII) statuirte Zusammenhang zwischen
den Variablen v,, v,, vy, v, und z,, z,, ¥, ®, wirklich ein derartiger
ist, dass sich die Differentialien dv, - - - dv, als hyperelliptische Dif-
ferentialausdriicke in «, - - - x, darstellen, dass also Gleichungen be-
stehen von der Form:

d@’a = Ean,b(xb, V .R(xb))dxb.

Zu diesem Behufe fiihren wir vier neue Variablen u, - - - u, ein,
welche wir durch hyperelliptische Differentialgleichungen von ganz be-
stimmter Form definiren: alsdann wird sich zeigen lassen, dass sich
jede der Grossen dv, in der Form

dve = Aodu, 4+ Bydu, + Ciduy + Dodu,
darstellen lisst, wo 4, ... D,, welche offenbar vermbge der identischen
Relation , .
0%, o0v, Vg CH
dva=%—idu1—[—m d“2+'87,23 du3+%du4
nichts anderes sind als die partiellen Ableitungen von v, nach «,--- «,,
sich als fest bestimmte Constanten ergeben.
Ich setze
ar ,
(r—ay) (=) (s—a;) (s —ar) = P() (*5) = P'(a),
a
dann sollen w, - - - u, durch die folgenden Differentialgleichungen de-
finirt werden:

g oL P@ . dm 1 Py | dw
172 @—0 VR@) 2 %2— & VE(z)

1 P@) dwzs 2 P dw,

2 Xy—ay Vfg(Ts) 2 xy—ay VR’(E)

du . Bl@ _dm 1 Pl da,

I 2T 2 y—ay VR(%) 2 Tp—ay Vm)
(Vi L1 P@)  dm 1 Pe) | ds,
2 ®y—ds YRz, 2 %y— VR @y
dum kB _dm 1 P | da,
32 xy—ay VR(-’BD 2 Zp—ay VR(x_g)

+ 1 Py ___0_1303_ 1 Pz dx,

{ 2 wyg—a; VR ' 2 T4— ay VRE:)
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. du, 1 Plx) da l Pwy)  da,

=2 z—a, VR(x) ' 2 X—ay [/R(ﬁ
(XVIID 4L P _dm 1 Pl) ds,
2 @y—a, VR xg) L Ly— 0y ﬁ%(%)

Eliminirt man aus diesem System dz,, dx,, dz,, und be-
achtet, dass:

dxl ax| d +3x1 d 2+a$1 d 3+ax1 du4,

so ergiebt sich:

?ﬁ! — (x.i"ai)_(‘”s—‘al) (xz“‘al)_? VI—{(E;) — 2 w(al)VRTi_)
o Q3 Gy, Oy (203 — T4} (@4 — 25) (%1 ~ ) P (ay) (o — ) 9" ()
0%, — (®By—ay) (x3—ay) (“2““3)21/1?(501 e 2<p(as)VRT@
0 g gy g (T — ) (@3 —T3) (B — T3) P’ (ag) (a3 — ) 9" (2)
dmy __ __ (m—a) (—ar) (ty—a) VR (@) _  29)VR(@)
03 gy gy sy (@ — L) (X — X)) (g — )~ P {ag)(a; — ) @' ()
bmy __ (@i—ar) (@—a) (—a) 2VE@) 29 (a)V R
Oy Gy Uy Oy (T — L) (T4 — Tg) (01— @) I 2 () (a,— ) 9" ()
und analoge Ausdriicke fiir 2,, z;, #,, so dass allgemein:
(XIX) a‘{UQ . 2 9 (a2b_“ 1) .’/R (xa)

Guy  P(agp_y) (Gap—1—%0) ¥ (%) ’
Ich bezeichne ferner

P,(04--0) .
B, (0 0) mit f (v, - - v

und bilde zunichst

ofy v __ 0 [Vola)
0wy ous | /R ()

1 Vg (@) L D _,.?.Z‘P_(“_o).aﬂ

]/-R’ (ay ) 8 Ty Ouy oy ow

— ACH) Vq;rao) 2 ]/R (xa)
Vm - P’ (ay) (Bo— ;) (—%,) @ (:)c )

}/a‘;:;{jg:m filoy - - 0y) for (v -+ - vy)

Ebenso:
(XXa) Qﬁﬁ’%_”izﬁya_%%iﬁ oy ) fy @)+ -+ 0)
Wz'V% Ly e vy fos (0y - - 0y)
%%;—;;4*— ——I/% N S CARERE A N CATIRR )

und in #hnlicher Weise, wenn wiederum:

30°%
\
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(2 —ag) (2 — ) (2 — a) (¢ — ag) (z — ag) = Q(2)
gesetzt wird, allgemein:

-

0fsq(v1--+ 09 VM‘\TJM* —Q (g
(XXb) T ou, im‘s‘ ‘1?‘((,722:“_3)1{;5-1(”1“'”4)fza,b(”r"%)

wo das Vorzeichen von + (a,  — a,) so zu wihlen ist, dass diese

Grosse — und damit, wie leicht ersichtlich, der ganze Ausdruck unter
der Wurzel positiv wird.

Es sollen jetzt diese Ausdriicke fiir die partiellen Ableitungen von
foa (vy + - vy) nach uy « - -, mit den entsprechenden Ableitungen nach
v, + - - v, verglichen werden. Um diese letzteren herzuleiten, entwickle
ich eine Formel, vermbdge deren gewisse §-Producte, deren Argu-
mente aus Summen und Differenzen zweier Systeme von Variablen be-
stehen, sich durch Aggregate von ©-Functionen mit den betreffenden
einfachen Variablen ausdriicken.

Aus der allgemeinen Additionsformel (D, 1) — 8. 447 — folgt,
wenn man w,==0 setzt und ausserdem v, slatt u,, w, statt v, schreibt:

K)  OyPyepPal, + Wy, - o - 0y - w) Fg oy — wy, - v — W)
=27(‘“' 1)0;,%7(’”1 ) Byap Wy o 0,) Dyya (W e Wy) By (e0y -o- 00y) -
Wihlt man jetzt
7=1(1,351135"T=9 §=9 «a=0 =9

und bezeichnet zur Abkiirzung

&, (v, + wy, - - - v+ wy) mit P,

9, (v, — wy, - - vy — w,) mit @,

@, (0 - - - vy) mit p,

&y (wy -+ - - w,) mit g,

#,(0--.0) wie friher  mit 4,
50 ergiebt sich:

(XXI) 0-9- Py Qy=19P099 %0 ~+ P1P01 11901 + PsPo3Ts Qos + PsPos &5 9os
+ P10o7 @7 Qo7 T+ Pr3Po1sTasQo1s + P13 Pors Lis dors
~+ P1aPo17 Q17 Dorr ~+ PssPoss U35 Qoss ~+ P37 Losz Usr Losr
~+ Dy 0057957%0577FP135Po13s8s3590135 T P137P01310120%0137
+ PisiPoss7 Lis1%0157 T Pas1Poss Is57 Tosst
~+ Pi357.P2468 1351 240s -
(Ich bemerke beilinfig, dass sich ganz analoge Relationen fiir die noch
iibrigen P, mit einfachem geraden Index ergeben, wenn man in Gl

(K) mit Beibehaltung der iibrigen Bestimmungen « der Reihe nach
die Werthe 2, 4, 6, 8 annehmen lisst, — Giebt man ferner « die



i
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Werthe 1, 3, 5, 7, so erhiilt man #hnliche Bezichungen fiir die P,

" mit ungeradem Index; nur darf in diesen Fillen 5 nicht den Werth 9

erhalten, weil sonst &,.5 und somit die linke Seite verschwinden
wiirde. Man hat vielmehr dann flir 4 irgend einen geraden Index
2 B.y=(1,35,70 2, 4, 6) = 8 zu wihlen und man erhilt z. B.
auf diese Weise fiir & = 1 die Gleichung:
8.18- P, Qy=pyD1 45915 + PoDo1%os Qo1s ~— P2P12P2sP12s — PaP14P1sPras
DePicDesTiss — Po2Dor2 902890128 — PoaPora Joas Doras
— DosPo16906s Lotos —+ PoaP12s Qoas 1oas + PosPr2c Q268 P1268
~+ P46P 1469468 Q1a6sFPo20Po124 Dooas Lss67 + PozcLorze Do2es Laas7
~+ DossPorss Goass 251 — Pras Pr2s6 Toses oss

— DooasPasrs Dizs1 D357 +)
Ich differenzire jetzt Gl. (XXI) nach w, (fir a =1, 2, 3, 4) und
setze dann w, = w, = w; = w, = 0. Dabei ist zu beachten, dass
wenn F' eine beliebige Function von ¢ Variablen darstellt

9F(w1i?/1~“"%i?/g) __ aF(xliyh""xgiyg) a(mai?/a)

0Y, - 0 (%4 iya) . 0Y,
. + aF(xii'yh e wei‘yg)
o 0(®,tY,) ’
mithin
(alﬂ(xii—yl’ T weiyg)) -—+6F(xl ) .
aya - 6:6
y,...z/@::O

Es wird daher bei jener Differentiation die linke Seite der Gleichung
(XXI) die Form annehmen:

0 op
=Dy 62:;) Do 809
Po
261’9
=Dy 00,

oder mit Anwendung der bereits frither gebrauchten Bezeichnungen:

0Py @)\ . _ Ofo(vy---04) |
( Qg ) wy =0 o [9]2 317) :

awa a

Auf der rechten Seite der Gl (XXI) sind die p von @, unabhingig;
ferner miissen die Ausdriicke von der Form

0(49) 94,
dw, “6w T4 UF oW,
fir o, - — 0 verschwinden, sobald ¢ und glezchzeztzg Indices

gerader oder Indices ungerader Theta’s sind (weil im ersten Falle
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0da und 043 als erste Ableitungen gerader Function, im zweiten
ow, ow,

g, vnd g, fiir die Nullargumente * verschwinden miissen. Ist « der

[ndex einer geraden, B der einer ungeraden &-Function — oder um-
gekehrt, so nehmen jene Ausdriicke die Form

( 9qﬂ) ( (?qa\)
Lo G, I TeSP \ 95 Fw,

an, und miissen in Folge der fiir die hier betrachteten hyperelliptischen
Theta’s geltendén Bedingungen auch diese noch verschwinden, sobald
« resp. B einen Index aus der Reihe

135, 137, 157, 357, 0246, 0248, 0268, 0468, 2468, 1357

bezeichnet. Beachtet man schliesslich noch, dass

<qa)w,...w4:0 = <p“>v,..~vq =0

wofiir wir wiederum wie frither einfach « schreiben konnen, und dass

(84.,,) (azoa)
o,/ , 0%/ o

=0
wofiir wir zur Abkiirzung der Bezelchnuno o) einfithren wollen, so
=] N ’

Wyes. We=0

1w =0

ergiebt sich in Folge der bezeichneten Differentiation aus Gl (XXI)
die folgende Relation:

(XXII) 0.9. 8oL —01.(1); fu(vr-for (012
+03(3); fy (0 )fua v5.-) +o:).<.; Ly ) o1 )H0UT), foloyond) fin(0y)

und wenu man diese jetzt mit den unter (XX, a) gegebenen Aus-
driicken vergleicht, so folgt:

0fo(ve---) 01'(1)”,“1/ %13 Qs By7 ,afo(’01“')~_03'(3)”,a 038,07 Ofy (v,

FIR R Qyo Oy Oy, Qg 0t 0-9 Ogy Qg Og gy 3“2
05-(5"  j e = 07-(1),
_ ® ”al/ Oy Qas Q7 Ofo(0-"7) (0, V Q7 Q37 Oy a_ﬁ)_(ﬂ_)
0-9 g5 Oy, Qs A 0uy 0.9 Q7 Qg7 Qg7 Bg 0wy

und weil

ofo(vy-) __ fo(@s--) a“:_l__afo(”l 8“2 +afn(”1 ) 3“s+8fp(”1“')_3“4

R ou O us Oty dvs 09,

so ergiebt sich:

e —— Q1 +(1)7 P Y
0wy 1/ G205 7 . ( )"cl _ __l/ A3 A5 Ay ( >"a
Qg1 Ohig Ohyq Ceg Cyg 9

ava [ AV ITYAIT 0.9
’/ P (“1) ()”a
(at) 9

(XXIII)
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———— 03.(3)] (3!
ot g/ et By _ ot O
07, oy Az O3 A5 09 Qg3 Oz (31 Gigs Tag 9
V___P (a,) @) "a
@ (ag) 9
ouy _ ) Tanamay 0 Q__Z/_M.fb
o0, Qa5 Q5o sy 0-9 Ogs Qs Qs g Bgg 9
(XXIII) 5
_7/ _ P ey, ( Oy
@ (a5) 9
e 07.(1); .
0% __ 7/ Garts sy (L _ ]/ Ur Oy Gy 7)"a
v Y, oy Qg7 Uy a7s Aoy Aoz g7 Gy an’ 9
P D4
Q(%) 9

(NB. Wiirde man statt des bei der vorangehenden Rechnung als
charakteristisch auftretenden Index O irgend einen der anderen ge-
raden Indices 2, 4, 6, 8 gewihlt haben, so hitte man in ganz ana-
loger Weise erhalten:

— {2(1 — 14(1)’
Oy —— I/ [T ( ) / Qg Oy Qg7 ( )"ﬂ
0v, oy Oy y Gy Oys  2°9 4.9
—— — 16(1 — 1
—_ i3 O5 Qg7 ( ) — 1) P3P %7 18¢ ) ete
Qg Qg Qg Oy 69 Ay g 014 Qg 89 9

Ausdriicke, welche, wie man sich leicht tiberzeugt, in Folge der Be-
ziehungen (XII) u. (XIII) (S. 458, 459) sowohl unter einander als mit
dem unter (XXIII) gegebenen identisch sind.)

Es sind hiermit die Coéfficienten des Systems

XXIV) |

| du, = Aydv, + B,dv, + Mydo, + Aydy,
bestimmt und folglich auch diejenigen des reciproken Systems
fd’l)i = Aidui + Blduz + 01 dufg + Dldu4

(XXV) :

d. h. es sind dv, - - - dv, als hyperelliptische Differentiale der

* Xy, VR(%)' -+ VR(@=,)
dargestellt, — Die als Nenner der Coéfficienten A, - - - D, auftretende
Yunctionaldeterminante
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(1),, (1), (1), 1),
(3),, 31, 3);, ).,
(5),, 5),, 5),, (5),,
(0, (1), (0, (T,
09 (v \ 09 (v )
{ ( Javi )01...z7¢=0 ----- #)ﬂu..tm:o ’
{ .
={ ; =A(, 3,5, 7).
.
(0, (- 08 (vy-+-)
j 781}1 )v“”m:O T “_7901 )‘/h'vvC:O

lasst sich durch ein Product gerader #-Functionen mit N ullargumenten
darstellen, nimlich

AL 3,5, T) = mt . 9,8, 9,9,0,9,
und es existiren ghnliche Beziehungen fiir alle mbglichen Determinanten
von der Form A (s, s,, 53, ;) — wenn's, - - - 5, irgend 4 Indices un-
gerader §-Functionen bezeichnen, —

Nachdem nun gezeigt, dass zwischen duy ---du, wnd do, - - - d v,
lineare homogene Relationen mit constanten Coefficienten bestehen,
lassen sich diese Coefficienten auch noch in der von Herrn Weierstrass
gegebenen Form, durch dije sog. reellen Periodicitiitsmoduln der Fune-
tionen f, (v, - - - v,) ausdriicken. Man hat dann nur die Gleichungen
(XX1V), nachdem man fiir duy - - - du, die hyperelliptischen Differen-
tialausdriicke (XVIII) eingesetzt hat, fiir entsprechende Werthsysteme
von (v;---v,) und (z, - - - ) zu integriren — wobei hinsichtlich der
Integrationswege und des Vorzeichens von VE(z) die Bestimmungen
maassgebend sind, welche Herr Weierstrass in seiner Abhandlung
iber Abelsche Functionen — Crelle's Journal, Bd. 47, § 5 —
gegeben hat.

Man erhiilt durch Integration der Gleichungen (XXIV) von dem
Werthsystem ’

(V15 09, 93, v,) = (0,0,0,0) (z, ,, Ty s ) = (a, ag, a;, az)
(welches wie unmittelbar ersichtlich den Bedingungen (XVI) geniigt)
bis zu je einem der folgenden 4 Werthsystere:

01, vy, 03, 9,) = (£,0,0,0) (2, Ty Xy, %) = (ay, a3, a, @)
©,4,0,0) (a1, ay, a5, @)
0,0,4%,0) (), a3, as, ;)
0,0,0,%) (ay, a3, a5, ag)
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(welche wiederum die Beziehungen (XVI) befriedigen) — wenn

22b
‘1 P(x) de
oV S5 v e
agp—1

gesetzt wird, die vier Gleichungen
Ka,l =LA, K, = %Ba Ka,3 =4l K«,4 ”—‘—'"EAa

und somit

(XXVII)

\duy = 2K, dv, + 2K, dv, 4+ 2K,; dv, + 2K, dv,
woraus wiederum

doy = Gyy duy + Gy duy + Gy dug + Gy duy

(XXVIII)

vy = Gy duy + Gy duy + Gy dug + G,y du,
wenn (4 die Quotienten der Determinante

| 2K,, 2K,, 2K, 2K,, |

in deren Unterdeterminanten bezeichnen.
Die Vergleichung der Coefficienten in Gl. (XXVII) mit den vor-

her gefundenen liefert Beziehungen von der Form

aﬂ?a-—l (- ”4))

L/ P (a, ) o, =0
XXIX 2K, 4 = — T el b =

( ) a,b Q (a2a~1) 09

welche der aus der Theorie der elliptischen Functionen bekannten Re-
lation

2K=2/1’ﬂﬂmdw 18
(S ]/(1“__‘:”2)
0

—war) Vs %

entsprechen. Ferner ergiebt sich
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2K, --- 2K, |
D= . /P Pla) Plag Play) A, 3,50
. Q(ay) Qlas) Q (@) @ar) Ty
| 2K, - 2K44
/PP @ Py Pla) 1, P, %2 00 % D
o @@i)“@"(é)’@(aii’@(‘af} g, By B T B Y
7/ Pa) Py Pa) P'ar) | s g2
@' (@) ¢ (ay) Q'(ag) @' (a) Q(@s)
woraus
I g @@
(XXX) 8'9 =z VM‘ D wo M= V-P:G]:)".’fl)’(aq)

und da sich in Folge der Bezichungen (XIL) (X1IT) (XIV) jede f_iir d%‘*
Nullwerthe der Argumente nicht verschwindende &-Function in die
Form setzen lisst _

o = Vo(a,, a,,-- ‘ag) - &, — (wo @ eine rationale Function von @, -+ a)
so erhilt man auch fiir alle diese Theta’s Ausdriicke, welche demjenigen
in Nr. (XXX) analog sind — entsprechend den drei Beziehungen,
welche in der Theorie der elliptischen Functionen folgendermassen lauten :

9K oK 2u, K
o=/ g,/ 2E a2=]/__.;z .

Ferner kann man nun auch noch die #Moduln durch die Periodicitiits-
moduln ausdriicken, indem man die Gleichungen (XXVIII) von dem
Werthe-Systeme

(015 09, 03, 0,) = (0,0,0,0) (%, 2y, 3, Ty) = (@, A3, A5, &)

bis zu je einem der folgenden vier — nach Nr. (XVI) wiederum ein-
ander entsprechenden — Werthesysteme:

(01,09, V3,0,)
=(—%7y, 4Ty 471 —4Ty Y150, % 3% 4 )= 01, 015 1)
(3700 —3T10, §70 4700 3751 — 4750370 —3740) (@4,39,05,a-)
( 3T10—3715 3T 4700 37303753, 70— 3745 (a,a4,a,,0,)
(o370 3% 3700 § T 4750, 3 P —$700) (00),a5,05,0,)

integrirt, wobei wiederum hinsichtlich der Integrationswege und Wurzel-
bestimmungen das oben Bemerkte gilt. Setzt man hierbei

2p—1
1 P@ 4z __ .
(XXXI) -J2 &0y, 1 VR(x) s
226 —2

so ergeben sich die Gleichungen:
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$T= iGi Ky i Gog Koy + 1 G3q Ky 10y Ky

—Lta+ fte= (G Koy 40 Gog K 4 6 Gy Kz - 1G4 Ky
— 3Tt ita= 1Giq K+ 1 Gog Koy 1 Gag Ky 1 G K
3 Tas F FTar =1 Co Ky 0 Gog ooy + i G K + 1 Gq Ky

woraus, wenn noch .

XXXII K,,= K,

( ) 2 X, b

gesetzt wird, folgt:

(XXXHL) 70y =20GC1o K'1pF 201G K'op+ 20 Glag K'sp 4 20 Gy Ky

ein Ausdruck, welcher in Folge der Identitit v, = 7, die bekannten
Relationen zwischen den Periodicititsmoduln liefert. —

Schliesslich kann man auch noch die oben gemachte Kinschriinkung,
dass die O-Moduln siimmtlich rein imagiuiir, also die Grossen @, ... a,
veell sein sollen, fallen lassen — in derselben Weise wie dies durch
Herrn Weierstrass in seiner zweiten Abhandlung fiber Abelsche
Functionen (Crelle's Journal, Bd. 52) geschehen ist. —

Berlin, im Mirz 1877,



