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Ueber die Haupttangentencurven der windschiefen Flichen.

Von A. Voss in Darmstads.

Bei der Untersuchung von windschiefen Flichen kann es, wie
bereits bei einer anderen Gelegenheit hervorgehoben wurde, vortheil-
haft sein, die sechs Liniencoordinaten z; der Erzeugenden der Fliche
als Functionen ¢; eines Parameters 1 aufzufassen, zwischen denen die
quadratische ldentitiit Z¢;*=0 besteht *). Insbesondere erlangt dadurch
die Darstellung der rationalen Flichen eine Bequemlichkeit, wie sie wohl
durch Lkeine andere Coordinatenbestimmung erreicht werden diirfte.

In der folgenden Losung des Problems der Haupttangentencurven
der windschiefen Flichen ist von dieser Darstellung Gebrauch gemacht
obwohl die auf einem von Herrn Lie zuerst ausgesprochenen Satze
beruhende Methode zur Bildung der erforderlichen Differentialgleiclung,
durch welche die oo* Haupttangenten in o' developpabele Flichen su-
sammengefasst werden, ohne Weiteres verwendbar bleibt auch fir ganz
beliebige Linien- Flichen, welche durch den Schnitt dreier Complexe
z. B. erzeugt werden, Wir haben nur desshalb die Parameterdarstel-
lung vorgezogen, weil in jenem aligemeineren Falle die wirkliche In-
tegration noch die Ausfithrung jener Elimination htherer homogener
Differentiale nothig macht, welche in der genannten Arbeit er-
ledigt ist. #¥)

Auch ist in § 2. jene Differentialgleichung in einer solchen Form
gegeben, dass die simmtlichen Coéfficienten derselben eine von jencr
Parameterdarstellung unabhiingige invariante Form besitzen. Besonders
betrachtet ist dann der Fall rationaler Linienflichen, die einem linearen
Complexe angehdren. Die Bestimmung der Haupttangentencurven lisst
sich hier auf eine einzige Quadfatur zuriickfiihren***), welche auf hyper-

1) Vgl. hier und im Folgenden iiberhaupt meine Arbeit: Zur Theorie der
windschiefen Flichen, Math. Ann, VIII p. 54— 135, namentl. p. 101—-135.

#¥) g ist mir seitdem gelungen, jene Eliminationen noch soweit durch-
zufiibren, dass unter anderem auch die damals nicht vollig begrindete Angabe
tiber die Anzahl der fiinfpunktigen Tangenten der Flache bestitigt werden kann.
Auch Herrn Schubert’s Principien (Schubert, Beitrige zur abzithlenden
Geometrie, diese Annalen X, 1) lassen sich ohne besondere Schwierigkeit auf den
Fall einer beliecbigen windschiefen Fliche anwenden, wie ich dies auch Herrn 8,
bereits vor einem Jahre mitgetheilt habe.

##%) Dies ist auch schon von Herrn Clebsch bemerkt worden. Crelle 68,
p. 151,
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elliptische Integrale fithrt. Von Interesse erscheint dabei namentlich der
Fall, wo jene Integrale entweder rein algebraisch oder rein logarithmisch
werden. Ich bin dabei um so lieber auf eine etwas genauere Betrach.
tung des hyperelliptischen Integrales eingegangen, als die einschligigen
Arbeiten des Herrn-Kdnigsberger tiber Reduction hyperelliptischer
Integrale, in Verbindung mit einer von Herrn Liouville herriihren-
den Methode, hier eine ziemlich anschauliche geometrische Interpre-
tation gestatteten. — Zum Schlusse sind noch die Modificationen er-
ortert, welche durch das Verschwinden der invarianten Coéfficienten
der Differentialgleichung entstehen.

§ 1
Bildung der Differentialgleichung.

Jede Erzeugende z der Fliche bestimmt mit ihren drei consecu-
tiven ein Biischel linearer Complexe; unter diesen befinden sich im All-
gemeinen zwei specielle, deren Axen die beiden vierpunktigen Tangenten
der Fliche bilden, welche zu jener Erzeugenden gehoren. Bezeichnen
wir die Coordinaten jener Geraden durch p;, p, so ist die Gleichung

des genannten Biischels:
©) 7. — ey, =0.
Nun ist nach Herrn Lie’s Bemerkung®) eine windschiefe Fliche, die
einem linearen Complexe angehdrt, durch eine algebraische Haupt-
tangentencurve ausgezeichnet, die jener ausschneidet. Jeder Complex
des Biischels (1) wird daher zwei auf einander folgende Tangenten v,
und ¥ + dy einer solchen Curve bestimmen (genau genommen ein Paar
solcher). Geht man zu der néchsten Erzeugenden iiber, so dndern
sich " und »”. Aber auch g #ndert sich, wenn man denjenigen Com-
plex im consecutiven Biischel betrachtet, welcher die begonnene Haupt-
tangentencurve weiter ausschneidet.

Indem man ausdriickt, dass der Complex:

@) @+ 0v), — (0 + du) (" + 09"), =0
mit
Ve — oy, =0
das Element y--dy gemein hat, enisteht eine Differentialgleichunyg fiir
@, welche die Liosung des genawnten Problems vermittelt, weil die Auf-

gabe simmtliche Haupttangentencurven zu bestimmen, nach Integration
der Gleichung fiir w auf eine blosse Elimination hinaus kommt, *¥)

#) Math. Annalen V, p. 179.
*#) Bs darf hier vielleicht noch darauf hingewiesen werden, dass eine #hnliche
Methode zur Aufstellung der Differentialgleichung der - Krimmungslinien auf
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Wir werden die Bildung jener Dlﬂ'erentlalglexchung genauer er-
ortern. Wenn die Erzeugenden der Fliche in der Form:

G) r, =@,
gegeben sind, wo die ¢, Functionen von 1 sind, fiir welche

(4) Dlpr=0,

so sind die beiden Geraden y/, 3~ gegeben durch die Gleichungen:

®) 27",-97; =027i3% =:*:~0 Z 7, d/lz OZ%‘ZZ;_;= 0.
P

Die Discriminante des Systemes () bezeichnen wir durch A,
~
| ) -y d% dz‘P, dip,
iZ‘P? Z(p di 2 z dl? . Zm; dl‘sj
! s (d‘pz) fi 7: T9; dp; d°p;
2 P m“ Z di arr ar dr
. de. A, 2 d2 diq ;
1 9, 4P: 49y ‘7( ) 2
2 P dxz dir e Z i 4_, A

dgq’z '“ld‘pi di‘pz’ d2‘pi a3 @ 1
;’Zq’z an ar ar PEEar e Z(dzs)
Die Haupttangente y, welche dem Complexe (1) angehort, ist be-
stimmt durch die Gleichungen:

do; o, , "
21’/5‘?’1."“:0 2?/; ai =9 2(‘/757{:0 7 —uy,” =0

und ihre Coordinaten y, lassen sich in der Form:

4 1 dn

darstellen; wo:

6) A=

d d2 ’ 7
M= (‘p ’% ‘ZUZ) 9) )

d. h. die 6reihige Determinante der eingeklammerten Grossen bedeutet.
Dabei ist:

windschiefen Flichen fithrt, Je drei consecutive Erzeugende bestimmen ein Hypor-
boloid, dessen Kriimmungslinien die Kriimmungslinien der Fliche osculiren. Da die
Kriimmungslinien durch die von dem Parameter p abhiingige Schaar confocaler
Flichen ausgeschunitten werden, so erhalt man auf analoge Weise eine Ditferential-
gleichung fiir p, welche die der Kriimmungslinien ist. Vgl. ausserdem die niichst-
folgende Anmerkung,

*) Die Gleichungen (7) sind die des ganzen Systems der Dweloppabelcn
Flichen der Haupttangevien, Da, auch die y’, y” im Folgenden explicit darge-
stellt werden, so ist die Elimination, von der oben geredet wurde, als villig
erledigt zu betrachten.
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Sy =—a ()
d . .
wo A’ die Unterdeterminante nach 2(-&—%) in & (6) oder:
, A\ 273
® —— 2@ T o
Zugleich mag 2?[ y,” durch T bezeichnet werden- Die Bedingung

Zy} = 0 liefert dann:

# AT =2,
oder:

* T

@) u;} = I/_A’f‘_'

Ferner hat man aus den Gleichungen:
S+ dy)y, + 07, — (w4 dw) (7] + 7] =0

vy — wy, =0
Viy — Wiy =0

(10) Dy dy, —w Doy —duy, =0,
und nach (7) und wegen Zyi’dyi’ =0 Zyi"ﬁyi” = () ist:
=T

(11) Zy; 0 7,1; = 271-,, 67}; + # (¢%’) ‘;2/{127 yr 7/,: (57’
2%5?"" - 272', 09" + %, (‘P% %;f § "6y”>

Aber auch die in (11) vorkommenden Determinanten lassen sich ein-
facher ausdriicken. Man hat zunichst

d a2 di , " S
(12) vt a a7V )=TV=4-

Multiplicirt man die letztere Determinante mit den beiden in (11) auf-
tretenden, so ergiebt sich:

do dPe 5y , Py,
(‘;" aar?? 9 )’—’—““—‘ L
dp &9 , ve W\ TN L B,
(‘P araz?? 67)—*"“‘3—‘5 E oy, ZZZ‘F;'

Beriicksichtigt man noch die Gleichungen:

dOpi 613 4 da 2 914 o,
'I a 971 n a qJ;
26 - 1 di 2 i = 0y

*) Math. Ann. VIII, p. 111,
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so uinmut (10) die Form an:

’” »”, 2 rA d("pv' 'r(ll(pl
(13) uB(y/ dy/—p/ 0y, )+d1/ & ( ¥ i — Y —tﬁ()——rdy-—-O.

Diese Differentialgleichung fiir p ist ihwer Form nach dieselbe, avf
welche auch Herr Clebsch #) gefithrt wurde, als er die Haupttangenten-
curven der windschiefen Flichen vermbge einer Abbildung der letzteren
auf die Ebene untersuchte. Sie ist ohne Weiteres integrabel, sobald
man ein particuliires Integral derselben kennt.**) Aber man kann die
Gleichung (13) in eine sehr bemerkenswerthe neuc Form bringen, in
welcher der hauptsichlichste Vortheil der hier gewihlten Darstellung
liegen diirfte, zu deren Herleitung wir nunmehr ibergehen,

§ 2
Weiters Ausfiihrung.

Die vollige Darstellung von (13) verlangt die Bildung der Dif-
ferentiale von ", »” sowie dieser Grossen selbst. Nun sind 3, 9"
Lisnngen des Systemes (5) und als solche znniichst von sehr compli-
cirter Form, weun man die iiblichen Methoden zur Auflosung desselben
verwendet, *#¥)

Um diese zu vermeiden, bezeichnen wir die Coordinaten des linearen
Complexes, welcher die Erzeugende 2 und ihre vier consccutiven ent-
hiilt, durch #;; dann ist:

*) Clebsch, Ueber die Haupttangentencurven der windschiefen Flichen
Crelle 68. p. 151.
*#) Die Differeuhia)gleichun" ist von der Form

dw+/ﬁ+w+w~0
Ist 9, ein particuliives Tategral derselben, und setzt man y = gy, + ., s0 ist:

-—d——
e g e =0

Irgend drei Integrale der letzteren Gleichung, g, o, s, befriedigen die Identitiit

g’+g2+£:fs =0, Wo a+ a } tg ==

Daher hat man folgende Beziehung zwischen je 4 Integralen der nrspriingliche:
Gleichung :
al 3 L S —
St e T w—n T Tt eT
in welcher man lelcht den Ausdruck fir den bekannten geometrischen Satz er
kennt, dass alle Brzeugenden der Fiiiche von je vier Haupttangentencurven prc
Jjectivisch geschnitten werden.
***) Math., Ann. VIII, p. 106.
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225%302 ;é%—ﬂ 2 ,ﬁgizozzi%:()ZZig}?:O;

. . 2 d3@ d'y
also sind die 2; den Unterdeterminanten von (lp‘fz ‘Zlg 0;; ait 9) pro-

portional zu setzen, und X2z? wird im Allgemeinen von Null verschie-
den sein. Setzt man ferner:

(., Gy d’p d’p
O 2 —(p G G5 3 @ 0)
80 ist:
@ vt v g,
als 2= 0 = 2
0 wegen Zy und 2 (dg,) A 22
3 VYV = -—_.1_—:_: .
® +
Demnach ist:
4 [ — . &
S Vo=t =g,
Jg— gy — __}A,k @
72 Z V:.—E d@,‘
und:
-3 s
, Ao, 1 dp d*p d*p d'yp
() 2 aii=— V=& [‘P 4L dix dis dar z]
d*g, 1 dy d’g d*g d'g
Zi w1ty A[ LAz v d z]
und:
dep Py d’p d'p 2__ P 2
(6) aar ar aw 4 =87 Q4

wo A” die den Determinanten A, A’ analog gebildete fiinfreihige
Determinante.
Wir haben jetzt noch 6‘3/,-’, d ,-" zu bilden. Da nach (4)

1

ay;'zazi_nzaf@. my
so hat man:
rr ’ s dQ
v oyl —pion = [ Do (g5) — Dig, 0]
Da ferner:
af dgp d¢ d'p dp &g dp
9 ((kt) (tp o1 dar dat “ 9) ai + ( a1l di? dis dz @) s

so ergiebt sich endlich:
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V das e 4 dg &g &
() 27’6 O0pi — pidyp: =1*E——& (1] d(f dJ.? d),? dzz)

Um hier noch die Differentiale von z zu entfernen, bilde man das
Product der Determinanten:

2 3 1
dq’dzq’d'pzdz)und (q)dsvdtpdquw

dr diz am dr dair @i’ ai ?) .
welches wegen: y

‘“2‘ das"‘zdz‘ =0 .
gleich diA 22, dis 25,-2 ist. Setzt man die #; geradezu gleich den

ersten Unterdeterminanten der obigen Determinante, so ist

do &g d*g d'g __22==__ ”
P a1 ar d).3 i’ & A

und

v asp dq) d2q7 daq) digp d”lp — "

L% qu="(P @ a1 ar® aar dzf») —4a
Demnach hat man: )

, d4 ” d“tp,-
8) 2 g e g _(U4p
’ r- . 2VZ=A
M F) _ ’6‘ r ”,
Zv 0% Z 0% gqay—a L, )

und hieraus fiir die Differentialgleichung I, 13:
a’
@ - aw=ai[2e i y=B4+a+preEE]

Die Form dieser Gleichung ist dadurch merkwiirdig, dass die in
derselben auftretenden Functionen &, &', A", A" simmilich invariante
Bedeutung fiir die Fliche haben. A=O h’efert die Erzeugenden, welche
von der Curve vierpunktiger Beriihrung berihrt werden, A" =0 be-
stimmt die singuldren Erzeugenden, A" == O digjenigen, welche zu fiinf-
punktig beriihrenden Tangenten gehiren, endlich A = O solche, fiir
welche ein linearer Complex existirt, welcher diese selbst und shre fiimf

consecutiven enthdilt. *)
' Die Gleichung (9) wird ohne Weiteres integrabel *¥), wenn A" =0,

*) Vgl. meine Arbeit Math. Ann. VIIL a. a. O,
**) Die Gleichung wiirde auch integrabel sein, wenn zwischen den Invananten
die Bezeichnung: .

consta(—a-') AT - ' .

stattfinde. Da aber fiir algebraische Functionen n‘r Ordnung ¢; diese Gleichung

schon vom Grade 4 (97 — 33) ist, wihrend im Ganzen nur 6 (n 4 1) homogene
durch 2n + 1 Bedingungen. (X¢2=0) beschritnkte Coefficienten in den (p‘ vor-

kommen, 8o ist dieser Fall als ein ganz specieller zu betrachten:
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d. h. wenn die Fliche einem linearen Complexe angehort. Die z sind
dann Constanten @, und man kann setzen :

dy &'y &9 d'p
VE — P araaw ar 4

27
so dass die Gleichung (9) wird: ‘

deo d*¢p d*p dig
(10) do _ o, VA (? a1 @it an it )

Vei+4u a Y Za? ’

in welcher die Irrationalitiit einzig durch Y bedingt ist.
Wir betrachten insbesondere den Fall, wo die @; rationale ganze
Functionen w Ordnung sind. Man kann dann statt der Determinante
dg d'p d'g d'
A1 di dad dat
Differentialquotienten vorkommen, ebenso kommen dann in A nur
dritte vor, ete.*)

Es werden alsdann A’=—[2<@)2]3, A, A", ganze Functionen

a) eine solche substituiren, in welcher nur vierte

dai
von den Graden 6 (n — 2), 8 (v — 3), b (n — 4). Die Integration nach
g fiihrt auf einen Logarithmus; die nach 4 im Allgemeinen auf hyper-
elliptische Integrale erster, zweiter und dritter Gattung.

Die Haupttangentencurven werden daher logarithmisch-algebraisch,
wenn jene Integrale sich.auf logarithmisch-algebraische Functionen
reduciren lassen. Herr Konigsberger hat neuerdings fiir diese Re-
duction die erforderlichén Kriterien angegeben. **)

Indem wir davon absehen, die Konigsberger’schen Kriterien
in ihrer ganzen Allgemeinheit fiir den vorliegenden Fall geometrisch
zu interpretiren, wollen wir uns darauf beschrinken, die Frage genauer
zu erdrtern, wann die Haupttangentencurven algebraisch werden. Es ist
dazu erforderlich, dass die hyperelliptischen Integrale auf rein logarith-
mische Functzonen fiihren.

Es findet das zuniichst statt, wenn das Polynom X (%% * wei

Wurzelfactoren gerader Multiplicitit besitet und zugleich der Nenmer A
in (10) nach Aufhebung ectwaiger gemeinsamer Factoren nur einfache
Wurzelfactoren hat. ***) In diesem Falle handelt es sich némlich nur

.

*) Math. Ann. VIII, p. 102—106.

*¥) Vgl. hier und im Folgenden Kénigsberger, Reihenentwickelung der
hyperell, Integrale, Math. Ann. IX, p. 487; Reduction hyperelliptischer Integrale
auf algebraisch-logarithmische Functionen, daselbst XI, p. 119,

***) Damit das Integral einer rationalen Function F'z nur auf logarithmische
Qlieder fithre, ist nothwendig, dass der Nermer von -F keine melfuchen Factoren
besitet, Denn setzt man:
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noch um die Integration einer rationalen #cht gebrochenen Kunetion,
die tiberall nur erster Ordnung unendlich wird.

£s modge nun weiter E(Ei) sich in die Factoren
Hr2B2(n——2—r)

zerlegen lassen, wo die Indices die Grade der Functionen bedeuten;

B enthilt dann nur einfache Factoren, so dass }/J3 irreducibel ist.
Setzt man entsprechend:

A =Gty A=Dgpu_y,
so ist das hyperelliptische Integral in (10)

2
(11) /Hr B2(n 2—7) 05(7;-—4) di.
'DS(n-——3) VBZ (n—2—7)
Man kann dasselbe durch eine Substitution von der Form*):
1= *TB2
y-dz

auf ein solches reduciren, in welchem das Radical von ungerader Ord-
nung 2p + 1 ist, wo:
2p+1=2n—r—3)+1,p=n—r—3.
Dadurch erhalten Zihler und Nenner den Factor
(v + 8277,
so dass keine wesentliche Aenderung eintritt, und an Stelle des
Integrales :
Fz dz

(12) 3S=) e
eintritt, in welchem I eine rationale Function vom Grade n — 6 — r

mit dem Nenner D — A ist, R(z) ein ganzes Polynom vom Grade
2p -+ 1 mit lauter einfachen Factoren *#)

JF(z) dz=211i log 27,
%

wo p,, ¢, rationale Functionen von #z, welche zu einander prim sind, so liefert

die Differentiation:
T = Z-A szz pz ql ,
b;4;

wo rechter Hand nur einfache Wurzelfactoren vorkommen kdnnen. Das Gleiche
muss also bei Fz stattfinden. Dieser einfache Satz scheint anderswo noch nicht
bemerkt zu sein.

*) Hermite, Cours d’analyse, p. 15.

*#) Man hitte {ibrigens von vornherein voraussetzen kénnen, dass dem Werthe *

.

A==w eine singulire Krzeugende entspricht, womitZ(%%) 2 vom Grade 2n—>5 wird.
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Nach Herrn Kénigsberger hat man nun folgende Reduction des
hyperelliptischen Differentials *)

Iz ] VRzadz r"pw e C+D gy
Z = C, —7 L
VEG) 2 [CRAIZE - 2' Ve
$=2p—1
R . & P“‘(*"‘l)(l‘/ -
+ < b Vi [f?’]/lf ()] dz -
Dabei 1st:
S(r) _ 7‘
B ) =1
z=1
fﬂ _ 1T=n f;z)—_— /, z
2 0

und die z; sind die N Werthe, fir welche der Nenner von Z7 ver-
schwindet.

Iusbesondere verschwinden alle 7, I7, /.2, wenn die Ordnung des
Verschwindens von D iiberall gleich eins ist, ansserdem alle A, wenn
F Hcht gebrochen ist, alle 7/, wenn der Grad von I'(2) kleiner alsp,

und endlich auch f;(2), wenn jener Grad kleiner als 2p ist.
Diese Kriterien sind im Allgemeinen nicht mehr giiltig, wenn fiir

einen Verzweigungspunkt von }/R(2) auch zugleich F(z) unendlich

wird. Nun zerfallen die Verzweigungspunkte von J/1 in zwei Classen,
je nachdem sie zugleich Wurzeln von H = 0 sind oder nicht. Wir

weisen daher zuniichst nach, dass D und y/ R (2) oder was dasselbe ist,
dass & und B fir Veraweigungspunkte der zweiten Classe nie gleich-
zeitig verschwinden kinnen.

Setzt man zur Abkiirzung:

d*p\2 (l3 — do ¢ 1
Z(}i’) =1 cw sz(«uf) /3231 ar=" 40
3 . do d’¢ Sl g
Z(dla> —f4 ar dis = f d,{z(“s_f(;

so ist:

A=Al g 1] = 20f, (A~ %fﬂ%} + 12 [Af+ f].
Verschwindet also A mit f, = 0, so muss auch f, gleich Null scin.
Aber f, = —3 qu) k.2 722 wenn f; eine viel-

*) Konigsberger, Math. Ann, IX, 492.
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" fache Wurzel besitzt, d. h. nicht fiir die Verzweigungspunkte zweiter
Classe.

Man kann noch bemerken, dass wenn H im Grade s, d. h. /i im
Grade 25 verschwindet, auch A gleich Null ist. Denn £, verschwindet
dann im Grade 2s — 1, und die 6 Terme von A haben im Allgemeinen
den nimlichen Wurzelfactor im Grade:

6s — 2, 8s—4,6s—1, 6s— 2, 65, 45
d. h. A verschwindet im Allgemeinen im 4sn Grade, wenn nicht auch
1 =0, so dass I'(z) fiir solche Werthe von der str Ordnung unend-
lich wird. Verschwindet also H einfach, so wird F'(2) wieder von der
crsten Ordnung unendlich. — Wiirde aber jene Wurzel von H = 0 zu-
gleich Verzweigungspunkt von )/B sein, so wiirde J'(#) auch noch von
der ersten Ordnung unendlich sein.

Dagegen wird C im allgemeinen mit H noch nicht verschwinden®)
und ebenso wird im Allgemeinen A = 0 weder H = 0 noch C = 0
nach sich ziehen.

Soll nun das hyperelliptische Integral sich auf rein logarithmische
Glieder reduciren, so muss nach einem bekannten Abelschen Satze
die Identitit stattfinden:

‘I z)dr o + B VR (2
m = 2/1, ]Og a—'-———i i V_I%) = 2 Al log “P,

Es ist dann:
I
(13) Fz) = VR DA MY

Man kann aber zeigen, wie dies Herr Liouville gelegentlich
einer anderen Untersuchung ausgefiithrt hat,**) dass der Ausdruck:
Yy
VEE) .
sich auf die Form:
PM— M

NP
bringen lisst, in welcher simmtliche Zeichen P, M, N ganze Polynome,
P, M’ ihre entsprechenden Derivirten bedeuten, N prim zu P ist und
ohne Rest in den Z#hler aufgeht, so dass der Nenner desselben nur
einfache Wurzelfactoren besitzt. Demnach ist der Ausdruck rechts in
(18) gleich dem Quotienten zweier ganzer Polynome

U
F) =y
wo ¥V nur einfache Wurzelfactoren hat. Es kann also in dem Falle,

*) 08 wird fiir fy =0 fo == 0 gleich — I (pd*9)? 3.
*f) Liouville sur les transcendantes elliptiques de premiére et de seconde
espéce. Journ, de I'Ecole polytechnique Cahier XXIII, p. 65.
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wo das hyperelliptische Integral auf algebraisch logarithmisehe Functionen
sich reducirt, der logarithmische Theil nur danm versclwinden, wenn die
Wurzelfactoren des Nenners von F'(2) simmitlich einfach sind, d. h. F
wur in der ersten Ordnung unendlich wird.

Wir uutersuchen jetzt, inwieweit diese Bedingung hinreichend
ist. In der That verschwinden schon alle fi2, I/, k7, soweit sie nicht
zu Verzweigungspunkten von VB gehboren. Aber das Verschwinden
der Ir, d. h. der 1,7 ist nach Herrn Kdnigsberger nothwendig®).
Wir nehmen daher an, dass wenn Verzweigungspunkte erster Classe
vorhanden sind, dieselbeu keinen Einfluss haben, oder was im Interesse
der geometrischen Auffassung besonders einfach ist, dass sie nicht
vorhanden sind.

Dann verschwinden die f;z, [,k tiberhaupt. Auch [,z verschwin-
det, denn der Grad von I'(z) ist ersichtlich kleiner als 2p, weil dic
Bedingung:

n—6—r<2n—22r —6
auf » > r fiihrt, was selbstverstéindlich stattfindet.

Zweitens verschwinden auch die [y, weil:

w—6—r < n—r—3.

Nur die %,” werden im Allgemeinen nicht fortfallen. Sie liefern dann
die weiteren Bedingungen, welche von Herrn Konigsberger expli-
cite angegeben sind*¥).

Man kann daher, von ganz speciellen Féllen abgesehen, sagen:

Wenn auf eimer rationalen Linienfliche, dic einem linearen Com-
plexe angehirt, singuldre Erzeugende von hioherer wungerader Multipli-
citiit als der ersten wicht vorhanden sind, wewn dic von gerader hochstens
doppelt und so zdhlen, dass fiy sie A nur lochstens im vierten Grade
versclwindet, wenn ferner die weiteren Erzeugenden, fiir welche die beiden
vierpunktigen Tangenten der Fliche susammenfallen, dberall einfach
ziihlen, wenn endlich jene Konigsberger'schen Gleichungen erfiillt sind,
so sind sémmiliche Haupttangentencurven algebraisch.

Wir heben noch einen besonders einfachen Fall hervor. Auch die
k, werden verschwinden, wenn F'(z) #cht gebrochen ist; d. h. wenn:

n—6—r<0,r>n—=6

ist. Der Fall » — 2 = » ist schon oben besprochen. Fiir die Linien-
fliichen vierter und fiinfter Ordnung reducirt sich also unter den obigen
Voraussetzungen das Integral § auf eine Summe von Integralen dritter
Gattung. Im Allgemeinen wird dies aber nur dann stattfinden, wenn
unter den singuliren Erzeugenden sich nicht mindestens » — 5 doppelt

*) Math, Ann. X[, p. 135,
#*) Math, Ann. XL, p. 185.
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zihlende befinden. Dann reduciren sich die Konigsbergerschen
Gleichungen aber auf:*)

Zmidﬂ,ao i=1,2...p

277;@03; p—1 =
Siar—

gesetzt wird, oder, da die Determinante der @, niclt verschwindet,
anf:

wenn noch:

mZ—"-“-O '2'-"‘—.1...17.

Die vorigen Betrachtungen gelten inshesondere, wenn » = n — 3, d. h.
wenn nur zwei einfach zihlende singulire Erzeugende, alle iibrigen m
gerader Multiplicitit 2 vorbanden sind. In diesem Falle lisst sich
aber das Integral Y direct betrachten. Ist nimlich tberhaupt »=mn—3
und sind die Wurzelfactoren des Nenners der (icht gebrochenen)
Function F'(z) simmtlich einfach, so zerfillt § durch Partialbruchzer-
legung ohne Weiteres in eine Summe logarithmischer Glieder,

Die algebraische Houpttangentencurve der Fliche*™) ist zugleich vom
Geschlechte Null, wenn r = n — 3.

Man hat daher folgenden Satz:

Wenn auf ciner rationalen Linienfliche we Ovdnung, die einem
linearen Complexe angehirt, 4(n — 3) getrennte Erzeugende vorhandén
sind, die von der Curve vierpunktiger Berithrung beriihrt werden, wenn
ferner n — 3 doppelte singulire Erzeugende vorhanden sind, welche
zugleich fiir diese Curve in dem oben beschricbenen Sinne vierfach zihlen,
so sind alle Haupttangentencurven algebraisch.

Das letstere findet auch dann statt, wewn wur doppelie singuldre
Lrzeugende dieser Art vorhanden sind, und wenn ausserdem wnoch
4(n — 4) getrennte Erzeugende von der Curve vierpunkiiger Beriilrung
beriihrt weyden. ¥¥¥)

Die vorhergehenden Betrachtungen finden zunichst auf alle ratio-

*) Kénigsberger a. a. O.

#*) Vgl meine Arbeit Math. Ann. VII, p. 107. Die algebraische Haupt-
tangentencurve entsteht in (10) fiir w==— 1, d. h, wenn man der Integrations-
constanten einen unendlich grossen Werth ertheilt,

#+#) Der Satz ist im Interesse eines geometrisch anschaulichen Resultates in
einer specielleren Form ausgesprochen, als die vorigen Betrachtungen verlangen.
Nothwendig ist nur, dass der irreducibele Nenner von F' in einfache Factoren

zerfallt.
Mathematische Annalen. XII, 32
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nalen Linienflichen vierter Ordnung Anwendung, da diese immer
einem linearen Complexe angehiren. *) (Die meh‘n rationalen Fldchen
dieser Art enthalten tberdies nur algebraische Haupttangentencurven.)
Die Integration wird hier durch den Umstand noch besonders einfach,
dass die Determinante A” eine Constante ist,**) doch unterlassen Wir,
dieses Beispiel im Speciellen hier weiter auszufithren, da die Gruppirung
simmtlicher Fille eine Reihe von zwar an sich sehr einfachen aber
doch umfangreichen Rechnungen erfordern wiirde.

§ 3.
Specielle Fille.

Die Umformungen des § 2. werden ungiiltig fiir den Fall, dass
die Fliche einem speciellen linearen Complexe angehdrt, d. h. dass
Z#? verschwindet. Es erhellt unmittelbar, dass tiberhaupt nur in dem
Falle, wo die z; Constanten proportlonal sind, iberall X2 = O sein
kann. Ebenso verlieren die bisher benutzten Gleichungen ihre Be-
deutung, wenn A = 0 sein sollte. Wir werden diese Fille daher nock
gesondert zn betrachten haben.

Gehort die Fliche #berhaupt einem linearen Complexe an, so
muss die sechsreihige Determinante:

[ dp d?g d®¢ d'yg d”cp]

ar di? da dit did

verschwinden. Ihre fiinfreihigen Unterdeterminanten sind dann Con-
stanten proportional, den Coefficienten jenes linearen Complexes. Der-
selbe ist ein specieller, wenn auch dic Determinanie A" verschwindet.
Bezeichnet man eine Reihe von Unterdeterminanten der letzteren durch:

boyy byy kyy kys By,
so lisst sich zeigen, dass die Coordinaten :

ey Po; die;
‘~k1(p,+h2 dl +]"3 anz + &, an + &, rr

gerade denen des genannten Complexes proportional sein miissen. Man

hat daher die Identitit:

ao; do, dfo;
@) Ma; = k@i + ko g7 + kot 4 an ks g

*) Math. Ann. VIII. p. 134. Ein hiermit verwandter Satz ist, wie ich jetzt
bemerke, wohl schon etwas friiher als von mir, von Herrn Tognoli ausgesprochen
worden. Vgl. Alcune considerazione sulla geometria delle superficie e curve
gobbe di genere zero. Battaglini, Giornale XI, 181,

** Hierin liegt zugleich die Berechtigung, C als im Allgemeinen mit H nicht
verschwindend vorauszusetzen, ausgedriickt. Uebrigens kann man sich an den
im nichsten § fir A", A" gegebenen Werthen iiberzeugen, dass C auch dann
noch nicht verschwindet, wenn 7 ==n — 3 W 8. w. ist.,
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WO
kr) ==
ond

(2) M 2 ay! = O Z(g/i” ngf) .

In diesem lalle kann man y;’ = @; setzen. Die Differentialgleichung
I, 10 wird dann:

w 2"‘;6}"5” + dpXa;y,” . 5 M _ 55
@ CEEEERE s R <o,
(p 2oy; ) A
oder, wenn p Xe;p = x gesetzt wird:
) 4 —idd K?/« MyR .
w 2 A 2

Auch hier wird durch den Nenner A” keine Irrationalitiit eingefiihrt,
weil A selbst als Quadrat eines rationalen Ausdruckes dargestellt wer-
den kann.*) Sollen die Haupttangentencurven algebraisch werden, so
muss demnach die Integration nach 1 rechterhand lediglich auf alge-
braische Functionen fihren.**) Aus den Gleichungen (4) und § II, 10
ergiebt sich der allgemeinere Satz: .

Auf den rationalen Regelfldchen, welche einem linearen allgemeinen
oder speciellen Complex angehiren , lassen sich die Hauptiangentencurven
immer durch Gleichungen bestimmen, welche wnur logarithmische und
algebraische Punctionen enthalien, sobald wicht mehy als zwei singulire
Erzeugende von ungerader Multiplicitit vorhanden sind.***)

Wenn die rationale Fliche vierter Ordnung durch die Gleichungen:

00 = a; + ik + ;A + d; A3 4 ¢t = ¢,
dargestellt ist, in denen die Coefficienten a, b, ¢, d, ¢ den Gleichungen:
(@) =0 @)=0(@)=0 (=0,
(ab)=0 (ac)==0 (de) = 0 (ce) =0,
(ad)+ (be) =0 (be) + (c¢d) =0,
2(ac) 4 (%) + 2(bd) = 0F)

#) Vgl. Math. Aan. VIL p. 107.

#%) Auch hierfiir hat Herr Konigsberger die erforderlichen Kriterien an-
gegeben, doch ergeben sich, da der Nenner von Fim Allgemeinen in der dritten
Ordnung iberall verschwindet, nicht ohne Weiteres geometrisch anschauliche
Kennzeichen.

##+) Fine gewohnliche singulére Erzeugende wird von #n—3 anderen Erzeugens
den getroffen, wihrend eine doppelte nur von #n—4 anderen geschnitten wird. Eine
Gerade, welche in der singuliren Tangentialebene durch den singuliiren Punké
geht, osculirt im ersteren Falle, beriihrt dagegen vierpunktig, wenn die singu-
lire Erzeugende doppelt ist.

4) Zur Abkiirzung ist Xa;b; = (ab) gesetzt.

32*
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gentigen miissen, so wird dieselbe einem speciellen linearen Complexe
angehdren, wenn das Product:
(ba) [(bd) (ae) — (ad) (be)] [2(ad)(be) + (¢*) ae]
verschwindet. *)
Die Coordinaten desselben sind:
(6) g =lkya; + kybi + by + by di 4 Fy e
WOo:
k = (cd?, k, = (ae)(cd), ky = (ad) (be) — (bd) (ac), k, = (ae)(be),
kg = (be) (cd)
Ferner ist:
@) & =—1[2(ad) + [4(a0) + BD] L + 200 47

und:
0 0 0 (ad) (ae) At

0 0 (be) (bd) (be) —423

0 (be) (& (cd) (ce) 62°
(ad) (Ab) (ed) O O —44
(ae) (be) O O O 1
A —423 642 —42 1 0.
©) — A = [ky — 4k, A+ 6k, 4% — 4K, 2% 4 kA1) = P2.
Endlich sind die Coordinaten der vierpunktig beriihrenden Tangente
9" dargestellt durch:
(v a) =4, (7"”1)) = —4413, (7”6) = 6}"27 (7”07) = — 44, (7’”6) =1
(%) =0.

wonach :

) , P,
> (?f 774‘) =24.
und die Gleichung (4) wird:
d 5 arya

(10) =2 24/%/;-

Die vorigen Methoden sind génzlich unanwendbar, wenn die vier-
reihige Determinante A verschwindet. Aber man kann zeigen, dass in
diesem Falle die Fldche immer zwei unendlich nahe Leitgeraden und

demgemdiss lauter algebraische Haupttangentencurven besitat, welche durch
blosse Elimination bestimmt werden kinnen.**)

* Vgl. Math, Ann, VIIL 127—130,

*) In meiner Arbeit (Math. Ann. VIII, p. 91) ist die Invariante A fiir den
allgemeinsten Fall einer windschiefen Fliche dargestellt, aber ich hatte damals
die Bedeutung von A == 0 noch nicht vollstindig erkannt.
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Bezeichnen wir durch %,,%,,%,, %, Zahlen, welche den Unter-
determinanten von A proportional sind, so gelten die folgenden Iden-
titaten:

J do; do
7”12"" + % 29” a ks 2% awth 2"" ="
do; @y, Ao, do;
7”2% ‘H"Z( )*‘“7" 2 e D =0
@ wl QUL AR g, d' g,
7~»2% ar TE 201 e +}"3Z(d12> i aw =Y

o, dPo,do, Ao, d? g, dp\?
k 2¢‘W+L 221? o Th Zdlﬁ qiE +7“12(‘dm) =0.
Eine Gerade, welche 4 consecutive Erzeugende schneidet, hat daher

zu Coordinaten:
d o, A2, Ao,
Yo =kyp:i + &, }l—f + &y st ky mf .

. d"}’,’ . . . .
Um zu zelgen, dass auch Xy, -7 = 0 ist, differentiire man die lden-

titdten (11), multiplicire die so entstandenen 4 Gleichungen mit den k,,
ky, Ky, &, und addire sie, so entsteht:

2k, ZJ* T =0

Wofern &, also nicht auch Null ist*), folgt 3y dzq‘)L““O d. h. die

Gerade y trifft finf consecutive Erzeugende. Folglich sind die y Con-
stanten proportional, so dass:

a*p; &,
(13) N"—kﬂ’z'f"kzd +73 d},21+k47[ﬁ'

Die Gerade a ist eine Leitgerade der Fliche, Andererseits ist
aber A = 0 die Bedingung fiir die Coincidenz der beiden vierpunktigen
Tangenten , die zu einer Erzeugenden gehoren, und wir zeigen jetat,
dass die Fliche noch einem zweiten linearen Complexe angehdrt, der
wmit ¢ in Involution liegt.

Sei ndmlich y ein linearer Complex, welcher die vier consecutiven
Erzeugenden enthilt, also:

Sri=0 S0 S =0 Sp 2o

so ist mach (13) 27"“" == 0,

Betrachtet man einen der analogen Complexe p 4 dy, welcher sich
auf das benachbarte System von vier consecutiven Erzeugenden bezieht,

so ist: i
Slasn=0 D(ongm+nGr)=o.

*) Ly ist gleich A, ky=0 wiirde also die Fliche als Developpabele charakterisiren.
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Die Determinante:

do d*p déop
(67’ Y9 gy T dzs)

muss also verschwinden. Aber das Quadrat derselben ist gleich

Hieraus folgt, weil A" und Xy nicht verschwinden:

a4
2 Vi d;jz =0
d. h. jeder lineare Complex, welcher vier consecutive Erzeugende ent-
hilt, enthilt auch noch eine finfte: d. h. die y sind ebenfalls Con-
stanten proportional.
In der That kann man auch leicht noch zeigen, dass die sdmmi-
lichen Unterdeterminanten nach ¢ der Determinante:

dog dg &g d'g
(14) [‘7’ 7T Tk b an 9]

verschwinden. Denn nach (13) ist:
aN do; o, Po; d'o;
(15) U=k g thagr+hgm thgy
dky, | V9 dk, | P9 dks B qk,
togpgtamatamatawa

Die Determinante:
do I*e &y
(q’ 71 a5 9)
verschwindet aber identisch, weil sie gleich (@) )/— A ist. Aus ihr
entsteht die Determinante (14), wenn man an Stelle der a; ihre Werthe
aus (15) eintrigt. Wir kommen also auch hier zu dem Schlusse, dass
ein Biischel linearer Complexe existirt, welche fiinf consecutive Er-
zeugende enthalten. Jenes Biischel wiirde, wenn nur die Determinante
(14) verschwindet, zwei getrennte Directricen haben, da aber im vor-

liegenden Falle auch A selbst verschwindet, miissen dieselben zusam-
menfallen; d. h. die Fliche enthilt zwei unendlich nahe Leitgerade.

Darmstadt im Juni 1877.




