C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Mathematische Annalen

Ort: Leipzig

Jahr: 1877

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Werk Id: PPN235181684_0012

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN235181684_0012

LOG Id: LOG_0031
LOG Titel: Weitere Untersuchungen Uber das lkosaéder
LOG Typ: article

Ubergeordnetes Werk

Werk Id: PPN235181684
PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN235181684
OPAC: http://opac.sub.uni-goettingen.de/DB=1/PPN?PPN=235181684

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

Weitere Untersuchungen tiber des Ikosaeder.

Von Ferix Krem in Minchen,

In dem Aufsatze: ,, Ueber binire Formen mit linearen Trans-
formationen in sich selbst,” den ich im neunten Bande dieser Annalen
p- 183—208 verdffentlicht habe, bin ich zu einem merkwiirdigen Zu-
sammenhange gefithrt worden, der zwischen dem Tkosaeder und der
Theorie der Gleichungen fiinften Grades besteht. Indem ich die letztere
benutzte, gelang es mir, die Gleichung zwdlften Grades, welche in
dem dort erliuterten Sinne ein Ikosaeder vorstellt, in quadratische
Factoren zu spalten und also zu losen. Bemerkenswerth musste schon
damals die Leichtigkeit erscheinen, mit der es gelang, gewisse in der
Theorie der Gleichungen fiinften Grades auftretende Resolventen
sechsten und fiinften Grades abzuleiten und in ihrem Zusammenhange
zu erkennen. Aber ich bin erst durch Gordan, mit dem ich diese
Gegenstiinde ausfthrlich besprach, veranlasst worden, die Frage um-
zukehren und zu versuchen, geradesu die Theorie der Gleichungen fiinf-
ten Grades aus der Detrachiung des ITkosacders abzuleiten. In der That
gelang es mir — im steten Verkehre mit Gordan — nicht nur simmt-
liche algebraische Sitze und Resultate, welche Kronecker*) und
Brioschi**) in dieser Hinsicht — zum Theil ohne Beweis — publicirt
haben, aus einer Quelle naturgemiss abzuleiten, sondern ihnen auch
neue, und, wie ich glaube, wesentliche Beitrige hinzuzufiigen. Ich

*) Die hier in Betracht kommenden Mittheilungen von Kronecker sind:
Extrait d’une lettre 4 Mr, Hermite, Comptes Rendus 1858, 6. Juni, und: Ueber
die Gleichungen fiinften Grades, Monatsberichte der Berliner Akademie, 1861, ab-
gedruckt in Borchardt’s Journal Bd. 59.

*#) Brioschi’s hierher gehorige Arbeiten sind folgende: Sulle equazioni del
moltiplicatore per la transformazione delle funzioni ellitiche (Annali di Tortolini,
I, 1858, p. 175); Sulla risoluzione dell’ Equazioni di quinto grado (Ebenda p. 256,
826); Sul metodo di Kronecker per la risoluzione delle equazioni di quinto
grado (Atti del Istituto Lombardo, I, 1858, p, 275); Sur diverses équations analogues
aux équations modulaires dans la théorie des fonctions elliptiques (Comptes Ren-
dus. 1858, 2. p. 337); Sulla risolvente di Malfatti per le equazioni del quinto
grado (Annali di Tartolini, V, 1863, p. 233); Sopra alcune nuove relazioni modulari
(Atti della R. Accademia di Napoli, vol. III, 1866); La soluzione pit generale
delle equazioni del quinto grado (Annali di Matematica, ser. II, 4. I, p, 222, 1867);
Sur Péquation du cinquitme degré (Comptes Rendus, 1875, 1.); Sopra una
classe di forme binarie (Annali di Matematica. ser. II, t. VIII, p. 24. (1876)).
Brioschi wird binnen kurzem in diesen Annalen eine zusammenfassende Dar-

stellung seiner Untersuchungen geben.
’
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verffentlichte hieriiber nach einander drei Noten in den Erlanger
Berichten*) (Weitere Untersuchungen iiber das Ikosaeder I, II, III,
November 1876, Januar und Juli 1877), die ich in der gegenwiirtigen
Abhandlung in umgearbeiteter Form reproducire. Ich habe dabei
vorab alles das ausgeschlossen, was auf die Definition der in Betracht
kommenden fundamentalen Irrationalititen durch elliptische Functionen
Bezug hat**) und darum Hermite's Losung der Gleichungen fiinften
Grades**) im Folgenden nur beiliufig erwihnt. Mich zwang dazu
die Fiille des Stoffes und der Wunsch, dem Zusammenhange mit den
elliptischen Functionen noch eine eingehendere Untersuchung zu wid-
men. So besteht das Folgende aus drei Abschnitten. In dem ersten
desselben erldutere ich verschiedene Eigenschaften der Ikosaedergleichung,
die mir von Interesse scheinen. In dem zweiten und dritten Abschnitte
schliesse ich daran zwei Anwendungen. Die erste bezieht sich auf ein
Problem, welches im Wesentlichen identisch ist mit der Losung der-
jenigen Gleichungen sechsten Grades, die ich, einem Vorschlage
Brioschi’s folgend, als Jacobi'sche Gleichungen bezeichne. Die
zweite beschiftigt sich mit den Gleichungen flinften Grades; es gelingt
mir, diejenigen Gleichungen fiinften Grades, bei denen die Summe der
Wurzeln und die Summe der Wurzelquadrate verschwinden, explicite
mit Hilfe einer Tkosaedergleichung zu losen, und dadurch einen neuen
Weg zur Losung der allgemeinen Gleichung fiinften Grades zu finden.

Mit Riicksicht auf diesen letzten Abschnitt muss ich gleich hier
ein Citat zufiigen auf eine Note, welche Gordan nenerdings in den
Erlanger Berichten verdffentlichte (Juli 1877. Ueber die Auflosung
der Gleichungen fiinften Grades) und die ausgefiihrt demniichst in
diesen Annalen erscheinen soll. Einmal hat Gordan ¢inen Theil der
Resultate, welche ich in dem genannten Abschnitte zur Darstellung bringe,
seinerseits gefunden und in geschicktere Form gebracht, andererseits die-
selben in eigenartiger Weise mit der Invariantentheorie gewisser doppelt-
bindrer Formen verkniipft. Ohne hier niher darauf einzugehen will ich
doch das allgemeine Princip bezeichnen, welches sich durch diese ver-
schiedenartigen Arbeiten immer deutlicher herausstellt und das fiir die
Theorie der algebraischen Gleichungen von weitreichender Bedeutung zu
werden scheint, ein Princip, zu dem ich von anderer Seite kommend be-
reits im vierten Bande dieser Annalen gefiihrt worden bin (p. 346—358,

*) Vergl. auch eine Mittheilung von Brioschi an die Accademia dei
Lincei, December 1876.
*¥) Vergl. indess eine Notiz von mir in den Rendiconti des Istituto
Lombardo vom April 1877,
**%) Sur la résolution de I'équation du cinquizme degré; Comptes Rendus
1858, 1. Man vergl. zumal noch die zweite hierher gehorige Arbeit Hermite's:
Sur I'équation du cinquidme degré; Comptes Rendus 1866.
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Ueber eine geometrische Reprisentation der Resolventen algebraischer
Gleichungen). Beim lkosaeder sind die 60 Vertauschungen der Wurzelu,
welche die G alois’sche Gruppe ausmachen, dargestellt durch 60 lineare
Substitutionen, denen eine beliebige der Wurzeln unterworfen wird.
In Kolge dessen stehen beim Ikosaeder die Theorie der Resolventen
und die Theorie der Invarianten in der allerinnigsten Beziehung, und
man kann jede derselben fordern, indem man von der anderen Ge-
brauch macht. Aehnliche Vortheile stellen sich, wiec man zeigen kamn,
jedesmal cin, wenn dic Vertauschungen der Galois'schen Gruppe ersetet
sind durch lineare Substitutioncn einer gewissen Zahl Verdnderlicher.

Diese Art, die Invariantentheorie zu verwerthen, ist verschieden
von der sonst versuchten, statt der Coefficienten einer Gleichung st
Grades von vorneherein die Invarianten der entsprechenden binfiren
Form nt Ordnung einzufithren. In der That scheint das letztere Ver-
fahren im Allgemeinen nicht zweckmissig. Die Gleichungen fiinften
Grades z. B., wie sie im dritten Abschnitte der Untersuchung zu Grunde
gelegt werden, sind in diesem Sinne von den allgemeinen Gleichungen
fiinften Grades nicht verschieden, und doch gestaltet sich ihre Auf-
losung wesentlich leichter als die der allgemeinen.

Abschnitt 1.
Die Ikosaedergleichung,

§ 1.
Das Fundamentalproblem.

Unter einem Jkosaeder schlechthin verstehe ich, wie friiher, eine
gewisse bindire Form zwblfter Ordnung f (7, 7). Das volle System
ihrer Covarianten besteht ans der Hesse'schen H und der Functional-
determinante (f, H) = T, deren Quadrat sich lincar aus /° und H* zu-
sammensetzt. Als Fundamentalproblem mag dann das folgende hin-
gestellt sein: Es sind die numerischen Werthe gegeben, welche [, H, T
fiir gewisse Werthe von wn,, 1, annchmen; man soll qy, 1, berechnen.
Diess ist die allgemeinste Formulirang, an deren Stelle ich fast’ durch-
gingig, wenn nicht das Gegentheil bemerkt wird, eine viel speciellere
setze. Bei derselben ist £ (1, 7,) in einer kanonischen Form gegeben,
also z. B. in derjenigen, welche Schwarz in der dfter zu citivenden
Arbeit*) benutzt und die ich ebenfalls in meinem friiheren Aufsatze

verwandte:
f=mm @'+ Ly, °n,° _”_"7210)'

*) Ueber digjenigen Falle, in welchen die (G aussische hypergeometrische
Reihe eine algebraische Form 1ihres vierten Elementes darstellt. Borchard#ts
Journal, Bd. 75, p. 292—335.



506 F. Kouin.

Man hat dann fiir H, T

122 H = — (,® + 1,%) + 228 (,"%9,"> — 1,59,'%) — 494y, 10p,10
127 = (5,20 +9,%") + 522 (,*° 0,° —1,>9,*°) — 10005 (3,*O, '°4-p, 037, 20)
mit der Relation:

) T? = 12f5 — 124 H3,

Es handelt sich wieder darum, wenn die Zahlenwerthe von f, H, T
gegeben sind (in Ucbercinstimmung selbstverstindlich mit der Bedingung
(1)), n, und m, 2w bestimmen. lIeh werde weiterhin zeigen (§ 5.),
wie sich die allgemeinere Fragestellung auf diese speciellere zuriick-
fiihren lésst.

Als Ikosaedergleichung (im weiteren oder specielleren Sinne) be-
zeichne ich dann diejenige Gleichung sechzigsten Grades, vou der das

Verhdltniss n = g‘ abhéingt. Geht man von der kanonischen Darstel-
2

lung aus, so lautet sie einfach

3 ("717 72) .
olm,m) Const. ’
oder, wie ich gewohnlich schreibe:
o (s M) .
@) 1728 Psm) X.

Dabei nenne ich X den Parameter der Ikosaedergleichung. — In dem
allgemeineren Falle hat man linker Hand nur einen invarianten Factor
zuzusetzen, um Homogeneitit in den Coefficienten herzustellen. Ver-
steht man unter B die in meiner fritheren Arbeit (p. 198) definirte
Invariante, so hat man:

; — 5144 - H3(ny, ny)

(22) B Sl

Man sieht: der Unterschied zwischen dem Fundamentalproblem und
der lkosaedergleichung ist dieser: bei dem ersteren handelt es sich um
elne Frage aus der biniren Formentheorie, bei der letzteren um eine
Gleichiing mit einer Unbekannten. Es ist vortheilhaft, zwischen diesen
Fragestellungen zu wechseln. Die Ikosaedergleichung gewiihrt im All-
gemeinen zur ersten Orientirung die bessere Uebersicht; aber gewisse
tiefer liegende Fragen lassen sich nur mit Hilfe der binfiren Auffassung
erledigen. Ganz #hnlich ist es bei den Untersuchungen iiber lineare
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit algebraischen Integralen,

die ich neuerdings in diesen Annalen verdffentlichte (XI, p. 115,
XII, p. 167).
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§ 2.
Die zur Ikosaedergleichung gehdrigen linearen Substitutionen.
Die Haupteigenschaft der Ikosaedergleichung (2) resp. (2a) ist die,
dass alle 60 Wurseln 7 =12 sich aus einer beliebigen Wurzel durch
N2

lineare Substitutionen ableiten lassen, welche von X unabhingig sind.
Um dieses System linearer Substitutionen im Falle der kanonischen
Form aufzustellen, beachte man, dass die Wurzeln von f = 0:

0,00, (s &t ¢, (&2 + &3) & [e = cos 2?” -+ ¢ sin 2675]

durch die Substitutionen in der Weise unter einander vertauscht wer-
den miissen, dass die zusammengehorigen Wurzeln
0 und co
(¢ + &Y & and (& 4 &) & .
zusammengehorig bleiben. Auf diese Weise findet man die 60 Sub-
stitutionen

(&) 7 =¢en,
B oq=—2,
(3) () " ("7+ RPN (y"”=0s 1’2; 3, 4)
v & & 8_
(©) m=¢ n—& (e + &)
f n—s"(s-l—sﬂ
@ K eﬂ(s+s‘)n+8”

die ich kurz als die 60 Ikosaedersubstitutionen bezeichne*®). Eine der-
selben (4 =) hat die Periode 1; 15 haben die Periode 2, némlich
die (b), und diejenigen (c), und (d), bei denen y = v; 20 haben die
Periode 3: diejenigen (c), fiir welche p=v» -+ 2, und die (d), bei
denen g = v -+ 1; die 24 iibrigen endlich haben die Periode 5; es
sind die (a), bei denen v =1, 2, 3, 4, die (c), bei denen g = 1/—!— 1
und die (d), bei denen p = v 4 2 Man controlirt diese Angabe aweck-
miissig durch Berechnung der bei den einzelnen Substitutionen un-
geiindert bleibenden Werthe von 7.

Legt man f, H, T in nicht kanonischer Form zu Grunde, so treten
an Stelle der Substitutionen (3) in leicht verstindlicher Weise solche,
die.sich darstellen lassen, wenn man in (3) statt 4 und % bez. schreibt

ay +8  an-+8
yn 40’ yn+98
wo a:f:p:0 geeignet-zu wihlen sind.

*) Vergl, die Darstellung bei Gordan, diese Annalen XII, p. 45, 48.
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§ 3.
Die Gruppe der 120 bindiren Substitutionen.

’

Schreibt man in (3) statt 5 :—;—;, statt o z; und sondert Zihler
und Nenner in der Art, dass die entstehenden binfiren Substitutionen
die Determinante - 1 haben, so entstehen folgende Formeln, in decnen
das Vorzeichen nothwendig willkiivlich ist, so dass sie eine Gruppe von
120 Dindiren linearen Substitutionen vorstellen. Es werden »,/, 7, bez.
gleich:

ﬁ:ez n, e 2’72
Fetagy, +e o
4 " X r A i
® +§f§<s+s% ?h‘i“Ez ) _{_i,z(s 2”’11"<5+94)827L2)
S &% — &3 - R S ’
By 2 id _k "' r
q:‘??(*’ 2711"‘(5“*‘8‘)92"?2) __I__S 2(@‘["«‘-‘)} m+8 ’72)
2 g3 ) oz 2 g3

Aus der Gruppe von 60 Substitutionen der einen Veriinderlichen 5 wird
also eine doppelt so zahlreiche Gruppe biniirer Substitutionen. Durch
dieselben gehen iibrigens, wie man von vorneherein einsehen kann,
fy, H, T auch dem Vorzeichen nach in sich iiber.

Verzichtet man darauf, dass die Substitutionsderminante — -1
sein soll, sondern setzt sie nur (damit die Gruppe iiberhaupt aus einer
endlichen Anzahl von Substitutionen bestehe) einer Einheitswurzel

gleich: /T, so wird die Gesammtzahl der Substitutionen 120 », indem

n, und %, mit einer beliebigen Potenz von 21"/ 1 simultan behaftet wer-
den konnen. Es ist dies eine sehr selbstverstindliche Bemerkung, die
ich hier nur anfithre, um das Verhallen der weiterhin zu gebrauchen-
den hypergeometrischea Reihen zu erkliren. Bei ihnen ist » = 6, 3,
und #,” kénnen immer simultan um zwolfte Einheitswurzeln geiindert
werden. Dabei bleibt f/ ungefindert, aber nicht H und 7, sondern erst
H3 und 72,

Die Schlussbemerkung des vorigen Paragraphen findet natiirlich
auch hier Anwendung; man hat nur noch die Bedmgung 0d—fy =1
zuzuftigen.

8§ 4.
Charakterisirung der Ikosaedergleichung.

Nach den Untersuchungen, welche ich im neuuten Annalenbande
ausfilhrte und die Gordan neuerdings auf dem Wege der Rechunung
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bestéit.igte *) (Bd. XII. p. 28—46), giebt es nur dreierle; Gruppen linearer
Sl.lbstftutionen einer Veranderlichen, welche 60 Substitutionen umfassen.,
Qle eine derselben ist die Jkosaedergruppe, wie sie durch (3) in kano-
nischer Form dargestellt ist. Die zweite gehort dem Kreistheilungs-
typus an und kann in kanonischer Form geschrieben werden:

T « . : :
WO & = cos = 4 i sin },7{; , die dritte dem Doppelpyramidentypus; sie

T .. T . .
kann, 8 = cos 15 ~F 7 sin ;; gesetst, in kanonischer Form folgender-

massen dargestellt werden :

7, Bn, B¥,
_1r B _ B
n’ 7’ n '

Unter diesen dreierlei Gruppen ist dieIkosaedergruppe durch mannig-
fache Kennzeichen zn charakterisiven. Das einfachste und von mir
spiter verwandte ist dieses: Die Ikosacdergruppe enthilt im Gegen-
satze zu den beiden anderen keine Substitution, deren Periode grisser
als S ¢st. :

In Folge dessen kann man den allgemeinen Satz aussprechen:
Wenn cine Griosse n durch eine Gleichung 60t Grades von gegebenen
Grissen a, b, ¢, - - - i der Weise abhingt, dass sich jeder Werth von
n aus einem belichigen der 60 Werthe durch Uneare Substitution mit
nwmerischen Coéfficienten ergicbt, wenn ferner keine dicser Substitutionen
eine Periode > D besitzt, so hingt n von einer Ikosacdergleichuny ab:

. 3
”:571%%%@:‘1)(“7 by, )™,
wo die Colfficienten von [, H numerisch sind.

Fithrt man dann statt % durch geeignete lineare Substitution ein
neues % ein, so erhilt man in kanonischer Form:

3
1728 Ifﬁ(gs) —®(a, b, e, )

Der hiermit ausgesprochene Satz wird weiterhin die allerwesent-
lichste Rolle spielen. In den Fillen, in denen er zur Anwendung kommt,
ist die Wahl eines kanonischen 3 durch die Bedingungen der Aufgabe
jedesmal von vorneherein ermdglicht, so dass eine Reductipn d.er all- .
gemeineren Ikosaedergleichung auf die kanonische, wie sie nun
gelehrt werden soll, nicht noch nothwendig ist. Aber die folgende
Auseinandersetzung muss hier ihre Stelle finden, damit der Zusammen-

*) Vergl. auch Camille Jordan in den Comptes Rendus. 1877.

R L), H (01, 7o) |
*#*) Wenn 77.—:%;—, so schreibe ich kumtlg—/—.o—(;ﬁ— statt 72 (11> 1)
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hang deutlich sei, welcher zwischen der Darstellung in meiner vorigen
Arbeit (Annalen IX) und der nun eingehaltenen besteht.

§ 5.

Die allgemeine Ikosaedergleichung ist mit zwei kanonischen dquivalent.

Um die allgemeinerc ITkosaedergleichung (die ich durch Indices
bez. Accente auszeichnen will):

"5 144 H (711: "72)
(5) B f*(n/, 772) =X
auf die kanonische
(4, m9)
(6) 1728 (s m2) X

zurtickzufithren, muss man, wie bereits bemerkt, statt 331 !, eine geeignete
any + By ;

PR
stimmung von «, §, y, ) verlangt, wie ich jetzt zeigen werde, eben
wieder die Auflésung einer kanonischen Ikosaedergleichung.

Um n#mlich die Substitution zu finden, welche (9) in (6) liber-
fithrt, hat man nur diejenigen drei Werthe @, b, ¢ von 7 zu suchen,
welche drei beliebig angenommenen Werthen o, ', ¢’ von n vermoge
der Substitution entsprechen. Nun ist aber die linke Seite von (5) —
wenn der Ausdruck gestattet ist — eine absolute Covariante, die sich
bei linearer Substitution nicht &ndert. Daher hat man zur Bestimmung
von a, b, ¢ die Gleichungen:

lineare Combination als neue Unbekannte einfiihren. Die Be-

H(@) _ 514 H), HD) _ 54 HRE),
1728 ) = — P 118 ) = = “immay
Hiye) 514 HP(C)
1128 %ty = — “TB.75(0)

Diese drei Gleichungen sind ,kanonische“ Ikosaedergleichungen. Es
geniigt, eine derselben zu 1osen, da man die drei Werthe o, ¥, ¢
consecutiv nehmen kann und sich dann aus den Wurzeln der einen
Gleichung die zugehorigen Wurzeln der beiden anderen Gleichungen
rational ergeben.

Die allgemeinere Ikosaedergletchung wird also dadwrch gelost, dass
man nach eimander zwei kanowische Ikosacdergleichungen erledigt.

Binen besonderen Fall nun der allgemeineren Gleichungen, der
wieder mit den kanonischen Gleichungen auf derselben Stufe steht,
hatte ich im neunten Annalenbande betrachtet. Es ist der Fall X = oo,
wo also die Gleichung

fi (s ) =0
zur Losung vorgelegt ist. Da die specielle Gleichung
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g, 1) =0
gelost ist (siehe oben § 2.), so verlangt das damals gestellte Problem
im Sinne der hier gebrauchten Ausdrucksweise nur die Lisung einer
kanonischen Ikosaedergleichung. Hierin ist die Uebereinstimmung be-
griindet, welche zwischen den weiterhin abzuleitenden Eigenschaften
der (kanonischen) Ikosaedergleichung und den damals gewonnenen Re-
sultaten besteht.

§ 6.
Gruppe der Ikosaedergleichung. Conforme Abbildung.

Man kann jede Function der Wurzeln der Tkosaedergleichung ver-
mbge der Kormeln (3) als Function einer einzelnen Wurzel darstellen.
Substituirt man nun fiir diese eine Wurzel eben wieder vermoge der
Formeln (3) der Reihe nach jede andere und indert sich dabei der
Werth der Function nicht, so ist sie offenbar rational. Daher: Die
Galois’sche Gruppe der Tkosaedergleichung besteht aus 60 Permutationen.
Man erhilt dieselbe, wenn man die 60 Wurzeln als Functionen von
einer unter ihmen auffasst wnd auf diese eine die Substitutionen (3) an-
wendet. Die Structur dieser Gruppe lisst sich, wie ich auch Annalen IX,
p. 208 angab, am besten folgendermassen charakterisiren. Es giebt,
wie weiterhin noch ausfiihrlich zu erliutern ist, fiinfwerthige Functionen
von 5, welche bei jeder der 60 Substitutionen (3) eine Permutation
erfahren. Nun lisst sich aus den 120 Vertauschungen von finf Dingen
nur eine Gruppe von 60 zusammensetzen, das ist die Geesammtheit der
geraden Vertauschungen, Ihr also entspricht die hier vorliegende
Gruppe der Ikosaedergleichung.

Aeusserst anschaulich werden die Beziehungen zwischen den Wur-
zeln durch die conforme Abbildung, welche Schwarz L. c. angiebt.
Durch die Symmetrie-Ebenen des Tkosaeders wird die %-Kugel in 120
abwechselnd congruente und symmetrische Dreiecke mit den Ecken-

winkeln ., 2, 2 zerlegt.  Die 60 Droiecke der einen Art sind dann

das Bild der positiven, die 60 Dreiccke der anderen Art das DBild dev

negativen Halbebene X. Die Ecken %, %, %
Die 60 Wurzeln einer Ikosaedergleickung sind immer durch 60 homo-
loge Punkte zusammengehoriger Dreiecke vorgestellt. Die Permuta-
tionen der Wurzeln, welche die Galois’sche Gruppe bilden, werden
durch die 60 Drebungen erzeugt, welche das Ikosaeder mit sich zur

Deckung bringen.

entsprechen X=0,00,1.%)

*) Beildufig sei bemerkt: Aus dieser Abbildung gehen Sitze wie folgende
hevvor: Fuir jedes X kanm mam die 60 Wurzeln n von vorneherein separiren, fir
reelles X sind immer 4 und nwur 4 Wurseln n reell,
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§ 7.

Losung der Ikosaedergleichung resp. unseres Fundamentalproblem’s
durch hypergeometrische Reihen. *)

Der citirten Abhandlung von Schwarz kann man ferner unmittel-
bar entnehmen, dass sich die lkosaedergleichung resp. unser Funda-
mentalproblem durch hypergeometrisclie Reihen losen lisst. #*)  Dies
lisst sich auf verschiedenartige Weise bewerkstelligen (vgl. § 9.), am

einfachsten in der Weise, dass man 5 = %‘ gleich setat dem Quotienten
2

zweier geeigneter Particularlosungen der hypergeometrischen Differen-
tialgleichung :
y_ (e4B+1)X  dy o B
de’*“ XI-X  ax " Xi-x' Y
wo X den Parameter der Ikosaedergleichung selbst bedeutet und die
Ausdriicke (1 — p)?, (¢ — ﬁ)Q, (y — o — f3)? in irgend einer Reihen-
1

9 ? agp? h
selbst mit #,, 7, bezeichnen; sie siud zuniichst, wie selbstverstind-
lich, nur bis auf einen gemeinsamen constanten Factor bestimmt.
Ferner wiihle ich:

folge gleich zu setzen sind - 4+ Tch will diese Particularldsungen

1 1 1
1—“7::5 “——ﬁ=577}“a_5=2
und also:
i1 1
M & = &5 ﬂz"‘e‘b‘a y=3-
Dann folgt durch Differentiation der Gleichung:

H3(n)
1728 T = X

fir n = gi, und durch Anwendung des bekannten Satzes:
2
Nty —my'ny =C- X771 — X)yﬁa‘ﬂ_l
das einfache Resultat:

v

== * "'"z?':‘?, 5 == . _‘-,1;
© TS T )
und also
fQn, m) =e'%
wo o einen constanten Factor bedeutet. **¥)

*) Die Entwwkelungen der § 7., 8., 9. stehen mit den nbngen Betrachtungen
des Textes nur in losem Zusammenhange In § 10. nebme ich die algebraische
Untersuchung wieder auf.

**) Die gleiche Bemerkung macht Brioschi, Annali di Matematica, II, 8,1, ¢.

*#*) Vergl, Annalen'XII, p. 178.
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Handelt es sich jetzt um Auflosung des in § 1. aufgestellten Fun-
damentalproblems, so verfahre man folgendermassen. Man berechne
zuniichst die Grosse

H3(n)
X = 1728 Fn)?
und dann aus ihr die sogleich noch niher zu bezeichnenden hyper-
geometrischen #,, #,, wobeli man @ so wihlen muss, dass es gleich
ist der zwolften Wurzel aus dem vorgegebenen Werthe von f. Hier-
durch sind 7%,, 7, bis auf zwoOlfte Hinheitswurzeln bestimmt; diese
letzteren gewinnt man, soweit sie fiberhaupt bestimmbar sind (nimlich

bis auf’s Vorzeichen) durch Vergleich der vorgegebenen Werthe von
H und 7.

In den Formeln, die ich nun aufstellen werde, ist ¢ der Ein-
fachheit wegen gleich 1 gesetzt; man hat also die mitzutheilenden

Werthe von #, ,3, im einzelnen Falle mit 3#(3,, #,) zu multipliciren.
Aus den Formeln (8) geht hervor, dass %,, %,, wenn sich X in der
complexen Kbene bewegt, ein System von 720 bindren linearen Sub-
stitutionen erfahren, wie es § 3. zu Schluss angegeben wurde.

g 8.

Bestimmung der Particularlosungen #,, %,.

Da sich alle in Betracht kommenden Werthe von 7,, 3, aus einem
Werthepaare durch die 120 bin#iren
Ikosaedersubstitutionen (4) ergeben,
so gentigt es, ein Paar %,, 5, zu
berechnen, undich benutze die soeben
genannte conforme Abbildung zur
Berechnung dieses Paares. Um den
Unendlichkeitspunkt der =-Kugel
schaaren sich fiinf der oben bezeich-
neten 60 Dreiecke, welche die Bilder
der positiven Halbebene X sind;
sie sind in der Figur, weleche die
Umgebung des Punktes § ==o00 sche-
matisch darstellen soll, schraffirt.

Die Richtung des geradlinigen Pfeiles soll die Richtung des durch
den Punkt 7= oo in dem Sinne — oo, 0, + oo hindurchgehenden
Meridians der reellen Zahlen bedeuten. So wihle ich als Bild der
positiven Halbebene X dasjenige schraffirte Dreieck, welches mit dem
Buchstaben 5, bezeichnet ist (und spiter als Bild der negativen Halb-
ebene X das mit dem gleichen Buchstaben bezeichnete, anliegende,

Mathematische Annalen. XIIL 33
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nicht schraffirte Dreieck). Die beiden durch H’ und T bezeichneten
Ecken dieses Dreiecks sind Wurzeln der quadratischen in H, 7' ent-
haltenen Factoren:™)

nQ—%n—1=o

und

g+ (L4 ¥/B) g — &8 =0
und zwar sind sie diejenigen Wurzeln, welche dem positiven Vorzeichen
der auftretenden Quadratwurzel entsprechen. Man findet so:

Ny =1—cs—a’s = 14 2 cos % = 2,9563-.- (oc=cos%”—|—isin?33)

np =8 ((4 &) —ile—&)) =2¢ (coség— sini‘gf)s — 38,5201 - &3,

Lisst man jetzt X in positivem Sinne den Unendlichkeitspunkt (der
X-Ebene) umkreisen, so bewegt sich %, im Sinne des in der Figur bei-
gesetzten (gekriimmten) Pfeiles und verwandelt sich in 7. Dies aber

kommt einer positiven Drehung der 5-Kugel durch 2—:: um den Durch-

messer 0 — oo gleich, d. h.
Der Functionszweig 1, hat die Eigenschaft, wenn X den Unend-
lichkeitspunkt in positivem Simme wmbreist, den Factor ¢ zu crhalten.
Nun giebt es aber von constanten Factoren abgesehen nuar zwei
Integrale der hypergeometrischen Differentialgleichung, welche bei Um-
kreisung des Punktes X = oo in Multipla ihrer selbst iibgehen; es
sind im vorliegenden Falle (unter 2, 4 die constanten Factoren ver-

standen):
1

& 1 2 4 1
A=1x(1—X) ’F(—ga; 0’ B’ T__"'X)’

11 41

11
60 6 1
B=4(1— X) ©.T 60’ 607 57 1___7()7

oder, in anderer Darstellung:

1
60 1 19 4 1
4,=5 X" F(—g5, @ 5 x)

11
-® 1 st 6 1
B—4X - F(i§r &0 50 %)
Setzen wir wieder 7, = gl, so muss bei richtiger Wahl der x, 1 bez.
2
%, A, das 7, mit 4 und 4,, das 7, mit B und B, iibereinstimmen,

weil ’# fiir X — oo selbst co wird. Die Constanten x, 4 berechnen
2

+) Vergl. Aunalen IX, p. 205, 200.
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sich aus den Werthen von 1, bez. 1, und der Forderung, die ich

nun einfithre, dass f (M1, my) gletch Fins sein soll. So findet man ¥)
bis auf zwolfte Einbeitswurzeln :

. .
&1 1
" no=1,13220 1 — )% . (%, B L1y
11
e =025495 (1—X) * Fg, & 8 1)
oder, was auf dasselbe hinauskommt:

1
o . 50 1 19 4 1
) = (1,13074 — 0,059264) X* - F(~ &, 1 L x)
11
7= (021382 4-0,138850) X *.F(i, %, ©, 1)
Von diesen Darstellungen convergirt die erste fiir alle Werthe von X,
filr welche der absolute Betrag [ 1 — X |> 1, die aweite fiir diejenigen,
deren absoluter Betrag | X|> 1. Die sechzigsten Wurzeln sind so zu
nehmen, dass die Amplitnde zwischen 0 und 3 Grad liegt.

Um fiir die hierdurch noch ausgeschlossenen X ebenfalls ecine
Formel zu haben, benutze ich in bekannter Weise andere Integrale
der hypergeometrischen Differentialgleichung**). Ist:

S A
B — g L 1)
so kommt
7y == (0,09072 4 1,731162) F, 4 ( 1,02180 — 1,768954) F,
an { my = (3,32355 — 5,117834) F, - (— 3,01928 - 5,220547) F,,
und diese Darstellung convergirt fiir alle bislang ausgeschlossene X,
diejenigen n#mlich, bei denen gleichzeitig | X | <1 und |1 — X |<1.

Die Formeln (9), (10), (11) definiren die gewiinschion v, , v, fir
Jedes X der positiven Halbcbene.

Um auch Formeln fiir die negative Halbebene zu haben, welche
dem oben bezeichneten nicht schraffirten Dreiecke entsprechen, hat
man (9) unverindert beizubehalten und in (10) und (11) das 4 der con-
stanten Factoren in — ¢ zu verwandeln.

-

*) Bei diesen Rechnungen sowie bei vielen der im Folgenden ausgefithrten
hat mich Hr. stud. Gierster in dankenswerther Weise unterstitst, Die zahlen-
theoretische Definition der angegebenen Coefficienten werde ich bei der nilchsten
(Felegenheit zufiigen.

*#) Die conforme Abbildung zeigt immer unzweideutig, welche Werthe den
vieldeutigen Wurzelzeichen beizulegen sind. Hierauf ist in den Darstellungen,
welche ich kenne, nicht geniigend Riicksicht genommen.

33%



516 F. Kre,

§ 9.
Anderweitige Liosungen der Ikosaedergleichung.
Neben die hier entwickelte Li‘)sung der lkosaedergleichung stellen
sich unbegrenzt viele andere von #hnlichem Charakter. Schreibt man
nimlich in

1728 L) _ x

PRI
statt X eine rationale Function einer neunen Verinderlichen a:
1728 fi, 7 R,

so kann % wieder (und noch auf unbegrenzt viele Weisen) dargestell
werden als Quotient zweiler Particularlbsungen einer linearen Differen-
tialgleichung, bei der x die unabhiingige Variable ist und die Coeffi-
cienten rational in # sind. Man kann dann R(#) insbesondere so
withlen, dass die Differentialgleichung selbst wieder eine hypergeo-
metrische wird; derartige Werthe von R(z) sind von Brioschi (diese
Aunnalen Bd. XI, p. 410) und von mir (Bd. XII, p. 174) angegeben.
Ich will hier nur den einen Werth von R(z) herausgreifen, der dem
Ralle XIII der von Schwarz*) gegebenen Tabelle entspricht, insofern
ich bei einer spiteren Gelegenheit von diesen Formeln Gebrauch
machen mochte:

1 (@t 1)p
B#) =55~ wi— o

Fiir die entsprechende hypergeometrische Differentialgleichung hat man
(1 —p)?% (e« — B, (p — a« — $)? in irgend einer Anordnuug gleich

1 i6 &
zu setzen also etwa p = 5 &=

2 =
257 2"7 25 107 10
Setzt man wieder y = 777’» und nimmt 5, , u, als Particularlosangen
N2 -

dieser Differentialgleichung, so kommt:

1 1 _l~ 1
R L B (R
N =20" l/f\’)) s M =29 ’[}/f(?ﬂ

und man hat also, fiir p = 1, die Losungen der folgenden Aufgabe
vor sich, die ein besonderer Fall des Fundamentalproblems des § 1. ist:

FOns my) = 2 (1 — 2)%,
(12) H(n,, ) = o + 4z 41,
T(ny, 1,) = a® — 332* — 33z + 1.

Ich unterlasse es hier, die Particularlosungen 7,, 4, explicite anzugeben.

*) p. 323 der citirten Arbeit,
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8 10.
Resolventen niederen Grades.

Wenn man aunf eine ganze homogene Function gerader Orduung
von 7, 1, (und solche will ich allein betrachten) die 120 biniren
Tkosaedersubstitutionen (4) anwendet, so nimmt sie im Allgemeinen
60 Werthe an; sie kann, selbstverstindlicherweise, im besonderen
Falle weniger Werthe erhalten, deren Zahl ein Theiler von 60 ist.

Dann stellt sie, gleich Null gesetzt, eine solche Punktgruppe auf
der n-Kugel dar, welche durch einige der 60 Drechungen, die das lko-
saeder mit sich zur Deckung bringen, ungeindert bleibt. Umgekelnt,
indem man die einfachsten solchen Punktgruppen aufsucht, gewinnt
man die niedrigsten Functionen der gemeinten Art, welche als Wurzela
von Resolventen der Ikosaedergleichung verwandt werden konnen.

Aus den 60 Drehungen, welche das Ikosaeder mit sich zur Deckung
bringen, lassen sich Untergruppen von 2, 3, 5, 4, 6, 10, 12 Substi-
tutionen bilden, von dener die drei ersten dem Kreistheilungstypus,
die folgenden drei dem Doppelpyramidentypus, die letzte dem Tetraeder-
typus angehort. Entsprechend erhilt man Resolventen vom Grade 30,
20, 12, 15, 10, 6, 5. Da es meine vorziigliche Absicht ist, vom
Ikosaeder aus zu den Untersuchungen iiber die Gleichungen fiinften
Grades und {iber die Jacobi’schen Gleichungen sechsten Grades zu
gelangen, so werde ich mich auf die Herleitung einer Resolvente vom
sechsten Grade und verschiedener Resolventen fiinften Grades be-
schrinken.

g 11.
Eine Resolvente vom sechsten Grade.

Eine Resolvente vom sechsten Grade gewinnt man am einfachsten,
wenn man beachtet, dass die Wurzelpunkte von f==0 in 6 Paare
gegeniiberstehender zerfallen. Sei ¢ (1, 7,) = 0 ein solches Punkte-
paar. Durch eine lineare Substitution von der Determinante + 1,
welche @ = 0 ungefindert lisst, geht bekanntlich 4 ¢ in + ¢ oder
— g iiber, je nachdem bei der Substitution die Wurzeln von ¢ =0
einzeln ungeiindert bleiben oder unter einander vertauscht werden.
Nun giebt es unter den Drehungen, die das Tkosaeder mib sich zur
Deckung bringen, allerdings solche, welche gegeniiberstehende Eck-
punkte des Ikosaeders vertauschen. Daher ist ¢ (1;, n;) [mit bestmw
ter Determinante genommen) ewilfwerthige, g2 sechswerthige Function.

Teh will ¢@(#,, 7,) mit der Determinante 4 5 annehmen. Dann
hat man, bei willkiirlich angenommenem Vorzeichen und auch sonst
gebriuchlicher Indexbezeichnung (vergl. Annalen IX, p. 205):
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(13) {% — V5 0y My
gy =&, — ety (v=0,1, 2, 3, 4)
und
Py Po P1 Py Py ‘P4=1/5"f'

Setzt man jetzt z = @?, also 2, = @ _2, 2, = ¢,?, so erhdlt man
die Gleichung, der z geniigt, unmittelbar aus der Bemerkung: dass
die symmetrischen Functionen der sechs @* jedenfalls ganze Functionen
von [y H, T sind. Daher kommst:

Zz=0, 27,2'7:0, B =nf, 224=0, 2z5=ﬂ.H,

wo %, 4 Zahlenfactoren bedeuten, die man durch ein einzelnes Glied
bestimmt. Auf diese Weise findet man:

(14) & — 10f25 + 144 Hz 4+ 52 = 0.

Die Discriminante dieser Gleichung:

,H(q,iz — )2

hat eine:sehr bemerkenswerthe Eigenschaft. HEs ist

9 — @it = (@i + @1) (i — z)

und es stellt, wie ich frither bemerkte (Annalen IX, p. 205) sowohl
@i+ 9o =0 als ¢; — @r = 0 eins der 15 Punktepaare von 7 vor.
Daher ist die Discriminante bis auf cinen Zahlenfactor gleich T*. Tst
also die vorstehende Gleichung sechsten Grades, d. h. ist einfach 7 und
H gegeben, so ist die Quadratwurzel aus der Discriminante rational
bekannt; ist aber, wie beim Fundamentalprobleme in § 1. vorausgesetzt

wird, von vornherein auch 7 gegeben, so kennt man sogar die vierte
Wurzel.

§ 12.
Die Jacobi'schen Gleichungen sechsten Grades.

Bekanntlich hat Jacobi*) als Eigenschaft der Multiplicatorglei-
chungen vom (n 4 1) Grade, die bei Transformation n'* Ordnung
der elliptischen Functionen auftreten (» Primzahl), angegeben, dass
sich die aus den (% 4+ 1) Wurzeln gezogenen Quadratwurzeln aus

n-41 “ . .
';' Grossen 4, - -+ A,—;in folgender Weise zusammensetzen lassen:
2

# Crelle’s Journal Bd. 8, p. 308.



Teber das lkosaeder. 519

Voo =’I/(~~— 1)7‘;1'%-110

Ve, = A+ Ak Ay Ay
2
n—1}?
Ve, = Ay &4+ 54./124----—{-8(“’).Az;1
3
(5os
V on—i== Ag4- et At 4 Lo e E Ay

2m 2 z
« . T
(e—— cos - —+ 4 sin 7{)

und es sind diese Gleichungen von Kronecker und Brioschi fiir n=—>5
allgemein untersucht worden *).

Die principielle Bedeuntung dieser Gleichungen — ganz unabhiingig
von ihrem Zusammenhange mit den elliptischen Functionen — Ilisst
sich unter den allgemeinen Gesichtspunkt der Hinleitung subsumiren.
Dic Vertauschungen der Grissen Vs, welche die G-alois’sche Gruppe der
Jacobi’schen Gleichung ausmachen, sind durch lineare Substitutionen der
Grassen Ay - + - Any vorgestellt. Denn bestimmt man fiir eine vorgelegte

2

Jacobi’sche Gleichung alle Systeme von Grossen 4,, 4,, ---, welche
den zuldissigen Anordnungen der Wurzeln entsprechen, so geht das
einzelne System dieser Grossen aus einem beliebigen zn Grunde gelegten
durch homogene lineare Substitution mit numerischen Coefficienten
hervor. Iech werde diess weiter unten (Abschn. II, § 8.) fir die
Jacobi'schen Gleichungen vom sechsten Grade noch niher ausfilhren
und dadurch zeigen, wesshalb zwischen ihnen und den Ikosaederpro-
blemen der engste Zusammenhang bestehen muss. Hier begniige ich
mich, diesen Zusammenhang in dem zunichst vorliegenden Falle ein-
fach aufzuweisen,

Fiir die Jacobi’schen Gleichungen sechsten Grades hat man die
Definitionsgleichungen:
(15) Vew =VD- -4y, Vo, =A,+ ¢4, + e 4,

(s-—:cos%’f—}-isin%‘, v=0, 1,2,3,4)

und findet durch Ausrechnung:
(16) (¢—A)—4A@E—AP+10B(z—A4»—C(s—A)+5B*—A0=0
wo A, B, C die folgenden Ausdriicke bedeuten:

#) Vergl. die Citate der Einleitung sowie die Auseinandersetzungen des zwei
ten Abschnittes.
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A=A42+ 4.4,
B=8A, A, A, — 242 A2 42+ AP A, — Ay (A5 + 4,7)
0=3204,5424,*— 1604 424+ 2042 4,' 4, -6 4,°4,°
— 44,45+ A, 32 41 —20 424, Ay, -5 A2 4,340 A,
Setzt man nun insbesondere A = 0, wodurch man specielle Gleichun-
gen erhiilt, die Kronecker seiner Ldsung der Gleichungen fiinften
Grades zu Grunde legte, so kommt einfach:
(18) #4108z — Cz + 5B? = 0.
Diese Gleichung aber wird mit der Gleichung (14) des vomgen Para-
graphen identisch, sobald man setgt:
=—f, C= — 144 H,
In der That stimmen auch die Definitionsgleichungen des vorigen

(1D

Paragraphen fiir /7 mit den hier angewandten iiberein; man hat nur
zu setzen:

dy=mnn, Ady=+4n? dy=—19’
und befriedigt dadurch zugleich in allgemeinster Weise die Bedingung
A=0,.

Wird die Gleichung (18) gegeben und zugleich die vierte Wurzel
aus ihrer Discriminante adjungirt, so hat man die Zablwerthe von
f, H, T. Alle Entwickelungen also, die hier an das Fundamental-
problem des § 1. angekniipft werden, konnen auch so dargestellt wer-
den, dass die specielle Jacobische Gleichung sechsten Grades den
Ausgangspunkt bildet. Doch scheint das weniger naturgemiss.

§ 13.
Die Resolventen fiinften Grades. Einleitung.

Dass die Jacobi'schen Gleichungen sechsten Grades®) nach Ad-
junction der vierten Wurzel ihrer Discriminante sehr einfache Resol-
venten fiinften Grades besitzen, bei denen die Summe der Wurzeln und
die Summe der Waurzelcuben gleich Null ist, hat Brioschi zuerst
gefunden. Seine hauptsichlichen Formeln, die ich spiiter benutze,
sind diese™*). Setzt man:

(19) Yy = 1/5

(eine Formel, die auf mannigfache Weise umgeschrieben werden kann),
so driicken sich die y, folgendermassen durch die 4,, 4,, 4, aus:

((#y — 20) (Evgr — 2v—i) (Brye — Zy~2))

#) Richtiger wobl: die Gleichungen zwolften Grades,von der die J/z abhiingen
#*) Die Zahlencoefficienten sind im Texte so mitgetheilt, wie sie Joubert.
spiiter berechnet hat (Comptes Rendus 1867, 1, p. 12387.)
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(20) o= &P, 4 &2* P, + ¢ Py + ' P,
wOo
Pl=—d, (4472 — A d,),
P2= (+ 2A0A12“ A23>7

@1)

l

P, (— 2140‘422 + 4,%),

P4 =+ 4, (4“’/102 - AIA?)r

und gentigen der Gleichung fiinften Grades:

(22) Y+ 108y 45 (9B — AB)y — )T =0,

wo TT die Discriminante der Jacobischen Gleichung und

(23) YT =—1128 B>-720 ACB? — 80A2C*B 4644358 — AC)? + (*
ist. .
Wenn 4 ==0, so wird die Gleichung (22):

(24) y* + 10By® + 40 By — PTT =0
und, fir B=—f, (= — 144 H:
VT = 17285 — 1443 H? = 144 72,

Um jetzt vom Ikosaeder aus zu dieser Resolvente fiinften Grades und
anderen desselben Grades zu gelangen, die spiter wichfig werden,
stelle ich folgende Betrachtungen an,

§ 14.
Die Resolventen fiinften Grades. Geomefrische Orientirung.

Die Existenz der Resolventen fiinften Grades bernht auf dem
Umnstande, dass sich aus den 60 Drehungen des Ikosaeders Unter-
‘gruppen von 12 bilden lassen, und diese Untergruppen gehbren, wie
oben bemerkt, dem Zetraedertypus an. Es bleiben also bei solchen 12
Drebungen, geometrisch zu reden, ungesindert: zwei regulire Tetraeder,
7, und 7,, welche zusammen die Ecken eines Wiirfels W bilden, dann
ein Oktaeder £, und iibrigens Aggregate von je 12 zusammengehrigen
Punkten. In unserem Falle ist der Wiirfel W unter den Kcken von
H, das Oktaeder ¢ unter den Kcken von 7' zu suchen. Die Ecken
von f bilden eine Gruppe von zusammengehorigen 12 Punkten, ebenso

die —%, wihrend die %1 in zwei solche Gruppen zerfallen.

Betrachten wir jetzt die entsprechenden ganzen Functionen von
7y, 4, und ersetzen die 12 Drehungen durch die entsprechenden 24
binsren Ikosaedersubstitutionen von der Determinante + 1. Man findet
dann, dass nicht 7, (n,, 7,), 7, (1, 1,) in sich iibergefithrt werden,
sondern erst ihre dritten Potenzen. Unmittelbar ungeféindert bleibt
dagegen £ (1, 7,) . (die Functionaldeterminante von 7, und z,) sowie
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das Product 7, - 7, = W (4, 5,) (welches sich zugleich als Hesse’sche
von ¢ auffassen lisst). Ungeiindert bleiben ferner alle Functionen 12t
Grades , welche gleich Null gesetzt zusammengehdrige Punkte vorstellen,
insbesondere also f*). Alle derartige Functionen kann man in der
Form #¢* 4 Af anschreiben.

Die einfachsten Functionen also, welche man als Wurzeln der
Resolventen fiinften Grades wihlen kann, sind #(y,, 7,) und W (3, %),
und mit ihnen mogen wir uns zuniichst beschiftigen. Wiinschen wir
spiter Functionen nullter Ordnung von %, 1,, d. h. Functionen von

7, so ist die ndchstliegende * und durch sie driicken sich alle an-

f
deren rational aus (Annalen XII, p. 168, 169).

Ich will hier noch die 12 linearen Substitutionen zusammenstellen,
welche im Sinne der sogleich einzufiihrenden Bezeichnung das Oktaeder
t, resp. den Wiirfel W, ungeéndert lassen. Ks sind diese
1) Die Identitit » = 4
2) Drei Substitutionen von der Periode 2:

, 1 (g4 e)n+1 —n+(e+e)

TETW = GH et
3) Acht Substitutionen von der Periode 3:
o . (e+e)m+e - plete)nte
(25) n = &2 =@’ = 83,, — (e 297
— pErHnt+e — pthe)nte
0= (e &) e — (ee)
— _ 3 En—(e4£h) —_ g en— (et
(e+e)n+e (e+eyn &’
— g Enzlete) — (et
(e+e)yn+ & (e+e)n+ &,

Diese Formeln mbgen dazu dienen, um einige Angaben, die ich spéter
ohne Beweis mache, zu controliren.

§ 15.
Die Resolvente der i,.
Man berechnet fiir die fiinf Qktaeder ¢(y,, n,), die ich jetzt als
ty, by tyy t;, t, bezeichnen W111 die folgenden Werthe (Annalen IX,
p. 206): .
(26) ty==—e"-By,*n," &2 (1, — 20ym,°) - 6% (1,5 4 2 Pmp) — &4 -Bpy 1,2
Die symmetrischen Functionen der ¢, sind ganze Functionen von f, H, 7.

Ziuvorderst kommt
t b bytyt, = 12T,

*) Diese Angaben stimmen tiberein mit den Formeln, die Annalen XII, p. 178
unter III mitgetheilt sind.
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und dann hat man, unter %, A Zahlenfactoren verstanden, den Ansata:
St=0, ZR=uf, Z?=0, Zt*=Af
und findet so die Gleichung:
(27) 5 — 1083 f 4 45tf* — 127 = 0.
Dies ist eine Gleichung fiinften Grades, welche duwrch die Relationen
charakterisirt ist:
St=0, Zt?=0, 203t = (22

Sie ist der specielle Fall, der sich aus der Brioschischeu Re-
solvente (22) ergiebt, wenn man A =0 setzt. Zugleich gehen dann
die Formeln (20), (21) in (26) iiber, nachdem fir 4,, 4,, 4, bez.
gesetut ist u,n,, + 1%, — 1,%. Viclleicht hat die Bemerkung Interesse,
dass di¢ Diseriminante von (27) eine sechste Potenz ist. Denn man
findet sie durch Ausrechnung bis auf einen Zahlenfactor gleich:

(T? —12[5)? = 128 HS.
Also stellt ¢, — ¢, = O ein Aggregat von drei zu H gehorigen Punkte-
paaren dar, was man durch unmlttelba,le Ueberlegung bestitigt.

§ 16.
Die Resolvente der W,.

Berechnet man W, als Hesse’sche Form von ¢,, so findet man
bis auf einen Zahlenfactor, den ich durchgéngig unterdriicke:

(28) W= (e"n— 2" n,)(—m," + 10,2 05°) + (8871, +- €27m,)(— Ty n)® — 7).
Man findet:
EW=0, ZW2=0, ZW3=— 12012, ZW*=2880fH,
EWs=bW, W, W, W, W, =—5.124H2.
Also kommt:
(29) Ws 4 40§ - W?* — 120fH - W 4 12¢H* =0,
etme Gleichung, die durch die Relationen
EW=0, ZW?=0, ZW3.ZW>=6 (W1
charalterisirt ist.
Ich notire noch die Beziehung

122 H

(30) o =4 —3f.

§ 11.
Eine allgemeiners Resolvente fiinften Grades.

Die Ueberlegungen, welche ich im dritten Abschnitte des Folgen-
den auseinandersetze, liessen es mir wiinschenswerth erscheinen, eine
allgemeinere Resolvente fiinften Grades zu besitzen, welche nur den
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Bedingungen Xy = 0, Zy* == 0 geniight (unter y die Wurzel verstan-
den). Ich bin dazu auf folgendem Wege gelangt. Eine Combination
von f und #,, welche den genannten Bedingungen geniigt, ist diese,
wie man leicht controlirt:

(31) Gy = 24f2 — Tft,* + 1.

Nun ergiebt sich dieselbe dureh Ausrechnung gleich:

(7 — & ) (— 469, * 'y 1173y 1o, 34-39 1, 'O, 54207y g, B, %)
+ (% 0y 4 87y, 20 4 20T, 1% gy >—-391 Py - 11737, 59,7146 1, ", ).

Sie hat also dieselbe Form

(& —&7ma) B+ (6794 &) S,

welche auch W, besitzt. Da umgekehrt aus dieser Form folgt, dass
die Summe der Wurzeln und die Summe der Wurzelquadrate ver-
schwindet, so erhdlt man cine allgemeinere Function der gesuchten
Eigenschafft, indem man W, und 6, mit cinem Parameter ausommen-
fligt. Ich setze also homogen machend:

: AfW, | uws,
(32‘) Yy == — 11‘_+—T *))
wo 4, u beliebige Constante sind. Dann ergiebt sich eine Gleichung
fiinften Grades, die folgendermassen lautet:

(33) y* + 5Ay* + 5By + I =0,
wo A, B, ' die Ausdriicke bezeichnen*¥):

¥) Ich bemerkte im Gespriiche mit Gordan, der seinerseits auf ganz an-
derem Wege zu cben diesen Ausdriicken getiihrt worden war (vergl. seine in der
Einleitung citirte, in den Erlanger Berichten (Juli 1877) erschienene Note), dass
sich unter ihnen insbesondere noch folgende einfache befinden:

W, T ()T

Tpem ™ ft
In der That ist
LW, T Gle+iﬁv
TrE T TE Tt
8,62 —1f)- T <. MV 20,
- 71 it 72
wo
H3
X = 1728 —(— .
f.)
. ) . %A 0'B o'r
Eid v = RSP ) ——
) Bestimmt man aus den Gleichungen 53z 0 oder 5 0, 574 0,

und triigt die Werthe in (32) ein, so erhilt man bis auf Factoren eben die beiden

in der voranstehenden Note genunnten Functionen ¢, W, und ¢, (8,2 —7f) .
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A=123(3F 12200 4 GAw — 2 — X)w),
B 9128 (ML o422 82x 1 AP—(BX—dyut),
F— 128 (12}}1:%9@3-@ +10-125(1 4 2) a2 — 10122 a2
45122 X dpt— T(12 ~27X+24X?)p5) .

(34)

3

Tch habe in denselben statt 1728 i?,; wieder X geschrieben. Macht

i .
wman durch Wahl von “ A =0, so hat man die Jerrardsche Form.

§ 18.
Rationale Transformationen einer Ikosaedergleichung in eine zweite.

Ein Problem, welches um so interessanter ist, weil es eine sehr
einfache Losung gestattet, ist die Frage nach der rationalen Umformung
einer Tkosaedergleichung in eine zweite. Ich suche solche rationale
Functionen { von 7, welche selbst wieder einer Ikosaedergleichung ge-
niigen. Wendet man auf % die 60 Substitutionen (3) an, so muss also
auch § diese Substitutionen erfahren. Aber es ist nicht ndthig, dass
¢ im Einzelnen dieselbe Substitution wie % erleidet; nur die Periode
der Substitution muss beiderseits die gleiche sein. Die Reihe der hier
vorliegenden Mdglichkeiten reducirt sich inzwischen bedeutend. Lassen
wir nimlich etwa 7 in ey iibergehen. So wird unter den 60 Aus-
driicken, welche aus { durch die Ikosaedersubstitutionen (3) entstehen,
jedenfalls einer sein, der auch in eiu Multiplum seiner selbst {ibergeht,
und zwar muss der zutretende Factor, da die Periode der Substitution
5 ist, eine fiinfte Einheitswurzel sein. Diesen einen Ausdruck nennen
wir dann § und operiren mit ihm. Die zutretende fiinfte Einheitswurzel
kann noch ¢ oder &, &, ¢! sein. Aber den dritten und vierten Fall
fiithrt man sofort auf den zweiten und ersten zuriick, indem man g

durch —-15 ersetzt (welches auch einer der 60 Ausdriicke ist). s

bleiben also mur noch zwei Fille :
1) ¢ andert sich durch dieselben Substitutionen wie 73
2) man erhilt die Substitutionen, welche § erleidet, wenn man wn
derjenigen, die q erfihrt, & in & verwandelf.
Im ersteren Falle setze ich

&= & —_ @2 (115 1)
£ @3 (15 2)’

wo die ¢ ganze homogene Functionen vom Grade n sein mogen. Ich

schreibe dann:
Lo+ 6o = 0
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und entwickele die linke Seite in bekannter Weise (Clebsel, Theorie
der biniren Formen p. 15, Gordan, Math. Annalen Bd. UI, p. 360)

nach Polaren:
22+ & 5o) + (G —an) @ =0,

wo P, @ zwel E‘unctxonen von 7, %, vom Grade » 4 1, n — 1 sind.
Indem man jetzt { = % setzt, erschliesst man, dass P, @ solche
Functionen von %,, 1, sind, welche sich bei den lkosaedersubstitutionen
reproduciven, d. h. es sind ganze Functionen von /, H, 7. Umgekehrt,
wenn man fir P, ¢ ganze Functionen von f, H, 7' setzt, welche um,

zwei Einheiten im Grade differiren, so hat % die gewiinschte Eigen-

schaft. Diess also ist die allgemeine Lisung des Problems im ersten
Falle®).

Man kann ihr noch eine viel einfachere Form geben, wenn man
bemerkt, dass es geniigt, nur einen Parameter in die Transformations-,
formel aufzunchmen, da die lkosaedergleichung selbst nur-einen Para-
meter besitzt. Man setze also etwa:

P=fH, @Q=AT.
So wird

(" *677;"‘3 )+17h

( f‘aj;]; ‘5‘7;;"}‘1772

(35) (=

und diese Formel begreift fiir geeignete Werthe von 4 in der That
alle anderen unter sich.

Was den zweiten Fall unseres Problems betrifft, so wird er durch
Betrachtung der fiinfwerthigen Functionen des vorigen Paragraphen
erledigt. Sei i )

(&m — &) B+ (7 n+&"y) S

die allgemeinste dort definirte Function, so ist einfach

*) Die einfachsten in Betracht kommenden Functionen sind diese:

of oH oT
o o T Ty
37]1 97]1 aﬂg

Man zeigt leicht: Wenn sich - auf der 7 Kuge.l iiber eins der 120 Dreiecke (§ ©.
N2 )

‘mit den Winkeln 5 :, Z» bewegt, so bewegen sich die drei Werthe von ¢

iiber die drei anhegenden von denselben Kreishdgen begrenszten Dreiecke, welche
4
die kael 2z =® = %z 47 =n 2z 7z

x .
3 s E o bez. TR 9 bez. S B 2 besitzen,
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R
E==%
die allgemeinste hier aufzustellende Transformationsformel. Der Beweis
ergiebt sich am einfachsten aus den Entwickelungen des dritten Ab-
schnittes, auf die ich hier verweisen muss (§ 4 Schluss).

Abschnitt 1.
Das Tkosaeder und eine quadratische Form.

Dieser zweite Abschnitt bringt eine Theorie der allgemeinen
Jacobi’schen Gleichungen vom sechsten Grade (vergl. § 12. des Vor-
hergehenden). Aber ich gehe dabei zunichst wieder aus von einem
Probleme, welches man beim Ikosaeder stellen kann und zeige erst
hinterher die Beziehung zu den Jacobi’schen Gleichungen. Man kann
das Fundamentalproblem des vorigen Abschnittes (§ 1.) so hinstellen:
Es ist ein Ikosaeder f(z,x,) in kanonischer Form gegeben und es sind
die Zahlwerthe gegeben, welche die simultanen Invarianten des lko-
saeders und einer unbekannten linearen Form

N2 %y — M1 %y
besitzen, man soll die Coefficienten %,, 5, der letzteren bestimmen.

Eine Verallgemeinerung dieser Aufgabe ergiebt sich sofort, wenn
man an Stelle der linearen Form eine von hoherem Grade treten lisst.
Ich beschrinke mich hier auf die Betrachtung des Falles einer quadra-
téschen Form, deren Untersuchung, wie man sofort sieht, dadurch be-
sonders erleichtert wird, dass dié Covarianten f, H, T des Ikosaeders
alle eine gerade Ordnung besitzen.

§ 1.
Das simultane System eines Ikosaeders und einer quadratischen Form.

Es sollen f, H, T in der immer festgehaltenen kanonischen Form
vorausgesetzt sein, aber, um Verwechselungen zu vermeiden, mit den
Variabeln 2, #, geschrieben werden. Der quadratischen Form ertheile
ich, damit spiter in der Bezeichnung Uebereinstimmung herrscht mit
der bei den Jacobi'schen Gleichungen fiblichen, die Gestalt:

g=Ad2"+ 2 Az, 2, — 4,2,
Man hat dann als Invarianten zuniichst die Determinante:
) A= A2+ A4,
dann weiter die Ueberschiebungen
(fy @, (H, Q'O)m, (T 905
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die ich mit B, €', D bezeichnen will und die ausgercchnet folgende
Werthe darbieten:

21 B=16 45120444, 4,490 4.2 42 A,
+214,(4,°44,%)—5 4,3 4,7,
11171440 = — 512 4,194 11520 4> A, A, — 40320 A5 4,2 A,
433600 4,14,* 4,3 — 6300 A2 A,V A 126 4,2 A7
A Ay (A A, 246440 16280424, 4,+1980 4,24 ,2)
(2) ’ ~_187(A{H)+A110),
12 D=(A,"—A4,°) (—1024 4,1+ 3840 4,5 4, 4,
— 3840 A5 A ? A24-1200 A, A3 4,3
- 1004402/114/121'*‘ Ax:'Az"‘) R
+ Ay (A0 — A1) (352 A — 160 4,2 4, A, 410 4,2 4,0
+ (4,5 —4,").

Mit diesen Iormen st duas System der Imvarianten bereits abge-
schlossen, wie man nach Analogie iihnlicher Beweise folgendermassen
zeigh. Wenn A ==0, also die quadratische Form das Quadrat einer
linearen ist:

4 = (& — M %)*,

so gehen B3, ¢, D einfach tiber in f{y,, u,), H (g, 15), T(my, 1)
und andere simultane Invarianten giebt es dann nicht (Annalen Bd. IX,
p.- 200). Im aligemeinen Falle bestehen daher die gesuchten Inva-
rianten aus B, C', D resp. aus Gliedern, welche aus ihnen zusammen-
gesetzt sind, plus Gliedern, welche den Factor A4 enthalten. Diese
Glieder miissen, nach Abtrennung des Factors A4, fiir sich Invarianten-
charakter besitzen, fiir sie gilt also dasselbe Gesetz u. s. w.

Zwischen diesen vier Formen A, I¥, C', D besteht damm mnoch

eine Relation entsprechend der fritheren Bedingung:
T? = 12 f> — 12¢ H3;
ich werde erst weiter unten diese Relation angeben (§ 4. Glech. (10)).

Das neue Problem aber, welches ich aufstelle, ist dieses: Ks sind,
. Ueberemstimmung wmit dieser Relation, die Zahlenwerthe gegeben,
welche A, B, (', D fir eine umbekannte quadratische Form A x?
+ 24,22, — A,2,2 annehmens; man soll die Coefficienten A;, A,, A4,
bestimmen.

Dies Problem hat 60 Losungen resp. Losungssysteme. Denn zu-
nichst ergeben zwar die Gleichungen: 4, B, C' == gegebenen Con-
stanten 2 . 6 . 10 = 120 Losungen, aber von diesen unterscheiden
sich, da 4, B, ¢’ gerade Functionen von 4,, 4,, 4, sind, je zwei
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immer nur durch die Vorzeichen der 4,, A,, 4,, und D, welches

eine ungerade Function ist, entscheidet, welche Vorzeichencombination
zn nehmen ist,

g 2.

Ableitung aller Losungen, aus einer derselben.

Wenn wir eine quadratische Form kennen:
q= A2+ 24,82, — 4,2,

welche dem gestellten Probleme gentigh, so ergeben sich die 59 an-
deren, indem man auf z,, #, die 120 biniren Ikosaedersubstitutionen
(4) des vorigen Abschnittes anwendet. Denn da es sich um simultane
Invarianten von ¢ und 7 handelt, /(z,, 2,) aber durch diese Substitu-
tionen in sich iibergeht und die Substitutionsdeterminante - 1 ist, so
werden die simultanen Invarianten der transformirten quadratischen
Form und des urspriinglichen Ikosaeders die vorgeschriebenen Werthe
behalten haben. In der That entstehen durch die 120 Substitutionen
aus der einen quadratischen Form auch nur 60, da sich immer zwei
Substitutionen nur durch gleichzeitige Vorzeicheniinderung beider Va-
riablen z,, x, unterscheiden. Ich will diese 60 Formen mit

Az 2 A 2wy — Ay 3y}
bezeichnen. So findet man fir die 4, 4, 4, folgende Tabelle:
A4/
& A,
o A2

—n
‘ o (et A, 2 A @) e )

-

T (@A, + 2 Ay (e )b )

3) } "'71:5:(57141 +Ao+€“1’A2)
e

Mathematische Aunalen. XIL. 34
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’

A,

et A,
— 84‘1’ A,

V;'L ((24-ey e A4, 24, + (e + e A )

—_};;i ((e Lehe A, 24,4 (24 &%) £+’A2)
(1/5:.: e el — g7 — 83).

Man hat also hier an Stelle der seither betrachteten Gruppe von
120 biniiren Substitutionen ecine Gruppe von 00 terniren. Dic Deler-
minante der eimzelnen Substitution ¥st wiederum = - 1.

Es ist leicht zu sehen, dass diese Gruppe von Substitutionen zu-
gleich die Galoig’sche Gruppe des neuen Problems ist. In der That,
die rational bekannten Grossen A4, B, C’, D werden durch diese
60 Substitutionen in sich verwandelt und umgekehrt lisst sich zeigen,
dass jede ganze Function von A, A4,, 4,, welche durch diese Sub-
stitutionen in sich verwandelt wird, eine ganze Function von A4, B,
C’, D ist [sie hat also, wenn ungerade, nothwendig I zum Factor|.
— Der Beweis ist derselbe, der soeben beim Nachweise der Vollstin-
digkeit des Systems der Invarianten gebraucht wurde. Wenn 4 = 0,
so ist die Behauptung richtig, wie ich Annalen Bd. IX, p. 194 ff.
nachwies. Also bestehen die gesuchten Ausdriicke aus ganzen Fune-
tionen von B, C’, D, plus Gliedern, welche 4 zum Factor haben.
Diese Glieder behandelt man na¢h Abtrennung des Kactors ebenso ete.
Also auch hier decken sich die rational bekannten Functionen mit den
TInvarianten. ’

§ 3. v
Verschiedene Arten der geometrischen Veranschaulichung.

Eine geometrische Veranschaulichung des neuen Problems erhiilt
man sofort, wenn man die Wurzelwerthe der quadratischen Form als

Punkte auf der (%:—)-Kugel deutet, und diese Interpretation leistet

nach Seite der vollen Anschaulichkeit Alles, was man wiinschen kann.
Inzwischen werde ich fortan des kiirzeren Ausdrucks wegen zumeist
Gebrauch machen von der geliufigeren Deutung, welche dic Verhdilt-
nisse Ay : 4, : Ay als trimetrische Coordinaten eines Punktes in der Ebené
betrachtet.  Dieser Punkt wird durch die 60 terniiren Substitutionen
der vorigen Paragraphen, welche jetzt die Bedeutung von GO Collinea-
tionen gewinnen, auf 60 Weisen versetzt, und unser Problem verlangt
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vor allen Dingen, die so entstehenden G0 Punkte zu bestimmen, her-
nach, die absoluten Werthe ihrer Coordinaten anzugeben. Die (/llI'Ven
A=0,1 , =0, D =0 gehen bei den Collineationen in sich
iiber, ebenso z B. die Curven B—214’=0, (" — ud>==0, als
deren vollstéindiger Schnitt jedes System von GO zusammengehorigen
Punkten darcrestellt werden kann.

Neben diese Interpretation in der Ebene stellt sich noch eine an-
d(_are im Raume, die ich wenigstens anfiihren will, wenn ich sie auch
nicht weiter benutze. Unter «, y, # rechiwinkelige Raumcoordinaten
verstanden, setze ich:

Ay=2, A =x-+1y, , = —1y.

So wird 4= A2+ A, 4,=2a*+ y>+ 2*, und die 60 gesuchten
quadratischen l*ormen werden vorgestellt durch 60 auf der Kugel vom
Radius 4 befindliche Raumpunkte. Die terniren Substitutionen (3)
erhalten jetzt, in %, y, # geschrieben, reelle Coefficienten, und da sie
x® 4 y* 4 2* in sich tiberfithren, iibrigens die Determinante 1 besitzen,
so gewinnen sie die Bedeutung von 60 reellen Drehungen um den
Anfangspunkt. FEs sind keine anderen als die 60 Drchungen, welche
e der Kugel eingeschwiebenes Ilosaeder mit sich zur Deckung bringen.
Dies ist also ein ganz clementarer Weg, um den Zusammenhang zwi-
schen den Jacobi’schen Gleichungen wund dem Ikosacder zu erkennen.

Verbindet man den Punkt 4,, 4,, A4, mit dem Anfangspunkte
durch eine gerade Linie und betrachtet sie als Vertreterin der Ver-
hiiltnissgrossen 4, : A4, : 4,, so hat man eine letzte Interpretation, die
sich von der Interpretation in der Ebene nur dadurch unterscheidet,
dass als Triger des terniren Gebietes der Kugelmittelpunkt mit den
durch ihn hindurchgehenden Strahlen gedacht ist#). Ich werde weiter-
hin zeigen, dass die von uns in der Ebene zu studirenden Figuren auf
das Genaueste zusammenhingen mit der ebenen Abbildung der von
Clebsch so genannten Diagonalfliche dritter Ordnung (Annalen Bd.1V,
p. 331). Clebsch spricht bei diesen Untersuchungen insbesondere
von einem merkwiirdigen durch die 6 lundamentalpunkte der Abbil-
dung gebildeten Sechsecke, welches die Eigenschaft besitzt, zehnfach
Brianchon’sch zu sein. Betrachten wir statt der Ebene den vom
M1tte1punkte des lkosaeders ausgehenden Strahlenbiindel, so erkennen
wir, dass dieses Sechseck eine sehr bekannte Configuration ist. [ie
sechs durch dic Ecken des Ikosaeders hindurchlaufenden Dwrchmesser
sind scin Gegenbild. Denn in der That schneiden sich die ftinfzchn

*) Leider sind bei dieser Interpretation die Kegel 4 =10, B=0, =0
durchaus imaginir.
34*
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durch zwei derselben hindurchgelegten Ebenen®) zehnmal 2u drei in
einer geraden Linie, niimlich lings der zehn Durchmesser, welche die
Ecken des zugehorigen Pentagondodekaeders enthalten.

§ 4.
Orientirung in der Bildebene A, : A, : A,.
Wenn die quadratische Form
g = 4,2?*+ 2 Ay 2, — 4,27,
wie zunichst angenommen sei, das Quadrat einer linearen wird:

4 = (M) — 10, %,)%,
so riickt der Punkt 4, : 4, : 4, der Ebene auf den Kegelschnitt 4 =0,
und dessen Punkte also reprisentiren die Grossensysteme m,: x,. Ins-
besondere also befinden sich auf 4 == O Gruppen von bez. 12, 20, 30
ausgezeichneten Punkten, entsprechend f(n,, n,) = 0, H (3, ,) = 0,
T (g, m,) == 0. Wichtig zumal ist die Bezichung eines Punktes
Ay: A4, : A, der Ebene zu den beiden Beriihrungspunkten der von
ihm an den Kegelschnitt 4 gelegten Tangenten. Diese Beriihrungs-

71
M2

punkte erhalten, wie man sofort zeigt, als Werthe von dic Wurzeln

der quadratischen Gleichung

g(n) = dyy* -+ 24,99, — Ayn,2 = 0.

Fragen wir nach der Lage derjenigen Punkte der Ebene, welche
der Zerlegung von f, H, T in quadratische Factoren entsprechen. So
haben wir zunichst sechs Punkte mit den Coordinaten

AO Al “AZ
@) V; 0 0
1 Fald 8+"

entsprechend der Zerlegung von /. Sie bilden das soeben erwihnte
zehnfach Brianchon’sche Sechseck und sollen als die Fundamental-

punkte der Ebene bezeichnet werden. — Wir haben ferner, entspre-
chend der Zerlegung von H, zehn zusammengehtrige Punkte:

4, 4, 4,
®) — ?2.‘?-*-‘21/_5; P

*) Diese Ebenen zusammen bilden den Kegel D = 0.



Ueber das [kosaeder. 533

und fiinfzehn zusammengehorige Punkte, welche den Factoren von 7°
entsprechen :

4, 4, 4,
(6) _i_:_t.gl/f) &Y 8+ ¥
0 & gt

Die fiinfzchn Verbindungslinien der sechs Fundamentalpunkite (4) schnei-
den sich ew je drei in den Punkten (5), zu je zwei in den Punkten (6);
sie sind viberdics die Polaren der Punkte (6) in Deeaug auf den
Kegelschnitt A == 0. Ihre Schwittpunlte mit A bilden dic 30 Punlte
T (ny, n,) = O.

Man entnimmt diese Angaben in bekannter Weise der Figur des
Tkosaeders; itbrigens mag man sie durch die Gleichungen der fiinfzehn

geraden Linien:
(7 { (IiV5)A0+8”Ai+8”"A2=O,

g4+ e 4,=0
controliren. Diese fiinfzehn Geraden zusammengenommen siellen eine
Curve fiinfzehnter Ordnang vor, welche bei den 60 terniiren lincaren
Substitutionen (3) ungeindert bleibt. Daher folgt aus § 2.:

Dus Aggregat der 15 Geraden ist dargestellt durch 1 == 0.

Piir die Curven I3 = 0, €’ = 0 ergeben sich nicht gleich einfache
Interpretationen. Tch will dieselben mit Hilfe von A =0 in der
Weise modificiren, dass sie in den sechs Fundamentalpunkten mdglichst
hohe vielfache Puukte erhalten. Zu dem Zwecke hat man nur dafiir
zu sorgen, dass einer dieser Puukte, z. B.

A, =0, 4,=0

vielfacher Punkt wird, dann werden es die anderen Fundamentalpunkte
von selbst, wegen der Bigenschaft der in Betracht kommenden Aus-
driicke, bei den 60 terniiren Substitutionen ungeiindert zu bleiben. Dus
heisst also: wir miissen vermdge 4 = A2 4 4,4, die Ausdriicke I,
¢’ so modificiren, dass mdglichst die htchsten Potenzen vou A, heraus-
fallen. Auf diese Weise gewinnt man zwei Ausdriicke, die I3 und (7

heissen sollen:
(B=—B + 3 4

= 84,14,4, — 2*402“112/422 + 424, — A,,(A,*"%—AZ"'),

8) ;160 . 1024
(8) ) ¢ = — 1440 — Z L2B + g A°
320 4,5 A2 A2 — 160 A A A+ 20 A2 A, 4,1 64,24

U 44, (A4,544,%(32.4,4-20 AjAAAD A4+ A, w4,
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Die Curve B = 0 hat in den Fundamentalpunkten Doppelpunkte,
ist iibrigens vom Geschlechte 4. Die Curve C =0 zehnter Ordnung
hat in den Fundamentalpunkten Spitzenpaare, d. h. vierfache Punkte;
ihr Geschlecht ist Null. Ucbrigens sind jetzt B und C chen dic Aus-
driicke sechster resp. zehnter Ovdnung geworden, welche wir oben (1, § 12.)
bei den allgemeinen J acobi’schen Gleichungen so bezeickneten.  Dadurch
also sind B, C in neuer Weise definirt: als gewisse simultane Inva-
rianten des in kanonischer Form gegebenen Tkosaeders und einer zu-
tretenden quadratischen Form*), Aber auch die Discriminante der
Jacobi’schen Gleichung findet ihre volle Deutung: dic vierte Wurzel
aus der Discriminante ist bis auf einen Zaplenfactor gleich D:

9) ]7T_T~== 12 D.

In der That findet man in Uebereinstimmung mit Gleichung (23)
(Abschn. L.):

(10) 144D = — 17285 + 120 A CB® — 8042 C*
+6AABI — AC) O,

was zugleich die Relation zwischen den Invarianten A, BB, C, D,
resp. 4, B, C', D ist, welche noch aufzustellen war (Abschn. I1., § 1.).

§ 5.
Die allgemeinen Jacobi’schen Gleichungen vom sechsten Grade.

Aus den letzten Bemerkungen geht hervor, dass sich unser neues
Problem mit den allgemeinen Jacobi’schen Gleichungen sechsten
Grades deckt, sobald man bei der letateren die vierte Wurzel aus der
Discriminante adjungirt**). In der That berechnet sich die Jaco bi’sche
Gleicbung als Resolvente unseres Problems nunmehr folgendermassen
emfach, Die sechs Wurzeln der Jacobi’schen Gleichung:

2, =5 A4,
Zy = (dy+ &4, + v A,)?

*) Eine andere Art, diese Ausdriicke zu definiren, erhiilt man, wenn man sie
als terndre Formen auffasst. Ich will hier nur ohne Beweis angeben: Betrachtet
man C als Grundform; so lassen sich 4, B, D als Covarianten derselben dar-
stellen und zwar bilden sie das volle System der Covarianten.

**) Wenn man eine Jacobi’sche Gleichung sechsten Grades nach Kronccker-
Brioschi als Resolvente einer Gleichung fiinften Grades aufstellt, so ist diese
Adjunction von vornherein geleistet. Ich finde dies in dem citirten Kronecker’-
schen Aufsatze (Borchardt's Journ. Bd. 59) nicht explicite angegeben und doch
beruhen, wie mir scheint, verschiedene Aussagen nur auf diesem Umstande und
gelten nicht fiir Jacobi’sche Gleichungen sechsten Grades schlechthin,
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st.ellen, gleich Null gesetzt, doppeltzihlend die 6 Polaren dar, welche
die 6 Fundamentalpunkte in Bezug auf den Kegelschnitt 4 besitzen.
Es ist einfacher, statt ihrer die Aggregate

Zw—A) Zv“A

zu betrachten. « Sie représentiren, gleich Null gesetzt, diejenigen sechs
Kegelschnitte, welche durch 5 der 6 Fundamentalpunkte hindurch-
gehen. In Folge dessen hat man nimlich folgenden Ansatz. Die in
Betracht kommenden symmetrischen Functionen der (s— 4) sind [als
gerade Functionen der 4,, 4, 4,] ganze Functionen von 4, B, C,
die, gleich Null gesetzt, Curven vorstellen, welche in den Fundamental-
punkten vielfache Punkte von bekannter Multiplicitit besitzen. Es ist
daher unter %, 4, - . . numerische Factoren verstanden:

Z(ei—A) = # A,
22— A) (a—dAd) =0,
B(e— A) (—A4) (0 —A) = 1B, ete.

Denn v B, X (2 — d) (¢x—A) reprisentirt, gleich Null gesetzt, eine
Curve vierter Ordnung, welche durch jeden Fundamentalpunkt einfach
hindurchgeht. Eine sclche Curve lisst sich aber aus 4, B, C nicht
zusammensetzen, also ist der Ausdruck identisch Null. — So kommt
schliesslich die Jacobi’sche Gleichung in bekannter Form:

(12) (¢— A —4 A (z— A +10B(z ~ A)>~ Clz—A)+ (5B — A()=0,

wo nur die Zahlencoefficienten durch Vergleich einzelner Glieder haben
bestimmt werden miissen.

§ 6.
Berechnung gewisser Ausdriicke.

Weiterhin bedarf ich gewisser Ausdriicke, die ich gleich hier, unter
Benutzung des geometrischen Bildes, berechnen will,

Die erste Aufgabe sei: das Aggregat der 12, 20, 30 geradlinigen
Tangenten, welche A =0 in den Punliten f(n,, ny) =0, H(n,, 7,)=70,
T (ny, m,) = O beriihren, als ganse Functionen von A, B, C darzu-
stellen.

1) Die 12 Tangenten in den Punkten f. Ein Paar zusammen-
gehoriger Tangenten heisst 4,4, = 0, oder, wenn wir die Wurzeln 2
der Jacobi’schen Gleichung benutzen, 7, — 54 = 0. Daher erhilt
man den gesuchten Ausdruck (bis auf einen unbestimmt bleibenden
Zahlenfactor), wenn man in die linke Seite der Jacobi’schen Glei-
chung z =15 A eintrigt. Auf diese Weise kommt: ¢

(13) L= PB*— AC+ 128 43B.
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2) Die 20 Tangenten in den Punkien H. Einen Punkt, der sich anf
einer dieser Tangenten bewegt, kann man folgendermassen darstellen*):

Ay = (&8 —&%) (A+(B4-3)/D),
4, = (2—&) (ha—4y'}),
A, = (e2—¢&% (Ab —4)/'D),
[(a+b) 4V aba~—1].
So wird fiir 3 =2%-5.pu:
A= — 300,

’"2‘053 (M2+10M-2),
C=29.3.5"Hu*~2.3-5p?—2).

-

e . (¢ ‘ .
Nun eliminire man p zwischen Af und —--  So gewinnt man,

abgesehen von Zahlenfactoren, den Ausdruck:
(14 M=C*+28.75 4B+ 2535 A*BC
+ ElgigimBﬁ — 21213 450 — 27 .5 ATB 4 200 410,
3) Die 30 Tangenten in den Punkten T. Man seize
Ay = U/T’T"m A,
4= y1+2i-4+4+y -5,
A= YTETi-A—yV=5

Dann wird:

P BB,
o == — B A0 - 90 A5 + 20 A5 4 28 A1 4 50 42 1,

und hierans durch Elimination von A2:
(15) N=R*+ P3S* 4+ ARSBPQ —10P) - 5A2R* (TP — @)
+ (APQS+5A'R) (5 P*+-5PQ— @),
P—= — 6(B 4 612 4%,
Q = 120(B 4 240 43),
E= (Y — 610 428 + 609 45),
S =B — A43.

WO

*) Ich beschriinke mich hier und im Folgenden der Kiirze wegen darauf, ohne
Beweis die zweckma.sslgste Form der Rechnung anzugeben; die Art des Ansatzes

bedarf einer gewissen Erlduterung, die ich bei nichster Gelegenheit nachtragen
werde.

~
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Die zweite Aufgabe erwiichst aus Folgendem. Jedesmal 60 Punkte
des Kegelschnittes 4 werden durch die terniiren Substitutionen 3)
znsammengeordnet. Man construire in ihnen die Tangenten und bringe
sie zum gegenseitigen Durchschnitte. Es handelt sich darum, den
geometrischen Ort  dieser Durchschnittspunkte , resp. die wverschicdenen
Theile, aus denen er besteht, durch A, B, C, D darzustellen.

Wenn ein Kegelschnitt durch lineare Transformation in sich ver-
wandelt wird und man bringt die Tangenten zum Durchschnitt, welche
in Punkten beriihren, die durch die Collineation cinander zugeordnet
sind, so ist der geometrische Ort dieser Durchschnittspunkte bekannt-
lich ein Kegelschuilt, welcher den gegebenen in denjenigen beiden
Punkten bertihrt, die bei der Collineation fest bleiben. Derselbe Kegel-
schnitt wird erhalten, wenn man die betr. lineare Substitution durch
ihre inverse ersetzt.

Nun sind uns 60 lineare Substitutionen gegeben, von denen eine,
die Identitit, als mit der Problemstellung nicht verkniipft, von vorn-
herein auszuschliessen ist. Unter den 59 anderen finden sich zuniichst
15 von der Periode 2, welche je ein Punktepaar vou 7' ungeiindert
lassen. Bei ihnen ist dic anf#ngliche Substitution mit der inversen
identisch. In Folge dessen artet der Ortskegelschnitt fiir jede der-
selben aus in die gerade Linie, welche das festbleibende Paar von
Punkten verbindet. Dalier haben wir als ersten Destandthed der ge-
suchten Ortscurve dic aus 15 geraden Linien bestehende Curve

D =0.

Betrachten wir ferner die 20 Substitutionen von der Periode 3.
Sie lassen paarweise dasselbe Punktepaar von H ungeiindert, und von
zwel in dieser Weise zusammengehorigen Substitutionen ist die eine dic
inverse der anderen. Daher erhalten wir zchn Oriskegelschwitte, welche
A =0 in den Punkiepaaren von H berihren. Ich finde fiir einen
derselben:

_5:.5515_.14__(__2:%&./104_4+A2)2=0.

dy=— L [P e p e ),

4t Ay =t [— tap 2 2 @),

Ad, = s :3 (5+y/B) 12 — (34 1/B) Y2 (Wp + 1w?)
|

L}
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Triigt man diese Werthe in 4, B, O ein, so erhilt man Formeln
von folgender Gestalt:

B )

- =@ + o + ye?,

C ’ Y4 ’ ’

4 =e+Be+ Vo4 ¢,
wo e, 3, - - - veelle ganze Zahlen sind (die ich noch nicht herechnete)
und ¢ = —lrzj;—ai‘i gesetzt ist. Die Elimination von ¢ giebt den ge-
suchten Ausdruck:
(16) H=0?+ AR,

der, gleich Null gesetzt, das Aggregat der 10 Kegelschnitte darstellt.
[R bedeutet dabei eine von mir noch nicht berechuete ganze Function
von 4, B, C.]

Die 24 Substitutionen von der Periode fiinf, welche noch iibrig
sind, liefern noch zwei Bestandtheile. Die vier Substitutionen niim-
lich, welche ein Punktepaar von f ungeiindert lassen, gehioren paar-
weise wieder zusammen als directe und inverse Operation, und durch
sie werden also zwei Kegelschnitte bestimmt. Ich finde fiir eins dieser
Paare:

A+ BG+2¥Y5)A4,2=0
oder, unter Benutzung der Jacobi’schen z:
2, =(BF2)5)A.
Substituirt man diese Werthe in die Jacobi’sche Gleichung, so kom-
men die beiden noch fehlenden Ausdriicke:

F, =21 (4454 199)'5) 45 — 5.27(94+-4Y/5) 43D
+(5+2y/5) AC4-5 1,

F, = 21 (445} —199/B) A% — 5.27(9—4)/5) A*B
+(B—2y5)AC+5B,

und die Ortscurve, welche wir suchten, hat also schliesslich diese Glei-
chung:

(17)

D.H.F -F,=0.

§ 7.
Zuriickfiihrung des neuen Problems auf das Fundamentalproblem des
ersten Abschnitts.

Mit Hiilfe dieser Rechnungen kann man nun die Bestimmung der
A4,, A,, A, aus 4, B, C, D folgendermassen explicite auf das Fun-
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damentalproblem des vorigen Abschnittes zuriickfiliren®). Es seien

G oo s
" und E: die beiden Wurzeln dey quadratischen Gleichung:

N2
g = Az*+2 Ay zy, — Ay, =0,

so werden -*Z'i- und '%7 jedes fiir sich, durch die 60 ITkosaedersubsti-

tutionen des vorigen Abschnittes transformirt, wenn 4,, 4,, 4, durch

die 60 terniiren Substitutionen (3) umgewandelt werden. Deher héingen

—Z;— und g—; Jedes von einer ITkosaedergleichung ab:

o H3 (4, 1) e 113

17908 H2( _ (C &)

(18) 728 72 (s me) X 1728 7‘5(;1",“5:)” = X,

wo die Parameter X, X, rationale Functionen von y4, B, C, D
vorstellen.

Diese X, X, berechne ich nach einer Methode, die ich auch im
folgenden Abschnitte bei @hnlichen Aufgaben noch anwende (obgleich
ich ihr keinerlei principielle Bedeutung beilege). Ich setze vorab:

g=Adz*+2 Az, — A2, = (Mo @y— &) &2 —§ 2,)
und betrachte nun die drei Resultanten:

12% fOyme) - f &, &) =1,
(19) 123 H(ny, 1) - H(, &) =m,
T(m,my) - T, &) =mn.

Diese drei Resultanten, gleich Null gesetzt, stellen im Sinne deg
vorigen Paragraphen die dort berechneten Aggregate der an A4 in den
Punkten f, H, T construirbaren Tangenten vor. Denn wenn z B.
die Resultante von f und ¢ verschwindet, so bedeutet das, fiir jene
Interpretation, dass eine der beidenm Tangenten, welche man von A4,
Ay, A, an A legen kanu, in einem Punkte f berithrt. — Die Resul-
tanten 1, m, n sind daher, bis auf Zahlenfactoren, gleich den drei
soeben berechneten Ausdriicken L, M, N. Die Zahlenfactoren aber er-

geben sich einfach, wenn man %;— = % setzt, wo denn A =0,
B=—f, O=— 144 H wird. Auf diese Weise kommt:
1 =121,
(20) m == 1974 m ,
N .
n =I5

Aber es sind X,, X, die Wurzeln der quadratischen Gleichung:

*) Vergl, dazu Brioschi, Annali di Matematica, Scr. II, t. I, p. 230.
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L) - 38 - X2 — 1T28[f5(q)- H*(§) 4 f5() - H?()] - X
+ 17282 H3 () H3 &) = 0.

der dritte == nw und der

S . r
Hier ist der erste Coefficient = - —, 144 7

mittlere berechnet sich wegen
T? =12 > — 12 H?
gleich:
B4+ md — n?
T

Daher erhilt man als Werthe der Parameter:

(21 { j:?} _ Pt i;’{(l:;‘?-;77{3_~ LGN
wo die I, m, n durch Formel (20) definirt sind.

Untersuchen wir noch den Werth der Discriminante. Es werden
M mig $
N2 &
Dies giebt fiir die Discrimimante den Factor A. X, und X, werden

aber auch einander gleich, wenn L aus 1

N2 &’
&
G

X, und X, zuniichst einander gleich, wenn identisch ist.

oder, was dasselbe ist,

aus —Z' durch eine der 59 nicht identischen Tkosaedersubstitutionen
2

hervorgeht.  Die Discriminante enthdlt daher noch die im vorigen
Paragraphen berechneten Ausdriicke D, H, I, I, jeden quadratisch.
Hiermit ist sie, da sie vom 120%" Grade ist:

120 =2 4 2 (16 4- 20 4 12 4 12),
erschopft, man hat also, unter ¢ einen Zahlenfactor verstanden:
22) +VP+m—n)? —4Pmi=+4c¢D -H-F,-F,-V4.

Durch Vergleichung eines Gliedes beiderseits findet man:

(23) Y

§ 8.
Bestimmung der 4,, 4,, 4,.

Um jetzt 4,, 4,, 4, zu bestimmen, berechne man zunichst 7,
und %,, sowie §, und {, nach Anleitung des vorigen Abschnittes aus
den hier aufgestellten lkosaedergleichungen und bemesse ihre absoluten
Werthe der Art, dass die Resultanten [ (%, %,) - f (&, §,) ete. mit L,
M, N ibereinstimmen. Die Frage, welche Werthe n und { zusam-
mengehoren, beantwortet sich im Allgemeinen aus der Formel:

(24) ) ’71§2“—772§1=VZ-

Die zusammengehdrigen Vorzeichen, welche man %,, %, und ¢, &, zu
ertheilen hat, folgen aus dem Werthe von D. Schliesslich ist:
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@) A=, A——nf, dy=— DL

Man kann verlangen, das §, £,, welches zu einem 17,, 1, gehi)rt,
rational durch dieses und bekannte Grissen auszudriicken. Nach einer
Mittheilung, die ich Gordan verdanke, erreicht man dies folgender-
massen. Man stelle

(1> 1) & &) = L, H(nyy mp) - H(E, §) =124 M,
T (s my) - T8y, &) = 31%

wie soeben geschehen, als Functionen von 4, B, C dar und polari-
. . oA A .
sire 1t nach $. So wird Ay (d. h. o £ + %ﬁ . Cﬁ) gleich Null

N2 &
und also:
oL L
12 fle - F© =55 - Bt 3¢ - G,
124 20 H(n) - H(E) = ”" .B,+ ¥ ¢,
N o
1830 T (3)e - T(g)zm—-B,,-;—%@wcn.
Daher:
{ (e H (e L)
‘12L 70 .‘ZOM»II( 18.30 N -, iR
[3 — oL oM 0N
(26) 0= B B 0B
oL . oM N
| oC o0 oC
Diese Formel ist in &,, §, linear, liefert also %‘— als rationale Function
2
von ™ .
ts
§ 9.
Ueber die Nothwendigkeit der bei der Auflosung benutzten
Quadratwurzel *).

Die Quadratwurzel, welche die beiden Parameter X,, X, scheidet,
spielt eine bemerkenswerthe Rolle. Sie dient nicht dazu, die Galois™-
sche Gruppe des Problems zu reduciren. Denn die Galois’sche Gruppe
umfasst vorher wie nachher (bei der Ikosaedergleichung) 60 Substitu-
tionen. Trotzdem ist sie (oder eine #quivalente Irrationalitit) bei der
Zuriickfilhrung des Problems auf eine Ikosaedergleichung im Alige-
meinen nothwendig. Hs sei nimlich

(Ao, ‘41 ’ Az)
"p(-A();Ai’ Az) ¢

*) Vergl. den letzten Paragraphen des dritten Abschnittes.
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wo @, ¥ ganze rationale Functionen ohne gemecinsamen Theiler, von
einer Ikosaedergleichung abhiingig. Dann soll sich %, sobald auf

4,, A,, A, die 60 terndren Substitutionen (3) angewandt werden,
durch die 60 Ikosaedersubstitutionen transformiren. Das ist bei durch-
aus willkiirlichen A, A;, A, nur mbglich, wenn sich ¢ und ¥ durch
die biniren Substitutionen (4) des vorigen Abschnittes umformen.
Aber die Zahl dieser Substitutionen ist (mindestens) 120 und das ist
mit der Zahl 60 der terniiren Substitutionen unvertriiglich.

Dagegen giebt es selbstverstindlich specielle Werthsysteme von
Ay, A,, A,, bei denen die Quadratwurzel vermieden werden kann.
Ein Beispiel ist dieses. Es giebt rationale Curven, welche durch die
60 terniren Substitutionen in sich iibergefithrt werden. So ist der
Kegelschnitt 4 = 0 (bei dem unsere Behauptung selbstverstindlich
ist), so ist die Curve 10t Ordnung C'== 0. Stellt man jetzt die Co-
ordinaten 4,, A4,, 4, eines Punktes einer solchen Curve in gewdln-
licher Weise rational durch einen Parameter 1 dar, so wird 4, sobald
man eine der 60 terniiren Substitutionen macht, seinerseits eine (ge-
brochene) lineare Substitution erfahren, weil das ganze Gebiet der
Curve eindeutig in sich transformirt wird. Daher hiingt nach § 4.
des ersten Abschnittes eine geeignete lineare Function von 4, d. h.
eine rationale Function von 4,, 4,, 4, von einer Ikosaedergleichung
ab. — Rine &hnliche Ueberlegung war es, wie ich beiliufig bemerke,
welche mich zuerst zu der Methode des § 7. gefithrt hat. Um das
allgemeine Problem auf eine lkosaedergleichung zuriickzufiihren, suchte
ich dem Punkte 4,, 4,, 4, in einer durch lineare Substitution un-
zerstorbaren Weise einen Punkt des Kegelschniltes A zuzuordnen,
dessen Bestimmung dann von einer Ikosaedergleichung abhingen musste.
Die Zuordnung, wie sie in § 7. verwandt wird, besteht, geometrisch
zu reden, einfach darin, dass man von 4,, 4,, 4, eine Tangentc an
A4 legt und nun den Beriihrungspunkt als zugeordnet ansieht. —

Bin anderes Beispiel von mehr particulirem Charakter giebt der
Fall B = 0. Die sogleich autzustellende (Brioschi’sche) Resolvente
finften Grades nimmt dann die Jerrard’sche Form an und diese
subsumirt sich unter diejenigen Gleichungen fiinften Grades, welche
ich im dritten Abschnitte durch eine Ikosaedergleichung lose. Dem
geht folgende Construction in der Ebene A4,, 4,, 4, parallel, wie ich
hier ohne Beweis angebe. Man kann um A4 = 0 unendlich viele Drei-
ecke beschreiben, deren Ecken auf D liegen. Jeder Punkt anf B ist
Ecke eines solchen Dreiecks, wihrend jede Tangente von A4 dreimal
als Dreiecksseite benutzt wird. Ordnet man nun dem Punkte auf B
den Beriihrungspunkt der gegeniiberstehenden Seite mit A zu, so ist
B auf A eindeutig (allerdings nicht umkehrbar eindeutig) bezogen.
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Der Punkt auf A4 ist durch eine Tkosaedergleichung bestimmt, und von
ihm ge.ht man rational zu dem Punkte auf I3 zuriick, indem man die
Coefficienten der vorgelegten Jacohi’schen Gleichung benutzt.

§ 10.

Brioschi’s Resolvente vom fiinften Grade und die Diagonalfliiche
dritter Ordnung.

Tch betrachte zum Schlusse noch die Resolvente fiinften Grades,
welche Brioschi, wie in § 13. des ersten Abschnittes berichtet, bei
den allgemeinen Jacobi’schen Gleichungen aufgestellt hat. Dieselbe
erwiichst geometrisch aus dem Umstande, dass man die 15 Verbin-
dungsgeraden der sechs Kundamentalpunkte der Ebene A,, 4,, 4,
derart auf finf Dreiecke vertheilen kann, dass dic Seiten jedes Droi-
ecks alle Fundamentalpunkte enthalten®). In der That stellt der Aus-
druck (Gleichung (20) des Abschn. I):

(@7) yo= &P, 4 P, + &P, + P, |

gleich Null gesetzt, fiir die verschiedenen Werthe von v die fiinf Drei-
ecke dar, wie leicht zu controliren. P,, P,, P,, P, repriisentiren,
gleich Null gesetzt, Curven dritter Ordnung, welche ebenfalls durch

simmtliche Fundamentalpunkte hindurchgehen. Die Gleichung fiinften
(irades selbst (Gleichung (22) des Abschn. I):

Y+ 10By +-59B—AC)y — 12D =0
berechnet man wieder mit Leichtigkeit aus dem Verhalten der Curven
#» in den Fundamentalpunkten (vergl. § 5., Absch. 1L). Zumal sieht
man a priori ein, dass
(28) Zy=0, ZyP=0

sein muss, weil es keine ganze Funetion von 4, B, C, D giebt, welche
den dritten oder neunten Grad besitzt.

Nun kann man diesen Formeln eine geometrische Deutung geben,
durch welche der Zusammenhang dieser Betrachtungen hergestellt wird
mit denjenigen, die Clebsch im vierten Annalenbande (p. 336 ff.)
entwickelt hat. Die in 4,, 4,, 4, rationalen Ausdriicke g, befriedi-
gen in allgemeinster Weise die Bedingungen X'y =0, 2y = 0. Be-
trachtet mam also (wie im [olgenden Abschmitte durchgingig geschicht)
die y als Pentaedercoordinaten im Rawme, so vermittcln sic die cinden-
tige Abbildung der durch dieses Gleichungspaar dargestellten Diagonal-
fliche auf die Ebene Ay, Ay, 4. Es ist niitzlich, sich zu orientiren,
was die hauptsiichlichen in der Ebene verlaufenden Curven fiir die
Fliche bedeuten. Die sechs Fundamentalpunkte der Ebene sind in der

#) Diese fiinf Dreiecke sind zugleich Polardreiecke fiir den Kegelschnitt 4 = 0.
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That die Fundamentalpuukte der Abbildung; sie stellen sechs auf der
F!'é.(.:he verlaufende gerade Linien dar. Die sechs weiteren geraden
Linien, welche mit ihnen die ausgezeichnete Doppelsechs bilden
(Clebsch, Annalen Bd. IV, p. 336), sind durch die Kegelschnitte
#—A=0 des § 5. gegeben. Die Curve D = 0 repriisentirt die 15
librigen geraden Linien der Diagonalfliche. B = O giebt den Schuitt
der Diagonalfliche mit der Fliche zweiter Ordnung Xy? =0, und
endlich 4 =0 und C=0 bilden gemeinsam den in zwei rationale
Bestandtheile zerfallenden Schnitt der Diagonalfliche mit der Fliche

vierter Ordnung 20 Dyt — (Zy?)? (vergl. Abschn. I, § 15.).

" Wenn man jetzt die y beliebig unter einander vertauscht, so er-
fahrt die Diagonalfliche (riumliche) Collineationen, welche sie in sich
tiberfiihren. Denselben entsprechen eindeutige Transformationen der
Bildebene in sich. Den geraden Vertauschungen der y insbesondere
entsprechen die G0 terniren Substitutionen des § 3. dieses Abschnittes.
Die ungeraden Vertauschungen aber ergeben Umformungen, welche
iiber den Kreis der bisher betrachteten Gegenstiinde hinausfiihren. Fs
sind 60 Cremonatransformationen, welche die geraden Liwien der Ebene
i Curven finfter Ordnung iiberfithren, die in den Fundamentalpunkten
Doppelpunite haben*). Sie bilden mit den 60 Collineationen zusammen cine
Gruppe von 120 Transformationen. Bei ihnen bleiben die Curven B==0,
D=0 ungeindert, die Curven 4==0 und C==0 vertauschen sich, des-
gleichen die Fundamentalpunkte mit den Kegelschnitten, welche durch
die 5 anderen Fundamentalpunkte hindurchgehen. Wendet man auf die
urspriinglichen 4,, 4,, A, die terniren linearen Substitutionen an, so
erfahren auch die transformirten 4, 4,, 4, derartige Substitutionen.
Aber & ist daber durch & ersetzf. Wir finden also eine Umformung
der allgemeinen Jacobi’schen Gleichung in eine zweite, analog der
zweiten Classe von Umformungen, die wir beim lkosaeder in § 18. des
vorigen Abschnittes studirten. Eben diese Umformungen (und die an-
deren hier nicht beriihrten, welche & ungeiéindert lassen) hat Brioschi
im ersten Bande der Annali di Matematica, ser. 2., untersucht; ich
gehe deshalb nicht niher auf sie einj aber ich wollte wenigstens aus-
sprechen, wie naturgemiss man zn ihnen gelangt, wenn man von
den Collineationen ausgeht, welche die Diagonalfiiche in sich iiber-
fiithren.

*) 7. B. unter ¢ einen Proportionalititsfactor verstanden:
oAy = —8 434, 4,46 Ay AP AR — (Ap 4 Ap),
edy =2(8 AB4? — 4 AR AP — 2 A A A3 4 AP Ay,
ody =2(BA4342 — 4 A — 2 Ag A3 A, 4 A4y
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Abschnitt il

Eine neue Losung der Gleichungen fiinften Gmdes.

In diesem dritten Abschnitte zeige ich, dass man die Gleichungen
fiinften Grades, bei denen die 9umme der Wurzeln und die Summe de1
Wurzelquadrate verschwindet, explicile mit Hiilfe einer Ikosaederglei-
chung lésen kann. FEs ist das gewissermassen die Umkehy der Bo-
trachtungen in § 16., 17. des ersten Abschnittes. Die Lésung der all-
gemeinen Gleichung funften Grades ist dadurch darauf 7uruekorefulut
die Glelchun% vorab durch eine rationale Transformation auf dle ge-
nannte einfache Form zu bringen. Ich wiirde gern eine mswefuhlte
Vergleichung dieser Losuno’smethode mit der Hernute schen und der
Kronecker’schen hinzugefiigt haben, die alle unter einander enge
verwandt sind. Aber es verlangt Das durchaus ein Eingehen auf die
BEigenthiimlichkeit der elliptischen Functionen und deshalb verschiebe
ich noch diese Auseinandersetzung*).

§ 1.

Geometrischer Ansatz.

Es mbgen die finf Wurzeln y,, y,, %,, 95, 7, einer Gleichung
fiinften Grades an die Bedingung gekniipft sein: 2y = 0 und iibrigens
nur die Verhiltnisse der Wurzeln beachtet werden. Dann fasse ich
die y auf als Pentaeder-Coordinaten eines Raumpuuktes, der 120 im
Allgemeinen verschiedene Lagen annimmt, wenn man die y auf belie-
bige Weise permutirt. Diesen Permutationen gebe ich dann, wund das
ist fiir meme Anschawung das Wesentliche, die Bedeutung von Collinea-
tionen des Raumes (Anunalen Bd. IV, p. 353).

Ist pun insbesondere noch Xy?==0, so licgen die 120 Punkte
alle anf der durch diese Gleichung dargestellten Fliche zweiten Grades,
die ich als Fliche ¥ bezeichne. Aber eine Fliche zweiten Grades
triigt zwei Schaaren geradliniger Erzeugender, und auch diese werden
bei den 120 Collineationen transformirt. Man zeigt leicht: Bei den
60 Collineationen, welche durch gerade Vertquschungen der y vorgesiellt
sind, wird jede Schaar der Erzeugenden in sich transformirt; bei den
60 dibrigen Collineationen werden dic Schaaren unter cinunder verlauscht.
Nun mache man denselben Schluss, der schon in § 9. des vorigen
Abschnittes angewandt wurde. Die Erzeugenden einer Art der I'liche
zweiten Grades bilden eine rationale Mannigfaltigkeit erster Dimension;

*) Vergl. die bereits genannte Note in den Rendiconti des Istituto Lombardo
vom April 1877.

Mathematische Annalen., XIIL, 30
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sie lassen sich rational durch einen Parameter 4 darstellen, so dass zu
jeder Erzeugenden nur ein Werth von 4 gehort. Eine riumliche Col-
lineation daher, welche die Erzeugendenschaar in sich transformirt,
ist mit einer linearen Transformation von 4 #quivalent (vergl. Annalen
Bd. IX, p. 188). Also sind, nach § 4. des ersten Abschnittes, die 60
Werthe von 4, welche 60 zusammengehirigen Erzeugenden entsprechen,
von einer Ikosaedergleichung abhiingig. '

Um jetat die Gleichung fiinften Grades zu losen, bei der Xy =0,
Zy? =0, bestimme man vor Allem die 60 Erzeugenden der einen
(ersten) Art, welche durch die 60 Punkte hindurchlaufen, die aus dem
Punkte y,9,9,y,y, durch die geraden Vertauschungen der y entstehen.
Die Parameter dieser Erzeugenden sind gebrochene linehre homogene
Functionen der y; es wird in erster Linie darauf ankommen, die Para-
meter so zu wihlen, dass die aufzustellende Ikosaedergleichung in ka-
nonischer Form erscheint. Dann handelt es sich zweitens darum, die
Ikosaedergleichung wirklich zu bilden. Und drittens sind die Wurzeln
y als rationale Functionen der Wurzeln dieser Ikosaedergleichung,
oder, was auf dasselbe hinauskommt, als rationale Functionen einer
Wurzel der Ikosaedergleichung darzustellen. Mit diesen drei Proble-
men werde ich mich der Reihe nach beschiftigen.

§ 2
Nihere Betrachtung der Flidche V.

Durch die 60 geraden Vertauschungen der y, — welche fortan
allein in Betracht kommen sollen —, werden die Erzengenden erster
Art auf ¥ und ebenso die Erzeugenden zweiter Art in Gruppen von
je 60 zusammengefasst. Unter diesen Gruppen muss es jedesmal eine
geben — sie soll f;, bez. f, heissen —, die nur aus 12 verschiedenen
Linien besteht, eine zweite — H, oder H, — die nur 20, und eine
dritte — 7, oder T, —, die nur 30 verschiedene Linien umfasst. Ich
werde hier zuvorderst diese ausgezeichneten Gruppen analytisch be-
stimmen.

Zu dem Zwecke bemerke man, dass man auf ¥ von vornherein
gewisse Gruppen zusammengehtriger Punkte kennt, die weniger als 60
verschiedene Punkte umfassen. Es sind dies:

1. Zwei Gruppen von je 12 Punkten. Die Coordinaten dieser
Punkte sind die fiinften Einheitswurzeln. Man erhilt die ersten zwdlf,
wenn man

1, &, &, &, ¢
auf gerade Weise vertauscht, und die zweiten zwolf entsprechend aus

3 4 g2
1, &, & &, &.
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1l Eine Gruppe von 20 Punkten. Unter o eine dritte Rinheits-

wurzel verstanden, sind die Coordinaten dieser Punkte in wechselnder
Anordnung:

1, &, «?, 0, 0.

' HIT.  Fine Gruppe von 30 Punkien. Die Coordinaten dieser Punkte
sind, abgesehen von der Reihenfolge:

1, 6, F* 6% 0,
wo 8 eine primitive vierte Einheitswurzel bedeutet.

In demselben Sinne, wie die Punkte, gruppiren sich die zugehi-
rigen Tangentialebenen und die Erzeugenden erster Art oder zweiter
Art, welche dieselben ausschneiden. Die Tangentialebene eines Punktes
y lautet:

Zylyi=0.

Es entsprechen also den Punkten I, II, IIT folgende Tangential-
ebenen (in den hingeschriebenen Gleichungen hat man die y immer
vermoge der 60 geraden Vertauschungen umzusetzen):

f I {?/o + &'y + E:T?/z + &y + ey, =0,
) " Yo+ Y+ ey, A ey, + £y, =0,
~ Iy + oy, + ?y, =0,

VUL gy + By -+ B2y, + By = 0.

Dabei bemerke man, dass die Erzeugenden, welche die 2 - 12 Ebenen 1
ausschneiden , paarweise identisch sind. Denn man kann die 2 - 12 Ebe-
nen in der Weise auf 6 Tetraeder vertheilen, dass immer vier Kanten
des Tetraeders der Fliche ¥ angehdren. Ein solches Tetracder bilden
z. B. die vier Ebenen: :

Py =Y + &y + Sy + Fys ey,
@) Py =1 + &y + ey, + 'ys + EYy,

Py =1Yp + &Y, + &' + &y + Yy

Py =Y + ey + &Y+ Y+ 00,
die in der Weise zusammengehoren, dass alle aus einer hervorgehen,
indem man statt ¢ schreibt &, &, &¥). Man hat nimlich vermoge
2y =0:

# Diese vier Ausdriicke, durch die gich die 9, in der Form darstellen:

Sy, =¢&p + &7y + £¥ps + 5“2?4 ’
spielen von jeher in der Theorie der Gleichuongen fiinften Grades eine Wich?ige
Rolle. Ich mbehte hier nur daran evinmern, dass es eben diese Ausdriicke sind,
welche oben (Abschu. L, § 13., Ahschn. IL, § 10.) bei der Brioschi’schen Re
solvente finften Grades mit P,, Py, Py, Py bezeichnet sind.
35*
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V= Zy*=p,p, + 0.1,
und die beiden Erzeugenden von ¥ = 0 also, die etwa durch py=0
ausgeschnitten werden, sind auch bez. entha.lten in p, =0, pg=0.

Man erhiilt daher nur 24 Erzeugende I, dagegen :J:O.Erzeugende 1I, -
60 Erzeugende III, die sich auf 12, 20, 30 Erzeugende der einen Art
und ebensoviele der anderen Art vertheilen. Nun giebt es unter den
Linien erster oder zweiter Art keine anderen Gruppen von 12, 20, 30
zusammengehorigen, als f,, H,, T, bez. f,, H,, T,. Daher also wer-
den auf ¥ =0 die 24 Geraden f,f,, die 40 Geraden H, H,, die 60
Geraden T, T, ausyeschmtten durch folgende Aggregate von Tangenten-
ebenen:

1) die Geraden f,f, durch die 12 Ebenen:

@ T (g + &'y + &%, + 2295+ e9) = 0,
oder auch durch die 12 Ebenen:
(3%) T (9o + &°y1 + 29, + &'y + &%) = 05
2) die Geraden H, H, durch die 20 Ebenen:
4) 1T (% + ey +a*yy) =0,
3) Die Geraden I, T, durch die 30 Ebenen:
(6) T (o + Bys + By, + B°y;) = 0.
§ 3.

Berechnung gewisser symmetrischer Functionen.

Sei jetzt die Gleichung fiinften Grades mit Ty =0, Zy? =0,
wie ich immer schreiben will, in der Gestalt gegeben:

(®) ¥ +5ay’+5py+y=0.

Ich stelle zundchst die Aufgabe, die unter (3), (3%), (4), (b)
linker Hand vorkommenden symmetrischen Functionen der Wurzeln
als Functionen von «, B, y zu berechnen.

1) Ein Punkt, der auf einer Erzeugenden von f; oder f, gelegen
ist, ist dargestellt durch:

o Y= o (¢4 Ae¥),
wo ¢, A wei Parameter. Die Gleichung (6), von der diese y; abhingen,
erhillt als Coefficienten : :

=— @, f=—9'h, y=—0"(1+41),

und also ist fiir sie:
ot 4 afy — p = 0.

)
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Daher ist die symmetrische Function (3), oder, was auf dasselbe hinaus-
kommt, (3a), bis auf einen nicht weiter in Betracht kommenden Zahlen- .
factor gleich dem Ausdrucke

(D - L=ot+afy — .
2) Analoger Weise findet man, dass die zweite symmetrische
Function verschwindet, wenn man setzt:

Yo=0( 2417
y=e0( 2+ 1a)
Yo=0( 24 ia?) (a=coszT”—|—'ésin2Tﬂ)o
Vo= 0 (— 3+ V= Th)
Y=o (— 3 —y—15).
Die betr. Gleichung fiinften Grades lautet: A
P — 0 (80427 ¥ + 6o (40— 47) y — 24¢° (844 =0
und man erkdlt durch Elimination von @, A den gesuchten Ausdruck:
(8) M = — 192a%y + 640a%p® + 40a?By — 120af3y — 14485 494
3) Endlich, um die dritte symmetrische Function zu berechnen,
multiplicirt man am einfachsten zunichst die 6 Factoren, welche y,

in ausgezeichneter Weise enthalten. So kommt, mit Unterdriickung

des Index:
— Hay® + 15y% — 2byy — 8a2.

Sodann eliminire man zwischen diesem Ausdrucke und der linken Seite
der Gleichung fiinften . Grades:

¥+ bay’ + 568y + v
das y. So ergiebt sich:
(9) N = 1728 — 7200a’ By - 2080e°8% — 576 a5y® + 2760 a2y
— 9360 o3 84y 4+ 16200 22p¢ — 60 aﬁiy‘-}- 180 B3y3—6488%p2 —

8§ 4.
Die kanonischen Parameter der Erzeugenden.
Ich will den Parameter, durch den die Erzeugenden erster Art

dargestellt werden, mit = 5 den Parameter fiir die Erzeugenden

zweiter Art mit g.—_§ bezeichnen. Dieselben sind, damit die Iko-
2

saedergleichung in kanonischer Fornf erscheint, in der Weise aus-
zusuchen, dass den 12 Linien der Gruppe f; und ebenso den 12 Linien
der Gruppe f, diejenigen 12 Parameterwerthe zukommen, welche Wur-
- zeln der kanonischen Gleichung f =0 sind, d. h.:
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0, ©, (¢teb)e, (24-&%)e.

Man erreicht diess, indem man setzt:

R TR I o |

(10) " P2 +P3’
SN T

Ps Pe’

WO P, , Py, D3 Py die schon wiederholt genannten Ausdriicke bezeichnen.
In der That

Py=— Apy,, P =up;
stellen die Gleichungen zweier Ebenenbiischel dar, deren Axen der

Kliche ¥ angehoren, es ist also — 1«% ein Parameter fiir die Linien
2

der einen Art, welche die erste heissen soll, -} g ' ein Parameter fiir
3

die Linien der anderen Art. Trigt man sodann in — —g‘« oder - %1.

3

2
die Coordinaten der Punkte 1 (§ 2.) ein, so entstehen genau die eben
angegebenen Wurzelwerthe von f. Durch diese Punkte verlaufen aber
die 12 Linien f; und die 12 Linien f,, deren Parameter diese Werthe
annehmen sollten.

Es ist auch nicht schwer, durch Rechnung zu verificiren, dass
sich die Grossen %, ¢ durch die 60 Ikosaedersubstitutionen (Abschn. I,
Gleh. (3)) transformiren, sobald man die y in gerader Weise vertauscht.
Man braucht bei der Rechnung nur immer die Relationen Zy =0,
Xy? =0 anzuwenden. Dabei zeigt sich das sehr bemerkenswerthe,
ob aunch selbstverstindliche Verhalten, dass die linearen Substitutionen,
denen 7 und ¢ unterworfen werden, zwar in ihrer Gesammtheit iden-
tisch sind, im Hinzelnen aber in der Weise unterschieden, dass immer,
wo bei n die Wurzel & steht, bei ¢ zu setzen ist &2. Denn schreibt

man in g = — %L statt ¢ &%, so kommt — %‘l—a -+ %’4 ={.
2 4 3

Ich fiige hier zweckmiissig eine Erginsung zu den Betrachtungen
des ersten Abschnittes ein. Bildet man fiir die Gleichungen fiinften
Grades, welche in § 17., 18. daselbst betrachtet wurden:

Yo = (&n— & ny) B+ (" +-&7,) S
die Grossen p;, so kommt:
py="5n R, Py =—D0n,R,
py="5n8,  py=+5n,8.
Daher wird fiir diese Gleichungen der eine Parameter — 2! = 2s

P Py
gleich dem urspriinglichen %' , von dem die Betrachtungen des ersten
2

Abschnittes ausgehen; der zweite Parameter % = — 2 wird gleich
]
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. Desshalb ist, wie in § 18. daselbst ohne Beweis angegeben wurde,

N ol &

& eine Function von %L, die sich selbst ikosaedrisch transformirt,
2

wenn —- den Ikosaedersubstitutionen unterworfen wird, doch so, dass
s durch 82 ersetzt ist.

§ 5.
Aufstellung der Ikosaedergleichungen.

Unm jetzt die Parameter X, X, der Gleichungen:

H?(n) ) -

(1 1728 P =X, 1728 75 = X,
zu berechnen, schlage ich denselben Weg ein, der in Abschnitt 1,
§ 7. zum Ziele fuhrte , indem ich vor aHen Dingen die Producte

F) (&), Hy) H(E), T(q) T(Z) betrachte.
Die Gleichung
fg)-f(§) =0

stellt, wenn man sie unter Wegschaffung der Nenner so schreibt:

20" (M g;') ) /(—i— 'ﬁ:) =f(—pi, P} (P, p3) =0

ein Aggregat von 24 Ebenen dar, von denen 12 durch die Axe
2y =0, p, = 0 hindurchgehen und iibrigens durch die 12 Erzeugeu-
den {erster Art) der Gruppe f,, wihrend die 12 anderen durch die
Axe p, =0, p, =0 hindurchgelegt sind und die 12 Erzeugenden
zweiter Art der Gruppe f, ausschneiden. Aber dieselben Erzeugenden
werden in gleicher Multiplicitdt auf W ==0 ausgeschnitten durch die
Fliche oL =0,

wo L den in § 3. berechneten Ausdruck (7) bedeutet. Daher kann
man setzen, unter A einen numerischen Factor verstanden:

2
(12) Fon) F&) = pobsr - L
Dieselbe Ueberlegung liefert die ferneren Gleichungen:
H(n) H(§) = % 2op9o M,

T(q) TE) = s N,

(13)

M, N die Ausdriicke (8), (9) sind.
" Um die Zahlenfactoren ,,1 @, v zu bestimmen, betrachte ich be—
sondere Werthe der g, - - - 9,- Zuniichst setze ich die y gleich 0,

i, — i, — 1. Die Gleichung fiinften Grades lautet dann:
2
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\(y«l,,,]) Y == O,
und fiir sie ist also )
o = 07 ﬁ = 5 y y = O?
und mithin
1 14 —
L = 510 M:—: 5> 7 N 0'

Andererseits wird: )
N=t=—i, pt=pt= (42075,
fl—i) = (1203, H(- i) =5 (1—2ip, T(—4) =0
Somit kommt: 0
(14) A=51 = e
Um v zu finden, schreibe ich die betr. Gleichung (13) in der Form:
T(—py, p2) T (01, ps) = v, N

und setze jetzt die Wurzeln y gleich 1, &, 2, &, &' So ist die Glei-
chung fiinften Grades y°—1=0, also a=0, =0, y=—1, N=—1.

30 .
Andererseits p, =5, p, =0, p, =0, I'(45,0) = >, Also ist:

12°
530

Setzt man jetzt zur Abkiirzung, unter Weglassung sich weghebender
Zahlenfactoren:

2
1=12° . L, (Glch. (7))
4
m=12 > .M, (Glch. (8))
n=— 1 N, (Glh. (9)

so kommt, durch eine Rechnung, die der in Abschn. II, § 7. ange-
wandten ganz dhnlich ist:

X U md — 2+ V(—md ZnE = 4bmd
(16) )= " n,

§ 6.

Untersuchung der Discriminante.

Die hier auftretende Quadratwurzel lisst sich wieder zerlegen,

néamlich in das Product aus der Quadratwurzel aus der Diseriminante

der Gleichung fiinften Grades und zweier rationaler Factoren. Indem

man etwa {= 4 % der Reihe nach gleichsetzt den 60 Werthen von

p = — })p—; , findet man folgende Zerlegung :
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an e

ol ein . . .
W €In Zahlenfactor, P und @ die symmetrischen Funclionen bedeuten

(18)
(19)

2 4
=T (yo cos = — 1, €OS - ”),
20 1] 5

Q = g (yo-}— cos 2; (¥ +Ys) + cos 457:“ (%4‘?/4));

und A die Discriminante der Gleichung finften Grades bedeutet, die

ich lr_nmer von dem vortretenden Zahlenfactor 3125 befreit denke, so
dass ich schreibe:

(29) A — 108a0y — 135 atp? + Y0a2By? — 320apy + 20645 + p'.
Die Functionen P, @ findet man (bis auf Zahlenfactoren) gleich:
(21) P — Sy 4 40a1p? — 10a2fy? — 45afy 4+ 814° + 3,
(22) @ = 6440 4007y — 160asp? 4?9 — Daip?y? 4 5o’ fly
— 2D a?fs — g7,

wnd den  dann eintretenden Werth von % durch Vergleich eines ein-
zelnen Gliedes:

2r 1
(23) b=

§ 1.
Rechnung fiir die Jerrard’sche Form.

Es hat Interesse, die hier entwickelten Formeln in der iibersicht-
lichenn Grestalt zu besitzen, welche sie fiir die Jerrard'sche Form an-
nehmen. Tch will letztere in der Gestalt schreiben:

29 95*?/+?=0’
wo also « =0, f=— :) Dann kommt:
2 4 .
192° 12 % -y 648 — B!
] ==, =g O 1), n=-gp Ty

Ich schreibe zur Abkiirzung
(25) 5oyt =T.
So ergiebt sich weiter:

1 , ¢ g
= T {r:—9.2371 4+ 3456 } -

Also: .
. [(F—81)2 (I ~-256)
(15 md— )t — 4w = ’S"““ﬁ%ﬁ“ﬁf‘ 56),
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In Uebereinstimmung hiermit findet man’:

I — 256 M —st
= B ? P = B 7 (k)— 53 - 5 Voo )

und schliesslich kommt

; X, }2527—9-23 I+ 8156 4+ VT (F— 81) VT — 256

(26) X, 3456

§ 8
Berechnung der Wurzeln y*).

Um nunmehr die Wurzeln y rational durch das n (oder das §)
auszudriicken, gehe ich von der Formel aus:

byy = &'p, + e¥p, + epy 4 e"p,.

Bs war g = " = — P* — 4 P+ Man kann daher setzen, unter
72 Pq iy

R, S geeignete Grossen verstanden:

Y= (m— ny) B+ (&0 +&"n,) 8.

Aber in § 17. des ersten Abschnittes haben wir die allgemeinsten
fiinfwerthigen Functionen von #,, 5, construirt, welche diese Gestalt
besitzen, und gesehen, dass sie in der Form
rw, G,
A H _I'y"”fz
enthalten sind *¥),
Daher kann man die Wurzeln v, unmittelbar in der Gestalt be-

schretben :
w, G,
(27) ?/v=l'—1~i—+u-7§--

Es sind-nur noch dic von n freien Constanten 4, p als rationale Func-

tionen von a, B, y, VA auszurechnen.

Ich erreiche diess durch Coefficientenvergleichung, indem ich
W,
umgekehrt f-ﬂ—’ und -;% als rationale Functionen von y, darstelle. Setzt
man (siehe § 16., 17. des ersten Abschnittes):

#) Vergl. hierzu die Darstellung bei Gordan in der wiederholt citirten Note
(Erlanger Berichte, Juli 1877). Es sind dort die Rechnungen, welche ich im Texte
ausfilhre, dorch systematischen Formenbildungsprocess ersetzt..

**) Geometrisch: Alle Punkte, deren Coordinaten diese Form besitzen, ge-
horen der Erzeugenden erster Art an, welche durch den gesuchten Punkt y hin-
durchliuft,
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28 &
) =
S0 ist
fw,
(29) W=y 7= BTk + 2,

Tch werde daher zunichst £, rational durch y, ausdriicken.

§ 9.
Die Funetion &, = t}, .
Zu dem Zwecke stelle ich noch einmal #ihnliche Ueberlegungen

an, wie in § 7. des vorigen und in § 5. des gegenwiirtigen Abschnittes.
Ich betrachte vor allen Dingen die Producte:

2

15, o,

Fir das erstere fanden wir bereits
F) O — ol (e + aBy — B).

Fiir die anderen beiden berechnet sich in iihnlicher Weise, indem wir
unter den Factoren der Producte (5) und (4) dic geeigneten zusam-
menfassen:

(30) b(m) 6(8) = 555 C (S 8But —pyy - 8a?),

@) R~ p’;',if;ii (— (@r—36) 5! + (S —3p7)
— (Ba*f—y*)y* + Bty — Yef?)y,
4+ (400! — 120y — 953)).

Nun ist das gesuchte & Wurzel der folgenden quadratischen
Gleichung, in der ich die Indices » unterdriickt und die Buchstaben
n, & durch 1, 2 ersetzt habe:

(32) flf2‘§2“ (t,"ﬁ)—[—i??fl)‘g'-«}—t,gtz?z().

Benutzt man hier, dass

124 0 = (42 —3f) (6 —31),
so folgt:

(tl""iz2+9f:fz—12‘ W W) + ]/(tftf+9f,ﬁ— 12!
= “6fif

H. Hz ) — 362 1 fe
v, .




556 I'. Keeix,

¢,
Die Quadratwurzel zerlegt sich wieder. Dic beiden Werthe i}.z 7 ((')Q
t
1.2
und 7,;» ;.\S—) werden einander gleich, wenn 5 aus ¢ hervorgeht

durch eine derjenigen 2 Ikosacdersubstitutionen, welche das Oktaeder
¢, ungeiindert lassen. Ich habe dicse Substitutionen in § 14. des ersten
Abschnittes fir das Oktaeder ¢, angegeben. Man tindet, dass zuniichst
als Factor auftritt das Product der Quadrate der Differenzen der vier
von y, verschiedenen #. Dasselbe lautet, nachdem man es durch 125
dividirt hat:
(3) & = {(—6ap+ 48651 + (— 2707 — 3B )9+ @Tefot57)
A (= 272y 42160 p2)y, -+ (— 135 a! —T2a By 256 8%)} .

Ausserdem tritt quadratisch das Product der 6 Ebenen auf:
Yv~t cos ?-575 (¥:+ i) =+ cos 4‘: (t-v0)

(wo fiir 4, k, k, I die von v verschiedenen Indices zu setzen sind).
Dieses Product ist bis auf einen Zahlenfactor gleich:

(35) aysd 4 Byt + o2,
So wird der Werth der Quadratwurzel einfach:
(et + By24 o) V&

Es ist zweckmiissig, statt A, die (durch 3125 dividirte) Discriminante
der Gleichung fiinften Grades, A, (Gleh. (20)), einzufithren, die mit
A, durch die Formel verkniipft ist:

+VA =+ @'+ 2ap+B) VA,
So ergiebt sich, wenn wir in die Formel (83) jetzt die Werthe von

. H I, .
bty fife) ‘"%—in eintragen:

36y &, (T2 Byl ety Uty By, UL 9a D
( = 2(a'afy—p)

wo D den Ausdruck bedeutet:
o p = RS i,

Setzt man hier p == 0, y, =0, also

“1_{33

£, — et + o V— 135! -}—"566’
» e

so erhilt man nach der Formel (vergl. Annalen XII, p. 169):

1728 (1 — X)) = £ (88— 10g+445)?
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fiir X einen Ausdruck, dessen irrationaler Bestandtheil dieser ist:

+ V= 354
g»i;;;gi2ﬁ~ﬁ (25601 B2 — 1216410 B7 — 13960 " §°—2025 a2 f11) .

Derselbe Ausdruck ergiebt sich mit demselben Vorzeichen, wenn man
in die allgemeine Formel (16) resp. (17) p == 0 setzt. Es folgt daraus,
dass das obere und unfere Vorzeichen der Quadratwureel aus der Dis-
erimanante, sowie dasselbe lier in (37) auftritt, dem oberen und unteren
Vorzeichen dersclben Quadratwurzel in (17) entsprichl.

§ 10.
Fertige Formeln fiir die 4.

Trigt man diesen Werth von £ ein in die Formeln (20) des § 8,
so erhilt man nach ziemlich langer Rechnung, wnter L, M die fxuhex
50 bezeichneten Grossen verstanden:

(38) f = :tl& {[y,* (144 e" y — 72057 4125 ot By —DOD By
+ 80802 54 Baty! — 162y -4081y?)
+ 1,° (245 By4-24007 B4 1001y - 200y ? - 310623
+ 288a i 3afyt —104°p%)
+ 92 (—48 (x“;vz—{«2080:5[327—32005“(34-«55043;8;/3
+ 16502832 224 a7y — ayt— 38447+ %!
+ 4y (1296 a8y — 432007 32 41017 a®By* — H5075e 'Y
461024485 4 1Tey' — 130 2%+ 350 af'y
— 968 —B7°)
1+ (648a7By—2160a° 4 30adp3 4575t By?
— 3490 &?By 421 e2fpt 4-40960°4° — N0 fy
H1608777)].

TYA [y (—16atf—3a’y*+Tap'y +21Y)
+ g} (—BatyH 48 —afyt—GFy)
2 (166 By — 64a B 4~ 7
Hoy, (—19a3p2 4 11a2fiy+162ap'—p2Y)
+ (—24a 80041503y - 10B3y+96°)]
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{[y,* (—216 &' — 87 a7By + 265 a5 f3—9a®p3--350:1 22
— 465038y B36a?B—4aBy+-Bapiy 4677

+ 4,° (108 «?8 + 66 7?4122 «58%p—327 «®B*-}-49 o'y

—T5a3f324-119e? 5y 4 a?p®— 144 0 §7
—2apty1—§'p?)

+ 4,2 (12a% — 144 o5 $2—59 a®Bp2—251 533y 1436 «*3°

+3atpt — 1732y 25502 B4p? —344 0 30y
419285+ p%9%)

+ 4y (—1080" — 107188y 4214764783 —31 b3
—432e532p? —b5at By -+ 869a 85— 15a3f p*
—104 0283 p3 4349 a 7 p? — 24087y — 29

+  (—540a'B4198a8y?+ 180" B2y + 79" B¢
4111 a3y — 85 a! B3y — 1503 a3y + 3 ad p 5
+ 17926287 — 22 22 p* 1T 0 f1p3 -+ 16 §592)]

YA [yt Oy +43a!f24-4a? 72— 11afy+126°)

9 (— 1207 — 4t By —21030 — a2y 26B—3y)

92 (1658 —Baty?—9ed By 4 2862 B1+ B17?)

+ 9 (29 0%y + 1850362+ 11a3By? + a?Blp—afo— f27)

4+  (—36a®424a5By+109a! 32 — 3o’y 4 22 2322

—53apiy—4869)])

0'1, .
(9 =57z

= 2(+ ~+B)yv-

In diesen beiden Ausdriicken sind nun in der That die Coefficien-
ten von %, ¥,°, ¥»?, 0 proportionirt. Man erhilt daher iiberein-
stimmend fiir ¢ =4, 3, 2, 0:
‘ (4, —(4;+ B, VD) ,
[(Aid{—A/ A,.H-( 1sz,. —B/ ,]i-VA[(A B/— A/ ,)+(Al B,-A,B;)]'

fW

(40) y=—+yA

§ 11.
Die allgemeinen Gleichungen fiinften . Grades.

Um eine beliebige Gleichung fiinften Grades zu losen, bietet sich
jetzt maturgemiiss der Weg, dieselbe durch rationale Transformation
in eine solche, bei der Ty = 0, X y? = 0, zu verwandeln. Dies kann
auf sehr mannigfache Weise geschehen, aber jedesmal bendthigt man
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eine Quadratwurzel, welche keinen Einfluss hat auf die Zahl der Sub-
stitutionen der Galois'schen Gruppe der Gleichung. Das Gleiche galt
von dey Quadratwurzel, die ndthig war, um eine allgemeine J aco%i’—
sghe Gleichung sechsten Grades auf eine Ikosaedergleichung zu redu-
ciren (Abschnitt 11, § 9.), und in der That zeigt man hier genau wie
d-amals: Es giebt bei der allgemeinen Gleichung leine rationale Fune-
tion der Wurzeln, welche einer Ikosaedergleichung geniigt.

) At}s dieser negativen Proposition ergiebt sich nun auch der Be-
weis eines Satzes, den Kronecker 1861 ohne Beweis mittheilte und
de.n man etwa so formuliren kann: Zs ist unmiglich, bei durchaus
z{{zll]ﬂarlichen Yo -+ Y, cine rationale Function @ (y) zu finden, die von
einer Gleichung abhédngt, in der (wie in der Ikosaédcmleiciumg) nur cin
Parameter auftritt. Wenn nimlich eine solche Resolvente existirte
so kdnnte man sie auf rationalem Wege in eine Ikosaedergleichunr;
verwandeln, wie folgende Betrachtung zeigt. }

‘ Die verschiedenen Werthe, die ¢ bei Permutation der y annimmt,
seien in bestimmter Anordnung:

Pis Pay* " P

Vertauscht man die y durch die 60 (hier immer allein gemeinten)
geraden Permutationen, so erscheinen die ¢, - - @u in anderer An-
ordnung wieder, und man betrachte die 60 Anordnungen der @, welche
auf diese Weise entstehen. Da die ¢ nur von einem Parameter ab-
hingen, so durchlaufen die Anordnungen @, - - @,, wenn sich die y
beliebig #ndern, ein irreducibeles Werthgebiet von nur ciner Dimen-
sion. Dieses Werthgebiet ist rational durch einen Parameter darstell-
bar. Denn man kann die y jedenfalls solchen rationalen Functionen
einer Grosse A gleichsetzen, dass die ¢ nicht constant bleiben; danu
durchlaufen die ¢, - - - @, als rationale Functionen von A das ganze
ihnen gestattete Werthgebiet. Nun kann man statt 4 allemal (wenn
es nothig sein sollte) einen anderen Parameter w in der Weise ein-
fihren, dass die ¢ nicht nur rationale Funectionen des g sind, sondern
auch w eine rationale Funetion der @ und also der ¥ (vergl. einen
Aufsatz von Liroth im IX. Bd. der Matb. Annalen p. 163). ine

geeignete lineare Function dieses g, Z ;‘ig muss dann von ciner ko

saedergleichung abhdngen. Denn bei Permutation der y verwandelt sich
das @ in ein g, welches eindeutig dem p zugeordnet ist, und umge-
kehrt entspricht dem g’ nur das eine g, wie man sieht, wenn man
die Permutation der y riickgingig macht. Es hiingen also g und g’
von einander lincar ab, und also sind, da keine der 60 Permutationen
der y eine Periode > 5 besitat, die Vorbedingungen des § 4. des ersten
Abschnittes gegeben. Es ist das derselbe Schluss, der in mehr parti-
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culiren Fiéllen in § 9. des zweiten Abschnittes und in § 1. dieses
Abschnittes bereits angewandt wurde.

Zugleich sieht man, dass ein Satz ihnlich dem nun fiir Gleichungen
fiinften Grades bewiesenen bei Gleichungen hoheren Grades aus einem
viel einfacheren Grunde gilt. Denn es giebt keine endlichen Gruppen
linearer Substitutionen einer Verinderlichen, welche den Vertauschun-
gen von sechs oder mehr Dingen entspriichen, und darum kann bei
den allgemeinen Gleichungen sechsten und hoheren Grades von einer
Resolvente, die nur von einem Parameter abhingt, von vorneherein
nicht die Rede sein.

Miinchen, den 20. August 1877.



