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Sur la distribution des tangentes doubles sur les divers systemes
de coniques ayant un contact quadruple avec une courbe
du quatrieme ordre.

Par C. Croxu & Copenhague.

Le lecteur trouvera dans les ,Higher plane curves® par M. Salmon,
Dublin 1873, p. 214 et suiv., tous les renseignements sur les divers
systemes de coniques ayant avec une quartique un contact quadraple
nécessaires pour comprendre le mémoire suivant. Notre article ne
donue quunc explication trés courte sur la distribution des coniques
composées soit de 2 tangentes doubles réelles soit de 2 tangentes doubles
imaginaires conjuguées sur les divers systtmes, suivie d'une recherche
sur les nombres des systémes contenant des conigues réelles pour les
différentes formes des quartiques. Un développement de la méme ma-
tiere avec des démonstrations plus détaillées a ét¢ donné dans le journal
danois ,Tidsskrift for Mathematik¥ cah. V, 1875. Quant aux diffé-
rentes formes de la quartique ordinaire, et & la situation des branches
par rapport aux tangentes doubles, on est renvoyé a un mémoire de
M. le docteur H. G. Zeuthen dans les ,Mathematische Aunalen® t. VIL

L

I} suffira d’examiner la distribution des tangentes doubles réelles
sur les divers systemes pour la quartique composée de 4 branches réelles;
car en-prenant celle-ci pour point de départ on pourra obtenir toute
quartique ordinaire & 3 ou 2 branches, si d’abord on reserre 1 ou 2
branches i des points isolés et puis les fait disparaitre; les coniques
composées des tangentes doubles qui ne sont pas devenues imaginaires
seront alors distribudes sur les systemes comme auparavant. Quant aux
quartiques & 1 ou O branches réelles et aux quartiques annulaires, les
4 tangentes doubles de premitre espece qui sont leurs seules tangentes
doubles réelles forment de 3 maniéres différentes 2 coniques appar-
tenant au ménie systéeme.

Comme toutes les coniques réelles d'un systeme se présentent pen-
dant la variation continue d’une conique variable & I'équation :

RU+21V+ W=0,
U=0, V=0, W=0 dtant les équations de 3 coniquesal un para-
mbtre variable, on comprend immédiatement les lemmes suivants:
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562 C. Crong.

La conique variable d'un systéme décompose le plan en deux parties,
et les brauches de la courbe en deux groupes dont un situé dans
chaque partie; ces deux groupes doivent rester les mémes pendant toute
la variation de la conique. Quand pendant la variation la conique va-
riable devient un couple de droites c’est & dire si elle se décompose en
deux tangentes doubles réelles, les branches qui étaient auparavant au
dedans d’elle seront au dehors apres la décomposition et vice-versa.

Les points de contact de la comique variable avec la courbe ne
pourront devenir imaginaires qu'en se confondant deux & deux. Le
nombre de points de contact avec la méme branche doit donc étre
constamment pair pendant toute la variation, ou constamment impair.

On en conclut:

Tous les couples de droites d’un systéme décomposent les branches
de la courbe de la méme maniére en deux groupes.

Les nombres de points de contact d’'une méme branche avec les diffé-
rents couples de droites d'un systeme sont ou tous pairs, ou tous impairs.

2 tangentes communes & 2 branches qui renferment ces branches
dans une méme paire d’angles opposés s'appelleront tangentes communes
de méme genre; elles venferment nécessairement les autres branches de
la courbe dans l'autre paire d’angles opposés. L’une de ces tangentes
de méme genre est ,permutée’ contre l'autre, quand en se tournant
autour de leur point d'intersection elle passe sur les deux branches dont
elle est une tangente commmune, mais sur aucune autre branche de la
courbe. 2 tangentes communes & 2 branches qui renferment ces bran-
ches dans différentes paires d’angles opposés s'appelleront tangentes
communes de différent genre; Pune pourra dtre permutée contre V'autre,
quand en touchant toujours lune des deux branches elle passe sur
Vautre. Les tangentes seront dites opposées & l'égard de cette derniere
branche. On voit bien, que deux tangentes communes de genre diffé-
rent ne renferment que la branche, & Végard de laquelle elles sont
opposées, dans l'une paire d’angles opposés, tandis que toutes les autres
branches de la courbe sont situées dans Vautre. Le mémoire de M.
H. G. Zeuthen dans ,Mathematische Annalen® t. VII. démontre, que
2 tangentes doubles quelconques de premitre espice dune quartique
4 4 branches réelles renferment toujours 2 branches dans chaque paire
d’angles opposés; de deux telles tangentes I'une pourra done &tre per-
mutée contre l'autre, quand en se tournant autour de leur point @’in-
tersection elle passe sur deux branches de la courbe.

IL.

On pourra maintenant, en s'appuyant a la différente situation des
branches par rapport aux tangentes doubles, diviser les systémes d'une
quartique a 4 branches réelles en 4 classes:
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L. La conique variable a un nombre pair de points de contact avee
chaque branche quelle touche, et 2 branches sont au dedans, 2 au
d.ehors de sa concavitd. Un tel systeme ne peut contenir d’autres co-
niques composées de deux tangentes doubles que les 4 coniques dont
chacune est composée de deux tangentes communes de méme genre
a 2 branches toutes les deux situées du méme coté de la conique va-
riable et les 2 coniques dont chacune est composée de 2 tangentes doubles
de premiere espéce. Comme le systtme doit coutenir 6 coniques com-
posées de 2 tangentes doubles, elle contiendra toutes les coniques nom-
mées. Il y a 3 systemes dans cette classe, car on peut de 3 maniires
différentes décomposer les 4 branches en deux groupes, chacun con-
tenant deux branches.

2. La conique variable a un nombre pair de points de contact
avec chaque brauche qu'elle touche, et 1 branche est au dedans, 3 bran-
ches sont au dehors de sa concavité, ou viece versa. Tous les couples
de droites d'un tel systéme sont composés de deux tangentes doubles
de différent genre opposées i 1'égard de la branche qui est séparvée des
3 autres branches de la courbe par la conique variable. Toutes les 6
couples de droites qu'on peut composer de cette manivre apparticnnent
douc au systétme. Il y a en tout 4 systtmes dans cette classe.

Note. Il nexiste pas des systtmes donl la conique variable a un
nombre pair de points de contact avee chague branche qu'elle touche,
pendant qu'elle renferme toutes les 4 branches daus I'une des parties
dans lesquelles elle décompose le plan, car nulle cohique composée
de deux tangentes doubles réelles ne pourra satisfaire i ces deux con-
ditions.

3. La conique variable a un nombre impair de points de contact
avec deux branches différentes. G, et G, étant ces deux branches, et
G, et G, les deux autres branches de la courbe, le systéme pourra con-
tenir 1 conique composée d'une tangente commune de GGy et d'une
tangente commune de G,G,, ¢t 1 conique composée des deux tangen-
tes communes de GG, et de G,G, opposces aux deux premidres i
I'égard de Gy; car en permutant les {angentes doubles de la premicre
conique contre celles de la seconde on ne changera pas la distribution
des branches sur les deux paires d’angles opposées, ee qui aura licy,
si d’une maniere différente on permute les tangentes doubles du premitre
couple de droites contre d’autres tangentes communes de ¢ Gy et
de @,G,. Le systtme pourra de meme contenir deux coniques dont
chacune est composée d'une tangente commune de G, G, et duve tnq-
gente commune de G,G,. Le systéeme pourra en.ﬁn cont?nir des cjom-
ques composées d'une tangente double de premléi‘.e espece et d'une
tangente commune de G, G,; si dans une telle conique on permute la

tangente double de premitre espece contre une autre de méme espece,
26 F
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deux branches passeront dans une autre paire d’angles opposéds, et il
faut done permuter la tangente commune de G, contre la tangente
commune de méme genre, ce qui fera passer encore deux branches
dans une autre paire d’angles opposés, afin que la distribution des
branches sur les deux paires d'angles opposés ne soit pas changée.
Le systéme ne contient donc que 2 coniques composées de cette ma-
niere. Les 6 couples de droites éuumerés sont les seuls qui peuvent
appartenir au systéme, et ils y appartiennent tous. 1l y a 8 syste-
mes dont la conique variable a un nombre impair de points de con-
tact et aveec G, et avec G,, car on pourra de 8 mauitres différentes
diviser les 4 branches de la courbe en deux groupes, et & chaque
division répondra un systéme dont la conique variable (et chacun des
couples de droites) sépare les deux groupes. On peut choisir les bran-
ches Gy et (F, de 6 manitres différentes; il y a donc 48 systemes dans
cette classe,

4 La conigue variable a 1 point de contact avee chacune des
4 branches. Si un tel systéme contient une eonique composée d’une
fangente commune de &, G, et d'une tangente commune de &, on
aura un autre couple de droites, qui peut appartenir au systeme en per-
mutant les deux tangentes communes contre deux autres de méme
genre, car par cette permutation on fera passer chacune des 4 bran-
ches daps une autre paire d'angles opposés, tandis que toute autre per-
mutation changera la distribution des branches sur les deux paires
d’'angles opposés. Le systtme pourra de méme contenir 2 coniques
composées dune tangente commune de &G, et d'une tangente com-
mune de (F,(F,, et 2 coniques composées d'une tangente commune de
G, G, et d'une tangente commune de G,G,. Ces G couples de droites
sont les seules qui peuvent appartenir au systéme; ils y appartien-
nent done tous. 1l y a 8 systémes dans cette classe.

Si Pon se souvient de ce quune tangente commune & 2 bran-
ches devient imaginaire, quand lune des deux branches disparait, on
comprendra facilement 'énumération suivante des systémes contenant
des coniques composées de deux tangentes doubles réelles & une quar-
tique ordinaire & 3 branches réelles:

3 systémes de la premilre classe contenant chacun 4 couples de
droites réels, dont 2 composds de 2 tangentes communes de méme
genre, et 2 composés de 2 tangentes doubles de premiere espéce.

3 gystemes de la seconde classe contenant chacun 4 couples de
droites réels.

24 systemes de la troisieme classe contenant chacun 4 couples de
droites réels, dont 2 composés de 2 tangentes communes & 2 paires
de branches différentes, et 2 composés d’'une tangente double de pre-
migre et d'une de seconde espéce.
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On\voit de méme, que pour les quartiques i deux branches réelles
les systemes contenant des coniques composées de deux tancentes
doubles réelles seront: ”

‘ 3 systemes de la premiere classe: 1 systéme contenant 4 couples de
droites réels, dont 2 composés de tangentes communes de méme genre,
et 2 composés de tangentes donbles de premiére espice; 2 systomes
contenant chacun 2 couples de droites réels composés de 2 tangentes
doubles de premitre espice,

2 systemes de la seconde classe contenant chacun 2 couples de
droites réels composés de 2 tangentes communes de différent genve.

8 systemes de la troisitme classe contenant chacun 2 couples de
droites réels composés d'unc tangente double de premitre ct d'une
tangente double de seconde espice.

Les quartiques composées d’une seule branche , les quartiques qui
n'ont aucun point réel et les quartiques annulaires n'ont d'autres tun.
gentes doubles réelles que celles de premitre espece,  Ces tangentes
déterminent 3 systdmes, dont chacun contient deux conigues compo-
sées de deux tangentes doubles réelles,

IIL.

Toute quartique representée par une équation réelle et contenant
des branches réelles décompose le plan en plusicurs parties: la partie
contenant les tangentes doubles réelles et toute partie laquelle on ne
pourra atteindre, en sortant d'un point dune tangente double réelle, qu'en
passant la courbe un nombre pair de fois sera dite situde aw dehors de
la courbe; toutes les autres parties du plan sont au dedans de la courbe.
V:—UW =0%) étant V'équation de la courbe, on voit, que le pre-
mier membre de cette équation a le méme signe pour toutes valeurs
des coordonnées correspondantes aux points au dehors de la courbe,
mais le signe contraire pour toutes valeurs correspondantes aux points
au-dedans de la courbe. Soit:

PUH2IV4+W=0
I'équation commune de toutes les coniques d’un systémp. Par un pf)int
quelconque du plan passeront évidemment deux coniques du systeme
correspondantes aux valeurs
—VHVVEUw

: . lel ” B -

de 1, ot les coordonnées du point sont substituées dans V, U et W,
l 5 i Saair 2 V2 T2,

Ces valeurs de ! sont réelles ou imaginaires selon que V UWw=0;

# U 4 21V 4 W =0 étant U'équation de la conique variable d'un gystéme,
Péquation de la courbe aura cette forme.
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done les coniques réelles du systeme sont toutes au dehors ou toutes an
dedans de la courbe, et on appelle selon leur situation le systéme ex-
tériewr ou intériewr. Un systéme intérieur a des coniques réelles dans
toutes les parties du plan au dedans de la courbe. Ce ne sont que les
systémes extérieurs qui contiennent des tangentes doubles réelles; toutes
les deux espdces de systémes peuvent contenir des coniques composées
de deux tangentes doubles imaginaires conjuguées. Les coniques ainsi
composées ont des équations de la forme

L'+ M2 =0,

L =0 et M = 0 étant les équations de deux droites réelles, et leur
partie réelle est réduite a un seul point. Dans ce qui suit, nous les
appellerons points isolés extérienrs ou intérieurs, selon que le systéme,
auquel ils appartiennent, est extérieur ou intérieur.

Si Ton fait varier I d'une manitre continue.de — oo & 4 oo,
I'équation

RPUS2IV+ W=0

représentera toutes les coniques réelles c'est & dire toutes les coniques &
équation réelle du systeme; quand ! prend une valeur corréspondante & un
point isolé, il est évident, que 13 on passe de coniques contenant des
points réels & des coniques qui n'ont aucun point réel. Comme une
telle transition doit nécessairement s’'accomplir un nombre pair de fois
pendant la variation de I, le systeme doit contenir uu nombre pair de
points isolés.

Soient I, et I, deux valeurs de I corréspondantes & deux points
isolés telles, que pour toutes les valeurs de I >, et </, on a des
coniques & points réels, dont aucune n'est réduite & un point isolé.
Les coniques remplissent une certaine partie 4 du plan, nécessairement
comprise dans une des parties, dans lesquelles le plan est décomposé par
la courbe; car les coniques se succtdent consécutivement, et aucune
d’eux ne peut couper la courbe. La limitation de A4 doit étre touchée
dans chaque point par une des coniques; elle est donc formée ou par l'en-
veloppe des coniques c’est & dire par la quartique, ou par quelques-unes des
coniques. Supposons qu'un arc d'une conique K corréspondante & [==1,
l, < U< 1, forme une partie de la limitation, et choississons un point p
au dehors de 4, mais dans la méme partie du plan limitée par la
quartique que 4. On aura deux valeurs réelles de ! corréspondantesa p,
dont on pourra toujours rapprocher I'une de l'autre autant qwon voudra,
en choississant p suffisament prés de K'; on pourra donc toujours avoir
cette valeur >/, et <1,. Il faut done, que toute la limitation soit
formée par la quartique. Si celle-ci ne contient aucun point réel, les

coniques, dont le parameétre ! est > I et < l,, doivent remplir tout
le plan.
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S} les coniques corréspondantes & des valeurs de 1> 1, et <
sont situées au dedans d’une des branches de la quartique, ell‘las doivené
rem.plir toutil’intérieur de cette branche. On voit facilement, gue deux
coniques doivent passer par un point quelconque p au dedans de la
brafnche, car p est évidemment situé au dedans de quelques unes des
coniques, parce que celles-ci remplissent tout utérieur de la branche
mais au dehors des deux points isolds, corréspondants 3 1 — lietdl= l.,j
Il sensuit, que la conique variable, dont I'équation est: )

RU+ 21V 4+ W=0,

doit passer deux fois par p. Comme aucune autre conique du systéme
peut passer par p, il faut, que toutes les coniques corréspondantes i
des valeurs de 1< 1, ou >, soient sitnées au dehors de la branche.
On voit done, qu'un systéme ne peut avoir plus de deux points isolés
au dedans d'une des branches de la courbe.

Si un systéme a des coniques réelles au dedans d’une branche G
qui n’enferme aucune autre branche de la courbe on peut démontrer,
quil doit se trouver deux points isolés parmi ces coniques. Chacune
des coniques réelles doit avoir 4, 2 ou O points réels de contact avee (1.
Une conique K ayant 4 points réels de contact @, b, ¢, d décompose
Uintérieur de la branche en b parties: lintérieur de K et 4 segments
limités par un arc de K et par un arc de (. La conique consécutive
K’ ne pouvant avoir plus de 4 points dintersection avec I, ne
peut traverser que 2 des 4 segments, et ses points de contact «” ' ¢ o,
étant conséeutifs A a bed, doivent étre ainsi situés, que o' et o’ p.
ex. se trouvent sur Varc ab, et ¢ et d sur Varc ¢d. 8i de K’ on
passe & la conique conséculive K”, de K” & la conique consécutive ete.
on voit, que les points de contact se rapprochent deux & deux l'un de
Pautre, et qu'ils finissent par se confondre. 2 points de contact apres
g'8tre confondus deviennent imaginaires; si non, ils s'éloigneraient I'un
de Vautre, et alors il y aurait des points dans lesquels la quarligue
fut touchée par plus d’une conique du méme systeme, ce qui est im-
possible. On voit done, qul existera des coniques avec 2 points réels
de contact. Une telle conique ne doit avoir que 2 points d’intersection
avee la conique consécutive, et on verra par un raisonnement tout-i-
fait analogue, qu’il existera des coniques, dont tous les points de con-
tact sont imaginaires. Mais un systeme contenant une conique K avee
4 points de contact imaginaires, qui n’enferme aucune branche de la
courbe, doit contenir un point isolé dans Pintérieur de cette conique.
Car K doit enfermer une conique conséeutive, celle-ci doit de mime
enfermer une conique consécutive etc., et & la fin on parviendra & une
conique véduite & un point isolé. i en sortant de ce poiz%t on par-
court la série de coniques consécutives du systeme, on voit bien, qu’on
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doit passer encore un point isolé dans Vintérieur de . Donec nous
avons le théoréme:

1. Siun systéme a des coniques réelles dans Vintéricur d'une branche,
qut wWenferme aucune autre branche de la courbe, il doit se trowver 2
et pas plus de 2 points isolés parmi ces coniques.

On peunt démontrer, que les points de contact d'un point isolé ex-
térieur et ceux d'une tangente double réelle quelconque se tirouvent
toujours sur une méme conique. Choississons un systéme de coordon-
nées triangulaires tel, que le point # = 0, y = 0 est un point isolé
extérieur, et # = 0 une tangente double réelle de la courbe. Alors
I'équation de la courbe pourra s’écrire:

@ ) ¥ = U2,
V =0 et U=0 étant les équations de deux coniques. Supposons, que
V=az*+ by + cxy + 24,
U= aa? + By + yoy + 1,
A et B étant deux fonctions linéaires des coordonnées. Si z =0 est
une tangente double, on aura:

(@2 + By’ +yey) — @ o)) e + byt cay)=H ma’+ ny’ - lzy).
Lei il faut rejeter le signe négatif dans le second membre, car on pourra
démontrer, que les coefficients a>—a et f°—0b de x! et y' dans le pre-
mier membre sont positifs. Comme en allant du point 2 =10, y = 0
a un point quelconque de z =0 on doit passer la courbe un nombre
pair de fois, (2?4 y*) V—U? aura le méme signe, quand on y substi-
tue z=0, y=0; y=0,2=0; 2=0, x = 0. Les résultats de
ces substitutions sont:
— U, #a—a?), y'0—pY;

comme — U? est négatif, on aura a —a2 <0 et b — B2 <0, Alors
I'équation identique peut s'écrire de la manidre suivante:

[ +-By*+yay)+ (ma*+ny*lay)] [(ew'+ By yay) — (ma+ny*4-lay)]
=02 4y*] [aa*+ by*+cay).
#* =4 y* étant composé de deux facteurs imaginaires doit étre iden-
tique & un des facteurs du premier membre; supposons que:
(ex?+py*tyay) + (ma*+ny*+-lzy) = 2* + 4.
L’équation de la courbe peut donc étre mise sous la forme:
@ ~+y?) 2 A =(m2’4- ny*~-lay)* 4 * B+ 22 B[22y — (ma? + ny?-- lxy) |
ou
(@ +y*)e(A—28B) = (ma*+ ny’+ loy— Bz)?.
On a donc démontré, que les points de contact de 22 4% = 0 et ceux
de z =0 se trouvent sur une méwme conique, Il est de méme démontré,
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que les coordonnées de tout point réel de la quartique doit rendre
2(A— 2B) > 0: tous les points réels de la quartique sont situds
dans la méme paire d’angles opposés formée par les deux tangentes
doubles réelles, dont les équations sont z = 0 et 4 — 2B = 0,

1L Les points de contact dun point isold cxtricur ef ceux dune
tangente double réelle se trouvent towjours sur wne mime conique; 2 tan-
gentes doubles véelles, dont les points de contact se trouvent sur une méme
conique avec ceux dun point isolé extériewr, renferment lowjours tous les
points réels de la quartique dans la méme paive dangles opposés.

Un systeme doit contenir un nombre infini de coniques réelles,
s'il en contient une seule K; car on pourra faire passer par les points
de contact de KX un nombre infini de coniques ct les points d'inter-
section de chacune de ces coniques avec la courbe seront les points de
contact d'une conique réelle du systome. Soit

PUA 21V 4+ W=0

Iéquation commune des coniques d’un tel systéme réel. L'équation
exprimant, qu'une conique se décompose en deux tangentes doubles,
sera du lsixieme degré en [ el aura des coefficients réels. A une
racine réelle de I'équation répondra une conique composée de deux
tangentes doubles réelles ou imaginaires conjugudes; & une racine
imaginaire répondra une conique composée de deux tangentes imagi-
naires mais non conjuguées, dont Véquation aura la forme:

A+BYy—1HC+Dy—1)=0
AC—BD 4+ (AD4+ BC)y—1=0

A, B, C, D étant des fonctions linéaires des coordonnées. La racine
imaginaire conjuguée doit donc répondre a une conique dont l'équa-
tion est:

ou

AC—BD — (AD+BC) J/—1=0

c’est & dire les tangentes doubles A —B) —1=0 et C— Dy —1=0
forment une conique du systéme. 2 tangentes doubles, dont I'une est
imaginaire, l'autre réelle, ne pourront former une conique du systeme,
car si dans la démonstration que nous venons de donner on pose I3
identiquement = 0, on verra, que la tangente double réelle o = ()
doit alors faire partie de deux coniques différentes du systéme. 4 tan-
gentes doubles imaginaires seront dites former un groupe, quand elles
composent deux coniques imaginaires conjugudes d’}m systéfne. /De 4
tangentes doubles, qui sont deux & deux imaginalrfs conjugueées et
dont les points de contact se trouvent sur une méme coulque, on
pourra donc former deux gronpes différents. Comrr.xe nous venous d.e
démontrer, qu'un systeme réel doit toujours contenir un nombre pair
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de coniques composées de 2 tangentes imaginaires conjuguées, on
voit bien, que celles des tangentes doubles imaginaires d'un systeme
qui ne forment pas des points isolés pourront étre divisées en groupes.

Soient A+ By —1=0 et O+ D})—1=0 les équations des

tangentes d'un groupe. Alors 'équation de la quartique peut s'écrire:
o+ (A2 4-BY) (C*4 D) = V2.
Les 3 systémes contenant les 4 tangentes sont représentés par les
équations :
+ (A2 -BY P 21V 4 C? 4+ D=0
(AC—=BD) (+8+4+1)+ 21V 4 yY—1(4D+BC) (+r—1) =0
(AC+BD) (+24+1)+ 21V 4 V=1 (BC—AD) (-+12—1) =0,

Si, en prenant le signe positif, on pose dans les deux dernieres
équations { = - 1, on voit, que les deux derniers systémes contiennent
des coniques & des équations réelles. Par le point d'intersection

réelde 4 -+ BY —1=0¢et 4 — By — 1 = O passent deux coniques
réelles du premier systéme et deux conigues imaginaires conjuguées de
chacun des deux derniers systémes; les deux derniers systémes sont
done intérieurs ou extérieurs suivant que le premier systéme est ex-
térieur ou intérieur. L’équation

+ (A B (O DY) = P
peut en premier lieu répondre & chaque courbe & points réels, dont
les tangentes doubles ne sont pas toutes réelles; mais puis on peut
démontrer, qu’elle pourra répondre & des courbes sans points réels.
Car si Pon considére une équation de la forme:

k(4*+B%) (024 D% = V?
k étant un constant et la conique ¥ ==0 ne contenant des points
réels, la fraction 575 ne pourra devenir == O pour des

valeurs réelles des coordonnées, Le numérateur ne peut devenir = 0,
et le dénominateur ne devient pas infini, que si les coordonnées sont
infinies; mais siP'on divise et le numérateur et le dénominateur par 2z
ct qu'alors on pose les coordounées = oo, le numérateur ne deviendra
pas == 0, car alors la conique V=0 devait contenir des points réels
& Vinfini.
Ve
@B (O D9
ne pourra donc devenir plus petit qu'une certaine valeur positive p
pour des valeurs réelles des coordonmées, et si Yon prend k£ < p et
> 0, Péquation
k(A4 BY) (C*+ DY) = V?

répondra & une courbe sans points réels.



Sur les courbes du quatriéme ordre. b1

Si dans les équations des 3 systemes contenant les 4 tangentes
doubles 4 +By/—1=0 e C+ D}y —1=0 on prend le signe
négatif, chacune des deux derniéres équations aura la forme:

M(—1»4+1)+ V- 214+ N(—1*-1)y—1=0,
M =0 et N=0 étant les équations de deux coniques réelles. Cette
équation ne répondra & une conique réelle pour aucune valeur de I
Car si lon pose l=a 4 BJ/— 1, « et B étant des quantités réelles,
I'équation peut s'écrire:

M(— +p2+1)+V-2a 4 N-2af

+[—M-20p+V-2p+ N (—a? 4 ~1)]Y—1=0.
La partie réelle du premier membre ainsi que le facteur multipliant
¥/—1 ne peut devenir identiquement = O, & moins que les coni-
ques M =0, N=0, ¥V =0 n'aient 4 points communs; mais dans
ce cas la quartique, dont l'équation est

M+ N4 V?2=0,

se décompose en deux coniques. L’équation ne peut donc répondre &
une conique réelle que si la partie réelle du premier membre et le
facteur multipliant ’— 1 sont identiques. Alors il faut que:

-4+l e 2af
—%ef B —aFp-—1
- mais ces équations se réduisent & une seule:
a4+ p24+1=0

qui ne peut étre satisfaite pour des valeurs réelles de a et ﬁ On
pourra cependant démontrer, que deux coniques imaginaires conjuguées
du systeme

M(—l?—l—]) + V- 204+ N(—2=1))y—1=0
passent par un point quelconque du plan. L’équation peut s'écrire:

M a4+ V. B+NyYy=i=0

en posant & = — l+l et B =— 21 —» don a4 f2=1. Sien
substituant les coordonnees d'un pomt réel m on a M =p, N =g,

V =r, on tirera des équations:

patrf=—gqy—Teta+p=1

les valeurs:

'a —pgV=14rVpP+ ¢ +r ﬂ_—qu—linVp'+q'+r’
72 F p? ) r  pt

Les équations des deux coniques passant par m sont donc:

V—1[—paM—rqgV + @ +p) N1 £V + ¢+ r M—p V] =0
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représentant deux coniques imaginaires conjuguées. Si une conique
M-o/ +V-F+Ny—1=0

appartient au systéme, la conique imaginaire conjuguée y appartiendra
aussi; car si I'équation ¢® 4 B2 =1 est satisfaite pour o = o, g = f§,
elle sera encore satisfaite pour ¢ = — o', g = — 8\

1L, Celles des tangentes doubles imaginaires d'un systéme véel
qui me forment pas des points isoldes pewvent étre divisées en groupes
contenant chacun 4 ftangentes conjuguées deux d deuz, dont les points
de contact se trowvent sur ume méme comique. La quartique ayant
des branches réelles, tout systeme contenant un tel groupe sera réel.
Si Pon considere un systéme contenant deux points isolés et les deux
systémes contenant les deux groupes formés par les 4 tangentes doubles
composant les deux points isolés, les deux derniers systémes seront
extérieurs ou intérieurs, suivant que le premier systéme est intérieur
on extérieur. Si la quartique n'a point des branches réelles, tout
systeme contenant 1 groupe en contiendra 2 autres; le systeme con-
tiendra des coniques réelles ou non, suivant que V'équation de la courbe
a la forme

(A 4+ DBH (C*+ D)=+ V? ou = — V3

A'+ B2 =0, C* -+ D* =0 et V=0 étant les équations de deux
poiuts isolés composés des tangentes doubles dun groupe du systeme
et de la conigque passant par leurs points de contact.

Iv.

Maintenant on pourra trouver et le nombre des systémes réels
d’une quartique ordinaire et la distribution des coniques composées de
deux tangentes doubles imaginaires conjuguées sur ces systémes.

Une quartique composée de 4 branches réelles n'a que des systémes
réels et toutes ses tangentes doubles sont réelles.

Une quartique composée de 3 branches réelles a 12 tangentes
doubles imaginaires qui forment 6 points isolés, dont aucun ne peut
étre extérieur; car un point isolé extérieur devrait avoir ses points de
contact sur une méme conique avee chacune des 16 tangentes doubles
réelles. Il faut done, quil existe un systéme intérieur qui a 2 points
isolés dans Vintérieur de chaque branche (I). Les tangentes doubles
imaginaires forment 30 groupes appartenant chacun a l'un des 30
systémes qui contiennent les tangentes doubles réelles (11I). La
quartique a donc 31 systémes réels. .

Une quartique composée de 2 branches réelles I'une au dehors de
Pantre a 20 tangentes doubles imaginaires, qui forment 10 points isolés,
dont 0,4 ou 8 doivent étre intérieurs (I). Chaque point isolé extérieur
appartient au systéme contenant toutes les tangentes doubles réelles
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(II), d’ott Yon conclut, qu'il 'y a plus de 2 points isolés extérieurs.
On aura donc 8 points isolés intdrieurs, 4 dans lintérieur de chaque
branche. Ces 8 points isolés appartiennent & deux systemes Intérieurs,
dont chacun a deux points isolés dans lintérieur de chaque branche,
Lies tangentes doubles imaginaires des systemes intérieurs forment 24
groupes daus les 12 systémes, dont chacun contient 4 tangentes doubles
réelles. Les tangentes doubles qui composent les 2 points isolds extérieurs
forment 2 groupes appartenant aux 2 systemes intérieurs (111). 1 y
a donc en tout 15 systémes réels.

Une quartique qui ne contient qu'une seule branche réelle a 24
tangentes doubles imaginaires formant 12 points isolds. Supposons,
quiil y ait g systémes extérieurs outre les 3 contenant les 4 tangentes
doubles de la premitre espece, r systemes intéricurs ct par conséquent
2r points intérieurs (I); il y a done 27 groupes appartenant 3 des
systemes extérieurs et 12 — 27 points isolés extérienrs. Alors on aura,
6 4 3¢ étant le nombre total de paires de points isolés et de groupes, °
que demandent les systdmes cxtérieurs:

2r +6 —r=0643¢q: r=3q.

Comme » < 6, il faut, que ¢ soit =0, =1 ou = 2. ¢==0 donue
»==0, ce qui est impossible, car §'il y a des points extérieurs, il y
a aussi des systemes intérieurs (II1) el par conséquent des points in-
térieurs (1). ¢ = 2 donne » = 6: 6 syslémes intérieurs, dont chacun
contient 2 points isolés, tandis que tous les groupes formds par les
tangentes doubles imaginaires appartiennent a des systémes extérieurs,
ce qui est impossible aussi. On aura done ¢ == 1, » = 3. Chacun des
3 systémes contenant les 4 tangentes doubles réelles doit contenir 2
points isolés; car si un de ces systémes en contenait 4, on aurait 14
groupes appartenant aux 3 systémes intérieurs, ce qui est impossible.
Il y a donc en tout 7 systémes réels: 3 systémes intérienrs, dout chacun
contient 2 points isolés, 3 systemes extérieurs, dont chacun contient
deux points isolés et 4 tangentes doubles réelles, et 1 systéme extérieur
contenant ni des points isolés ni des tangentes doubles réelles.

Une quartique sans points réels a 24 tangentes doubles imaginaires
et par conséquent 12 points isolés, dont chacun des 3 systémes, aux-
quels appartiennent les tangentes doubles réelles, contient 4. Ily a
36 groupes appartenant & 12 autres systemes (II1).  Ces systémes ne
contiendront jamais des coniques réelles a points réels, car on doif.
considérer tout le plan comme étant au dehors de la courbe, et les 12
systémes comme intérieurs. '

A moyen de III. on peut trouver le nombre des systémes parmi
les 12, qui contiennent des coniques & points réels. Soit P U 421V
4+ W = 0 l'équation de la conique variable d’un systéme contenant 4



574 C. Croxe,

points isolés corréspondauts aux valeurs I, 7,, 1,, I, de 1 (I, <1, <1, <CI)).
Supposons, que les coniques corréspondantes a des valeurs de I > [
et < I, contiennent des points réels; il en sera de méme pour les co-
niques corréspondantes & I > Iy et < [, tandis que toutes les autres
valeurs de I répondront & des comiques sans points réels. Chacun de
ces deux groupes de coniques contenant des points réels remplit com-
pletement le plan; les deux coniques passant par un point quelconque
appartiennent done chacune & un des deux groupes. Si nous substi-
tuons les coordonnées d'un point p dans 22U 4+ 21V 4 W, cette ex-
pression ne sannulera que pour deux valeurs ' et [” de [, et I'on doit
avoir I, <1 <, et Ly <1"<<ly; BPUH21V -+ W a donc le méme
signe pour l==1, et l==1[;, le signe contraire pour l==1{ et {=1,.
Si dans P'équation de la courbe:

GAUF2L. VW) QU 2LVE W) = (L, U+ 441 V- W)?
nous choisissons toujours pour # et s deux différentes des valeurs 1, 2, 8, 4,
alors nous aurons 2 équations de la forme - (42 B?) (C* 4+ DY) = V2
et 4 équations de la forme — (424 DB?) (C2}-D¥) = V% Comme les
12 groupes quon peut former des tangentes doubles du systeme appar-
tiennent chacun 3 'un des 12 systémes (sinon, deux systémes auralent
plus de 4 tangentes doubles en commun) on voit, gue 4 systemes seule-

5

ment des 12 contiendront des coniques & éguations réelles.

Une quartique annulaire a 12 points isolés, et Yon pourra dé-
montrer, quils sont tous extérieurs. Chacun des 3 systémes contenant
les 4 tangentes doubles réelles doit contenir 4 points isolés; car si dans
Péguation commune de toutes les coniques d'un tel systéme { parcourt
toutes les valeurs réelles, on doit passer des valeurs de [ correspondantes
& des coniques situdes dans lintérieur de la branche interne. Ces
valeurs de [ doivent &tre séparées de celles qui répondent & des co-
niques au dehors de la branche externe par des valeurs correspondantes
4 des coniques sans points réels. On doit done passer 4 fois de coniques
contenant des points réels & des coniques sans points réels c’est & dire
on doit avoir 4 points isolés, dont 2 situés au dehors et 2 an dedans des
deux branches. Les tangentes doubles imaginaives forment 86 groupes
il y a donc 12 systémes intérieurs qui ne contiennent aucun point isolé,
ou en tout 15 systemes réels.

La plupart des résultats obtenus ici & l'égard du nombre des
systeémes réels ont été déduits d’'une manidre différente par Mr. le
professeur Klein dans les , Mathematische Annalen® vol. X.

M. le docteur Geiser a démontré, au premier volume des ,,Mathe-
matische Annalen®, qu’en projetant une surface du troisitme ordre d’un
de ces points sur un plan on aura une quartique, dont les tangentes
doubles sont les projections des 27 droites de la surface et la ligne



