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Sur les formes quadratiques binaires indéfinies.
Von

A. Markorr in St. Petersburg.

Dans le mémoire ,,Sur les formes quadratiques® de M. M. A.Korkine
et G. Zolotareff*) a ét€ mentionné que la limite précise des minima
pour l'ensemble des formes binaires

f=az*+ 2bzy + cy?,

dont le déterminant b2 — ac¢ = D est positif, est égala J/ = D Cette

'+ 5

quantité est le minimum des formes équivalentes 3

fo= )+ D (@—ay—y?);

pour toutes les autres formes f la limite précise de leurs minima est

%3

La démonstration de ces théoremes m’étant communiquée par
M. A. Korkine, ainsi que la forme

= ]/%D (@ —2zy—y)

- 1 5 .. . .
dont les équivalentes ont ]/51) pour leur minimum, je me suis pro-

posé d’abord de trouver la quantité qui doit remplacer ]/—;—D pour
toutes les formes non équivalentes a f, et fi. 1l résulte de mes

recherches que cette quantité ]/
valentes 3

557 D est le minimum des formes équi-

f2 ?/021 (5x2—11xy 51‘/2)

Pour ne pas nous occuper des cas particuliers, abordons les questions
‘générales et proposons nous de trouver les formes f, dont les valeurs

ne puissent &tre inférieures 3 1)/D. Nous allons démontrer, que pour

#) Mathematische Annalen, Band VI, S. 366.
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1
¢

1> % le nombre de différentes classes de telles formes [ est toujours

fini, le déterminant D et le coéfficient ! étant donnés.

Ce nombre croit indéfiniment, si I approche de plus en plus &
37
chacune d’elles devient égale (numériquement) & son minimum pour
quelques valeurs finies de z et y et les rapports entre ses coéfficients
sont des nombres rationelles. Il résulte de 1a que, si les nombres

| o PO

Quant aux formes qui satisfont & notre condition pour 7 >

b ¢ . . oo
%’ o sont irrationelles, la différence

2 —
(f) étant la valeur numérique de f*), peut &tre faite négative ou, si
elle est toujours positive, parmi ses valeurs on trouvera aussi petites,

quon voudra.
Nous allons voir encore qu’il existe un nombre infini des formes
non équivalentes entre elles de méme déterminant D, dont le minimum

est pour toutes la méme quantité % ¥ D. Comme exemple peut servir
la forme

YD (=5 ay—y).

Avant de commencer la démonstration des théordmes mentionées
faisons quelques remarques sur la transformation des formes.
Soit
(1) P = (@, by ¢,) = @%y* + 25,2,y + CoY0’
une forme donnée de déterminant positif.
L’équation correspondante
@ G0 B + 200k + ¢, — 0
a deux racines réelles.
Développons l'une d’elles &, en fraction continue, de sorte que

®) th=a+r

o+ -
-+ 1
Cp1 +__1_
N gn

Gy, Gy, Oy, -+ 0,y étant des nombres entiers positifs (¢, peut &tre
‘égal & zéro).

*) Dans la suite nous allons représenter en général la valeur absolue d’une
quantité quelconque A par: (4). '
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La quantité &, est une racine de V'équation

(4) ang2 + 2bn§ + Cp = 0,
qui s'obtient de la maniére connue.

Comme le déterminant D = b,> — a,c, est positif, les racines de
I'équation (2) sont différentes et quelque soit leur différence, on peut
toujours donner & % une valeur assez grande, pour que l'équation (4)
ait une seule racine positive.

Dans ce cas a, et ¢, auront des signes contraires,
Considérons les subsitutions

Ly = i(aoxl +y1) y Yo =%y
Ty ==C%y +Y o Y =% ,
Ly =023 ‘s, ¥ =z ,

Lp—2== an-—2xn~—1+?/n-l sy Yn—2==ULn 1,
Lp—1=0p_1TLx +yn ) Yn—1=%n

qui correspondent & la fraction continue & ; la forme (a,, by, ¢,) se
transformera en

(an) bn) cn) = a’nxnz + 2bnxﬂyﬂ + c“yn2

OU @p, ba, €, sont les mémes que dans 'équation (4). Ainsi toute forme
(@, by, €,) peut &tre transformée en une autre (a@., by, ¢,) dans la-
quelle a, et ¢, ont des signes contraires.

Soit % le plus grand nombre entier contenu dans la valeur absolue
de la racine négative de l'équation (4). En faisant

n=X—hY, Yo=Y
la forme (@, ba, ¢x) se change en une autre .
(6) (4,B,0)=AX*+2BXY 4 CY?
La racine positive de Véquation correspondante
AE*+2BE+ C=0

sera plus grande que l'unité et la valeur numérique de la racine
négative en est moindre. —

Supposons done que les récines de I'équation
@) : @y E2 + 2byE + ¢ =0

satisfont & cette derniére condition; car dans le cas con‘traire on peut
remplacer 1a forme (a,, by, ¢,) par son équivalente (4, B, C).
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Soit
1
O] b=a+ 1
o+t
41
“n—l+ _1__
la racine positive de I'équation (2) et
1 1
®) T T T e
“ ot .
T
“nt 1
N—m
la racine négative de la méme équation.
Les substitutions
ry, =ty + Y, Y =,
2 =y, + Y, Y =1,
©)] Ty =%y + Yy, Y =,

Lp—1=0n_1Tn + Yny Yp—1= Ln,
donnent la série des formes transformées

(@4, by, €1), (@yy by, )y + =+ (@n, buy Ca).
—1

En désignant par la racine négative de l'équation

n

(10) 082 F 2b,E+ ¢ =0

il est clair, quon aura

1
(11) =+

n—. -.+ 1

@+ 1

%o
et £, sera la racine positive de la méme équation.
Les substitutions

Zy =—-'y_1 y Yo =&Yt L,

' Zo1 =Y-2, Y1 = —C Yo+ Te,
(12) . . . . . . . . . . . . .

Tt == Yoy YomA1= — Cr¥m T —m

donnent la série des formes transformées
(a-1y b1, c)y (G2, bs, C-3), - - )y (@—m; bom, C-m).
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Dans ce cas la racine négative de I'éguation

(13) a—-mg? + 2b—-mg + Cp = 0

. . — 1
est égale a

et la racine positive de la méme équation étant designée
—m

par £_,, donne le developpement

1
(14) Emm it —
“—m+l+ + 1
e+ 1,

&

Remarquons enfin que les substitutions (9) et (12) peuvent étre en
général représentées par les formules

(15) { Ly == CuZyt1 + Yuit,
Yu = Tpt1,

@ étant un entier quelconque positif ou négatif.

Done si nous considérons une forme quelconque (ay, by, c.) de
la série
(F) «-- (@) bos, €-2), (a—1, by, €—1), (@, by, €); (@45 1,€,), (@yy by, €5 5+
qui provient de la forme (a,, b,, ¢,) par les transformations (15), la
racine positive de 1'équation

0.8 4 28, 4 ¢, — 0

est égale 3

Uy ax+1 + B _l__
“x+2‘|‘
et la racine négative i
__
g+ _ 1
@ ot 1
oy gt

La différence de ces racines, c'est a dire la quantité 2%{?— est égale a
x
1
a ———— —_—
<+ G+ 1 + G 1+ 1
@, is -, O‘g_2+‘..

Il w’est pas difficile de démontrer que la valeur absolue de (g, by, ¢,)
ne peut s'abaisser au dessous du plus petit des nombres

<oy (@), (a—s), (a4), (@), (@), (@), (a@3), -

dont la suite doit étre prolongée indéfiniment dans les deux directions.
Pour le démontrer remarquons d’abord que parmi les racines

MY §—2, g—l) g(); g{; gz; cet

. Mathematische Annalen. XV. 25
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relatives & I'ensemble des formes (F) il existera toujours au moins une
qui surpasse 2, si la forme (a,, b,, ¢,) n'est pas équivalente &

15 y Y
yip ¢ — Y13 e
i ¥
= T

cest & dire a la forme

e .
V5 D@ —ay—y°).
Nous omettons cette forme parce qu'on voit facilement que son
minimum est I/%D.
Toutes les formes (F) sont équivalentes entre elles et chacune
d’elles se transforme dans les autres au moyen des substitutions men-

tionnées.
Cela étant nous pouvons supposer

g, > 2.
Nous excluons encore les cas y, = 0 et a, = 0; car dans le casy, =0
la valeur absolue de la forme (a,, b,, ¢,) ne peut &re moindre que
(a,), et, si a, = 0, le minimum de la forme (a,, b,, ¢,) est égal a zéro.
En vertu de nos notations on peut écrire

s @ (@, b)) % Zo L
(lb) a0y02 — alo:l/02 o (yo g0) (yo + 7]0)
Quant 3 —Z—"— on peut faire trois suppositions

(]
Lo &5 0, o0
w = w T W S
que nous discuterons séparement.
) 2 =o.
() Yo
En remarquant, que
Cy = a_y
notre forme @, = (a,, b,, ¢,) devient
a—19y’;
done
. : (99) 2 (a-1).
1 % >o.
Yo
Comme on a
z, 1 1
U + — = ’

) Yo | M = (@)
on déduit de la formule (16), que l'inégalité

(@) < (ay)
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est possible seulement sous la condition

k)< _yn
Comme nous avons supposé £, > 2, il résultera de Iinégalité
. g") = yo)
la suivante
D4 1>,
. Yo n
Done, si 'on a
(90) < (a0),

il viendra de 13
z, 1
( Yo g0) S 23/02—'

Cette inégalité montre, que la valeur de - v % est égale & une des fractions
Y

convergentes a £,
En posant

fo 1 1
——— a a + i (( + L —. D
Yo 0 o o’ 0 o+ i_’

les valeurs correspondantes de la forme ¢, sont
a1, a,tt, ayi,
i étant le plus grand commun diviseur de z, et y,.

Done si % est positif, la valeur numérique de (a,, b,, ¢,) ne peut
0

étre moindre que le plus petit des nombres

(au)’ (al)? a‘z)) (03}, .
(I “0 <0.

On conclue de la formule (16) que l'inégalité

() < (@)

est possible seulement sous la condition

z, 1 1

—— < Ty
Yo o 2y,% 7
car évidemment on a

~ 5oy >20
. . Yo
Quant & la condition

i

Yo S < 2?/27

T

Cyy . . =&y s
Si Von attribue a —y—" successivement les valeurs
0
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“_3
les valeurs correspondantes de ¢, sont respectivement
€192 = a_s1, a-3t*, a_43?,
¢ étant le plus grand commun diviseur de z, et y,.
Done dans le cas % < 0 la valeur absolue de (g, b,, ¢,) ne peut
s’abaisser au dessous du plus petit des nombres
(ag), (a-2), (a—s), (@-4), - -

Il résulte de tout ce que mous avons dit, qu’il suffira pour la recherche
du minimum de la forme (a,, by, ¢,) de considérer la suite

(J) Ty Oogy Oy O,y O, &y, o

dont la Haison avec la forme (a,, by, ¢,) a été expliquée, et de chercher
.. 2

le minimum —- de la somme

- ) 1 _ 2
(17) L 1_+x1+1 L

%eprt L
x+2 + G2 +

z

Le minimum de (a,, by, ¢,) est égal & L VD et pour chaque valeur
de Vindice % correspond une valeur de la forme (a,, by, ¢)

ax = L. VD.

Comme la suite (F) est complétement déterminée par la suite (J)
nous discuterons dans ce, qui va suivre, seulement la suite (J) et la
formule (17) qui lui correspond.

Remarquons de plus, que, si les coefficients a’ et ¢ d’une forme
quelconque

(@, b,¢)=ax?+ 20y 4 c'y'?

ont des signes contraires et la racine positive & de Véquation corre-
spondante
A8+ 2VE+ =0

.\ . - 1 S
surpasse l'unité tandisque ia valeur absolue rs de la racine négative

en est moindre®), les formes (&, ¥, ¢) et (a,, by, ¢,) ne sont équivalentes
entre elles que sous les conditions exprimées par les équations

*) Toute forme (a', ¥, ¢’) qui satisfait & ces conditions nous ai)pellerons
réduite. —
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’ 1
S=e T 0

“x+2+ .

’ 1
= —1 ————
7 x + o, 5 + 1 )
“t——3+ .

ou par les suivantes

Emetonm o

Cp —3—+ .
nN=a, - L
Ceprt 1
“x+2
% étant un indice queleconque
En effet soit _
=ax + By,
=z + 0y

la substitution par laquelle la forme (a,, by, ¢,) peut étre transformée
en (a,¥,c); e, B, y, 0 sont des entiers et satisfont & la condition

@d —fy=+H1,

qui exprime l'équivalence des formes (a,, b,, ¢,) et (&, ¥, ¢).
On aura par conséquent

m_u%—w

et y z+d
a8 Lo @ :_;—-i-(ﬂ
=+ ©)

les signes 4 dans le premier et le second terme de cette équation
étant choisies convenablement.

En developpant( ) et (—) en fraction continue, il résulte de la
condition

“6_67’::1__ 1:
qu'on trouvera
B . 1
(§)—— €0+ &g+, ’
+_ 1
& 1+ 1

et
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1

G)=stag

4+ 1
fr—1
&y, &, - €4—1, & 6€tant des entiers positifs (g, et & peuvent étre
égaux a zéro*).
Au moyen de ces developpements la formule (18) peut étre rem-
placée par la suivante
x 1
(19) i‘“j =& + TN
.
=S
ot &
Y
Quant aux valeurs de &, et &,, on peut faire quatre suppositions
1) £,>0, &=0; 2) ¢,=0, §=0; 3) >0, &>0; 4) §=0, &>0.
Discutons ces cas séparement.
1) & > 0, & = 0.
En combinant de différentes manieres les racines des équations
ao‘g2 + 2b0§ + C = 0)
aE 4208 ¢ =0

pour les substituer & la place de = et T dans la formule (19) et

choisissant convenablement les signes -4 dans les deux termes de cette
formule, on verra facilement, qu'avec les conditions

E>1, n>1, £>1,79>1
n’est compertible que la combinaison

1 1 i
S=ft Ty a B
g4 g2+,
1 : L
gt L DEE
7
Par conséquent
’ 1
= &
" A 1+5 2t
4+ 1
nF 1

Mo
Si T'on compare ces formules et les équations (7) et (8), on aura

*) Dans le cas ¢ =0 an aura

OO
+

Sz
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&g == Oy, & == Oy, + +* &1 = Cj—1,

. 1 , 1
=0+ — = Oy +—7F
3 3 U1 I 1 » M L 1 o ot -,

Cpte +

2) £o=—‘0, 8h=0.
De la méme maniére que dans le cas précédent on aura
1 1
—h=aF 1o ' ’70‘8'+'%;%C'-.+
L _ .
S —
T+ 1 g1t _]I._

PR :

&
8= Uy, & =0, ') &—1= b—(—1)

- 1 ‘e oy
E=a+ T F 1 0 M= + et 1

o, ot ) o 13 +-.

3) g >0, & > 0.
On aura

1
§o=50+7‘$, ) —5};=80+_51_JF~
4 .

&y =0y, & =0y, -+, & = &,

’ 1 .
= & — e E— 0(‘ —_—
g k + o+ —l_’ n h+t1 + “h+2+ 1
st . %43t

4) =20, &5 > 0.
01; aura

1
_§o=—s?_{_ ) m=&a+tgp 1
Y ‘+i_
-+ 1 g+ 1

£, — £ ) ]
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& == Uy, &g = U_3, ** -, Sh_= Q_p,y

F—etg Iz+1+ 1 o T et -—h—-—2+ LI
40t . ey 5t

La proposition énoncée est donec démontrée.

Maintenant proposons nous de trouver la composition de la sulte
(J) a la condition d’avoir pour toutes les indices x

2
- (20) L> 2.

Remarquons d’abord, que cette suite ne contiendra que le nombres 1
et 2, les nombres plus grands ne pouvent figurer parmi ses élements;
car en supposant

«, >3
la formule (17) donne

Ii >3 et L, <%-
En suite on voit facilement, que les 1 et les 2 ne peuvent figurer
isolément; car si l'on a
Ot,,_‘1=1, 0{,,=2, Otx+1=1,
la formule (17) donne
L <%
De méme en supposant
1 < 3, ax=2, [(PESES 1, ax+2=2

on aura
2 1 1 2
L 2 . i i
L> +‘+i+3 3 et Lx<3
2
Soit maintenant ‘
Olz_1=2, ax-——.?, (lx+1=l, C(Z+2==1.

En consérvant nos notations, rous aurons

2 1 1
L, ~ + 14+ 1 t3 1
14 1 Ny —1
§:¢-|—3
2 { 1
2 9 1
Lz—l + 2 1 + Ny—1
1 1
TF 1
g::—1-3

En ayant égard 3 l'identité
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1 1
24 1 + 14+ 1 =1
9 1+ 1
. . y

on voit facilement, que les conditions

L>2, Lo>?
équivalent aux suivantes
(21) Exs > Nue1), M1 >1 -+ _1.1___ .
TF 1
T

De 13 on déduit facilement

(22) Exps21+ 1:*_ 10 nx—121+1—1+— t

§z+3 Mr—1
Nous allons distinguer les deux cas suivans

| e
D beps=14— | =110,

1+Vs .

9

&

2) E.4s5 n'est pas égal i

Dans le cas Eeys=— -V_ la premiere des inégalités (21) donne
_ <_l_+ Vs

et la seconde

donc il faut, que 'on ait

N1 = — 55—

co1 s 1+VE .
Dans le second cas 5,_; n'est pas égal a i , car, si l'on avait

14+V5
Mot — __i'2_V;,
les conditions (21) donneraient
1+4+V5
gx+3 = 2 *

Par conséquent on aura dans ce cas
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(23)%)

p et p’ étant des entiers positifs finis (u” peut étre égal & zéro).
De plus il résulte des inégalités (22), que
(24) p=2r, y=2¢
ot r et #" sont des entiers.
En substituant les expressions (23) dans les inégalités (21) en
déduit enfin, qu'on ne peut faire que les trois suppositions

1) r=7v»+4 1, §x+2r+1 Z Nr—2r'—1,
(25) 22) r=7,
3) r=r—1, Exzrer < fu—or—1.
Dans chacune de ces suppositions L, et L,_, ne sont pas in-

s . 2 -
férieurs 3 3

Soit maintenant
r =0
et par conséquent
r=1;
on obtient dans ce cas en vertu des formules (23)
1

gx+1=l+Tl_,*__"L > ’7«—1=2+,7”_2 ’
=
(26) bets
§x+3=2+'§*1;,_"" - ’72+3=]+l_1:}j 1.
s 2+§1T*__ .
Nx—1

*) Par les formules (23) nous voulons exprimer, que dans les développements
en fraction continue de £, 4, n,_, &, 1 Yespectivement p —2, u’, p premiers
quotiens sont égaux & l'unité, les suivans étant plus grands que l'unité. —
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Ainsi on aura

2 1 1
L., =2+ 1 +T‘__1‘
Eets 1+ 1
T |
2 1
Ny—1
Cette équation avec l'identité
1 1
syt . =t
9 1+
> g
montre, que la condition
9
Leysz 5
en vertu de la supposition 7 = O équivaut a la suivante
1
(27) Eeps <2+ TF 1
N -1
La formule (27) combinée avec (21) et (26) donne
1
§x+3._: 1 2 nx——1§2+ J+_ 1“7
2F ! R
o2+t 241
gx.,..3 Ne—1

il résulte de la, qu'on doit supposer
1 5
Exrs =2 +W_1‘V=I + V2 = %
o

ou, encore,

1
beps =24 5
S
> 24+ 1
€ o2
ey =2+ 5
1
2 1
2o, T sl

0 et o, étant des entiers positifs.
De toutes ces considérations il suit, que la suite cherchée (J)
preséntera 'une des formes suivantes
Jo) 1111 1, 1,1, ---,
(Jl) ) ’27 27 2, ;27 2;"’:
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(Jao) ] 1: 1; 1; 2: 27 ]: ]; ]; Tt

(Jw) "')21 2} 2) 1: 1, 272; 2;"’7
51,41 1,1, 1,1,---1 1,1,--- 1,---1

(J’) "'\—‘\/—’,2,2,—/-—’,2, 2,“—{—",2,2,“,2, 2,—v—,~--
2r_, 2r_, 27, 27y 27y

Le nombre r, en général est fini, » étant fini.

Nous supposons de plus, que pour quelques-uns des indices x
re n'est pas égal & zéro; car en faisant r, = O pour toute indice x,
on aura la série (J,) au lieu de (J).

Les séries (J,) et (J,) satisfont & la condition

Le> %

pour tout indice #x; car pour la premiere de ces séries

2 1 1 =
z, 'ty s tir =75,
et pour la seconde
2 1 1 5
L, =2tsy .« tup . =22
2+ 1 2+ 1
24 24

Les séries (J,,) et (J*) satisfont aussi & la condition

2
Le> +
pour tout indice .

De plus ces derniéres séries satisfont pour un certain indice % a
la condition

Ly=3
car, évidlemment, on a
§ 1 1
2+ 2+ 1 +tiy . =3
FE R . 1 1
1 1 1+
T
et
24 -1 + —3
1 1 2 i
1 1 2 1
24 1 24
EE=S

L'une des formes (F), qui correspondent & la série (J,) est la suivante
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%-Vﬁ x—-2y——li’_l—_— . , (x4 Y-

4+ 1 14+ 1
14 -, T4

c'est 4 dire

2yD(a—9 22 (o ty 2 )= 2V D (& - g
31/1)(:0 ¥y ac—H/?)JrV3 VD@ —yYbzy— o).
Ainsi nous avons trouvée l'une des formes, dont le minimum est égal

a2.yD.
De la méme maniére au moyen de la série (J*) on obtient une
autre forme -
2.0D (z—2y — Y- _Y .
3 VD |z—2y — . z4

T

~|
+|
I

T =

=2YD Az —(2V2 - Doy —V2¢}

.. C oL 2 7

dont le minimum est aussi égal & -+ ¥/ D.

Enfin si la suite cherchée (J) présentera la forme (J'), il suit des
considérations précedentes, que la série des nombres
R) Tty ¥=3, Vo2, Yoy Tgy Ty Ty T35 0
doit satisfaire aux conditions suivantes:

1) Les différences
Ty s T Ty Tog — Vg, Y = Wy Fy =y, Ty Ty, e
ne peuvent avoir que les trois valeurs 4+ 1, 0, — 1.
2) 8i Fon a pour un indice 4
r1— np1=-+1,
la premiére des différences
Yagye — Ti—1, P2438 — Ta—2, Tiqsa — ¥i-3," "

qui ne s’évanouit pas doit étre positive.

3) Si 'on a pour un indice 4

13— g1 = — 1,
la premiére des différences
Yaqy2 = Ya—1, Yaqgs3— Ya—2, Tif4—72i—3," """

qui ne s'évanouit pas doit étre negative®).

*) S. 394, On pe doit pas excepter les cas oi r, — 17, , =31 et pour
tous les indices p >0, 7_, =T g1
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Supposons maintenant que ces conditions sont effectivement satis-
faites. .
Dans ce cas en vertu de tout ce, que nous avons dit, on aura

2 2
Lz——lg’g, LxZ?;

si
Clx_1=2, d,=2, C(g+1=1, a,+-3=1.

De la méme maniére il est facile de voir, que les inégalités

2 2 -
L.>%, Lip2z4,

auront lieu, si l'on choisie x de maniére & avoir
te_o=1, ap 1=1, @=2, a,4,=2.
Par conséquent Finégalité

L,

AV
w!leo

2
est satisfaite dans les deux cas suivans

1) a,_1=2, a,=2, Clx+1=1

o

2) (Zz_lzl) (Zx=2, a3+1=
Dans tous les autres cas on aura

wy =1,
ou encore
a,_1=2, C(x=2, C{x+1=2;

la formule (17) donne immédiatement dans Y'une et I'autre supposition
<245+ =3 et Li> ;-
x

Il suit de la, que les conditions énoncées ci-dessus sont suffi-
santes. ‘

En vertu de ces conditions la différence des deux nombres quel-
conques de la série (R) ne peut surpasser 'unité en valeur absolue.

En effet supposons, que le cas contraire a lieu, savoir, que la
série (R) contient deux nombres w et w' <w — 2.

Cela posé, nous trouverons dans 13 série (R) en vertu de sa premiere
propriété enoncée ci-dessus I'une de deux combinaisons suivantes.

w—1,w—1,--:

(A) W, —— w—2
)
—t, W=,
(A) w—2, < 2Ty

s
s étant un nombre entier positif.

En vertu de la seconde propriété de la série (R) & gauche de la
combinaison (A) doit se trouver la combinaison
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>
w—1,w—1,
(B) w— 2,
§— %
et de la méme maniére en vertu de la troisiéme propriété a droite de
la combinaison (A") doit figurer la combinaison

w—1,w—1,-

(B) —_——, w— 2
s—n

% étant un entier positif.

Ainsi nous obtenons Vune des combinaisons suivantes

w—1,w—1, - w-—l w—1,

(©) w—2, — 2 e, e, w2,
S—x s

, w—1,w—1,--- w— 1, w-—-1

) w—2, — 2 i, —— —_, w—2,
s s—u%

dont (C) est en contradiction avec la troisitme propriété de la série
(R) et (C") avec la seconde.

Si Pon avait s = % les combinaisons (C) et (C) se trouveraient
aussi en contradiction avec la premiere,

Par conséquent la série (R) doit présenter Vune des formes suivantes

0 o
(Rx) . 70, 79, r°, 70, , P, 0,
®R,) -, r°—1, £9—1, P—1, 70, P91, 70—1,
® 0 0
Ry ..., 7, 0, 70, r0—1, 79, 0, 0 ...
R r0—1,...,7°—1 ) -1, r0—1,..-
( Ty, T————, 1, S, T H
S_g s_y S
PLISES B 0 —1,-- -
y’), —_—, 7Yy ~—— ; P
81 S

70 étant le plus grand des nombres de la série (R).

Le nombre s, en général est fini, % étant fini. Les séries (R)),
(R,,) et (R™) satisfont évidemment aux nos trois conditions demontrées
pour la série (R).

Par conséquent toute la question consiste maintenant dans les
propriétés de la série

cey.8-3, S—2, S-1, S Sy Sy Sz
11 est facile de voir, que les valeurs des différences

yS—3—S8 .2, S_2—S8_1, S-1—8, S—S81,; S S8y ""
sont + 1,0, '
De plus en vertu de la seconde propriété de la série (R’) toutes les
fois, qu'on aura
S — 841 = — 1
la premitre des différences
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L ]
Si42 — 811, Si43— Si—2, Si44 — Si—3,° ‘-
qui n’est pas égale & zéro doit étre négative. '
De méme en vertu de la troisitme propriété la premitre des
différences
Say2 — Si—1, Sa43— S821—2, Sita — S1-—3,- -
qui ne s'évanouit pas, est positive, si l'on a
Sy — Siqp1 = —|— 1.
La série (S) doit donc posséder les mémes trois propriétés que
la série (R).
Il est evident de plus, que la série (R") doit posséder les propriétés
mentionnés, lorsque les posséde la série (S).
En dlscutant la série (S) de la méme maniere que (R), nous verrons,
qu'elle doit présenter I'une des formes suivantes

0 0
(Si) oty S, 30) s7, 307 su’
(Sg) -+ $0—1, s*—1, s0—1, &, s0—1, s°—1, s°—1,
®) .., 8% 80, 8y 8, 21, $0 g0, $ s, ...

, $0—1,-.- 30._‘1,..- $h'—1,--- 0 $0—1,--- 30_1,...
(S "’ 3 S0 ’ » Soy ) 8% —y 8§, ——

t_o t_y o 4 ty
La série

(T) ] i—2’ t—h to: th t21

aura les propriétés mentionnées des séries (R) et (8S).
On peut prolonger ces considérations aussi loin, qu'on voudra et
toutes les séries

(Q)) R)S:T7"'

qui seront obtenues de cette manieére, doivent posséder les propriétés
mentionnées.

En autre, si I'une des séries (®) a ces trois propriétés, toutes les
précédentes les auront aussi et la série (J') satisfait & la condition

2
L.>~5
pour tout indice x.
Supposons d’abord, que nous obtenons de cette mamere la série,
qui ne contient que des nombres egaux
Dans ce cas les précédentes séries (@) et aussi la série (J') sont
périodiques.
Il est facile de voir de plus, que toutes les fois, qu'on a
Gy =2, 0, =2, Gyp1=1, teps=1,
le nombre 2¢ des égalités successives

Up—9 == Cxy3, Cp_83==0Cxt4, " ** Ox_2i-1= Ux2i}2
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doit &tre moindre, que le nombre des termes dans la période de la
série (J'); et si l'on a
Gyo=1, t,_1=1, ,=2, a,4,=2,
le nombre 27 des égalités successives
Uppo = 0,3, Cyy3==08y_4, ***y OQypoif1 == Qx—2i—2

doit aussi étre moindre que le nombre des termes dans la période de
la série (J).

Par conséquent L, ne peut avoir qu'un nombre fini de différentes
o
Done on peut trouver une infinité des séries (J) pour lesquelles les

valeurs et toutes ces valeurs sont plus grandes que

. e 2
minima de L, sont plus grands que - -

Or il résulte de ce, que nous avons demontré ci-dessus, le théoréme
suivant:¥)

Si deux formes (a,, by, ¢,) et (a', b, ¢) réduites sont équivalentes
entre elles et la forme (a,, by, c,) correspond & la série
) Tty 3, Og, Oy, Gy, Gy, O, Ot
la forme (a’, V', ¢) correspond A la méme série (I) ou & la série
inverse
) sy O3y Oy, Gy, &y, Gy, Ko, G35, - **

La série (J) est composée des mémes termes que la série (J), avec
cette seule différence, que les termes y sont rangés dans un ordre
inverse.

Donc on peut trouver une infinité des classes de formes de déter-

minant D, dont les minima sont plus grands que % VD.

Supposons maintenant, que l'une des séries (®) peut &tre ‘mise

sous la forme
v-.,0,0,8,0+4+1,0,90,0, - -

Dans cette hypothese toutes les séries, qui la précédent dans

lensemble (®) sont de la forme suivante
ceey @y, 0y @, @, @1, 0, @y @y -

et la serie (J') se présentera sous la forme

oy Mgy M3a Moy Moo My Ms 25 2, L 1y s Mes By M2y Mgy Msy =
ou sous cette autre forme

“ ey My Mas Moy Moo Mo Mo 1o 1525 250y, 10y s Tas Mys Mgy = °

Par conséquent la condition

L,

KO ReS

w

¥) Seite 389.

Mathematische Annalen, XV. 26
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pour un certain indice x sera satisfaite avec le signe =, car évidemment
on a
1 1
S e RS =3

Wl n+ 1

m+ 1 m+ 1

ﬂ1+_ 1 . 7/2‘?;‘_
mt 1 T2t

net- .
Donc on peut trouver une infinité des séries (J), pour lesquels le
.. . s 2
minimum de L, est égal & —-
En d’autres termes, il y a une infinité de classes de formes (a,d, ¢)
. P . . P . 2 7y
d’un déterminant donné D, dont le minimum est égal & - y/'D -

Nous allons enfin trouver parmi les séries (J) celles, qui satisfont

A une nouvelle condition N
‘ L,>1

pour tout indice %, I étant un nombre donné plus grand que %
Posons dans la série cherchée (J°) pour un certain indice
U1 =2, te=2, axr1=1, typ2=1
et soit aussi 24 le nombre des égalités successives
Cpga= Uy, OQpy3 == Qup44, **°, Upy2jT1 == Ux+t2j+2"

Ce nombre 2j ne peut surpasser un nombre suffisement grand 2j',
car quelques soient les nombres

~
Ux2 == a,i,3> ‘, Ue 33 = Cr+t4 ~ 1, ot ByXeiFa =a,i2ji_._>> ],

la différence

3 2 =1 1
.I.Iz 1—*_ ] _
1+ L
a/+3+ 1 .
“/+l+ .
S+ 1
%t2jte T
_1
2 4 1
u,+2—{— 1
a/+3+ . 1
N
r:.?‘.)j.T.x’*‘ :

pour des valeurs j assez grandes sera aussi petite, qu'on voudra.
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Done, en désignant le maximum de j par j,, on aura
Jo<J'-

On voit encore que si Ion a

7’1*7’1+1=i1
et

Yict =1"%it2, Ta-2="43, " M2-0e="T2{o41,

le nombre ¢ doit satisfaire & la condition

e +2)r"<jo+ 1

Désignons maintenant par ¢, le maximum de ¢ et par 6, 7,, - - -
les valeurs qui dépendent respectivement des séries S, 7,... de la
méme maniére que @, de la série L.

On aura
Jo < J’
(0o +2) < gy + 1
(28) @+ 28 <o, 1

(7 +2) <0, 41

Ces inégalités montrent, que I'une des séries
((])) _R, S’ T, .

n'est composée que des entiers positifs égaux, c’est & dire présente la
forme suivante

(W) ceey Wt w0, wd, wo, w, wd, ...

Par conséquent la série précédente (V) peut &tre mise sous la forme

. 1,001 p0— 00— 20—1,
(‘) "')/0"7 ~ ?)', ’ @07 - y "
w0 w0 < w®

Quant au nombre des séries
R,S8,T,---U,7V, W,
il ne surpasse pas j' 4 1.

En effet dans le cas contraire la série des entiers positifs (le
dernier de ces nombres peut étre égal a zéro)

Qo5 g5 Ty "
qui satisfont aux inégalités (28) contient au moins j' 4 1 termes; ce
qui est impossible,
Supposons encore, que parmi les nombres g, 6,, 7, - - - les deux
¥, et y, correspondent respectivement aux séries (U) et (V).
Alors au lieu des inégalités (28), on aura
26*
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o< J
(o +2)r<j, +1
(29) %) (60 + 2) 0 <L 90 + 1

(xo+2)v°<¢o+1
w' <y +1
Puisque les entiers

30 7% 04, 805 Gy, ey 00y 2gy WO
qui satisfont & ces conditions ne peuvent avoir, qu'un nombre fini de
différentes valeurs, le nombre des séries cherchées (J') est aussi un
nombre fini.
Par conséquent le nombre des séries (J) qui satisfont pour tout
indice % & la condition

L>1>2

est aussi fini; car nous avons démontré eci- dessus, qu'en excluant les
séries (J°), la condition

L, > —;—
pour tout indice % n’est remplie que par les deux séries
o) e 1,1,1,1,
(Jl) ) 2: 2: 21 2)

En d’antres termes il n’y a quun nombre fini des classes de
formes (¢, b, ¢) de déterminant positif D, dont les valeurs absolues

ne peuvent pas étre moindre que I /D, I étant un nombre donné plus

d 2
grand que — -

Remarquons enfin, que ces séries (J) sont périodiques.
Par conséquent pour toute forme (o, ¥, ¢’) reduite, qui correspond
3 Tune de ces séries, la racine positive £ de l'équation

a 84204 =0
peut étre developpée en fraction continue de la forme

§'=ﬁ0+ﬁ—’1_r_.

1
By_1+ 1

g

. . PITIES | A P
et le développement de la racine négative - de la méme équation
sera de la forme

*) Si la série (W) est la méme que série (R), ces inegalités deviennent
G4, =g+ 1-
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-1 _ 1
7I' - ﬁq—l + — _l —_—
ﬁq-2+.,

b

.+ 1

Bot

1
ﬂo’ 131’ v ﬁq—-h ﬁq

étant la période de la série correspondante (J).
Il résulte de la, que % et —E,— sont des nombres rationnels.

En outre il est évident, que cette forme (a’, ¥, ¢) devient égale
4 son minimum pour quelques valeurs finies de z’ et . .
Done toutes les fois que les valeurs absolues d’une forme binaire
indéterminée
A+ 202y + (Y,
ne peuvent étre moindre que I b2 —a’c’, 1 étant un nombre donné

2 ey -
lus grand que -, les quantités
P o q 3 ? q
ﬁl);_ et _c.l_
a a

sout rationnelles et le minimum de cette forme correspond a quelques
valeurs finies de 2" et y'.

En déterminant successivement les limites précises des minima
des formes binaires indeterminées nous obtenons la table suivante:

1 qui est le

La valeur absolue de toute forme (a, b, ¢) | peut &tre faite | mimlmum

. . P N i ides formes
indeterminée non équivalente & la forme | moindre que la| .
quantité | equl-

| valentes 3

ST, . | T
for=V % D@—zy—y) 4 +D | fo
— | p—
fofi=V 3 @—22y—y) | V5D | f
D, BT
fofifo= V32 6o —1lay—5y3 | YD o
|
/4Df0’ f;) f‘?’ . ? V:_ﬁ—& f;}
fi = VT{Tﬁ (1322 —29zy—13y?) | 1517
— |
he otk CyEE |,
fi= V2D (2922 —632y—31yy) [ 6
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I qui est le
peut étre faite | minimum
moindre que la ; des formes

quantité | équi-
| valentes a

La valeur absolue de toute forme (a, b, ¢)
indeterminée non équivalente a la forme

Tos T1s fas 135 1
/D ) .
— V da (12— 38y —114%)
fl)) fl? f27 f;; f‘, f5 —
fo = ]/7128' (89x'—199xJ 89y?) ' I/Wz's? D T

'

Vw? b

f()) /n fo} fz; f;’ f:‘n fG e T ‘
i = V s (1004 302y — 18197 V s f

fo: fn f‘n f:}, f4’ fa) fo) 77

: 9109 5 .

= Z )1170 (972° — 2162y —98y*) | 1/21170 D fs

f(]? fl) f>.y-’.>’ fv! /;))fb; f‘, fb V217106D /‘0
fo= l/ 4;81?)7 (233 — 0212y — ’)33‘/0) 188597

Nous nous proposons de revenir en detail sur ce sujet dans une
autre occasion.

St. Petersbourg, 1879.



