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Sur les formes quadratiques binaives indéfinies.
Par

A. Markorr & St. Petersbourg.
(Sécond mémoire.)

Il a été demontré dans mon premier mémoire*) ,, Sur les formes
quadratiques binaires indéfinies, qu'd toute classe de formes binaires
quadratiques d’'un déterminant positif donné correspond une certaine
suite déterminée de nombres positifs entiers

¢ Ceey g, Cg, Gy, (g, G, Gy, Qy, * - -

et réciproquement; le rapport entre 2)/D et le minimum de ces formes
est égal au maximum de la somme
1 1 2
o, + ——— s == -
y+°‘x+l+_~ 1 +“n—1+~_i__” L.,

LTS LA

o Vindice % est un nombre variable.

Apreés avoir fait différentes suppositions relativement a la suite
(J) et avoir varié l'indice %, je suis arrivé aux résultats suivants:

I. Pour chaque nombre positif '

2
on peut trouver une quantité infinie de suites (J) satisfaisant & la
condition -
L,>1
pour toute indice z.
II. A tout nombre positif
2
b>
donné correspond un nombre limité de sunites (J), satisfaisant a la

condition i
L, >1
pour toute indice .

*) Mathematische Annalen, Band XV., p. 381—406.
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HI. Si la suite (J) satisfait & la condition

— 2
L.>1>
pour toute indice x, dans cc cas il lui correspond un certain systéme (®)
[, W, Wi, Wy, W, Wy, - w,
]...’ Vg, V_1, 7)0, ?)” Vgy* * V;
(P) S .
l. cty S—2, S—1, Sg; Sy, Sy, S,
. )
o, Fog, 1, ¥os 1 Py, t v

qui se compose d'un nombre limité de suites
Y
w,v,---, 8 R,
dont W ne contient que des termes égaux
0 0 0 0
Cy, WU, W, W, WY,
el tontes les autres se déduisent les unes des autres d’aprés la forme

-1 0 -- 1 0 — 1
"y ’l)o, —, 1)0, —— ’Z)n, S—— e V,
w_ Wy W,
70— 1 70— 1 70 —1
Cre, 7'0,\—\/—', 7"0,"—-\/—', ’I’(), S——y e R;
S_1 So 8

enfin la suite (J) peut ttre mise sous la forme

1 1 1
2,2, 272,:”‘"; 2,2, =, -
2r_ 27y 27y

Je me propose de déterminer dans ce second mémoire la période de la

~

<
. . 2
suite (J) et le maximum de la somme =, les nombres
‘z

0 0 (] (]
) w0 ... 80 g
étant connues.

§ 1.

Modifions quelques unes des notations précédentes afin de faciliter
les discussions qui vont suivre.
Posons

w=a,, "=a;, -, =02, 1" =y,
ct désignons les suites
w, v, --,8 R
par les symboles correspondantes:

(@), (@, ay)y <=y (Ggs ttyy v vy @uz), (g, ay, -+ -, Un—2, Ay ),
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Le symbole (a,) représente la suite
Ty Gy Gyy (g, gy Uyy vv ey
le symbole (ay, @) — la snite
a —1 a— 1 a;— 1

...,a1’ \——.—/’ ai’h‘—/, al? \"W-/,""
a, @y a,

’

et en général si («,, a,, -+ -, a,) représente une suite
tt Yy bx -2, b/,——-l) br,O; bx,l; Z)x‘ﬂs ce

la suite (atyy @;y +++, @,y Gpyy) peut &tre mise sous la forme:

a, 4 —1 @ypq—1 gy — 1 Uy — |
Ty Aoty T Gy Sy Oadly T, g, T~

v,——2 v,—1 #,0 s 1

.

RE

Désignons en outre par (%> % "5 %) uye suite:
Aoy Uiy =0y Uy

) bf,-27 b/>~2; b/,—17 67,—17 bV,O, b/,O; b/,u by,la br,Za {)/,2; .
qu’on obtient en répétant 2 fois chacun des termes de la suite
(al)) Ays "0y ar)'

De cette manitre le symbole (“os %12 =" Gnezs (-1 g repré-
Aoy Qpy * v vy p-z2y Uy 1y &

sentera la suite (J) pour laquelle la suite I est exprimée par le sym-
bole (ay, a,, - -, @ 2, @uy).

En appliquant ces mémes notations aux suites o, ot J |, auquelles
ne correspondent aucunes suites fi, nous représenterons la premiere

d’elles par le symbole ({) el la seconde par <g> .

Les suites <a(” Gy vy 01,;) et (do, gyt ooy Ay
@yy Oy v vy
07 1) y

[.a maniere de les obtenir I'indique suffissamment.

) sont périodiques.

Pour trouver le nombre m, et la somme s, des termes renfermés
dans une période®) de la suite (¢, «,, - - ., a,) remarquons les relations

(1) Mgt = My + Sy, ,
(2) Syt == My Uyt~ S (Uygr—1)
d’otr Yon déduit
Syt == Ny - (G — 1) W0, pq.
De mé&me on trouve
(3) S, == my_1 + (a,—1)m,.

#) Ici comme dans toutes les discussions qui vont suivre 1l g'agit de périodes
avec le minimnm de termes,

Mathematische ‘nnalen. XVII RIS



382 A. Marxory,

En substituant cette valeur de s, dans la formule (1) nous aurons
(4) Mypr == Gy My ~ M,y .
Les formules (3) et (4) et les égalités évidentes
my=1, m —q,-+ 1

M,y

s, NPT .
et —_-sont irréductibles et égales

nous indiquent, que les fractions
be m,

respectivement &

a, +

1 1
0/7+1+'..+ . ’ O — 14— 7. :

a,+

_ a4 1
@+ 1 a+ 1

Quant au nombre et i la somme des termes, renfermés dans une période

de la suite (“m Ayy ((”) , elles sont respectivement le double de
Ayy Qg * 0ty Gy

m, et le double de s,..

§ 2.

A chaque suite (a,, @, -+, a@,—1, a,) correspondent plusieurs
périodes différentes qu’on obtient de I'une delles & T'aide de substitutions
circulaires de tous ses termes.

8i par exemple
(I, Ky, Cyy Gy =m0y Oni—g, Up—1y Onm
est une des périodes de la suite (a,, a,, -« -, @y, a,), toutes les autres
périodes seront
Ogy Cgy =t vy Cp 2, Op_1, Op, &,

Ogy ovmsee y Om—1y Opy Gy, Oy,

(T

. . . . . . . . . . .

am——l; Oy a17 gy = v vy gy

Opy  Ogy, Oy, Oz, = )y Opo2, Cp_y.

Nous nous occuperons particulierement de deux de ces périodes.

Désignons l'une d'elles par [aq, @, -+ -, ay-1, a,] et admettons
qu'elle soit la période TT,; désignons lautre par le symbole
{ao, R al}

et admettons qu'elle soit
(TT,) Cyy Cutay * v 0y Omy @qy Gy vy Oy

Formons de TT, et de TT, les nouvelles périodes
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Gpyq— 1 Ay — 1 Uypy —1
y  Quf1, 5 gty * v 0y ———, Ay t-1
oy Qy o,
et
a%_H—l az_i_l-_l “y+1_1 ax+1~—1
Wygyy "y =+ oy Qufly =" ufl, e oor ) Qyf], ——
[ m oy Gt

et entendons nous de désigner la premiére par {ag, ay, -+ ) ax, a,+1},

la seconde par [a,, a,, - -+, @,, txq1]. Ce procédé peut &tre consideré
comme une régle générale, car il ne contredit en rien les principes
établis précédemment & l'égard des suites (a,, a;, - - -, @y, Gup1).
11 nous donne les moyens de déterminer successivement les péiiodes
[0, @], {aoa Uy, o}y [ag, ay, ay, ag], -
et
{aO) “1}’ Lay, ay, @], {aO) @y, Ag,y a3}) co
les périodes {ao} et [a,] étant counues. La suite (a,) se compose de
termes égaux & a,, par conséquent les symboles {a,} et [a,] I'un et
Pautre désignent une méme période & un seul terme ¢,
De cette maniere les symboles {a, a;, - - -, a, } et [ay, ay, - -+ -, ax]
sont complétement déterminés.
Par exemple [a,, a,| et {ay, a;} seront
ay— 1 ay —1

al"-v-’ et — al.
Gy 9

§ 3.
En comparant les périodes TT, et TI, avec n'importe laquelle des
périodes TT
Oy Opf1y * vy Oy Qpy Ogy = 00y Up-1,

nous trouverons loujours parmi les différences
O — Oy, Oy — Cwptty * ) Ol = &y Om—wts —= &y, * vy Oy — Uy

quelques unes différentes de zéro dont la premiere sera égale a - 1
et la derniere 3 — 1. De méme parmi

Qu — Cyy * ¢y Op—1 = Cp—1
la premitre des différences non égales & zéro sera — 1 et la der-
niere 4 1.
En effet la propriété ci-dessus mentionnée distingue évidemment
[ag, a1] et {a, a} Tune de Tautre et de toutes les autres périodes

de la suite (a,, a,):
26%
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al'—‘l
S’ () a _____1.
ap—1" 2 ?
ay —1 1 1
\-—-‘/-" a a — a PR M
a0—2’ 12 1 H 1 7
ay — 1
w—1, a, 2.
ay — 1

La loi de formation de ces périodes [ay, @y, -+, Qx, Gxq1] €t
{dgs @yy * -5 @y Gy41} nous montre en méme temps qu'elles jouissent
de cette propriété toutes les fois que les périodes [a,, a;, « -+, 0]
et {ay, ay, -+, a,} la possedent.

Notre théoréme a donc lieu toutes les fois qu’il y a plus d'une
période qui correspond & la suite (a,, a,, : - -, ax).

De méme il est facile de démontrer que le premier et le dernier
terme de la période [a,, @, + - -, a,] sont respectivement égaux a

a;e’ ax—‘l

et les autres termes de cette période forment une suite symmétrique
dans laquelle deux termes également distants des extrémes sont égaux
entre eux.

Enfin la période fa,, a,, - - - a,! est inverse & la précédente.
09 1>

§ 4.

En vertu des résultats précédents le maximum de la quantité

2 . RN . N
pour la suite (% %o » @) est égal &
L, Qgy Ay * vy Qu
g 4 1
n

ott la valeur de & est déterminée par le développement

g’=“l+'&;1__T_' 1

o, + 1
“m—1+ ___l_

et celle de 4" par le suivant
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’ 1
T=atey 1
oy -,
41

o, 4+ 1

o, + 1

o 1
"/

’ 1 » : T . .
La somme § - ra peut étre facilement exprimée & l'aide des fractions

irréductibles —‘3 et g respectivement égales a

1
“tEF s
o, + 1
Oy gt _ 1
et +- .
41
o+ 1
@t 1
221
et
1
a re———
1 + ‘xm+w 1
L R S
“m-—]. + _I
Cpm1 + .
41
ot 1
[

A cet effet remarquons que & est égal & la racine positive de I'équation
RQE—~(P—-@)E—~P' =0
et L;-L a la racine négative de la méme équation

Nous avons par conséquent en vertu dune formule connue
. 1 PP QV
b) le maximum de I =V?+(T) .

§ 5.

Les nombres a,, @,, +++, @1, a, dans les symboles
Uy »* 5
(ao,a“.-.,a”_\_l, a;{)’ (a;’:'..:a:), [ao,-- -,(lx]., {ao,-- y ax}
par la nature méme de la question que mous discutons sont des entiers
positifs. Nous croyons utile cependant d’étendre la définition des

symboles sur le cas a,=0.
Convenons de déduire & l'aide des mémes procédés que nous avons

employés pour a, > O les séries
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© N (O, Apy Qyy + = vy (x, ay+1>
a a s, a4 a
y Wiy Uoy y Wry Uut1),

0, @, ay, -+ 5 @y Arpt

de la série
. O, a;, ay, -+, ax)

et les périodes

(0, ary ayy +++5 @ry Anya], {01 Ayy Qgy =+ Ay ”H—l}
des périodes

{O; Apy gy~ 7y CL,;}, [O’ Qyy Gy, "')aﬂ]'
De cette maniére le symbole (0, a,), par exemple, représentera
ag— 1 a; —1 a; — 1

‘., a17 ‘0,—/, aj’T’ai, _()-..J’ al,o.-

ou simplement
Ty Gy Gy Gpy Gy, ot
En général il est facile de voir que les symboles

0, ay, +++, ax
1 ) Yx -
©, ay, -+ -, a) ( )y 10, ar, e, @l
3 Uey y (x), ) ) Uy, A
07“1)"'7“%

{Or py o0y a’}
sont équivalentes A

Oy

a‘, o.n,
(ai,...’ a”)’ (a“..-, a,x)’ [a“..., ax]’ ‘{0’1;"'; ax}_

$ 6.

Introduisons encore une notation nouvelle. Si les périodes

Gy Cgy =t oy O A4,
ﬁn ﬁz, Tt ﬁ: B)
Pis Va5 005 Pr C,

. . . . .

. . . .

g]) gz, ] gn F

sont telles que pour obtenir A4 nous devons écrire successivement b
fois la période B, ¢ fois O, - - - et f fois I, nous désignerons 4 par
la formule symbolique
A=bB+cCH---4fF,

qui indiquera clairement la maniére dont A4 est formée.

En appliquant cette notation pour exprimer la manidre de com-
poser les périodes [ay, @y, + « ) @xy Gupa] €t {ag, @y, - -+, @y, Uey1)
nous aurons les formules:
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lay, Apy v vy Uyy Qppr] = [@41] O [ Qo gy — 1] + -4 [@44]
+ n[trs — 1]+ [@uga] + 0 [Grs — 1)
® o + oA [ F+ opa [ — 1]

{a(,, Byy ey a,,,a,¢+1}=051{(1,4+1A—l}—l—{a/_,_l}‘}_az{a;{_l_l__]}
+{“x+1}+"'+“m{fl¢+1'*1}+{“x+1},
ol
{on} + -+ {om} + {ea} + -+ {"‘#—1} ={ay, a, -, ay }

et
[“1] -+ [0{2] + Tt + [Olm = {aO’ U1y * " afi']'

Si % =0 les formules (6) se réduisent aux suivantes
) { (@0, ] = [&4] + ay[a, — 1],
{ao; “1} = “o{al — 1)+ {%}a
ol @y + 1 et a, sont des nombres entiers positifs quelconques.
En posant ensuite dans les formules (6) x =1 et prenant en

considération les formules (7), nous trouvons que pour former la période
[ag, @, a,] il faut écrire successivement «, fois la période

()] + (@ — 1) [a, — 1]

et une fois la période
[ao] + ayfay — 17,

et pour former la période {a,, a;, a,} il faut éerire une fois la période
ay {ay — 1} + {a,}
et ensuite g, fois la période
(o — 1) {ay — 1} + {a,}.
Cependant en vertu des mémes formules (6) on a
la] + (o — D [a, — 1] =[a; — 1, ay],
ay {a, — 1} + {“2} = {“n ty},
la] + ayfa, — 1] = [y, 0],
(g — 1) {a, — 1} + {ay} = {a, — 1, a,}.
[ay; a;, @] = ag[dy — 1, ay] + [y, a,],
{%7 @y, Ayf = {au az} + @ {“1 —1, az}'
Passons maintenant au cas plus général. Soient
«, ﬁ) Vi © Y, @,

7 4 4

o, B9, e ) 9,0,
" r ’r ” rr
“)ﬁ:y’ """ JJ’?("'

Done
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les périodes correspondantes
' {aoa Qs Gy =ty asz—x},

{a’“ gy * ail-—-l}
et

{“l -1, 08, -, 021—1}
et supposons, que l'égalité symbolique
(T8)  {ap, a4, ag, -+ “21—1} =gy {a; — 1, ay, -+, Gz}

-+ {a“ gy * ast—l}

a lieu.
Alors il s’ensuit des formules (6), que la période
[@ys @1y @y, * < 5 G211, G21)
g'obtient si Von éerit successivement a, fois la période
(a2 + «’[azs — 1] + - - - + [a2d] + " [a2s — 1]
et une fois la période
(azd] + o [azs — 1] + - - - + [a2:] 4 0" [0, — 1]
Cependant les mémes formules (6) donnent
[@21) + @”[@ze — 1] + - -+ 4 [a@2:] + p"[@2: — 1]
N =[a;—1, ay, - -+, azi1, dgy]
[asd] + o[aes — 1] 4 « -+ + [a2)] + 0'[@2; — 1]
= [ay, ay, -+, G311, a2i].
Done si I'égalité (Ta) a réellement lieu, on aura
[ao: Qyy ** 0y G201, agi] = ”’o[al — 1, Qgy **y A2i—1, a'?l]
+ [ay; @y, -+ 45 G2, a2l)-
De mémeé en supposant l'une des égalités suivantes
[ag, @y, gy - -+ Gu—s] = [ay, Gy, - e 020a] + ag[0y—1, @y, -+, B2ia],
{ao; A3 gy v 7y “21} = {ay, Gyy--++, “21} +ag{a,—1, a5, s1},
(@) Gyy @y - 7y Q2] =a[a—N,ap 0] + [ay, ay, e aal],
nous avons l'une des égalités correspondantes
{aov Gyy g, * * -y Gzp—1, a’!l} == {a“ Ayy **°y Qgi—, aﬂl}
-+ ao{a,—-‘l, gy * * *y B2i—1, a2l} ’
[@0s @5 @y <+, Gty Gauga] = [ay, ayy + -+, @21y G2
. + a—o[“x — 1, ay, - -, G31, Q241],
{%) @1, Gy, + -+, Ga1y G} =ag{a)— 1, @y, - -+, 831 G314},
+ {41, ay5 ¢+, sy aBH-l}-



En comparant ces

voir qu'on aura

(8)

o t,ay4 1, ay, a,, -+

quelconques,

aurous

9)

lag + 1, ay, - -
{ay+ 1, a5
g + 1, ay, -
{a+ Lay -

D’ott Pon déduit

lag + 1, ap, - -

[ag; @y, ay, - -
{00 ay, ay,
(@0, @y, @y, - -

{“o: gy Qg * +

{(l0+1,601;"

[a0+ l)“la"

»

5 Q2p1] = [“n (g, *
+ (@ + 1) [y —1,0ay, -
) aw—l}:‘: (ag + 1) ‘{“1 — 1, a,,-

Sur les formes binaires indéfinics.

Yy Qe = [ag, @y, -
+ ayla; —

) “2t—1} =“0{“1_ L, ay, -, “21—1}

+ {“n tyy -+

+ [aia Agy *

) agt]

5 Agm] = [ay, @y, -
+ [ay — 1,
‘s aZt-l} ={Cl1— 1, Ay, *
+ {a> -

= |a; — 1,

389

résultats avec les égalités (7) il est facile de

*, (op—1]
L, ap,---, U2e-1],

+ {a“ Aoyt *y aZt—l}o
o G2e] =aplay — 1, ay, - -, ag)
+ a1, ag, -+ -, a2d],
R (Y
+ag {ay — 1, ay, - - -5 an},

-y Uze—1, @y sont des nombres entiers et positifs

En substituant «, -+ 1 au lieu de «, dans les formules (8) nous

Cey O]

*y azz——l] )

) (lw—l}

9 a?t-i} ]

= (g, + 1) -[a,—1,a,,- -

' (l2t]7

"y Qg

= {a“ oy =+ oy (l2t]

+ (@ + 1) {al—lvazv"

Yy a2t}-

) a?l——lJ
Ay * oy ge],
Ty azz-—l}
" azz—x},

Qyy =" vy azg]

{a0+ 1, a,

+ (@9, g, - - -5 a2l

={ay, Gy, * s as: |

) “2!}

+{a — 1, a9, -, .
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§ 1

a,¢=2

Ay gy vy ax—l)Q .
9 dont nous avons particu-

Soit maintenant

«

et passons aux suites(
Aoy Ayy * * oy Oy,

litrement & nous occuper. Dans ce cas en vertu des résultats du § 3.
nous avons

1
(10) %, 1
a,+ 1
am—l+ 1
“m~1+'..+ 1
a1
ot 1
o —1-41
1
T 1
ap—1-4+ 1
°‘2+__‘1__
a2+.’.+ .
[ S
“m-1+_i
o, + 1

La premiére de ces fractions, conformément aux notations du § 4.,

—9
est égale & P—29,

En outre en vertu de formules counues de la théorie des fractions
continues nous avoys

P—P 1
= T T e T
apt_ 1
am-1+ 1
o .
m--1+ + 1
o+ 1
a4+ 1
et ensuite o —1
Q—¢@ _ 1
Q it 1
at—1+ 1
oy 1
2%
41
Cp_y+__ 1
“m—1+i_
o, +
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Ainsi de T'équation (10) nous avons

P—29 _ @—0Q

@
ou simplement
(11) @ =3Q— P
En substituant cette valeur de @’ dans l'égalité évidente
PQ —PQ=+1
nous obtenons pour la valeur de P’ lexpression
(12) P=3p—-FL.

Les égalités (11) et (12) nous permettent d’éliminer P’ et @' de
la formule (5).

Qgy Gyy oy By, 2

Nous avons donc pour la suite ( ) la formule

3
. Aoy Qyy v+ vy Ay 2
suivante

(13) le maximum de 'I% =]/-‘% —;—E—;-

Remarquons encore que les formules (11), (12) et (13) peuvent
1

1) si nous admettons

2
étre appliquées aussi et aux suites <2> et (

pour la premiére

P, 1 P
gTite gt
et pour la seconde Y
P 1
— il = 1.
0= 1+ et 0

Donc pour calculer la valeur du maximum de I, il suffit de
connaitre la valeur correspondante de . Quant aux nombres ¢, nous
trouverons pour les exprimer des formules correspondantes aux égalités
symboliques (9).

§ 8.
Soient
'Pal 1
n_..’_=2+-———- 1
2% °‘+‘a’:l_—.' at -

)

R

~
H
+
{»-
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P ’
:“rw=2 o po ¢ _.1_
e +u+_1¥ A ==
u L vt ot
ot 1 o4 1
oF1
2
Pd,w I's 1
O 2T 1
L
- 1
it 1
TE 1
24+ 1
P,w:Q’w
et M “
'Po:,w ¢ 1
O 2T er
L
4t
1 1
14 1
24 1
Pl Qi w

six fractions irréductibles pour lesquelles
Qa2 =3Qu02 — Puz,
(11a) Qo =3 Qu,0 — Puu,
Qo;,w =3 Qa,w - —Pa,w-

En vertu de formules connues relatives aux fractions continues

PoiQur — PeaQaz =+1,
meQﬁ:,w‘_P/;,wQﬂ-w—",‘ 1,
Pa,wQu:‘w"“-Po:.wQa,w=+1»
et encore
Pa,w = -Ptx,lP N '+‘ P:;,).Q,u,wa Po:,w= Pa,}.-P,L:,w + Pt;,lQ;:,w,

Qa,w = Qu,2 P.u,w + Qa:,l Qy,w’ Qo0 = Qa2 P’,w + Qo;,l Q,l:,wa

d'oti en vertu des formules (11a) nous déduisons

Pl +1
Qa,l ?
; , P2 o4
(12a) P,o=38Piu — e T
My
P, +1
Qo0

Por=3Py —

-Pa’z,w=3-Pa,w -
et



Sur les formes binaires indéfinies, 393

p? 1
Pyow=PorPuw-+ (3}_’%1 — _Ji_) Qe o

Qa,l
(14)3 Qu,0 = Qu,2 Pryu + (3 Qa, — P.1) 00,
, ot
Gho= Qo (3850 =52 ) £ 6011 — P )30~ B0)

En substituant ces valeurs de Pa,u,, Qe 0y Qoo dans la dernidre des
formules (11a) nous auroas

P2 1
Qa,l (3 P,u,w - ‘“"L‘é'— ) + (3 Qa,l - -Pa,z) (3 QM,U’—" P;c,w)

,w

1
-—-3Qa,le w+3(3Qa,l"“P¢x ).)Qﬂ, oe,l P,u 0 (3Pa,l aé;+ ) Qu w

qui devient apres quelques simples reductions
(15) Qil-l— in—l—(QMwPaZ_P ]) ),)2
’_3Qa,l Q,u w(Q,u, Z—Pu,wQa,ﬁ

Quant & la quantité
Qy,w-Pa,l - P,u,on(,l

on voit, qu’en vertu de la seconde des formules (14) elle est égale a
3(1)0:,1(1? 0 T Qa,m-

Nous pourrons done écrire au lieu de la formule (1D)
Q,,,,z“*'Qﬂ w+(3 Qa ZQ/« w—‘()or,w)2 SQalQﬂ w(gQa,l Qﬂ; Qa,w)
d’ot
(16) QZ,Z_,_ Qi,m-i- Qz,w=3 ()/oc,l Q,u,wQa,w'

§ 9.
De ces considérations générales et des formules (9) et (11) il suit*)
Q2 {a0+1) @y, a2’ Py Oy, 2}""@2{61/0, Ay, a’gy sy Ay—1, 2}
+@*{a;—1, a,, - -, @y, 2}
=3Q{(l/0+1,a1,02,~”, ety 2} * Q {am Agy Ty vy Ux—iy 2}
- Q {al"_li gy * 0y Oy—1, 2}

(17)

#) Nous désignons généralement par le symbole @ {a,0, ¢, -+, 1} un nombre
Q (§ 4.) correspondant & la période {a,b,¢,---,1}. De méme les nombres
P, P' et Q correspondants & cette méme période {a, b, ¢, - -, 1} seront designés
par P{a,b,¢, -1}, P {abye -1} et ¢ {abc-- ,1}.
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ol
. “""17 ao"l"l’a'i} Qgy * * 5 Ay,
sont des nombres entiers positifs quelconques.
En vertu des mémes considérations nous avons

’ Qz{“o+2aau“2:“'»“x—1:2}+Q2{“0+11“11“2:"':“}6—-172}

+ @2 {a,—1,a, - , 01,2}

=30Q {a01+2,0,,85,-++,0,-1,2} - @ {@+1,0y,8, 01,2}

(4] {an—l,%, ...... ,ax_1’2},

WY @ llat 1, ape ey e, 2+ @2 {agF 1,0y 0y, 2)
+ Q2 {agy @yyeereeene 0x1,2}

=30 {1,a,4+1,0), -+, 01,2} - @ {a+1,ay,- - yOr—1,2}

Q@ {@yy Gyy e +8u-1,2}

Q{do+2, Ay 00 oy ax—-ly2}+Q{a(n Qpy v y Ax—1, 2}
(19) '—39{%""1: Gy v 5 Ox1, 2} . Q{a,-——l, Ayt * +y Gu—i, 2})
( Q{a0+21 Qyy * * *y Ax—1y 2}) 0

— Q{ao, Gy = v s a“_l,2}
et

20) ( Q{lL,a+1,ay, -, ax1, 2} +Q{a,—1,a, - - -,a,,__l,2}>
—3Q{ap+1,a;, -+, 00152} - Qlag, ay, -+ -+, 0,1,2)
( Q{L,ay+1,ay, - -+ Gy, 2}) o
— Qo —1,8, -+, e, 2}
Or il n'est pas difficile de voir qu'on a
Q{ao-l—?, Gy vy Gyt 2} > @{ag, ayy + -+ Ge1, 2}
Q{Lap+1,8y, -5 ax1, 2} > Q{a;—1,a5 - -1y 00, 2}
Done en divisant (19) par le facteur
Q{a+2, 8, -y 01, 2} — @ {ag, @y, + -+, Gx1, 2}
et (20) par le facteur
Q{ly a1, -1y G, 2} —Q{aB—1, 0y, < -+ a1,2}
nous aurons définitivement

et
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Q{ao +2,a, ay_1,2}+Q{a0, Ay woee s , ax—1,2}

o1 3Q{a, — 1, ay, - vy @, 2} -Q{ao+ Ly @y, vy Gpery 21,
Q{l, ay+1, - v e, @y, 2}—{—@{@1 — 1y, -, @y, 2}
‘SQ{aO,a“ ...... 7ax-—172} 'Q{ao—l—l,a,,'--, (,7_“2}‘

Ces égalités donnent un moyen facile de caleuler successivement les
nombres ¢ lorsqu’on connait

{2}, e{1,2}, @{2. 2}, .-, @{a, 2}, Q{at1,2}, ...
et

Q{l, ]; 2}; Q{l, 2; 2}a Sty Q{I: a, 2}7 Q{]v CZ+1, 2}7 e

Pour ces dernieres quantités la formule (17) donne
(22) {02} + @ {a,2} + @ {a — 1,2}
=3Q{l,0,2} - @{a02} - @{a—1,2}

a ¢tant un nombre entier positif quelconque.
En outre nous avons

Q{l} =]: Q{2}=2) Q{1a2}=5’
(23) P{a,2}=Q{a+l,2}, P{a—l,?}:—:Q{a,?},
Q'{a,2}=@{a—-],2}, P'{a—1,2}=Q{a—-],2}

d’ott en ayant égard aux formules (11) et (12) nous déduisons

Q{2} =3@{1} -@{1} — {1},
(24) e{r,2t =3e{2} -e{1} —e{1},
Q{a+1,2} =3¢{s,2} - {1} — @{a—1,2}
et encore
{1} +e{1}  +e{1}=3¢{1} -e{1}-e{1},
@) ({2} +@{1}  +e{i}=3{2} -@{1}.-¢{1},
@ {a2} +@*{a—12} +@* {1} =3@ {02} - @{a—1,2} -Q{1}.

En comparant enfin I'égalité (22) avec la derniere des égalités (25),
en vertu de l'inégalité

Q{1,a, 2} >@{1}

nous aurons
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(26} Q{l,a,2}=3Q{a,2}@{a—-],2}———@{1},
Done pour trouver @ {1, a, 2} il suffit de connaitre @ {a, 2} et
Q {a—— 1, 2} qui s'obtiennent facilement des formules (24).

§ 10. -

Disons encore quelques mots sur la résolution en nombres entiers
et positifs de Véquation

(16a) x4 y? - 22 = Bayz
que nous avons obtenue & la fin du § 8. Cette équation est symmé-

trique relativement aux termes inconnus z, y, 2; par couséquent, con-
naissant l'une de ses solutions

X == o, = ﬁ} g =19,
il sera facile d’en trouver encore les cing suivantes:

=0, Y=y, &= B;
=20, y=y, #=a
xt=p, y=ea, 2=1y;
r=y, Y=o, 2= ﬁ)
r=y, Yy=4§, 2=oc.
Ces six solutions peuvent, évidemment, étre differéntes, nous les envi- -
sagerons cependant comme une seule et désignerons par

x, Y, z=ua,f,y
Cela posé les formules du paragraphe précédent donneront les solutions
suivantes de I'’équation (16a)

x;y)z=Q{l}7 Q{l}y Q{1}5
zy,e= @{2}, {1}, @{1};
xy,z— {12} Q{2}, 0{1}
oc,J,z—-Q{a,Z} Q{a——lZ} Q{l}

Q) -
x,y,z—— {1 a72} Q{“72} Q{“'—l 2}7

x}?/)z— Q{b a,Z} Q{b"] a)2} Q{“”‘“l 3}

x»f‘/)z"'Q{l)jv% : ;%2} Q{l 7-7)’7 a/72} Q{J 1 @, * a)2}§

\*

Supposons maintenant que la méme équation a nne autre solution
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Z, Y, 8=u0, B,y
qui ne se trouve pas dans l'ensemble (Q).
Dans ce cas les nombres «, 8, y ne peuvent étre tous égaux
entre eux, car si

o == 5 _ ?}v
la solution

Z, Y, E=0,fp,y
doit &tre identiqne & la premiere des solutions ().
Done si « est le plus grand des nombres «, 8, ¥ et p le plus
petit nous aurous

e>p>y et oa>y.
o + B2 4 = 3apy
3By > > fy.
En la résolvant par rapport & « on trouve

3By + V962 — 42+ v |
2

L’équation

nous donne

O ==

Des deux signes -- ¢'est - qu'il faut garder, car nous avons pour
toutes les valeurs entieres positives de f§ et de ¢
36y — Vg =iy
Y 72_ B2+ < By.

11 en résulte de la

3y > > )y

et la différence
3y — «
se trouve comprise entre 0 et «.
En la désignant par 0 nous trouvons

B+ 9t 4 00 = 360,
Done de la solution donnée:

z, Y, s=ua,f y
on peut déduire une autre

z, Y, Z:ﬁ,?, 0
Btrt+o<atpty.

Cette nouvelle solution aussi n’est pas comprise dans I'ensemble (Q),
parceque dans le cas contraire la premiere solution

Zy Y, Z=367'—a, ﬁa 4
devrait aussi étre comprise dans I'ensemble (2) conformément aux formules
du § 9. Cest pourquoi en transformant la solution

-

ou

Mathematische Apnalen, XVII, 27
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Z, y,z::ﬂ7 7> 6\

d’apres le procédé indiqué nous aurous encore une solution
z, Y, Z=ﬁ/, ' )
qui n'est pas comprise dans P'ensemble (Q) et satisfait & I'inégalité
’ 4 ’
B+7y+o<pt+r+9.
En continuant & discuter de la méme manitre, nous aurons une suite
infinie de solutions de Véquation (16a)

z, Y, &=« B, 7,
z, Y, 8=4,9,0,
z, Y, 2=0,y,0,
z, Y, &=p" 9y, 0

et une série infinie décroissante de nombres positifs et entiers

at+p+y, B+y+0, fF4+y+9d, B+ +0, -

Ce qui n'est pas possible, car il n’existe quun nombre limité de
nombres positifs entiers moindres que la limite donnée

e+ f+y.

Par conséquent toutes les solutions en nombres positifs et entiers de
Vequation (16a) doivent &tre comprises dans Fensemble (Q).

Table des périodes {a,, a,, ---, a.} pour les valeurs de x
moindres de 6.

vaies (12}

1=t ot1} {o—Lpati} | {e—1,0, 5 041}

- X /J;__lf()isx Poouees x o ) y'“* ..... x M
TN a1 Lovveens 41 Leeeennn x41
e—1
r y—1-.z y—1...x
@ , d‘--l{ d—1
»-g | 1oeevees x+] | TR x_i_l
g P w
) IS x+]
. — 1.z
. al?
! 1 -1
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ggll:; {77'“1: g 0. ')'vx+1} {’8“‘11 7, & &, 7»w+1}
—= —
2; ....... X 1} ....... X
s 1. 1 cx--1 . 11x+1
y—1- y—1-a
6‘1{1 ....... x-41 9 "1{1 ....... -1
y ....... x 7} ------- x
1.0 41 1....... z41
—1...2 -1 2
6{7; ....... 1;+1 d {i, ...... g;_l_l
—1
Poreeeen z Poaenienn x
1....... x_{_l 1....... x+1
e—1 §—1
6—1{;’-——1 -z 0“1{7-——1 x
11-—'1 1eie-rn x_'_l 7]—-1 1.000ae x.{_l
Poreennnn z Poareenn T
. i S PR z+41 ) IR z+1
© y—1.-..x y—1...x
'g 6{1 ....... x+1 0{1 ....... a;_.*_]
- P
;:: \ 1..0..0. z-1
—1
gyt
1.0ee. x.}.l
Poorrenns z
1.0000is z--1
1.oeeigd1
? reavien
* 1...... cx:-1
s—1y 1oes
6“1{2{ :+1
n ?!otavilx
1 "““'ﬁ"‘t—]
?a—ithw
| a{l{......:.xt{.l

Remarque. Le lecteur trouvera les mémes périodes dans la table, #joutée
au tome I de I'ouvrage de J. Bernoulli: ,,Recueil pour les astronomen."*

o



