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Ueber eine mit den Kugel- und Cylinderfunctionen verwandte
Function und ihre Anwendung in der Theorie der Elektricitits-
vertheilung. *)

Von
F. G. Mencer in Elbing.

Mehrere Aufgaben der mathematischen Physik besitzen die Eigen-
thiimlichkeit, dass, wihrend ihre Losung im Allgemeinen auf der An-
wendung der Kugelfunctionen beruht, in gewissen Grenzfillen an die
Stelle dieser die zuerst von Fourier und spiiter besonders von Bessel
untersuchten Functionen*¥) eintreten miissen, fiitr welche Herr Heine
den Namen Cylinderfunctionen vorgeschlagen hat. So wird das Problem
der Elektricititsvertheilung auf zwei vollig von einander getrennten
Kugeln, in der Regel wenigstens, mit Hiilfe der Kugelfunctionen ge-
lost. Die specielle Annahme, dass die Kugelflichen einander bis zur
Bertihrung gendhert werden, bewirkt, dass bei gleicher Methode in
der Behandlung des Problems statt der Kugelfunctionen die Cylinder-
functionen verwendet werden miissen. Fiir die genaue Erkenntniss der
Natur dieses Zusammenhanges ist es von Wichtigkeit, auch den dritten
noch moglichen Fall in Betracht zn ziehen, nimlich denjenigen, wo
die Kugelflichen sich durchdringen und der Korper, auf dem die
Elektricitdt sich verbreitet, von zwei Kugelcalotten mit gemeinschaft-
lichem Rande begrenzt, im Allgemeinen also von linsenférmiger Gestalt
ist. Hier spielen, wie ich in einem im 68. Bande von Borchardt’s
Journal abgedruckten Aufsatze gezeigt habe, weder die Kugel- moch
die Cylinderfunctionen eine Rolle, sondern es tritt an ihre Stelle eine
dritte Gattung von Functionen, welche daher zu jenen beiden die noth-

*) Aus dem zu Ostern 1870 ausgegebenen Jahresbericht des Gymnasiums zu
Elbing. .
*¥) Von npeueren Arbeiten iiber dieselben erwihne ich: C. Neumanu,
Theorie der Bessel'schen Functionen, Leipzig 1867. — E. Lommel, Studien tber
die Bessel’schen Functionen, Leipzig 1868. — Heine, Die Fourier- Bessel’sche
Function. Borchardt’s Journal Bd. 69. — Hankel, Die Cylinderfunctionen
erster und zweiter Art. Mathematische Annalen, Bd. I, Heft 3.
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162 F. G. Menr.gg,

wendige Ergéinzung bildet. Der gemeinsame Ursprung dieser drei Arten
von Functionen ist in analytischer Hinsicht wesentlich dadurch charak-
terisirt, dass alle drei derselben Differentialgleichung gentigen, mib
dem alleinigen Unterschiede, dass die in djeger vorkommende Constante,
welche fiir die erste Art eine positive ganze Zahl ist, fiir die zweite
unendlich gross wird und fiir die dritte einen imaginiiren Werth mit
dem reellen Theil — '/, annimmt. s findet hier also eine analoge
Beziehung statt, wie zwischen den drei Arten von Kegelschnitten, der
Ellipse mit der endlichen reellen, der Parabel mit der unendlich grossen
und der Hyperbel mit der imaginiren Hauptaxe. Und diese Aehn-
lichkeit ist keine blos zufillige. Die Kugelfunction vermittelt die
Losung der Aufgaben liber Elektricitiits- und Wirmevertheilung nicht
nur fiir die Kugel, sondern, wie allgemein bekannt, auch fiir das ver-
lingerte und abgeplattete Rotationsellipsoid; die Cylinderfunction leistet

dieselben Dienste nicht nur fiir den Cylinder, sondern, was weniger

hekannt zu sein scheint, auch, fiir das Rotationsparaboloid; die dritte
Function endlich findet ihre Anwendung bei dem Kegel und dem zwei-
fachen Rotationshyperboloid. Da ihr Auftreten bei dem Kegel ein be-™
‘sonders einfaches ist, so wird man sie, falls ein besonderer Name er-
forderlich ist, Kegelfunction nennen konnen. Ich habe das einfache
Rotationshyperboloid unerwéhnt gelassen, weil die Untersuchung des-
selben noch nicht vollstindig durchgefiihrt ist, wenngleich ich mich
hinléinglich iiberzeugt habe, dass hier die Lisung aus denselben Fune-
tionen, nur in auderer Combination, zusammenzusetzen ist. Auf den
folgenden Blittern werde ich mich fast ausschliesslich auf Darlegung
der einfachsten Eigenschaften und Anwendungen dieser Function be-
schriinken; der letzte Paragraph wird als Uebergang zu den verwickel-
teren Aufgaben angesehen werden konnen, die ich bei anderer Ge-
legenheit zu behandeln gedenke.

Bs kann noch daran erinnert.werden, dass es, ohne an der Sache
etwas Wesentliches zu #ndern, gestattet ist, die hier in Betracht
kommenden Flichen durch Anwendung des Princips der reciproken
Radienvectoren (vergl. § 2.) in andere umzuformen, welche den Vortheil
gewihren, dass sie allseitig geschlossen sind. So kann z. B. das
Rotationsparaboloid durch die Fliche ersetzt werden, welche durch
Rotation der Cardioide um ihre Axe entsteht.

§ 1.
Die Vertheilung der Elektricitédt auf einem Kegel unter dem Einfluss
dusserer Kriifte, die in der Axe desselben ihren Sitz haben.
Es seien #, &, ¢ die Polarcoordinaten eines Punktes im Raume,
mit den rechtwinkligen z, y, # durch die Gleichungen z = r cos &,
y=rsin & cos @, £=rsin & sin @ verbunden, und die Intervalle,
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innerhalb welcher sich #, 9, ¢ zu bewegen haben, damit alle Punkte
des Raumes erschopft werden, seien der gewdhulichen Annahme ge-
miiss durch die Grenzen O und oo, O und =, 0 und 2x festgestellt.
Jeder Punkt erscheint dann als der Durchschnitt von drei sich recht-
winklig schneidenden Flichen, nimlich einer Kugelfliche vom Radius 7,
einer Kégelfliche, deren durch den Anfangspunkt begrenzte Seiten-
linien mit der positiven Richtung der z-Axe den Winkel & ein-
schliessen, und einer durch die z- Axe einseitig begrenzten Ebene, die
mit der positiven y-Axe den von dieser nach der positiven z-Axe
hin wachsenden Winkel ¢ bildet. Es ist wohl zu beachten, dass
einem constanten Werthe 4 des Parameters & keine vollstindige, nach
zwei entgegengesetzten Richtungen hin sich in’s Unendliche erstreckende
Kegelfliche entspricht, sondern nur die eine Hilfte einer solchen, das
eine der beiden Fiicher, in welche sie durch ihren Scheitelpunkt ge-
theilt wird. Um nun die Vertheilung der Elektricitit auf einer solchen
in ihrem Scheitel begrenzten Kegelfliche unter dem Einfluss beliebiger
elektrischer Nichtleiter zu bestimmen, geniigt es die Dichtigkeit der
Schicht zu kennen, welche sich durch Influenz eines einzelnen aber
beliebig gelegenen elektrischen Massenpunktes bildet. Da aber die
Behandlung der Aufgabe in dieser Allgemeinheit schon ein tieferes
Eingehen auf die Eigenschaften der Kegelfunctionen erfordert, wihrend
. eine moglichst- einfache Binfilhrung derselben zweckmissig erscheint,
und da iiberdies das zweifache Rotationshyperboloid, fir welches ich
spater die Aufgabe in voller Allgemeinheit zu losen beabsichtige, den
Kegel als Grenzfall enthdlt, so soll hier nur der specielle Fall in Be-
tracht gezogen werden, wo der ervegende Punkt, in welchem man sich
die Finheit der negativen Elektricitit concentrivt denken mige, auf der
Auxe des Kegels liegt. Auf den Charakter der elektrischen Vertheilung
wird es zwar von wesentlichem Einflusse sein, ob der erregende Punkt
E in dem von der Kegelfliche umschlossenen hohlen Raume liegt,
oder auf demjenigen Theile der z- Axe, fiir welchen die Fliche convex
erscheint, insofern néimlich die Dichtigkeit der Elektricitdt in unmittel-
barer Nihe des Scheitels im ersten Falle unendlich klein, im zweiten
unendlich gross werden wird. Aber gleichwohl ist eine Trennung
beider Fille in der analytischen Behandlung unndthig. Denn setzen
wir ein fiir alle Mal fest, dass F auf dem positiven Theile der z-Axe,
in der Entfernung ¢ vom Scheitel liege, und dass & = 4 die Gleichung
der Fliche ist, auf welcher die Vertheilung der Klektricitit bestimmt
werden soll, so wird man es mit dem ersten oder zweiten der ge-
nannten Fille zu thun haben, je nachdem 4 zwischen den Grenzen
0 und 47 oder {m und x enthalten ist. Das Potential v der ge-
suchten Belegung in Bezug auf irgend einen Punkt 7, &, ¢ ist wegen
der besonderen Lage des Punktes E von ¢ unabhiingig und geniigt
1%
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im ganzen Raume, mit Ausnahme der Fliche selbst, der Differential-
gleichung .
v 1 . v

(1) —537(7'2 ST) + m-a%;(sm & —55— =0,

und ausserdem den bekannten Nebenbedingungen. Fir innere Punkte,
d. h. fiir solche, welche in demjenigen der beiden durch die Kegel-
fliche geschiedenen Riume liegen, der den Punkt E nicht enthilt,
ist v identisch mit dem reciproken Werthe 7' ihrer Entfernung von
dem festen Punkte E; die Bestimmung von v fiir fussere d. h. mit £
in demselben Raume enthaltene Punkte wird sich leicht ergeben, sobald
fiir T eine passende Darstellung gefunden ist. Nun gilt fiir die reci-
proke Entfernung eines beliebigen Punktes , &, ¢ von dem auf der
positiven x-Axe in der Entfernung ¢ vom Scheitel gelegenen Punkte

E der Ausdruck

[ S
Vit ¢t —2rccos &

oder auch:
1

1
"~ Vre I/ T e . .
—_ = — &
p -+ p 2 co8
Der zweite Factor dieses Productes moge durch T bezeichnet werden,
und um ibm eine einfachere Gestalt zu geben, substituire man:

T

y=c-c°,
so wird:

1 o 1
T=-V—';‘;C_ Ly und = V‘Zmi:m :
Da T ein particuléres Integral der Differentialgleichung (1) ist, so er-
giebt eine leichte Rechnung, dass € der folgenden Differentialgleichung
Gentige leistet:
. 2

@) 2 (s 2E) 4 %:ﬁ — 1T =0.
Aus der Form derselben erhellt, dass hier eine Zerlegung von ¥ in
eine Summe von Producten geboten ist, deren einer Factor eine trigono-
metrische Function von ¢ ist, wihrend der andere von & allein ab-
hingt. Da ¢ nicht zwischen bestimmte endliche Grenzen eingeschlossen
ist, sondern alle moglichen Werthe von — oo bis - oo annehmen
kann, da ferner € fir unendlich grosse Werthe von ¢ unendlich klein
wird, und fiir keinen Werth von ¢ unendlich gross werden kann,
wenn &, wie dies fiir innere Punkte ausnahmslos der Fall ist, einen
von Null verschiedenen Werth besitzt, so ist die Darstellung von &
durch ein Fourier’sches Doppelintegral statthaft, und man erhilt,
wenn man berticksichtigt, dass € seinen Werth nicht #ndert, wenn
die Grosse ¢ ihr Zeichen wechselt:
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T 1L /du cos (w)f,/ wspede .
cosaz——cos«‘y‘

Setzt man also

D

jL_M@%lﬂ“_—’ = O K~ (_ cos «ﬁ'),

Vcos at — cos &

. 1)
. 850 wird:

] = l/f;fo cos{u ) K+ (— éosﬁ) dy.
/ .

Der Factor ¢ mbge so gewihlt werden, dass K#(1) =1 wird; dann
ergiebt sich:

<«

do - gy
C — cospe . e
V(,osaz—l-l V%! e%“_*_e"%“,

[ 22

oder wenn ¢* = ¢ gesetzt wird:

,uz+—&——1 - -
C = V% 13 1z V?’ * '&')*s'(“ﬂ}{)" :

Demnach erhalten wir als Deﬁmtlon der Kegelfunction K~ die Gleichung

2 cos(u ) 3 cospado

3 u— T) = - e

() K ( cos ) T V2 (cos et — cos &
0

und fir ¥ den Ausdruck:

co
“4) < =fa;(%‘% K#(— cos®)du.
0
Indem man denselben in die partielle Differentialgleichung (2) einfiihrt,
erkennt man, dass K#(— cos 9) der gew'éhnlichen Differentialgleichung
1 d
(5) @ a (P Gy) — @HDE=0
geniigt. Da diese ungeéndert bleibt, wenn ¢ in w — & verwandelt
wird, so ist K* (ecos &) ein zweites particulires Integral derselben.
Auch sind die Functionen K* (cos &) und K#(— cos &) wirklich zwei
wesentlich verschiedene Losungen; denn da fir & = 0 die erste =1,
die zweite = oo wird, so kann ihr Quotient keine Constante sein.
Das allgemeine Integral von (5) ist also:

K = AK* (cos ®) 4 BK# (— cos 9),

wenn A und B von @ unabhingige, sonst willkiirliche Grossen vor-
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stellen. Bezeichnet jetzt ¥ das Potential der gesuchten elektrischen
Schicht in dem #Husseren (den Punkt E enthaltenden) Raume, und
setzt man

N

| I

|
&3

?

]

(e

= T

und

B — J [
0

wie es erlaubt ist, weil B als Function von ¢ betrachtet den fiir die

Darstellbarkeit durch ein Fourier’sches Integral erforderlichen Be-

dingungen geniigt, so konnen, weil L dieselbe Differentialgleichungs
wie ¥ erfiillt, K, und K, nur die Form haben:

K, = 4,K* (cos 9) + B, K* (— cos #),
K, = A,K# (cos @) + B,K* (— cos #).

Da aber K#(— cos &), wie schon erwihnt, fiir # =0 d. h. auf dem
dem iusseren Raume angehbrigen Theile der z-Axe unendlich gross
wird, wihrend % endlich bleiben muss, so miissen B| und B, = O
sein, und da ferner auf der Kegelfliche (# = 1) B mit T iiberein-
stimmt, also eine gerade Function von ¢ ist, so muss K, wenigstens
fir @ = 4 verschwinden, was indessen, wegen B, = 0, nur moglich
ist, wenn auch A, verschwindet. Es wird also K, =0 und K, =
A, K* (cos #), und endlich wird der Werth von 4, durch die Bedingungs
bestimmt, dags 8 fir & =4 mit der in (4) gegebenen Darstellungs
von ¥ iibereinstimmen muss. Man erhilt auf diese Weise:

K, cos (po) + K, sin (po)] du,

o

(6) B =/*go»§ggg)_ K" (—cos 1) - K*(cos &) d

cos(umse) K“(cos 1)

0

Die Dichtigkeit der elektrischen Schicht im Punkte (r, 1, ¢) wird jetzt
durch die Gleichung gefunden:
. oV oT .
—4dmk = ("gn‘— — "a-ﬁ‘) ‘(fur & = l),
worin die Differentialquotienten in der Richtung der dem #Husserera
Raume zugekehrten Normale der 'liche zu nehmen sind. Da hiernach
adn = — rd9 zu setzen ist, so hat man:

L LoV 9TN__ L (0B 2T\ ..
4xl *—‘7(90 aﬂ)—rm (@‘5“*55—> (fiir & = 1),

oder vermdge der fiir L und T gefundenen Ausdriicke:
w
1 ?
dnk = '/Mg) . __Adue

rVre Cosums ?f“(cosl) ’
0
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worin :
. dK"(cos) dK*(— cos 1)
A = K#(— cos 1) —A‘“A——Isﬂ(cos 1) - o

Der Werth von A lisst sich ermitteln vermdge einer bekannte:
Beziehung, die zwischen zwei verschiedenen particuliren Losunge:
derselben linearen Differentialgleichung besteht. Setzen wir niimlic
fir den Augenblick K#(cos &) = p und K«(— cos &) = ¢, so erhalte
wir durch die Verbindung der beiden Gleichungen

1 a . dp .
TE de (Sm & "&a’) - W+ Pp=0

1 1 . d
s (9 4) — e + D=0

die folgende dritte:
qd (sin-& gg) ——pd(sina‘) gg) =0, -
deren linke Seite ein vollstindiges Differential ist, so dass man, wen

@ eine Constante, erhiilt:

g sin & é%i — psin & Zg =q.

Wenn man hierin einerseits & = A4 und andererseits 9 = J = set
und beachtet, dass im ersten [alle die linke Seite der Gleichw

= Asin 4 wird, und dass im zweiten Falle p = ¢ und 3’;;— — g
ist, so findet man:
Asind=—2¢ %2 (fir o = §m),

d. h. wenn fiir ¢ sein in (3) enthaltener Werth genommen wird:

@ 0
: i\2 ["cospade cospede
Asml-———-?(g@"ﬂ)/»——“ Nf LN
= (cosm')‘% (cowi)’fi
0 0

Die hierin vorkommenden Integrale lassen sich durch eine E
handlung, welche der oben (vor Gl. 3) zur Bestimmung von C ang
wandten dhulich ist, auf Euler’sche Integrale erster Gattung zurtic
fihren, und nehmen, wenn die letzteren durch Gammafunction
ausgedriickt werden, die Form an:

@

ospoda ' : :
/C pedt = T ud) T (o bwd)

“(cos d) § Va

@x

) N c.a
/ iy = = T — b T+ fed),

V]
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und das Product beider erhilt zufolge einer bekanuten Eigenschaft der
Gammafunctionen den einfachen Werth

1 T T F:1
1

2m sin(} +4ui)nw  sin(}—ui)m | cospmi
Somit wird A sin 4 = 2B unq fiir die Dichtigheit % gilt die

folgende ‘Formel:

7 - 1 [es@e)ds
M b 2n2 Ve Vid - sin 1 K*“(cos®)
v

Fiir in unmittelbarer Nihe des Scheitels gelegene Punkte des
Kegelmantels bedarf diese Formel einer Umformung, weil sie dann
(wegen r = 0, g = — oo) den Werth von % unter der unbestimmten
Form oo - O giebt. Diese Umformung wird erst im § 3. vorgenommen
werden.

Es mag noch aus (7) die Eigenschaft geschlossen werden, dass
fiir zwei verschiedene Punkte des Mantels, deren Entfernungen # und
7, vom Scheitel durch die Gleichung 77, = ¢ verbunden sind, zwischen
den Dichtigkeiten % und &, die Relation

% ﬁ 03 . 7~‘3
®) = 1;7} (=—,.3— = *as“)
stattfindet, wie sich unmittelbar daraus ergiebt, dass in diesem Falle
@, = — @ Ist.

§ 2, .

Die Vertheilung einer gegebenen Elektricitéitsmenge auf dem durch
"Rotation eines Kreissegments um die begrenzende Sehne
entstehenden Korper.

Durch die Untersuchungen der Herren Thomson, Liouville
und Lipschitz ist der enge Zusammenhang bekannt, durch den’die
Probleme der Klektricititsvertheilung fiir zwei inverse Flichen mit
einander verbunden sind. Ich werde von den Resultaten dieser Unter-
suchungen Gebrauch machen, um mit Hiilfe der soeben fiir den Halb-
kegel gelosten Aufgabe die Vertheilung zu bestimmen, welche eine
gegebene Elektricititsmenge ohne Einfluss #usserer Kriifte auf einem
Korper erfihrt, der durch Rotation eines Kreissegments um die be-
grenzende Sehne erzeugt wird. Sobald die Aufgabe in dieser beschrinkten
Form ihre Losung gefunden hat, unterliegt es auch keiner Schwierig-
keit, die Einwirkung elektrischer Massenpunkte auf einen Korper der-
selben Art zu bestimmen, sofern dieselben auf der Rotationsachse des
Kovpers liegen. Is mag indessen nicht unerwihnt bleiben, dass die
allgemeine Losung des Problems fir den Kegel, welche im ersten
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Paragraphen nur aus dem dort angegebenen Grunde unterblieben ist,
auch zur allgemeinen Losung derselben Aufgabe nicht blos fiir die durch
Rotation des Kreissegments entstehende Fliche, sondern auch fir die
Dupin’sche Cyklide mit zwei reellen Doppelpunkten fiihrt. Die
Cyklide ohne zwei reelle Doppelpunkte kann auf die Ringfliche zuriick-
gefiihrt werden, welche durch Rotation eines ganzen Kreises um eine
ihn nicht schneidende Axe entsteht, und fiir welche die Elektri-
citiits- und Warmevertheilung von Herrn C, Neumann in einer 1864
erschienenen besonderen Schrift bestimmt ist.

Der Satz*), welchen wir zur Losung unserer speciellen Aufgabe
brauchen, lisst sich folgendermassen aussprechen:

Es sei I eine belichige Fliche, % die Dichtigkeit einer darauf
vertheilten elektrischen Schicht im Punkte B und v das Potential der-
selben in Bezug auf irgend einen Punkt P. Aus einem festen Punkte
E entwerfe man das ,sphirische Spiegelbild“ F' der Fliche I, indem
man auf jedem von E nach F gezogenen Strahle EB (R,) eine solche
Strecke EB' (R,) abschneidet, dass das Product R,-R, constant
(etwa = ¢?) ist. Wird nun auf F” eine elektrische Belegung angenom-
men, deren Dichtigkeit %" im Punkte B’ mit der Dichtigkeit © in dem
entsprechenden Punkte B der Fliche Z7 durch die Gleichung
9) =2y

c?

zusammenhdngt, so findet zwischen dem Potentiale ©* der Belegung
von F’ in Bezug auf den dem P entsprechenden Punkt P’ und dem
Potentiale v der Belegung von I' in Bezug auf den Punkt P die
folgende einfache Beziehung statt:

(10) v = Ru,

wo R die Entfernung der Punkte F und P bedeutet.

Ist insbesondere % so gewihlt, dass an der Oberfliche von I
(wo R durch R, bezeichnet wurde) » sich auf den reciproken Werth
von R, reducirt, so nimmt ¢ an der Oberfliche von ¥’ den con-
stanten Werth 1 an, und folglich wird dann durch %' die Art der
Vertheilung einer bestimmten Elektricititsmenge auf der Fliche I

#) Man vergleiche z. B. die Abhandlung des Herrn Lipschitz in Bd. 61,
p. 1—21 von Borchardt’s Journal. Bei'dem Beweise des dort (p. 61f.) auf eine
beliebige Anzahl von Fliachen ausgedehnten Satzes ist der Fall ausgeschlossen,
dass von diesen Flichen eine oder mehrerc sich ins Unendliche erstrecken. Wenn
der Satz trotzdem hier auf eine Kegelfliiche angewandt werden soll, so liegt die
Berechtigung dazu in dem Umstande, dass die Dichtigkeit ihrer Belegung fiir
unendlich entfernte Punkte in hinreichend starkem Grade unendlich klein wird.
Um vollig streng zu Werke zu gehen, konnte man das Endresultat nach der
Methode Dirichlets verificiren, was ich jedoch der Kiirze halber unter-
lassen werde.
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festgestellt, wenn diese Fliche isolirt und dem Einflusse elektrischer
Nichtleiter entzogen ist.

Wir setzen jetzt an Stelle von F den im vorigen Paragraphen
betrachteten Halbkegel und wihlen den dort durch I bezeichneten
Punkt als das Centrum, von dem aus die Transformation durch reci-
proke Radienvectoren vorgemommen wird; den Abstand ¢ des Punktes.
E vom Anfangspunkte der Coordinaten identificiren wir mit der in (9)
enthaltenen Constanten ¢, so dass ein Doppelpunkt der transformirten
Fliche F" mit dem Scheitel des Kegels zusammenfillt; wir finden
dann die rechtwinkligen Coordinaten #, ¥/, #’ des dem Punkte P (z, ¥, 2)
entsprechenden Punktes P’ aus den Gleichungen

$’~C“C2£ ¢
R 7
’ Y
Y == c? -
(]1) J Rl?
fe 2 F
g=0c 5,

B =(x—c) 4 9> + &°.
Werden fir z, y, .z die Werthe » cos &, 7 sin & cos ¢, 7 sin & sin @
eingesetzt, so ergiebt sich:

, . ¢ (r cos & —c¢)

— also
z ¢ 2t ¢® —2recos &’ °

y = _Cr{r—ccos ) und :
T g2 c® —2rccos &’ :
(12)

- c*rsin & cos ¢
y = 92 4 ¢ —2r¢ cos &’
c*r sin & sin ¢

F =TI drccos b

Auf diese Weise sind 7, ¢/, & durch die Polarcoordinaten des dem P’
entsprechenden Punktes P ausgedriickt. Fragen wir nun, welche Be-
deutung die Grossen », &, ¢ haben, wenn dieselben direct als Func-
tionen von #, ¥, & d. h. als die Parameter dreier Flichen, die sich
im Punkte P’ schneiden, aufgefasst werden. Man findet leicht, dass
_athyigsr o on
@ —ert+yrtat T ¢
Diese Gleichung zeigt, dass bhei constantem # das Verhiltniss der
Abstdnde des Punktes P’ vom Anfangspunkte 4 und dem Punkte E
ebenfalls constant ist. Die Gleichung » = Const. stellt also ein System
von Kugelflichen dar, welche ihre Mittelpunkte auf der Axe 4 F haben
und die Strecke AF harmonisch theilen. Einem constanten @ ent-
spricht nach wie vor eine durch die z-Axe begrenzte Ebene, und
endlich geht aus der Gleichung
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Y@ —e 4
cVyr 42
leicht hervor, dass & den Winkel bedeutet, welchen die von P’ nach
A und E gezogenen Geraden einschliessen, dass also zu einem con-
stanten & eine Iliche gehdrt, die entsteht, wenn ein iiher AX als
Sehne und mit & als Peripheriewinkel beschriebener Kreishogen um
AE als Axe rotirt. Jede solche Fliche I hat in ihren Doppelpunkten
A und E einen Tangentenkegel von gleicher Oeffnung mit demjenigen
Halbkegel I, dessen Abbild sie ist. Umschliesst F' den Punkt I
(d. h. ist # < &=), so hat die Fliche ' in 4 und E zwei trichter-
formige Vertiefungen, und sie besitzt zwei Spitzen, wenn & > }=; fiir
@ = {m artet sie in eine Kugel aus. Die Aufgabe, deren Ldsung
vermoge der Formeln (9) und (10) und durch Einsetzung der fiir v
und % im vorigen Paragraphen gefundenen Werthe sich sofort hin-
schreiben lisst, ist die folgende: Einem Korper, dessen Oberfliche
der Ort aller der Punkte ist, fiir welche eine feste Gerade AF = ¢
unter gegebenem Winkel 1 erscheint, ist eine gewisse Elektricitiits-
menge M mitgetheilt, welche sich auf der Oberfliche verbreitet und
dort (und folglich auch im Innern des Korpers) den constanten Poten-
tialwerth 1 hervorbringt. Es soll das Potential v fiir ussere Punkte
und die Dichtigkeit % der Elektricitit an jeder Stelle der Oberfliiche
bestimmt werden.
Man erhélt ohne Weiteres:

V=R V=223 wnd ¥= c;'k’

worin fiir ¥ und % ihre Werthe aus (6) und (7) zu entnehmen und
B und R, durch die Gleichungen

R2= 1724 ¢ — 27ccos & = rc(2 cos gt — 2 cos &),
B2 =12+ ¢*— 2rccos A = rc(2 cos i — 2 cos 4)

gegeben sind; es ist also:

o

. , ey~ cos (o)  K*(--cosi) K¥(cos &)
(13) Vv == 1/2 Ccos Q¢ — 2 cos ’9"/‘ EO_S‘(—{I:«'?L) : K*(cos l) d”’
0

00
14) F — (2 cos ot :—?gga_g.ﬁ cos (po) dw
( ) b= 2xcsin A K:“ (cos 1)
0

Die Elektricititsmenge M kann bestimmt werden, indem man den

Grenzwerth sucht, gegen welchen das Product v J/2"? + y* + #? fiir
unendlich entfernte Punkte convergirt. Beachtet man, dass fiir solche
Punkte & = 0 und » = ¢, also @ = 0 ist, so findet man:
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o K*(—cosd) dp
(15) M= c/l K’“(COS 1) cos [Mm
0

Ist z. B. A= 4= d. h. geht der Korper in eine Kugel vom Durch-
messer ¢ iiber, so wird

»
dp ¢
M—cfcoswﬁr_ 2
s

Die Dichtigkeit muss fiir alle Punkte der Kugeloberfliche dieselbe
d. h. der Ausdruck

D— (2 cosgz) cos (pe) dy
Teme ) T xR
0

muss von @ unabhingig (und zwar = —2—71—;5) sein. Es ist nicht ohne

Interesse, dies Resultat durch eine directe Ermittelung des Integrales
zu verificiren. Aus der Gleichung

. V2 cos ume ’wcospuxdoc 1 FTE4 el (G—fud)
KO === / cosaif e TG e (e

erhilt man, weil

Fr@ _ Va 1
Ma) — a1 T+
ist:
T = o T ) T — i) = T b TT—4 — fud).

Nun ist nach Gauss (Werke, Bd. III, p. 145)

1-2.8.-.L-%° "
MO =Grneroetrs wrn (k=)
folglich:

S R (R B TRRY 1 ) (7__
K“0) Vo W+ )2] S RE=T N T
woraus ersichtlich, dass man setzen darf:

1 4 4, . T
Xh0) TGP ot T Erem e T

Kir den Coefficienten 4,, findet sich:
Ap= = [@m — 5+ 0T (— 40T —f — ) firpi=2m—4)
A (4= 1) T = ) (n—4 — i) 1 (— 4 — i) (Fir i —m— )

m—1 N(m—1)
A= (4m——1)(——1) b
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Bemerkt man noch, dass nach einer Formel von Laplace

L/ib cs(ue)dw = e~ (em—4)e
0

W Em— P Im—1

sofern @ positiv vorausgesetzt wird, so ergiebt sich:

ks ]

cos (uo)dp __ " _ mlﬂ(m—f) —(em—1{)e

m=1

0

—3 3 3.5 . 5. -
= me ¢ [1_56 e a2 Bl v ol 6"+"'],
d. h. zufolge des binomischen Lehrsatzes

= mo 3¢ 1+ e_z")""}= 7 (2 cos @i)‘%.
Demnach wird

1

3
(2 cos g4,%
D= 2me ?

— 2
oy -7 (2 cos @7) 2=

was bewiesen werden sollte.

8 3.

Usber den Grad des Unendlich- resp. Nullwerdens der Dichtigkeit in
den conischen Punkten der Fliche.

Es kommt hier wesentlich darauf an zu ermitteln, wie stark der
Werth des bestimmten Integrales

/cos (wo)du ‘/‘ ey
- K" (cos 1) EN AT (cos 1)
fiir ein unendlich grosses ¢ gegen Null convergirt. Liesse sich ohne
Weiteres annehmen, dass der reciproke Werth von K# (cos 1) sich
allgemein in #hnlicher Weise, wie dies in dem soeben betrachteten
speciellen Falle 4 = {x moglich war, in eine Summe von Partial-

briichen
B .
e

zerlegen lasse, worin die ¢ und B von g unabhingige reelle Werthe
hitten, so wiirde sich, wenn man ¢ < & << &, - - - und simmtliche ¢
positiv wihlt, fir H sofort der Ausdruck ergeben:

= (_. e—e 4 L e-e.e.{_ et )

dessen erstes Glied fiir ¢ == co gegen alle folgenden iiberwiegt und
daher als der gesuchte Grenzwerth betrachtet werden konnte. Da
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jedoch die Begriindung der gemachten Annahme jedenfalls ein genaues
Eingehen auf die Eigenschaften der Wurzeln der transcendenten Glei-
chung K#(cos 1) = O erfordern wiirde und sich andererseits wenigstens
als wahrscheinliches Ergebniss herausstellt, dass beim Uebergang der
Grenze nur die kleinste Wurzel von Einfluss bleibt, so scheint es
zweckmissig ein solches Verfahren einzuschlagen, bei dem von vorn
herein nur diese kleinste Wurzel in Betracht gezogen wird. Im folgen-
den Paragraphen wird gezeigt werden, dass die Function K« (cos 1),
welche bisher nur fiir reelle Werthe von p definirt zu werden brauchte,
zunichst fiir solche Werthe durch die unendliche Reihe

2 2 2 2 22 . 2\4
T A sin (3 + CEERGEE s () + -

ersetzt werden kann, dass digse Reihe oder ein aus ihr leicht abzu-
leitendes bestimmtes Integral dann auch als Definition von K#(cos 1)
fir einen beliebigen complexen Werth u = £ 4 ¢ dient, dass
K* (cos ) = 0 wird fir zwei rein imaginéire Werthe y = ¢, wo

& zwischen den Grenzen % und ;i enthalten ist, und dass endlich,

wenn man

K (cos 4) = (u? + &) f(p)

setzt, die Function f{u) = [(§ + 7?) sicher eindeutig, stetig und von
Null verschieden (ihr reciproker Werth also nirgends unendlich) ist,

so lange % innerhalb des Intervalles von — 1;— bis % bleibt. Wir
wollen nun zu dem Integral

-}
o0

B e’ueidﬁ ll?t d!“
H= %/ (e f O anderes: H' = %/ (" ) 1)

hinzufiigen, welches, wie durch die beigesetzten Grenzen angedeutet,

auf der in der Entfernung 5 = % zur reellen §-Axe gezogenen.Paral-

lelen vom positiv Unendlichen nach dem negativ Unendlichen hin zu
nehmen ist. Die Summe der beiden iiber die’ unendlich langen
Parallelen in entgegenoesetzter Richtung genommenen Integrale kann
zu einem einzigen Integrale vereinigt und der Integrationsweg darf
als eine allseitig geschlossene Linie betrachtet werden. Der durch
dieselbe umgrenzte Raum enthilt einen und auch nur einen Unstetig-
keitspunkt, ndmlich den Punkt O - &i. Durch Anwendung des be--
kannten Theorems von Cauchy erhilt man also:

, ey me™ *Q
H+ H “"*J T N My (i P TP
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und wenn man das Integral H' auf die rechte Seite der Gleichung
schafft, und in ihm, wie es geschehen muss, um es auf ein solches

mit reellen Grenzen zu reduciren, w in g -+ f’f verwandelt, so er-
giebt sich:

H— 70 |1 _ #fed) (”*‘)9/ o e“""d& o
2ef(ed) ] - ) [(u—l— )+ }f(w iy

Diese Gleichung gilt fiir jedes reelle g, auch fiir ein negatives, liefert
aber fiir ein solches kein zum Ziele fiihrendes Resultat. Da aber aus
der urspriinglichen Form von H hervorgeht, dass es fiir gleich grosse
positive und negative ¢ denselben Werth hat, so geniigt es sich auf
positive Werthe von ¢ zu beschrinken. Das in der Klammer befind-
liche Integral hat jedenfalls keinen unendlich grossen, fiir ¢ = oo,
was zu beweisen jedoch unndthig, sogar einen unendlich kleinen Werth,

und da der Factor vor dem Iutegralzeichen, weil 315 — & positiv, fiir

© = -} oo verschwindend klein wird, so ergiebt sich:

H= ;’jﬂm) (1 4 9) (wo 0 =0 fiir ¢ = -+ o0).
Der Werth der Constanten 2¢f(ed) ist leicht anzugeben; unter An-
wendung der Integralform (4) des folgenden Paragraphen erhilt man
ihn in der Form:

; d
2ef(ed) = + 7% [K# (o8 ) Jumsn = Vzﬁjol: ,;ﬁi) co{: .

Bezeichnet man diesen (wegen &4 < m offenbar positiven) Werth
durch 4 und fithrt den fiir H gefundenen Ausdruck in die Gl. (14)
des § 2. an Stelle des Integrales ein, so wird die Dichtigkeit & fiir
sehr grosse Werthe von ¢ d. h. in der Néhe des einen conischen
Punktes der Fliche durch die folgende Niherungsformel dargestellt:

, 1 —of(e—3

K= VUmesin A4 9( 72)
Bemerkt man noch, dass ce—¢ als das Mass der Entfernung des conischen
Punktes von einem benachbarten Punkte der Fliche gelten kann, so
hat man den Satz:

Fiir solche Pumkte der Fliiche, welche in sehr kleiner Entfernung
von einem der beiden singuliiren Punkte derselben liegen, ist die Dichtig-
%eit der Elektricitiit proportional der (¢ — $)t» Potenz dieser Entfernunyg,
wenn & die Kleinste positive Wurzel der transcendenicn Gleichung
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2. g2 2\2 2 — 2 [(3)2 — . I\
145 sin (5) L= 6in (1)
= SR — S (@ = gy (1) =0

1.1-2-2-3:3

bedeutet*),

Dass ¢ — § =0 wird fir A= 4= d. h. fiir den Fall der Kugel,
ist aus der vorstehenden Gleichung ersichtlich, ebenso auch, dass ¢
nicht unter den Werth } heruntersinken kann. Weil aber in der
Gleichung

%)2—s2 ; (4) +[3)2__282][%2—52]sm(1)+-"—~——-—l—~——r -1

die Reihe auf der linken Seite einen sehr grossen Werth annimmt,
sobald A sich sehr wenig von = unterscheidet, so muss in diesem Falle
der Nenner. des Bruches auf der rechten Seite einen sehr kleinen,
d. h. & einen sehr wenig von § verschiedenen Werth besitzen, und
folglich ist dann & — § nur sehr wenig grosser als — 1. Fiir einen
durch Rotation eines sehr flachen Kreissegments erzeugten, also mit
zwel sehr scharfen Spitzen versehenen Korper ist also die Dichtigkeit
der Elektricitéit in einem einer Spitze sehr nahe gelegenen Punkte fast
eben so stark unendlich wie die reciproke Entfernung des Punktes
von der Spitze.

Uebrigens wird man fiir ein hinreichend nahe an = gelegenes 1

nach (7) in § 4. fiir K# (cos 4) den angeniherten Werth — % cos umwe

log (w — 4) setzen dirfen und dann das Integral in (14) (§ 2.) fiir
jedes beliebige ¢ ausfiihren konnen; man findet dann das einfache
Resultat, dass die Dichtigkeit fir verschiedene Punkte der Oberfliche
als wmgekehrt proportional dem Producte ihrer Enifernumgen von den
beiden Spitzen angesehen werden darf.

Es ist noch der entgegengesetzte Fall zu erwiihnen, in welchem
A einen nahe an Null gelegenen Werth hat, der Korper also zwei
conische Vertiefungen mit geringer Oeffnung (2 1) besitzt. Da & jeder-

zeit zwischen % und % enthalten ist, so hat hier die Differenz ¢ — $

einen sehr grossen Werth, und die Dichtigkeit convergirt nach dem
Innern dieser Vertiefungen zu sehr stark gegen Null. Die Dimen-
sionen des Korpers werden bei immer kleiner werdendem 4 und fest-
gehaltenem ¢ immer grosser und grosser. Lisst man aber 4 und ¢
gleichzeitig so abnehmen, dass der Quotient ¢ :sin 4 einen endlichen
Werth d beh#lt, so hat man es schliesslich mit einem Korper zu thun,
der durch Rotation eines vollstindigen Kreises um eine ihn tangirende
Gerade entsteht. Dabei tritt jedoch der Umstand ein, dass durch den

*) Dasselbe Resultat gilt auch fir die Vertheilang der Elektricitit auf dem
Kegel in der Niihe seines Scheitelpunktes. (§ 1.) -
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Uebergang zur Grenze die Kegelfunctionen in Cylinderfunctionen um-
gewandelt werden, und da ein specielleres Eingehen auf diese zu weit
von unserem Ziele abfithren wiirde, so mag diese kurze Andeutung
geniigen,

§ 4

Einige Eigenschaften der Function K. Ihr Zusammenhang mit den
Kugel- und Cylinderfunctionen.

A. Die Variable #ist reell und zwischen O und =z enthalten.
Unter der Voraussetzung eines reellen # kann man fiir die Function

K (cos 9) — 2 Cos pmwe ® cos pado
m ) V2(cos «i + cos &) ’
]

indem man den reciproken Werth der Wurzelgrosse nach dem bino-
mischen Lehrsatz entwickelt, eine nach Potenzen von cos & fort-
schreitende Reihe ableiten, in der die als Coefficienten der einzelnen
Glieder auftretenden Integrale simmtlich leicht auf die beiden ersten
zuriickgefiihrt werden. Das Resultat dieser Rechnung, deren Kinzeln-
heiten ich iibergehe, ist in der folgenden Formel enthalten

Ve L 2Va M
(1) Ke(cosd) = - s —
BRI (PR P (WD) R (W) P AT
worin:

M =cos9+ %’_l—;’f—cos 93+ (%);f'_3“2 ('a:fz“z cos 9 . . .

’
oder unter Anwendung der Bezeichnung der hypergeometrischen Reihe:
L= F(} + $ui,  — 4ui, 4, cos 09),
M=cos ®F (3 + $ui, 3 — fui, §, cos 9?).
In dem Integrale, durch welches K# (cos &) dargestellt ist, ldsst sich,
weil cos a¢ -+ cos & =2 (cos —0-‘21%- — sin %2—) ist, die Wurzelgrosse
auch in eine nach Potenzen von sin iz- fortschreitende convergente Reihe

entwickeln, und man erhilt dadurch fiir K* (cos #) die folgende sich
durch grossere Einfachheit auszeichnende Entwickelung:

@) Kr(cosd)=1-2E1 g (2) G D CEED gy, (2)'y

oder:

K+ (cos §) = F[% + wi, § — i, 1, sin (92_)2].

Mathematische Annalen. XVIIL 12
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Es kann beildufig angefiihrt werden, dass die Beziehung zwischen drei
hypergeometrischen Reihen, welche durch Vergleichung der beiden ge-
wonnenen Reihenausdriicke entsteht, ein specieller Fall der allge-
meineren Relation

T (20,26, e 44,1 )T ) = AT (@ B, 3,00+ BY 5 Fart b, B441,9)

ist, welche sich neben mehreren #hnlichen in Kummers Abhandlung
iiber die hypergeometrische Reihe (Crelle’s Journal, Bd. 15, S. 82) vor-
findet, und welche auch aus dem Nachlasse von Gauss in dessen
Werken, Bd. III, p. 227 mitgetheilt ist. Ebendaselbst findet sich die
folgende Beziehung:

P(26,26, atp+ 4, ) = Fle, e+ 84+ 4,1 —a),

woraus sich fir @ = § 4 $pi, f =4 — }ui, x = cos 9 eine dritte,
ebenfalls bemerkenswerthe Reihe fiir K~ (cos &) ergiebt, nimlich:

3) Kw(cos @)= F (44 % 1 B 1 sinoe
2 2

-1+ (%);-:}—21»02 sin 92 4 [(vﬁzj—ﬂg] l-g:r)z—!‘ﬂg] sin 944
welche jedoch ihrer Ableitung gemiss nur fir zwischen 0 und {=
gelegene Werthe von & angewandt werden darf und fir {7 <& <=
zwar noch convergirt, aber die Function K#(— cos &) zur Summe hat.

Wihrend das Integral, von dem wir ausgingen, fiir imaginire
Werthe von w im Allgemeinen seinen Sinn verliert, konnen die Reihen
fur beliebige complexe Werthe von g angewandt werden. Setzt man
inshesondere wi = -+ %, so erhdlt man z B. durch Anwendung von
(2) und (3) die Gleichungen:

K~ (»+ %)(OOS »ﬁ') — (’”"‘I“ 1)"”' ('9

(n+2)(n+1 n(n—l‘
-+ 1-1-2-2 ()‘—

E 08 (cos9) =1 — %—WL sin 9?2

+ mt3m+t1)-nn—2

g
“3a4d sin &

Sy

deren rechte Seiten, wenn unter # eine positive ganze Zahl verstanden
wird, bekannte Ausdriicke fiir die Kugelfunction P* (cos &) sind, so
dass also

P (cos 9) = Eim+d) (cos 9).

Auch aus (1) ergiebt sich leicht dasselbe Resultat, wenn man beachtet,
dass fiir ein gerades n der Nenner von MM, fiir ein ungerades der von
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L unendlich gross wird. (Man vergl. auch ,Heine, Handbuch der
Kugelfunctionen 8. 72¢)

Wird g unendlich gross, & unendlich klein genommen, jedoch so,
dass p@ einen endlichen Werth z behilt, so fithren (2) und (3) auf
die Reihe

22 xt 28
I+ 57+ 2.2.4-4 tig a6 T
und zeigen, dass die Cylinderfunction J (x7¢) als Grenzfall der Kegel-
function aufgefasst werden kann.

Es ist von Wichtigkeit fiir K# (cos &) auch ein Integral zu ge-
winnen, welches diese Function, wie die Reihen, fiir beliebige reelle
oder imaginéire Werthe von g darstelll. Um hierzu zu gelangen,
kann man von der bekannten Reihe
cos p i AT G (8 2 (4pr10) ety B
osif — 1t m(’z‘)"" 1"2:8.4 S‘“(E)‘l‘"'
ausgehen, deren Gultlgkeit nur an die Bedingung — 7 < 8 < = ge-

B

kniipft ist, darin sin & ==sin 5 cos @ setzen, beide Seiten mit dw

multipliciren und von 0 bis {z integriren; man findet dann, weil
i g ]
1 = 1.
Jcosw?dm=§-—2~, Jcosm4dm=—2_—3-—”—u. s w.

dass:

n

o (feosufi , 1, Apth12 . 882, (4uPH1) (Aui43) . 8N4
;fcos%?dm—l—l—w—?_?—sxn(—‘é—)—{— 5o A 1 s1n(~2—-)_;_...

0

Die rechte Seite ist nach (2) genau = K# (cos &), in der linken kann
8

B vermdge der Gleichung sin —g— cos @ = sin - als Integrationsvariable

eingefiihrt werden; man erhilt so das der gestellten Forderung ge-

niigende Integral
9

K& (cos &) = cos (Buv) a8

) V(D)

das auch in der folgenden Form geschrieben werden kann:

4) K (cos 9) =2 fyz cos (Bud) dp

(cos § — cos 9)

Far die Function P*(cos®) erglebt sich hieraus, indem man gi=n--}
setzt (wo » wieder eine positive ganze Zahl, die Null mit einge-
schlossen, bedeutet), das folgende bestimmte Integral:

12%
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(a) P (cos &) = 2 * cos (n4$pdp_
o= Y V2 (cos § — cos &) ’

und wenn man hierin & in # — & und auch g in 7 — B verwandelt
und beachtet, dass P»(— cos &) = (— 1)* P* (cos &) ist:

() Pr(eos 9y 2 [ SR OHDBAE

= J V2 (cos® — cos B)

Die Aehnlichkeit dieser Integrale mit den bekannten von Dirichlet
gegebenen ist so augenfillig, dass sich die Vermuthung anfdringt, sie
selen eine unmittelbare Kolge der letzteren, und in der That lassen
sich die einen leicht aus den andern ableiten. BEs schien mir jedoch
trotzdem angemessen, die Formen (a) und (b) besonders hervorzuheben,
weil sie nicht blos eben so brauchbar sind, sondern sogar in der An-
wendung eine etwas bequemere Handhabung gestatten. Um die be-
hauptete Identitit nachzuweisen, verbinde man (a) und (b) einerseits
durch Addition und andererseits durch Subtraction, verwandle aber
im zweiten Falle # in % — 1, so dass das neue n nicht = 0 sein darf,
sondern mindestens = 1 sein muss. Man erhélt dann:

7T

4
o pr o) 2 [oostn+pds 2 (" sin(wA4)FdE
(cos &) % ] V2 (cos f — cos &) -+ % | V2 (cos & — cos )
7 4

02 [fesm—ppap _ 2 (Fsintn—ppds
w ) Vitos— st 7] ViGoss—cosp

und hieraus, indem man wiederum addirt und subtrahirt:

s
Prleosoy = L [omnbemigad yx Fomnpinipis
% ] Va(cosp— cosd) ' %, V2 (cos @ — cosf)
4 . . k3
pr (cos{?)=_.2_ sinnf sin }d 2 (* sinmBecosyfdp

”0 V2 (cos § — cos @) 7”& V2 {cos & —cosp) ’

welches die von Dirichlet auf ganz anderem Wege abgeleiteten
Formeln sind. Es erscheint iiberflissig tiber den Fall % = 0 eine
Bemerkung hinzuzufiigen. ’

Um das Verhalten der Function K« (cos &) fiir sehr grosse reelle
Werthe von g kennen zu lernen, kann man das Integral (4) benutzen
und nach bekannter Methode behandeln. (Man vergl. Heine, Hand-
buch der Kugelfunctionen 8. 103.) Verwandelt man nimlich g in
& — B, so lisst sich (4) in folgender Form schreiben:
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9 3
“ﬂ'“dﬁ 1 e—(x?—(?)#dﬁ
—pdu — ~T ’
Ik (cos 9) = w lfl/i sin $ 8 sin (O — £ B) + & Vi'sin i sin @ —1ip
0

Wird w, wie es erlaubt ist, positiv vorausgesetzt, und wird der Fall
& =0 ausgeschlossen, so nimmt der erste Bestandtheil, wie sich
sogleich zeigen wird, fiir p = oo einen unendlich grossen Werth an,
wihrend der zweite sicher endlich bleibt, indem die unter dem Integral-
zeichen vorkommende Exponentialgrosse innerhalb der Grenzen der
Integration stets kleiner als 1 ist. Das erste Integral convergirt, wie
durch Verwandlung von 8 in f§:u hervorgeht, gegen den Werth

D

L »—-fe‘ﬂﬁ%'ldﬁ S -

VT{L sin &, V’y sin &
0

so dass man schliesslich erhilt:

e (14 6)

Vampsino
wenn 0 eine Grosse bezeichnet, die fir ein ins Unendliche wachsendes
u verschwindend klein wird. Es wisd also K# fiir y = co ebenfalls
unendlich, aber jedenfalls schwicher als e7«.

Der Werth & = & ist in dieser Niherungsformel ebenfalls aus-
zuschliessen, schon deshalb, weil K«(cos &) fiir & = tberhaupt
keinen Sinn beh#lt, sondern fiir jedes y unendlich gross wird.

Es bietet sich hiernach die Aufgabe dar, die Function K#(cos®)
in zwei Bestandtheile zu zerlegen, von denen der erste fiir sehr nahe
an = liegende Werthe von & sich dem Unendlichen, der zweite der
Null ndhert. Der erste Bestandtheil fiir sich allein konnte sehr leicht
mit Hilfe des Integrales in (4) bestimmt werden; fiir die genaue und
vollstindige Losung der Aufgabe bedienen wir uns jedoch am kiirzesten
einer Formel von Gauss, welche einen Zusammenhang zwischen den
hypergeometrischen Reihen F'(e, 8, @ 4 8, 1 —z) und F(e, §, 1, )
angiebt (1. ok p. 217). Fir unsere Zwecke umgeformt lautet dieselbe:

w K" (cos &)
(6) BT

= [log(eos—z—?) +V(—34ud)+VY(—§—us) ——2‘}’(0)] K« [cos (m—9)]
_A[uz—l-.(%)z] cos(—?-) —(A+B) [u’-!—l(%): [;22— D%, ( )

— (A+ B+ 0) LI ET o (2

(5) Ku(cos §) =

1.2-3-1-2.3

worin
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1 2 1 2 1 2
A=prgr — 0 Py e O wmwr T
ete.

Man sieht hieraus, dass fir & = # — ¢ (0 unendlich klein) K # (cos &)
nur logarithmisch unendlich wird, indem man unter Vernachlissigung
endlicher gegen unendliche Grossen setzen darf

) K (— cos §) = — 28878 100 5,

Es ist hierbei vorausgesetzt, dass die Grosse g endlich bleibt. Aber
es ist gerade von besonderem Interesse, den Kall ins Auge zu fassen,
wo w und 0 gleichzeitig so zu- und abnehmen, dass ihr Product einen
endlichen (positiven) Werth # behilt. Beachtet man, dass fiir y = o0

V(= 4+ wi)) + V(=4 —pi)=log ()
gesetzt werden darf (wofiir der Beweis leicht zu finden, wenngleich
das Verhalten von ¥ fiir unendlich grosse reelle Werthe des Arguments

hier nicht massgebend sein kann), so sieht man, dass d1e rechte Seite
von (6) den Ausdruck .

—2[log§ —vO] e + 2T+ G+ Dt
it e+ D) rrerre b

zur Grenze hat, und dieser Ausdruck, welcher durch 2 Y (24) bezeichnet
werden moge, ist also als der wahre Werth der fir g=o0, p(x—9) ==
unter der unbestimmten Form oo: oo erscheinenden linken Seite der
Gleichung (6) anzusehen. Da K« (cos &) und K¢ [cos (w—&)] zwel
verschiedene Losungen derselben Differentialgleichung sind, so findet
das Gleiche auch fiir die Functionen J(z¢) und Y (x¢) statt. Die fiir
die letztere, die Cylinderfunction sweiter Art, soeben gegebene Ent-
wicklung ist auch anderweitig bekannt®); es kam hier nur auf ihre
Entstehung aus (6) an. Gelegentlich sei noch die aus (3) in § 1. fir
Y (x4) sich ergebende Integralform erwihnt, nimlich:

#
Y (z9) —J ;Zz i—djz L)

Die durch (4) fiir beliebige reelle oder complexe Werthe von u
definirte Function K #(cos &) besitzt, wenn man dem Winkel & irgend
einen festen zwischen O und = enthaltenen Werth ertheilt und g allein

#*) Man vergl. die oben citirte Abhandlung des Herrn Hankel, Seite 471,
beachte jedoch, dass die Bedeutung von Y (x) dort und hier nicht in véllig tber-
einstimmender Weise festgestellt ist.

*#) Fine andere Integralform hat Herr.Heine, von der Kugelfunction zweiter
Art ausgehend, aufgestellt. (Borchardt’s Journal, Bd. 69, p. 131.)
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als variabel betrachtet, die merkwiirdige Eigenschaft, dass sie fir un-
endlich viele rein imaginire Werthe von u verschwindet, und zeigt
also auch in dieser Beziehung die grosste Aehnlichkeit mit der Cylinder-
function. Es kann jedoch auf diesen noch nicht hinlinglich unter-
suchten Gegenstand, dessen ausfiihrliche Erorterung iiberdies dem
Zwecke meiner Arbeit fremd sein wiirde, hier nur insoweit eingegangen
werden, als es zur Rechtfertigung einer im vorigen Paragraphen aline
Beweis hingestellten Behauptung unumginglich nothwendig ist. Es
ist einleuchtend, ddss K#(cos ) bestindig positiv bleibt, wenn u alle

wi
28
die Function unter dem Integralzeichen nur das positive Zeichen hat.

Es ist aber auch leicht einzusehen, dass K« (cos &) schon fiir p = -%7’—

rein imagindiren Werthe von O bis durchlduft, indem dann in (4)

einen negativen Werth hat; denn indem man das Integral in zwei
andere mit den Grenzen 0 und 18, {9 und & zerlegt und in dem
zweiten 8 in & — f verwandelt, erhdlt man
A
K ¥ (cos ®)
5 N

3
2 [ ! — L B
= ”a/ {Vivai—ms — Vasmw—p=wa) (7)) %

und alle Elemente dieses Integrales sind negativ, weil von den in der
Klammer befindlichen Briichen der erste stets kleiner als der zweite
ist. Es besitzt also die Gleichung K#(cos #) == 0 zwischen den Grenzen
ey T
-5 und 5
wie aus (4) erhellt, der erste Differentialquotient von K# nach u
innerhalb der angegebenen Grenzen sein Zeichen nicht #ndert. Dass
K fur kein reelles w Null wird, ist ohne Weiteres klar; aber eben-
.sowenig kann dieses fiir einen complexen Werth u = § -+ %3

eine rein imaginire Wurzél, und auch nur eine, weil,

(worin ¢ von O verschieden, und 0 < 5 < —;-) stattfinden, weil sonst
die Integrale

9 9

*cosfBEzcos Bn df “sin BE&vsin By df

e E L ynd e

V2(cos p — cos &) V2 (cos g — cos @)
0

beide verschwinden miissten, was fiir das zweite, dessen Elemente stets
einerlei Zeichen haben, unmoglich ist. DBeachtet man nun, dass
K—#= K~, nennt -+ &i die einzigen zwischen — Z- und - %’—

&
enthaltenen Werthe des w, welche K#(cos©) verschwinden machen,

und setzt
Kt (cos @) = (u* + &) f(w),
so ist die Function f(u) fiir alle complexen Werthe u = § 4 7,
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welche dem durch die Ungleichheiten — co < & < 00, — % << g—
bestimmten Gebiete angehdren, eindeutig, stetig und von Null ver-
schieden.

B. Es ist & =57 und 5 reell.

In diesem Falle stimmt die Function K#, welche dewm Vorher-
gehenden entsprechend fiir ein reelles u zuniichst durch die Gleichung

. 2cos pwt d ‘cospada
8 K‘u CosSNe) = — e
®) (cos ) n ] V2(cosai+ cosni)
0

definirt werden kann, bis auf einen von 7 una,bhangxgen Factor mit
der Function J, (%) tiberein, welche ich in meiner in der Einleitung
angefiihrten Abhandlung angewandt habe. Durch Benutzung der dort
abgeleiteten Formeln ergeben sich fir K« die folgenden Darstellungen
durch bestimmte Integrale:

[+2]
) . 2 sinpodo
8a K#(cos 5i) = ; 2(008 @8 — o
(8a) (cos 5) wtgumi | V2(cos ai— cosqe)
(]

n
(8b) K"(cosm) s pede > 0),

V2(cos i — cos )

7T
(8¢) Kﬂ(cosnz‘)_——%J (cos ne - 4 sin ne cosa)m“%da,
0

ﬂ

(84d) Kt (cos nt) == i (cos 9t - ¢ sin ¢ cos oc) - de.

()
Mit Hilfe des ersten dieser vier Integrale findet man leicht:
1) fiir ein unendlich grosses positives ¢ und ein endliches positives 7:,

) K+ (cos 1) = sz (l“? — —-) .

2) fiir ein unendlich grosses positives % und ein endliches reelles u:

1 o0 o0
. 2i¢ 2" sinpade cosuadoc
" —_ 7 _ H
(10) K*(cosne) ntg(pm){ s Uy Ve —-|—smy17 o

3) fiir unendlich grosse Werthe von g und unendhch kleine von
n, wenn das Product wx einen endlichen positiven Werth x behilt:

2 [P a)d
) J(@) =& [l
1
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wofiir man auch das folgende bis # = 0 inclusive und wenn man will
auch fiir negative z giiltige Integral setzen kann:

J(x)—-——— _le_r%ada .

Es scheint, dass diese Integralform fiir die Cylinderfunction bei
den Mathematikern bisher wenig oder gar keine Beachtung gefunden
hat. Da dieselbe jedoch, wie ich mich schon vor lingerer Zeit iiber-
zeugt habe, manche niitzliche Anwendungen gestattet, indem sie in
dem Problem der Elektricititsvertheilung auf zwei sich beriihrenden
Kugeln eine nicht ganz unerhebliche Reduction des Endresultats er-
moglicht und auch besonders geeignet erscheint, um fiir die von Herrn
C.Neumann gelegentlich der Behandlung dieses Problems gegebene
Darstellung einer willkiirlichen Function zweier Variablen durch ein
dreifaches Integral®) den strengen Beweis zu liefern: so moge noch
eine andere Ableitung derselben hier Platz finden. Als Ausgangspunkt
diene das am hiufigsten fiir J(z) benutzte Integral:

1
levd“

I@) = Viza

Bekanntlich ist nun:

@

i
2e ¢ (l—a’)ﬁ"id 9 <1
B 7 e Be= —— V____“ (wenn o )
o

und - _t (wenn a? > 1).

Var —1

Daraus folgt leicht, dass

2e

e— PP’ —wa)ig g,

dBei

f (1) ==

In der That, die dadurch , dass die Integration nach o von — oo bis
oo statt von — 1 bis 1 ausgedehnt wird, willkiirlich hinzugenommenen
Bestandtheile sind rein imaginire Grossen und werden schliesslich

#) Man vergl. p. 149 ff, der Schrift: ,Allgemeine Losung des Problemes
tiber den stationfiren Tempetaturzustand eines homogenen Korpers, welcher von
zwei nichtconcentrischen Kugelflichen begrenzt wird. Von Carl Neumann*
(Halle 1862.) ~
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dadurch beseitigt, dass das Endresultat auf seinen reellen Theil reducirt
wird. Allein diese Umformung ist doch nur fiir ein reelles z statt-
haft, weil sonst das zwischen den Grenzen — oo und oo genommene
Integral seine Bedeutung verliert. Durch Ausfithrung der Integration
ergiebt sich:

J (z) = dem reellen Theil von

el

24 a i("”"x:) 2 ag . at
__7:_/_‘3(18 i =—;/Tﬁsln(ﬁ2+ZH§)7
0 3

oder wenn # positiv vorausgesetzt, das Integral durch die Substitution
Bt =tz transformirt, darauf in zwei andere mit den Grenzen O
und 1, 1 und oo zerlegt und im zweiten § in 1: " verwandelt wird:

1
J(x)-—-——%]%’—sin 2@ +4) @>0),
0

oder endlich, wenn 8 -+ ~;- = 20 gesetzt wird:

o 2 wsin(xa)da . d
J (%) &f Vo q. e d.

1

§ b.

Ueber das Additionstheorem fiir die Funetion K«. — Bemerkung iiber

die Darstellung einer willkiirlichen Fufbtion von zwei Variablen durch
ein dreifaches Integral. — Anwendung auf einen besonderen Fall,

Die Entwicklung der Kugelfunction P» fiir ein zusammengesetztes
Argument cos b cos ¢ - sin b sin ¢ cos & nach den Cosinus der Viel-
fachen von o, welche von Herrn Heine kurz das Additionstheorem
fiir die Kugelfunction genannt wird*), kann bekanntlich auf sehr ver-
schiedenartigen Wegen abgeleitet werden. Wahrend Laplace, dem
man dieses wichtige Theorem verdankt, von der Differentialgleichung,
welcher P» geniigt, ausgeht, legt Jacohi die Darstellung von P~
durch ein bestimmtes Integral zu Grunde. Beide Methoden konnen
auch zur Entwicklung von K« (2) (fir ein reelles u) angewandt werden,
und ich habe die erste benutzt fiir das Argument

2= —cos 4 cos A’ — sin 4 sin 4’ cos(p — ¢'),

*) Borchardt’s.Journal, Bd. 69, -p. 128, — Die ausfiihrliche Behandlung
dieses Theorems und seine Ausdehnung auf die Kugelfunction zweiter Art findet
man in Heine’s Handbuch der Kugelfunctionen § 67, 70 und 78.
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worin 4 und A’ reell und zwischen 0 und = enthalten, die zweite fiir
das Argument

2 == cos(91) cos (9'4) + sin(8¢) sin(d¢) cos(p — ¢'),
worin & und 9 reell und von beliebiger Grosse sind. Im ersten Falle

liegt z zwischen den Grenzen — 1 und 1, im zweiten zwischen 1
und oo, und in beiden Fillen ist K*(¢) nach (8) durch die Gleichung

K (s) = cos e ¥ cos pada
n V2 (cos wi + 2)
-_0

oder was dasselbe ist durch

9) Ko () = omi [ g
. n Vit ozx + at
0
vollig eindeutig definirt, erlangt jedoch an der Grenze 2 = — 1, d. h.

wenn gleichzeitig A =4"und cos(¢ — @'} =1, einen unendlich grossen
Werth. Diesem letzteren Umstande ist es zuzuschreiben, dass die ge-
suchte Entwicklung in den beiden fiir das Argument # unterschiedenen
Féillen nicht genau dieselbe Form annimmt. Sie fillt ndmlich im
ersten Falle trotz der Symmetrie von ¢ in Bezug auf 4 und 4’ ver-
schieden aus, je nachdem A einen grosseren oder kleineren Werth als
A hat, wihrend sie im zweiten Falle durchaus symmetrisch in Bezug
auf & und 9 ist. Ich werde mich auf die Behandlung des zweiten
Falles beschrinken. Es ldsst sich in (9) die stets positive Grosse
14 2z | 2? durch das Aggregat der drei Quadrate

(cos @4 4+ x cos 9'4)2 — (¢ sin 94 cos @ 4 72 sin 9’4 cos ¢')°
‘ ~— (¢ sin 94 sin @ - 4@ sin 9’4 sin @')?
darstellen, und der reciproke Werth der Quadratwurzel aus diesem

Ausdruck, in welchem cos &4 +  cos 94 wesentlich positiv ist, kann
vermdge der Formel

1. 1 ai
]/m_27z A~ Bcosi-+ Csini
0

durch das folgende bestimmte Integral ersetzt werden:

1
—VI+ 2z —1:0?
1 r ai I .
2w ] cos &4 -4 sin &¢ cos(p — 2) -+ z[cos @'¢ - ¢ sin §7¢ cos (9" — V)]
0

27

Diesen Werth denke man sich in (9) substituirt, darauf die Reihen-
folge der Integration umgekehrt und statt # durch die Gleichung
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x[cos 8% -+ ¢ sin 8% cos (¢ — 4)] = &' [cos & -+ ¢ sIn 91 o8 (p — 1)
eine neue Integrationsvariable 2’ eingefithrt. Da die in % un.d 2 multi-
plicirten Grossen stets reelle positive Werthe haben, SO bleiben 0 und
co die Grenzen des transformirten Integrales. s lagst sich nun, nach-
dem man die von 2 freien Glieder abgesondert hat, das Integral
nach # ausfihren und zwar erhilt es den Werth 7 i cos pms
Daher wird:

9m 1
d e e o @iz
(10) Kv(s) — 2;/ [cosﬁz—l—zsmﬂzcos(q;——1)),"”-4_4 di.
[cos ©'¢ 4 ¢ sin &' cos (9" — A)]

0

Dieser Ausdruck entspricht vollkommen dem von Ja ?Obi fir P
(oder Y*) aufgestellten®) und liefert in gleicher Weise wie der letztere
behandelt fast ohne Rechnung die geforderte Entwicklung. Setzt man
nimlich:
[cos &¢ 4 4 sin &4 cos(p — l)]’“'_%
= Ay + 24, cos(p —A) + 24, cos2(p — 4) + -
[cos ¢ 4 ¢ sin 94 cos (¢ — A)] ™' ¥
= BO + 2B1 cos(q)'—— l) ~+ 2B2 cos 2((])’.__ D 4+

so dass die 4 und B durch die Gleichungen bestimmt sind:

T
1 ) .
4, = -;,'f(cos #4- 4 sin 94 cos l)"”"} cos mAadi
0
(11) .
1 )
B, = 7,:/(003 8¢+ isin @7 cos 4)TH T % cosm Adi,
(1]

so ergiebt sich sofort
(12) K#(2)=A4yB,+24,B cos(9—¢)+24,B, cos2(p —g) -+

Die Grossen A, und B, stimmen resp. mit K#(cos & <) und K#(cosd'7)
iiberein, wie man sieht, wenn man in (11) m = 0 und in (10) & resp.
© = 0 macht, und hierdurch ist fiir die Formeln (8¢) und (84d) des
vorigen Paragraphen der dort fehlende Beweis nachgeholt, Die all-
gemeinen Ausdriicke von 4, und B, lassen sich vermittelst der
Jacobi’schen Darstellung von sin m1 durch einen sten Differential-
quotienten in die folgenden transformiren *¥):

*¥) Crelle’s Jowrnal, Bd. 26. — Mathematische Werke Bq. 1 1
#¥) Man vergl. Heine, Handbuch der Kugelfunctionen , P. 136 "
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A, — T Tint—pi)
( " Ve Tn+HTE—wg

T
(— i sin §4)m f (cos &7 4 i sin &4 cos A E~" sin 42" 44
¥ o

(11a) P L D)
" Va T4 3T+ ud)

T
| (—¢sind’ iy» /(cos 44 isin 87 cos l)"’”'_%—'" sin 4*” dA.
00 N

Es ist bekannt, dass die hierin vorkommenden Integrale trotz der
Verschiedenheit der Exponenten w¢— & — m und — i — 4 — m
genau dieselben Functionen von & und & sind, also fiir & = & ein-
ander gleich werden. Auf dem directesten Wege ist diese Gleichheit
von Herrn Heine bewiesen worden, indem er durch eine zweckmissige
Substitution das eine Integral unmittelbar in das andere iiberfiihrt.
Ich werde es jedoch vorziehen, durch eine andere Substitution jedes
Integral einzeln zu transformiren, indem dadurch gleichzeitig eine neue
Integralform fiir 4,, und B, gewonnen wird, welche vor (11) und (11a)
den Vortheil hat, dass die imagindire Grosse pi(— bei den Kugel-
functionen tritt statt ps — % eine ganze Zahl % auf —) aus dem
Exponenten verschwindet.

Man setze cos &4 - ¢ sin 94 cos 4 = ¢%, so ergiebt eine leichte

Rechnung:
8 4 — 1 (m-+4—upi)
T Vem Tm+3FE—po)
3

(— isin «92’)‘”’] ¢*** (cos 87 — cos txi)m“% de.
Yo
Vorausgesetzt ist hierbei, dass & einen positiven und von Null
verschiedenen Werth hat, so dass — 4 sin &4 ebenfalls positiv ist. Der
imaginire Theil des Integrales reducirt sich offenbar auf Null, und
in dem reellen kbénnen O und & als Integrationsgrenzen genommen
werden, wenn das Resultat verdoppelt wird. Man erhélt also:

) A= V2 Tmd g —pi
t Ve T RTE =

(— ¢ sin a‘)i)"”:/ (cos &4 — cos oci)m"% cospade,

11b 0 _

(b) B 12 Fm+ 4+ pi)
" o Ve Tm+HT{E+u)

(— 4 sin ﬁ'i)‘mf(cos 94— cos ozz’)m_'{f cos weda.
0
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Bs sind daher in der That, wenn von den nur g und # enthaltenden
Factoren abgesehen wird, A, und B, dieselben Functionen von &
und 9. Bemerkt man, dass die Differentialquotienten des in 4,, ent-
haltenen Integrales trotz der Veréinderlichkeit der oberen Grenze ~bis
zum m'e inclusive durch Differentiation unter dem Integralzeichen ge-
bildet werden diirfen, so findet man beiliufig die folgende Relation,
worin x statt cos ¢ gesetzt ist:

rg—py  @—1%"4,
Fim+ 3% - wi) da"

== Ao.

Wihrend die Gleichungen (11) — (11b) eine unmittelbare Uebertragung
auf Kugelfunctionen durch die Annahme wi — 4 = n gestatten, ist
eine solche Annahme in (9) unzuldssig, und diese Integralform ist
also als der Function K# eigenthtimlich anzusehen. Es soll nun auch
noch fiir 4, ein Integral abgeleitet werden, welches in #hnlicher
Weise gebildet ist. Man multiplicire die Gleichungen

0

[~ wi) M4 +pi) _ A7 gy
F(m 1) (1 _I_myn-i-l x

0

7T
Ap = —:r—f(cos 8¢ - ¢ sin &7 cos l)’“'"% cos mi da
[]

mit einander, bezeichne die linke Seite der neuen Gleichung der Kiirze
halber mit C, und mache in dem Doppelintegral auf der rechten Seite
die Substitution 2 = (cos &4 -+ ¢ sin §¢ cos 1) y; es wird dann:

0 7T
1 —pi— cos midi
Cp = — ri—4 g
== ) 4 (1 4y cos &4 -+ iy sin &4 cos Ay 1’
[ 0

und wenn man 1 -4y cos #4=px und ¢ysin§¢ = — @ Y22 —1 setzt:

@ i
0 =L y_’“_%dy cosmAdi i
.= gm 1 (@ +Var—1 cos )t
0 )

Aber die Integration nach A ist ausfithrbar (man vergl Heime’s
Handbuch der Kugelfunctionen p. 130, 38a und p. 117, 34a), und
C, nimmt die Form an:

-
0 1:3--Cm—1 (Vor=1)" y—”i—%dy
m = 1i.2...m 9m—l--l 2
0
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oder wenn fiir /2 — 1 und ¢ ihre Ausdriicke durch & und y sub-
stituirt werden:

R

1 r(m N
Cn=—— - (— 2¢sin fin)m/l .
Vn (m + 1) (1 4 2y cos &7 4 :l/z)m_'"%

Fiir die Function 4,,, von welcher sich C,, nur durch einen constanten
Factor, nidmlich die linke Seite der ersten der beiden mit einander
multiplicirten Gleichungen, unterscheidet, ergiebt sich hieraus, wenn
man noch log y == a setzt, nach einer sehr leichten Umformung:

(11¢) 4,, = __@H P45 (—<sindg)™ g cospoda
" Va TG—uiTmA44u0) 5 (cos«?z-}—cosm)’""‘%

und durch Vertauschung von g mit — g und & mit & erhilt man
aus A, auch B,,. Als Folge von (11¢) ergiebt sich jetzt die Beziehung:

_ =TG4 w) m 4" Ay
(13a) An =iy @ DI SR,
wenn wieder z, wie in (13), die Bedeutung von cos 9 hat.
Durch Verbindung von (13) und (13a) entsteht die Relation:

EN' TG ted TG —e)  dm 9_1ym 4o |
) e ey T ] - 4

Die Gleichungen (13), (13a) und (14) entsprechen sehr bekannten
Eigenschaften der Kugelfunctionen und zu ihrer Ableitung hiitten auch
die bei den letzteren gebrduchlichen Methoden angewandt werden
kénnen.

Da die Functionen A4, und B, identisch mit K# (cos #4) und
K* (cos &'¢) sind, so entsteht als unmittelbare Folge des Additions-
theorems (12) die Gleichung:

27

(15) 51;— j K (cosBicos §'t--sin Bisin 9% cos p)dp=K#(cosHs) K #(cosd’s).
0

Von fundamentaler Bedeutung in der Lehre von den Kugelfune-
tionen ist der Satz, dass jede endliche Function f(4, ¢), welche fiir
alle zwischen O und = enthaltenen Werthe von 4 und alle zwischen
0 und 27 enthaltenen von ¢ willkiirlich gegeben ist, sich in die nach
Kugelfunctionen fortschreitende Reihe

. 2<2n + 1)/011' lfP"(z)f(l, %) ag,

[#2==cos 4 cos A’ 4 sin 4 sin 4" cos (p —¢")]
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entwickeln lasst. Auch diesem Satze lisst sich ein dhnlicher fiir die
Function K*# an die Seite stellen, nimlich der folgende:

Es sei [(9, @) eine Function von & und ¢, welche von & = 0 bis
& =00 und von @ =0 bis ¢ = 2m gegeben ist, nirgends unendlich
wird und fiir & = oo stirker gegen Null convergirt als die (— ¥)*
Potenz von cos &1 oder e* (der Art, dass man setzen darf

f®, 0=t (9, 9),

wahrend & eine positive wenn auch nur beliebig wenig von Null ver-
schiedene Comstante wvorstellt und f, (9, @) fir & = oo endlich resp.
unendlich klein ist), so stimmt der Werth des dreifachew Integrales

o ?rt
(a) %ﬁw%tg (l‘«%@')‘[‘dﬁ'%Siﬂ (ﬁ'i)'/K”(z)f(&', ¢)dy,

0 0

wWorin
# == cos #4¢ cos §'¢ - sin 4 sin 84 cos (p — ¢’),

mit dem Functionalwerthe [ (9, @) diberein, wenn dieser etn villig be-
stimmter ist, und stellt eimen gewissen Mittelwerth dar, wenn die Func-
tion [ in der Umgebung des Punktes (&, @) vieldeutig ist.

Der Beweis dieses Satzes kann, unter Benutzung der Integralform
(8a) fiir K#(2), in der Hauptsache nach den von Dirichlet fur die
Untersuchung der trigonometrischen und Kugelfunctionenreihen ge-
schaffenen Methoden gefihrt werden, muss jedoch hier unterbleiben,
weil durch seine vollstindige Durchfiihrung das dieser Arbeit gesteckte
Ziel iberschritten werden wiirde. Es mdge mir jedoch gestattet sein,
den Satz (obschon sein Beweis nicht mitgetheilt wird) zur Ableitung
eines speciellen Resultates zu benutzen, welches sowohl an sich merk-
wiirdig als auch durch die niitzlichen Anwendungen, welche es zulisst,
von Wichtigkeit ist. Wenn f (&, ¢) von ¢ unabhingig ist, so findet
man mit Beriicksichtigung von (15) und wenn man cos &4 = 2 und
F(®,9) =1 (@) setat: ‘

® (@) = [dppttg@ni) OxKe(), worin O = [f (2)Kr(z)da.

Diese Gleichung soll nun auf den speciellen Fall

f(x)z(w——y)—"’, 0>14, 1<2z<o0, —o<y<]1

4
angewandt werden. Man erhilt dann, wenn man K*(z), indem man
fiir den Augenblick statt x wieder cos £¢ schreibt, durch das Integral
(8b) ausdriickt:
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o §
o “Kf@yde 2 [ dEsing cospada
w == TT—; ; Y S )
— ) ) tlcoski—y; V2 (cos ¢ — cos at)
T 6 0

und wenn man in dem Doppelintegrale die Reihenfolge der Integration
umkehrt und die neuen Integrationsgrenzen in bekannter Weise be-
stimmt:

on_2 sin £7 A& .
Ct /d“ cos y’“/z (cos £5 — y)I V2 (cos &¢ — cos @)

Das Integral mit den Grenzen « und oo wird durch die Substitution
cos £7 — cos at = (cos ai — y)# zuriickgefiihrt auf:

f Varo —3
Vz (cos at — y)" 3 a-+ z) V? T (0) (cos ez — y)" ‘}

und es wird demnach
Or — '2l'“(i?—§-) /,00 cospeda _,
Vexr () ,) (coswi— g%
0
welcher Werth nur in (b) einzusetzen ist, um die gesuchte Darstellung
von f(x) = (x — y)~? zu erhalten. Von besonderer Wichtigkeit ist

der Fall 0 = 1. Hier wird vermige (8) C* cos ywi= n K#(—y),
und es entsteht also aus (b) erstens das Integral

(16) E#(—y) = cos (uxt) wK"(x)dw

T x—y !
1

welches dem Neumann’schen Integral fiir die Kugelfunction zweiter
Art, nidmlich

ROE f et

r—y

analog gebildet ist, und zweitens die Gleichung

a7) ‘~1-—“f b EEED Kr @) Kk (—y),

1 co8 (pm?)

welche der Heine’schen Reihe

=Zj @n + 1) Pr(z) @*(y)
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entspricht und unter dhnlichen Bedingungen wie diese auch fiir com-
plexe Werthe von 2z und y ihre Giiltigkeit beibehilt.
Auch fiir die Cylinderfunctionen gelten zwei hnliche Sitze, ndmlich:

o (Fesada [T EdE
Y(m') - V&—{q:—ﬁé _. 52_*_,”2 b
0

ﬁ?—_—ﬁm,f(xg) Y(ini) (2> 0),

wie aus (16) und (17) mit Riicksicht auf den in § 4. angegebenen
Grenziibergang leicht gefunden werden kann.



