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Gruppentheoretische Studien.
' Von

Warraer Dyck in Leipzig.
(Mit dret lithogr. Tafeln.)

* » A group is defined by means of the laws
: of combination of its gymbols.*

Einleitung.

Die folgenden Untersuchungen beschiftigen sich mit dem Probleme,
eine Gruppe von discreten Operationen , welche auf ein gewisses Object an-
gewandt werden, zu definiren, wenn man dabes von einer speciellen Dar-
‘stellungsform der eingelnen Operationen absicht, diese vielmehr nur nach
den zur Gruppenbildung wesentlichen Eigenschaften als gegeben voraussetat.

Wir gehen zur Bildung der Gruppe von gewissen erzeugenden
Operationen A,, A,, A,, - <. aus, ilber deren spectellen Charakter
keinerlei Annahmen gemacht werden. '

Dann kann man jede Gruppe, welche durch Iteration und Com-
bination dieser Operationen sich bilden lisst, individualisiren, durch die
Kenntniss gewisser Relationen, die bei der Zusammensetzung dieser
urspmnyhchm Operationen auftreten.*)

Indem wir Jede Verbindung unserer Operatlonen in der bekannten
Welse in Form eines symbolischen Produetes:

Cayley.

(1) Al Ao AP AP
schreiben, nehmen alle solche Relationen die Gestalt
(2) « Fi(4)=1

an, wo die F,. gpecielle Producte der in (1) angedeufeben Form sind,

Damit werden alle holoedrisch isomorphen Gruppen in eine einsige
Gruppe begriffen, und das Wesen der Gruppe driickt sich nicht mehr
an einer speclellan Darstellungsform ihrer Operationén aus, sondern
lediglich in der gegenseitigen Beziehung derselben za einander. tm
nmgekehrten Sinne lisst sich daher auch das Princip aussprechen:. . .

*) Die zu Anfang gesetzte Bemerkung Cayley’s im ,,Amendm Journal of -

" Mathematics* vol. 1, pag. b1. ..
Mathematische Annales. XX. - o 1




2 - W. Drox.

Die nothwendige und hinreichende Charakteristik des gegemseitigen
Verhallens einer Reihe irgendwie definirter Operationen A,, A4,,- - -,
welche wir auf eim gewisses Object ausiiben, ist in der aus ihnen ge-
bildeten Gruppe gegeben.

Indem wir 88 die gruppentheoretischen Operationen rein formal
auffassen, zeigt sich deutlich ihre Stellung in einer formalen Ent-
wickelung analytischer Operationen tiberhaupt.*) Es sind Multiplications-
operationen, welche das associative, nicht aber das commutative Princip
befolgen. Dabei wird diesen Operationen durch gewisse Multiplications-
regeln (2), F) =1, der Charakter eines specicllen Operationskreises
ertheilt, der eine unendliche oder auch eine endliche Gruppe von
Operationen umfasst.

Die vorliegende Arbeit zerfallt in zwei Theile. Der erste Abscnitt
entwickelt das Tema in seiner allgemeinsten Formulirung. Wir gehen
aus von der denkbar allgemeinsten Gruppe G, die aus einer Reihe von
erzeugenden Operationen 4,, 4,, 4y, - - - sich bilden lésst, indem wir
gwischen diesen Operationen keinerlei Relationen voraussetzen. Jede
specielle Gruppe G scheidet sich dann ab durch Einfuhrung gewisser Re-
lationen Fj = 1, deren gegenseitiges Verhiltniss, sowie ihre Stellung zu
den Gruppen G und @ sich in einfachster Weise priicisiren lisst.

Den abstracten Entwickelungen geht eine geometrische Einkleidung
parallel, die hier zuniichst nur eine anachauungsmissige Darstellung
unserer analytischen ©perationen bezweckt, die aber fiir die Auseinander-
setzungen des zweiten Abschnittes wesentlich wird. Allgemein zu reden
“ besteht diese geometrische Darstellung einer Gruppe in der Eintheilung
guniichst eines ebenen Bereiches in gleichartige Gebiete**), derart,
dass jedem einzelnen Gebiete eine Substitution der Gruppe zugeordnet
werden kann und die Ueberfihrung der Substitutionen in einander
durch die (im Sinne der analysis situs verstandene) Ueberfilbrung dieser
Gebiete in einander sich ausspricht.

*) Ich erwhhne hier die Entwickelungen in Grassmann’s Ausdehnungslehre
tiber die Multiplication extensiver Grdssen, einzelne Abschnitte iiber die Multi-
~ cation der Quaternionen in Hamilton's Elements of Quaternions, sowie Hankel’s
Vorlesungen #ber die complexen Zahlen, um darauf in § 16, Bezug zu nehmen end-
lich Arbeiten von E. Schrdder, welcher speciell der Stellung gruppentheoretischer
~ Operationen in einer formalen Entwiekelung der Algebra gedenkt.

. ... ™) Gebietasintheilungen, wie sie der Art nach zuerst von Schwarz im
" Amnschiuss an fumctionentheoretische Betrachtungen studirt worden sind (man ver-
~ gleiche die Abhandlung tiber die hypergeometristhe Reihe in Crelle’s Journal,

Band 75, sowle ,,Ba-tunmung einer speciellen Minimalfliche.'* Preisschrift. Berlin

1871), ted wie sie in den sogleich nAher zu beseichnenden Arbeiten von Klein
" — suerst in dessen Programm ,, Vergleichende Betrachtungen iber neuere geo-
. msteliche’ !Fouehmgon" Erlangen 1872 (Note VII) — in gruppentheoretischem Sinne
vcnm.hot sind,’ .
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Der sweite Abschnitt beschriinkt sich auf die Darstellung endlicher
Gruppen und schliessl dabei enge an unser geometrisches Bild an.
Dieses erscheint namlich jetzt in der Form der reguliren Gebietsein-
theilung einer geschlossenen Fliche und damit als regulire Riemann’-
sche Fliche in dem von Herrn Klein eingefiihrten Sinne*). Die Rela-
tionen F, = 1, die wir zur Definition einer Gruppe zu Grunde legen,
lasseu sich dabei zur Charakterisirung der Verzweigung der Riemann’-
schen Fliche und weiter zur Bestimmung eines Systems von nicht
ineinander {iberfilhrbaren Riickkehrschnitten auf der Fliche verwenden.
Diese geometrische Bedeutung ergiebt die Bestimmung einer oberen
Grenze ftir die, zur Definition einer endlichen Gruppe nothwendige, An-
zahl von Relationen F) = 1.

Gerade diese geometrische Formuliryng vermittelt nun die Dar-
stellung gewisser specieller Gruppen in dem von uns intendirten Sinne
durch Relationen F,=1 zwischen gewissen erzeugenden Substitutionen.

*) Man sehe die Abhandlungen von Klein in den Annalenb#nden IX—XV
und insbesondere die Arbeit , Ueber die Transformation siebenter Ordnung der
elliptischen Functionen,'* Math, Ann. Bd. XIV, p. 468 . In allen diesen Unter-
suchungen tritt die Gruppe der behandelten reguliren Riemann’schen Flichen in
dem hier zu Grunde gelegten Sinne in der Ueberfiihrung gewisser Gebiete (der
Blatter der Riemann’schen Fliche) ineinander hervor.

Im Anschlusse hieran stehen meine friiheren Untersuchungen, in denen es
sich darum handelte, regulére Gebietseintheilungen aut einer Fliche von gegebenem
Geschlechte zu bestimmen und die zugehdrigen Gruppen zu discutiren®).

Der Zusammenhang gewisser Gebietseintheilungen auf einer Fliche mit
gruppentheoretischen Problemen wurde wohl zuerst von C. Jordan ausgesprochen
und es sei betreffs dieser Anschauungen auf dessen ,, Recherches sur les polyédres*
im 66, und 68, Bande von Crelle’s Journal, sowie auf eine Bemerkung in seinem
»Traité des substitutions et des équations algébriques* pag. 56 verwiesen. Ferner
habe ich noch eine im April dieses Jahres erschienene Abhandlung von W, Godt
» Untersuchungen dber Polyeder von mehrfachem Zussmmenhange*“ (Programm
des Katharineums zu Liibeck, 1881) zu erwihnen, welche unmittelbar an_ diese
C. Jordan’schen ‘Untersuchungen ankniipft und in welcher geradezu eine ge-
gebene Gruppe zur Bildung einer zugehérigen reguliren Gebietseintheilung auf
einer Fliche von gewissem Geschlechte verwandt wird.

Die vorliegenden Untersuchungen betrachten dagegen die geometrische Dar-
stellung nur als ein Durchgangsstadium sur Entwickelung der abstracten gruppen-
theoretischen Anschauungen. So kam es mir bei der hier zu Grunde gelegten
geometrischen Deutung**) wesentlich darauf an, die zur Erzeugung einer Gruppe
zum Ausgangspunkt gewihlten Substitutionen als gleichberechtigte geometrische
Operationen unmittelbar hervortreten zu lassen und dabei eine fir die gruppen-
theoretischen Operationen moglichst ibersichtliche Darstellung zu erhalten. Man
vergl. hierzu die Schlussbemerkungen dieser Einleitung, sowie pag. 25,

*) Vergleiche biersu § 14. der vorliegenden Arbeit, wo die Btellung des gruppentheoretischen

Theiles dieser Untersuchungen su den vorliegenden allgemel Auwsfahrungen beseichuet ist.
**) — und diese unterscheidet sich von der bei Godt angewandten, welclie auf dem durch
C. Jordan L n ,,aspect d’'un polyddre'* basirt ist. N '
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4 W. Dyor.

Diese Beispiele, theils angedeutet, theils durchgefiihrt, bilden den
Schluss der vorliegenden Arbeit. Unter ihnen gestalten sich diejenigen,
fir welche das Geschlecht der zugehorigen Riemann’schen Fliche
gleich Null ist, besonders einfach.

Eine letzte Bemerkung bezieht sich auf gewisse gruppentheoretische
Festsetzungen, welche man der Definition eines Systems von Einheiten
fur gewisse complexe Zahlsysteme zu Grunde legen kann, Festsetzungen,
unter denen sich insbesondere die iibliche Definition der Quaternionen-
einheiten als ein besonderer Fall einbegreifen lisst.

Wenn somit in der Durchfithrung der Absicht, die Definition einer
Gruppe von der speciellen Gestalt ihrer Operationen loszulisen, eben
wieder eine specielle (geometrische) Darstellung dieser letzteren mit
zur Verwendung kommt, so ‘steht eine solche, theoretisch genommen,
allerdings mit jeder anderen auf gleicher Stufe. Aber wie gerade diese
Darstellung filr mich die Veranlassung zu den abstracten Frage-
stellungen gewesen ist, so scheint sie auch (practisch) die erste Be-
handelung derselben zu erleichtern. Diese Versinnlichung gruppen-
theoretischer Operationen hat némlich vor anderen den Vorzug, fiir
einfache Fille die Gesammtheit der Operationen einer Gruppe in ihrer
gegenseitigen Stellung iiberblicken zu lassen®) und so gelingt es von
ihr aus, das Wesentliche einer Gruppe von den durch ihre specielle
Erscheinungsform zufillig hineingetragenen Eigenschaften zu sondern.

Was nun ghnliche geometrische Operationen anlangt, welche, an
Stelle der von mir gewihlten, zur Versinnlichung einer Gruppe ein-
treten konnen, so bezeichne ich in § 10., pag. 23 eine allgemeinere Auf-
fassung meiner Figuren, welche das ganze Gebiet andeutet, dem diese
geometrischen Représentationen angehtren®*). — Gleichwohl konnte
und wollte ich den heuristischen Entwickelungsgang, der gerade in der
specielleren von mir gewdhlten Darstellungsform liegt, nicht verwischen.
Er findet in meinen friheren Studien iiber Riemann’sche Flichen
" seine Entstehung und hat vor der allgemeineren geometrischen Auf-
fassung den Vorzug der grosseren Uebersichtlichkeit fiir die einzelnen
Operationen der Gruppe, auf die es mir zur Entwickelung der abstracten
gruppentheoretischen Formulirungen vor Allem ankam. Dagegen kenn-

*) Was beispielsweise bei einer Darstellung der Operationen als Bnchstnben-
vertauschungen sicher nicht der Fall ist.

**) BEin Gebiet, welches nach seiner functionentheoretischen Bedeutumg durch
die (schon erwihnten) Arbeiten von Schwarz, Klein und von Fuchs (in einer
Reihe von Abhandlungen in Crelle's Journal) erdffnet und durch die neuesten Unter-
suchungen von Poincaré (Comptes Rendus 1881) wesentlich geférdert worden ist.
Weiter gehdrt hieher eine Arbeit von Schottky , Ueber die conforme Abbildung
mehrfach zusammenhingender ebener Flichen* im 83. Bande von Crelle’s Journal, —

" Man vergl. noch pag. 24, Anm. der vorl. Abh.



Gruppentheoretische Studien. 5

zeichne ich auch (pag. 24) bestimmt eine gewisse hieraus erwachsene
Einseitigkeit meiner "geometrischen Behandlung, die mich in meinen
fritheren Arbeiten zu einem Fehler verleitet hat*). Die Beschriinkung
auf diese speciellere Darstellungsform ist indess fiir den hier festge-
haltenen gruppentheoretischen Zielpunkt keine wesentliche. Fiir die
Weiterentwickelung der vorliegenden gruppentheoretischen Probleme hat
nimlich an Stelle jeder geometrischen Sprechweise die analytische
(combinatorische) Formulirung einzutreten. Fiir sie aber hat diese
erste geometrische Orientirung gewisse Gesichtspunkte ergeben, die in
ihrer geometrischen Fassung, wie ihrem analytischen Inhalte nach, zu
entwickeln, den Zweck der vorliegenden Arbeit bildet.

I. Abschnitt.
Allgemeine Entwickelungen.
§ 1.
Definition einer Gruppe G- als Ausgangspunkt der Betrachtung.

Wir gehen, um auf die Darstellung einer Gruppe in dem von
uns intendirten Sinne zu kommen, von der denkbar allgemeinsten
Gruppe von Operationen aus und fragen uns dann nach der Stellung
einer speciellen Gruppe zu dieser allgemeinsten.

Seien 4,, 4,, A5, - -+, An irgendwelche m Operationen, welche
auf ein Object J (Identitit), das wir in der Folge stets als 1 be-
zeichnen, angewandt werden konnen, so lassen sich diese A4; stets als
die ,erzeugenden” Operationen einer Gruppe auffassen, die wir erhalten,
wenn wir auf unser Object J alle Operationen in Iteration und Com-
bination anwenden.

Die allgemeinste Gruppe aus m erzeugenden Operationen entsteht
dann, wenn wir voraussetzen, dass unsere Operationen 4; keine Perioden
besitzen und ausserdem gegenseitig durch keine Relation verbunden
sind. Wir wollen dabei auch die den Operationen A4, entgegengesetaten
Operationen in die Betrachtung ziehen, die wir in der iiblichen Weise
durch A; ' bezeichnen. Dann erhalten wir die unendlich vielen Sub-
stitutionen, welche unserer Gruppe G angehéren, wenn wir auf die
- Identitéit zundchst die Operationen 4,, AT, A4 , Az 1, vy Apy, A1
anwenden, je auf die so entstandenen Substitutionen die gleichen
Operationen u. s. f. Da wir zwischen den erzengenden Operationen

*) Man vergl. mein Referat iiber die Arbeit ,,Ueber regulire Riemann’sche
Flachen.* (Math. Ann. Bd. XVII, p. 473 ff.) in Ohrtmann’s Jabrbuch fiir 1880,
ferner pag. 30 der vorliegenden Abhandlung.
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keine Relation angenommen haben, so sind die so entstandenen Sub-
stitutionen siémmtlich von einander verschieden und es kann jede nur

auf einem ganz bestimmien Wege aus den erzeugenden Substitutionen
erlangt werden, den die Formel

A’l‘ A';‘ G ATAT
(die wir stets von links nach rechts lesen wollen) angiebt.*)

In der That ist die Forderung, dass alle Substitutionen einer
Gruppe nur auf ginem Wege aus den erzeugenden Substitutionen erlangt
werden, die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass
zwischen den letzteren keine Relationen bestehen und’ die folgenden
Entwickelungen beschiftigen sich gerade mit der Frage, wie nun der
Umstand, dass gewisse Substitutionen einer Gruppe auf mehrfache
Weise aus den zu Grunde gelegten erzeugenden Substitutionen erhalten

werden konnen, dass also gewisse Relationen zwischen den erzeugen-
den Substitutionen bestehen, zur Definition jeder speciellen Gruppe dient.

Es erweist sich im Folgenden, mit Riicksicht auf die von uns
gewihlte geometrische Interpretation unserer Gruppen, zweckmiissig,
den Gebrauch der negativen Potenzen unserer Operationen 4; zu ver-
meiden und wir filhren zu dem Knde eine neue Operation A4, ein
durch die Definition

(1) A 4,4, .- Ap 4, =1
oder wie wir in der Folge kurz schreiben:
(1a) T(4) = 1.

Wir bemerken dabei, dass die Definition der Substitution A4, an eine
bestimmte Reihenfolge der Operationen A4,, 4,, - .- A, gekniipft ist,
die noch auf die verschiedenste Weise gewihlt werden kann. Wir
wollen stets die in (1) gegebene Reihenfolge der Operationen 4; zu
Grunde legen und in dieser auch das Symbol TT(4,) verstehen.

Dann ergiebt sich fiir dle negativen Potenzen unserer Operationen
sofort:

A7 = 4,4, - Ay Ay,
A7 = 4,4, - AA,,

A le=A, At . A;,
{47 =4,4, ... 4}
Wir kbnnen also unsere Gruppe G erzeugen, indem wir die
*) Wu' wollen jede solche Substitution in der Folge durch
S(.A‘, .A’,"‘, ) S(A‘)
oder kurz durch S bezeichnen.
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Operationen A4,, 4, - - - An, A, nur in positivem Sinne anwenden*)
und bemerken dabei, dass wir durch Anwendung bloss der positiven
Operationen wieder nur auf einem Wege zu einer bestimmten Sub-
stitution gelangen konnen, von der KEinschaltung von Operationen
A, 4,4, - A,y AyAy--- A, A, u. s. w, die nach der obigen Rela-
tion gleich 1 sind, abgesehen. Fassen wir aber gleichzeitig auch
negative Potenzen der A4, hinzu, so giebt es zu jedem Ausdrucke
S(4,, 4, - - - Ay, A,) unendlich viele iquivalente.

§ 2
Eine geometrische Versinnlichung der Gruppe G.

Das geometrische Bild, durch das wir jetzt die ganze Gruppe
ersetzen wollen, zeigt, so zu sagen, nur eine schematische Raum-
eintheilung, deren wir bediirfen, um die Substitutionen unserer soeben
definirten Gruppe G iibersichtlich aufzuschreiben.

Der priciseren Ausdrucksweise wegen wollen wir zuniichst eine
ganz bestimmte geometrische Anordnung bezeichnen, deren Verall-
gemeinerung im Sinne der analysis situs sich daraus aber sofort ergiebt.

Wir zeichnen ein, etwa regulires, Kreisbogenpolygon, dessen Ecken
@iy Qg+ * Ap,y An, simmtlich auf einem Kreise K gelegen sind, wihrend
die Seiten auf ebendiesem Kreise K senkrecht stehen, und vervielfiltigen
dasselbe, indem wir es nach dem Principe der reciproken Radien zu den
Seiten spiegeln. Indem wir die Ecken dieser Spiegelbilder in symme-
trischer Weise durch a,, a, -+ an, a, bezeichnen und diesen Process in’s
Unendliche fortsetzen, erhalten wir eine unendliche Reihe von (in Riick-
sicht auf die Bezeichnung der Ecken) congruenten und symmetrischen
Polygonen — die wir auch als schraffirte und nichtschraffirte bezeichnen
moégen — welche sich dem Begrenzungskreise K niher und niher an-
schliessen. Dabei stossen, weil alle Polygonseiten auf dem Kreise K
senkrecht stehen, in jeder Ecke unendlich viele Polygone.zusammen
[man vergleiche Fig. 1., Tafel I, welche fiir » = 4 entworfen ist.].

Denkt man sich nun durch einen, im Sinne der analysis situs
aufzufassenden Process ein bestimmtes, etwa schraffirtes Polygon P,
in ein anderes schraffirtes Polygon P, iibergefthrt, so, dass die homo-
logen Eckpunkte der beiden Polygone sich decken und setzt dabei fest,
dass benachbarte Polygone wieder in benachbarte tibergehen**), so
wird dabei, weil die Anordnung unserer unendlichen Polygonreihe

*) Des kurzen Ausdruckes halber sprechen wir in der Folge auch von diesen
# Operationen 4, - - - 4., 4, als den erzeugenden Operationen der Gruppe.

**) Eine Operation, die bei unseren speciellen Annahmen mit einer linearen
Substitution einer complexen Verinderlichen (die wir in der Zeichnungsebene
deuten) Aquivalent ist,
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mit Bezug auf alle congruenten Polygone eine identische ist, das
ganze Polygonnetz in sich iibergehen. Die unendlich vielen Opera-
tionen also, die ein bestimmtes Ausgangspolygon 1 in simmdtliche
andere schraffirten Polygone iberfithren, bilden eine Gruppe von unend-
lich hoher Ordnung. . :

Von dieser Gruppe beweisen wir, dass sie holoedrisch isomorph
auf die im vorigen Paragraphen definirte Gruppe bezogen werden
kann, oder, sofern wir iiberhaupt holoedrisch isomorphe Gruppen als
identisch betrachten®), dass sie mit ihr zusammenfillt.

Wir definiren zu dem Zwecke eine Reihe vou Elementaroperationen

Al’ Al—l; A?; AQ—I: e Am, Am—ly A,,, An_l

dadurch, dass jede derselben ein bestimmtes (etwa schraffirtes) Aus-
gangspolygon 1 in das beziiglich an der Ecke a,, a, - - - an, a, des-
selben nach der einen oder anderen Richtung anstossende schraffirte
Nachbarpolygon iiberfuhrt, Operationen, die wir als , Drehungen® des
Polygons 1 um seine Eckpunkte a,, a,, --- ., a, figirlich be-
zeichnen wollen**). Dabei setzen wir fest, dass die Drehung 4; immer
in einem dem Uhrzeiger entgegengesetzten Sinne verstanden sein soll,
die Drehung 4, also im Sinne des Uhrzeigers. :

Wenden wir die Operationen 4,, 4, - - - A4,,, A, hintereinander
an, eine Operation die wir durch 4, 4,4, .- 4,4, bezeichnen, so
kommen wir zum Ausgangspolygone 1 zuriick und somit besteht
zwischen unseren Operationen die Beziehung:

A A Ay Ay Ay — 1.

Die Anordnung der einzelnen Polygone in unserem Netze lhsst
nun ersehen, dass, wenn wir die Operationen 4, A, .- 4,, A, von
einem Polygone 1 ausgehend nur im positiven Sinne anwenden, wir
in jedes andere schraffirte Polygon gelangen kinnen und zwar nur
auf einem Wege —, dabei abgesehen von der Einschaltung von Wegen
A4y AnAn, Ay A4y--- A, A u. s. w., welche sich auf die Iden-
titht reduciren. Das sagt aber, dass zwischen den Operationen
4,,4,, - -A,,A,, ausser der obigen Relation, keine weiteren mehr be-
stehen und dass somit die Substitutionen dieser Gruppe den Substitu-
tionen der in § 1. definirten Gruppe holoedrisch isomorph zugeordnet
werden, wenn wir die beiderseits gleichbezeichneten erseugenden Opera-
tionen einander zuordnen.

Wir kénnen etwa auch nur von den Operationen 4, A, - A,

*) Und das liegt, wie schon Eingangs erwihnt, im Sinne unserer ganzen
Betrachtungen. :

**) Ueber die Stellung dieser speciellen geometrischen Repriisentation zu
allgemeineren Auffassungen vergl. pag. 23.
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zur Erzeugung unserer Gruppe ausgehen, wo wir dann auch die
Operationen A", Ay ... A, ', die Drehungen im entgegengesetzten
Sinne, zur Darstellung der gewollten Gruppe heranziehen miissen,
analog wie eben in § 1.

Um den lsomorphismus der beiden Gruppen noch deutlicher her-
vortreten zu lassen, kdnnen wir jetzt die einzelnen schraffirten Poly-
gone mit Namen belegen, indem wir, von irgend einem Polygone als
erstem, 1, begmnend jedes Polygon durch die Substitution S bezelcfmen,
welche, von jenem ersten ausgehend, zu ihm hinfithrt. Dann erhilt nach
dem Ob]gen jedes Polygon, wenn wir nur positive Operationen anwenden,
eine bestimmte Bezeichnung S(4,, 4,,---A,) und so ist jede Substitution
unserer Gruppe durch ein bestimmtes Polygon unseres Netzes vertreten.

Was wir bisher nur fiir die eine Reihe der (schraffirten) Polygone
ausgefiihrt, gilt selbstverstindlich auch fiir die andere Polygonreihe
Dabei wollen wir fiir diese letzteren (nichtschraffirten) Polycrone eine
mit der obigen gleichlaufende Bezeichnung einfiihren, in der Weise,
dass wir gleichfalls irgend eines dieser Polygone mit 1 bezeichnen und
nun dasjenige weisse Polygon mit S, in welches das weisse Polygon 1
ibergefiihrt wird, wenn wir auf das schraffirte Polygon 1 die Sub-
stitution S ausiiben. HEs ist dann in der Folge zweckmissig, eines der
an das schraffirte Polygon 1 anstossenden weissen Polygone mit 1 zu
bezeichnen, etwa das an der Kante a, a, benachbarte, wo dann
jedesmal die zwei in den analogen Kanten (also hier in Kanten a, a,)
zusammenstossenden Polygone die gleiche Bezeichnung tragen.

Die Moglichkeit der eindeutigen Zuordnung der in § 1. gegebenen
allgemeinen Gruppe G zu der durch unser eben-geschildertes Polygon-
netz definirten liegt in der vollen Allgemeinheit und Unabbéngigkeit
der beiderseits zu Grunde gelegten erzeugenden Operationen 4,, 4,,:- - An,
nicht aber in der speciellen Gesetzmissigkeit, mit der wir, zur besseren
Uebersicht, unser Polygonnetz entworfen haben. Wir fassen dasselbe,
insoferne fiir uns nur die gegenseitige Anordnung der einzelnen Ge-
biete von Wichtigkeit ist, lediglich im Sinne der analysis situs auf
und konnen es also beliebigen Dehnungen unterwerfen.

Wir konnen, sofern sich die Polygone uuseres eben betrachteten
Netzes niher und niiher einer bestimmten Randcurve anschmiegen,
das System in einem gewissen Sinne als einfach zusammenhingend be-
zeichnen. Diese Eigenschaft ist charakteristisch fir die Anordnung
unserer Polygone und bleibt bei beheblgen Dehnungen erhalten. Im
Sinne der analysis situs ausgesprochen lautet dieselbe: Es ist nicht
mbglich, eine unendliche Reihe von lauter einfach zusammenhingenden .
n-Ecken, deren an jedem Ecke unendlich viele zusammenstossen, so
aneinander zu schliessen, dass das Netz sich mehreren getrennten
Randcurven anschmiegt. Der Beweis dafiir liegt eben darin, dass die
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Gruppen aller solcher Netze holoedrisch isomorph aufeinander bezogen
werden konnen, und dadurch in den zugehorigen Netzen successive
je einfach zusammenhdngende Gebiete einander entsprechen.

. §3
Isomorphismus der Gruppe G in sich.

Mit Bezug auf die im vorigen. Paragraphen festgesetate Be-
zeichnungsweise der einzelnen Polygone erwihnen wir fiir unsere all-
gemeine Gruppe G einer bestimmten Art der isomorphen Beziehung
dieser Gruppe in sich, mit der wir uns weiterhin, im Anschluss an die
geometrische Formulirung, fiir gewisse specielle Gruppen noch zu be-
schiiftigen haben.

Unser unendlich ausgedehntes Polygonnetz ist in Bezug auf
die Anordnumg der schraffirten und der nichtschraffirten Polygone
symmetrisch.

Wir greifen speciell die Anordnung des Netzes um das schraffirte
und weisse Polygon 1 heraus, die etwa mit der Kante a,a, zusammen-
stossen mogen. [In der zugehodrigen Fig. 2., Taf. I. tritt, der Uebersicht
halber, diese Symmetrie der Anordnung noch in einer gestaltlichen
Symmetrie der Polygone hervor]. Dann lassen sich zu den Operationen
A, Ay, Ay - -+ Ay, An, 4., die als erzeugende Substitutionen der
Gruppe fir die schraffirten Polygone definirt sind, sofort die symmetri-
schen Operationen — mit Bezug auf diese beiden in einer Kante a,a,
zusammenstossenden Polygone 1 — fiir die nichtschraffirten Polygone
angeben. Es sind die Operationen:

4/ = ATt , =A, 4,4, A4, 4, 4,,
4= A A7 A4 =4, 4,4, - A4, A,,
Ay = AiA A{‘A;“A“‘ =A 4, A, A An A,

Ap=

AAA---A A—l - Ay A'IA"'1
{123 i 47! 2 1}~=A1A2A3--- A,

A7 A, lAn
Ay = 471 , C =A 4,4, A A,
die wir in gleicher Weise zur Erzengung der Gruppe zu Grunde legen

kénnen.
Nun gehen umgekehrt dle A; ganz analog aus den A, hervor

durch die Formeln
Ay — A AJA; - AlALAL,
A, =AA A - A/ AnA,,
A= AASA . AA],
Ay, = A4 4y -  AlAq,



Gruppentheoretische Studien. - 11

Der Relation:
A 4,4, - Apd, =1
entspricht weiter die zu ihr ,symmetrische“ Relation:
A Ay A) - Ag A, =1,
wiihrend die 4; sowohl, wie die A, keiner weiteren Bedingung unter-
worfen sind.

Damit schliessen wir aber unmittelbar, dass durch die Zuordnung
der Substitutionen A4; zu den A; sammtliche Substitutionen der Gruppe
einander wechselseitig eindeutig zugeordnet werden.

Geometrisch lasst sich diese holoedrisch isomorphe Beziehung der
Gruppe G in sich folgendermassen darthuen: Die symmetrische An-
ordnung des Netzes in Bezug auf die Kante a,a, unserer beiden Aus-
gangspolygone 1 ergiebt das Vorhandensein einer (nicht mit zu unserer
Gruppe gehorigen) Operation O, der ,Spiegelung” lings der Kante a, a.,
durch welche die Gruppe in sich transformirt wird und vermdge deren
wir die erzeugenden Substitutionen A4; sofort in die A, iberfiihren
konnen durch die Beziehung:

04,07 = 4/.

Allgemein konnen wir die symmetrische Anordnung unseres Netzes
auffassen mit Bezug auf irgend ein schraffirtes und irgend ein weisses
Polygon. Dies besagt aber gegen vorhin nur eine Aenderung in der Be-
zeichnung etwa der Reihe der weissen Polygone. Wir gehen dann zur
Definition der zu den A4, symmetrischen Operationen 4/, statt von jenem
in Kante a,a, an das schraffirte Polygon 1 anstossenden weissen Poly-

gone, von irgend einem anderen mit 1 zu bezeichnenden weissen
Polygone aus.

§ 4.
Stellung einer speciellen Gruppe G zu der allgemeinen Gruppe G-

In §§ 1. und 2. haben wir die allgemeimte Gruppe G, die aus
irgend welchen m Operationen 4,, 4,, - - - An erzeugt w1rd, in ihrer
abstracten Formulirung und in einem geometrlschen Bilde gekenu-
zeichnet.

Es handelt sich jetet um die Frage nach der Stellung jeder beliebigen
speciellen Gruppe G, — von der also angenommen wird dass sie aus m,
durch vorgegebene Processe definirten Operationen 4, , <o A (die
wir uns, wenn G z. B. eine endliche Gruppe ist, etwa als Permutatlonen
gewisser Buchstaben gegeben denken mogen) erzeugt wird, — 2zu der
i allgemeinster Weise definirten Gruppe G.

Wir behandeln diese Frage zuvirderst im analytischen Sinne, um

sie weiterhin auch in unserer geometrischen Darstellung zu verfolgen.
Zuniichst haben wir den Satz:
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Unsere Gruppen G und G lassen sich isomorph auf einander
bezichen.

Wegen der Allgemeinheit der Operatlonen 4; ist es ndmlich ge-
stattet, den m erzeugenden Operationen 4, 4, - - - A4,, der Gruppe G
die Operationen 4,, 4, .- 4,, durch welche die Gruppe @G entsteht,
zuzuordnen: Indem wir dann die jedesmal gleichen Substitutionen der
einen und anderen Gruppe entsprechend setzen, folgt:

Jeder Operation S(A,, A,, -+ A,) in den A; entspricht eine und
nur eine Operation S(4,, 4,,---A,) m den 4;.

Die Annahme, dass mehrere Substitutionen S(4;), 8’ (4;) - - - der
einen Substitution S(A4;) entsprechen, fiihrt nimlich zu dem Wider-
spruche, dass mehrere Substitutionen S(4;), S'(4,) - - - der Gruppe G
einander gleich sein miissten, was nach unseren allgemeinen Annahmen
fiir die Substitutionen 4; unzulissig ist.

Umgekehrt aber entspricht einer Operation in den A; entweder
gleichfalls nur eine Operation in den A;, oder aber unendlich viele.

Im ersten Falle sind die Gruppen G und G holoedrisch isomorph

auf einander bezogen und die Operationen A; von derselben All-
gemeinheit, wie die Operationen A; Die Gruppen erscheinen also fiir
unsere Auffassung als identisch.

Wir nehmen zweitens an, die Gruppe aus den Operationen
A, 4, Ansei 5o beschaffen, dass neben der identischen Operation 1
auch noch die Operation
F(4,, 4,, -+ 4n)=F '
gebildet in den 4; zur Identitit fihrt, haben also fiir unsere Opera-
tionen A; die Beziehung:

F(A1>Zz""ZM)=F= ] .
Dann folgt aber sofort, dass alle aus F' mit Hiilfe der Substitu-
tionen 1,5, 8" - .. der Gruppe G , transformirten Substitutionen:

F SFS™, S'FS™ ...

in den A4; gebildet, gleichfalls zur Identitdt fihren und ebenso alle
aus diesen Substitutionen wieder durch Iteration und Combination
abgeleiteten. Es sind dies unendlich viele Operationen fiir die Gruppe
" G, weil sie als solche simmtlich von einander verschieden sind.

Alle diese umendlich vielen Operationen der Gruppe G, welche
sonach der Identitiit in G entsprechen, bilden eine Gruppe H und diese ‘
ist, wie aus der Entstehungsweise threr Operationen unmittelbar hervor-
geht, mit allen Substitutionen S, 8 - - . der Gruppe G vertauschbar,
oder um die von Herrn L i¢ eingefiihrte Bezewhnungswezse 2u gebrauchen,
diese Gruppe H st in G ausgemchnet enthalten.
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Bezeichnen wir die Operationen der Gruppe H, also die Opera-
tionen in G, welche der Identitit in G zugeordnet sind, durch
1,7, T' - - -, so sind die irgend einer Substitution S der Gruppe G zu-
geordneten Substitutionen gegeben durch S, ST, ST’ ... -

Jetzt setzen wir ganz allgemein fest, dass die Uperationen

F\(4,, - 4), Fo(d,, -+ Ap), -~ Fu(4y, -+ 4p), -+
o Fo(Ay, - A,

in den A; ausgefiihrt, die Identitit ergeben, dass also:
Fi=1, F,=1,..-F=1,.--F,=1
statthat.

Dann ist die Beziehung der Gruppen G- und G eine solche, dass
jeder Substitution S der Gruppe G die eine Substitution S in G ent-
spricht. Umgekelirt aber entsprechen der ldentitit in G, neben der
identischen Substitution, zunichst die Substitutionen I, F,,. - F,,..- F,
der Gruppe G. Dann aber alle aus diesen durch Iteration, Combi-
nation und Transformation (durch die Substitutionen S, S" ...) ab-
geleiteten Substitutionen,

Dabei bilden diese Operationen 1, 7', 7 . - ., wie dies wieder aus
ihrer Entstehungsweise sich ergiebt, eine Gruppe H, die in der Gruppe G
ausgezeichnet enthalten ist¥).

Einer beliebigen Substitution S der Gruppe G entsprechen dann
wieder die Substitutionen S, S7, ST" - . in der Gruppe G-

Die soeben definirte Gruppe H bildet sich durch die Combination
einer Reihe von Untergruppen H,, H,, - - - Hy, - - - H,**). Jeder
einzelne Ausdruck F), giebt nimlich Anlass zu einer speciellen Gruppe H;,
die aus allen Substitutionen S, 8" und den hieraus durch Iteration,
und Combination abgeleiteten Substitutionen besteht. Dabei ist nach
dem frither Gesagten auch jede dieser speciellen Gruppen H, in der
ganzen Gruppe G ausgezeichnet enthalten.

Weiter aber folgt unmittelbar aus der Entstehungsweise jeder
einzelnen dieser Gruppen:

*) Der Satz, dass meriedris.cher Isomorphismus — und ein solcher liegt hier

in der 1, o-deutigen Beziehung der Gruppen G und G vor — nur bei zusammen-
gesetzter Gruppe G statthaben kann, findet sich bei C. Jordan, Traité des
substitutions et des équations algébriques, pag. 56.

*#) Dije indess im Allgemeinen nicht vollig von einander getrennt zu sein

brauchen, sondern sehr wohl gewisse Theile (Untergruppen) gemeinsam haben
konnen,
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1. Die Gruppen H, sind auch in der Gruppe H ausgezeichnet
enthalten.

2. Jede Gruppe H, ist mit jeder anderen H; vertauschbar.

3. Jede Combination zweier oder mehrerer Gruppen H,, H;, - - -,
die also in der zu Grundelegung zweier, oder mehrerer Relationen
F,=1,F,=1,... ihre Entstehung findet, ist in der Gruppe H als
ausgezeichnete Untergruppe enthalten.

4. Auch alle solche Combinationen sind gegeneinander ver-
tauschbar.

Wir gehen auf die Folgerungen, welche sich an diese Sitze
kntipfen, im nichsten Paragraphen ein. Doch wollen wir schon hier
die Beziehung unserer Gruppe G zu der allgemeinen Gruppe G, wie

sie aus der Zuordnung der erzeugenden Substitutionen 4, 4,, ---, 4,
einerseits, 4,, 4,, - - -, A, andererseits entstanden ist, formuliren:

Drie isomorphe Zuordnung der Gruppen G und G spaltet die Gruppe
G in zwei Factoren: In die Gruppe der Substitutionen, welche in
den Substitutionen A; geschrieben verschieden sind, d. h. die Gruppe
G selbst — und in die Gruppe H derjenigen Substitutionen, welche in
den Substitutionen von G geschrieben der Identitit Gquivalent sind.
Die letstere Gruppe H ist dabei in G ausgezeichnet enthalten und folgt
aus thr ,durch Adjunction von G “.

§ 5.
Fortsetzung.- Verallgemeinerungen.

Der Zusammenhalt der im vorigen Paragraphen besprochenen Be-
ziehungen der Gruppen G und G ergiebt jetat die Definition einer

Gruppe G in dem von uns beabsichtigten Sinne durch die blosse Kennt-
niss einer Anzahl von Bezichungen zwischen erzeugenden Substitutionen
unmittelbar.
Wir konnen néimlich diese Sitze auch folgendermassen formuliren:
Legen wir den Substitutionen 4,, 4,,---, 4, unserer allgemeinsten
~ Gruppe G die Bedingung auf, dass: )

1) FI(AU 4y, 4n) =1
sei, so wird die Gruppe dadurch eingeschrinkt auf die Gruppe G,
der Substitutionen, welche mit Bericksiehtigung der Bedingung (1)
noch verschieden ausfallen.

Figen wir die weitere Bedingung
@ Fy(4y, 4y, -, dn) =1

zur ersten hinzu, so wird dadurch die engere Gruppe G,: der Sub-
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stitutionen definirt, welche nach Zuziehung der beiden Relationen noch
von einander verschieden sind u. s. f.
Dabei ist es gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge wir die Substitutionen

F,, .- -, F, zur successiven Abgrenzung unserer Gruppe G benutzen

und somit bilden, unabhingig von ihrer Reihenfolge, die Relationen
F,—=1, F,=1,.-., F,=1

zwischen den erzeugenden Substitutionen A;, die Definition einer be-

stimmten Gruppe G von Substitutionen.

Es ist zweckmissig, gleich hier noch eine etwas allgemeinere
Auffassung dieser Definition einzufiigen, die wohl implicite im Vor-
stehenden enthalten ist, die aber der folgenden Darstellung wegen
besonders formulirt sein mag:

Wir haben die Gruppe G aus der denkbar allgemeinsten Gruppe
G, die aus m erzeugenden Substitutionen sich bildet, ausgeschieden.
Unser Process ldsst sich analog definiren, wenn wir von einer weniger
allgemeinen Gruppe dabei ausgehen. :

Bezeichnen zu dem Ende

Au A?: Y Am

wieder die erzeugenden Operationen einer Gruppe I, fiir welche wir
aber jetzt gewisse specielle Voraussetzungen

(I) FI(AHA'M R ) AM) = 17 ot "Fk(Al'Azy ) Am)'_—'"l

vorab machen wollen,
Seien dann

AL A, -, A,
die erzeugenden Substitutionen einer speciellen Gruppe I, fiir welche
zunédchst gleichfalls die Voraussetzungen: ‘

) F, (A, A, - A)=1,---, Fi(A, A, -, A =1
erfiillt sind, welche aber ausserdem noch gewisse weitere Bedingungen:

(H) Fk+l(A_nA_2)'"Ar—n)=l:"'aFr(A—17K;,"'7K;t)=1

befolgeun.

Dann ist das Verhiltniss dieser Gruppen ' und T genau das gleiche
wie in unserem allgemeinsten Falle: Wir haben zwei Gruppen, welche
zundichst eine Reihe gemeinsamer Bedingungen (1) erfiillen. Diese kommen
also bei der Frage nach dem gegenseitigen Verhiltniss beider Gruppen
wicht in Betracht. Vielmehr wird die Stellung der Gruppe T zu T eben
durch die sweite Reihe von Relationen bezeichmet, welche der Gruppe
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r gegem'iber von [ ihren speciellen Charakter ertheilt. Dabei gelten fiir
diese Relationen wieder amaloge Sitee, wie die auf pag. 14 oben all-
" gemein formulirten.

§ 6.
Geometrische Interpretation.

Ehe wir in nnseren abstracten Betrachtungen weitergehen, und
non gewisse Gesichtspunkte fiir die wirkliche Aufstellung der Rela-
tionen F), entwickeln, welche zur Definition einer Gruppe dienen,
wollen wir das bisherige in unserer anschauungsmissigen Darstellung
verfolgen, weil gerade auch diese fir unsere weiteren Ausfithrungen
von Bedeutung wird.

Wie schon frither erwéthnt, haben wir jedem der schraffirten und
weissen Polygone unseres fiir die Gruppe G entworfenen Netzes eine
bestimmte Bezeichung S(4,, 4,, - - -, 4,) beigelegt, indem wir dabei
von einém bestimmten als (1) bezeichneten Polygone ausgingen. Wir
haben, zu einer pricisen Festsetzung, dabei jedesmal den beiden an
einer Kante a, @, zusammenstossenden Polygonen die gleiche Bezeich-
nung beigelegt und halten auch hier daran fest. Die isomorphe Zu-
ordnung der ‘Gruppen G und G bedeutet nun, dass wir diese Bezeich-
nungen durch die in den speciellen Operationen 4,, 4,, - -+, Ay der
Gruppe G geschriebenen Bezeichnungen S(4,, 4,, - - -, 4,,) ersetzen.¥)
Dadurch erhiilt jedesmal eine unendliche Zahl von Polygonen die
gleiche Bezeichnung; alle Polygone, die durch eine Substitution der
Gruppe H bezeichnet sind, werden als’ (1) benannt werden u. s. f.

Wir greifen unter allen solchen zu einer Substitution gehorigen
Polygonen, die wir wohl auch als dquivalente Polygone bezeichnen,
jedesmal einen ,,Reprisentanten unter den schraffirten und den nicht-
schraffirten Polygonen heraus; dann entspricht ein solches System von

lauter verschieden bezeichneten Polygonen der Gruppe G.

Alle Rinder der Polygone, die wir so als Reprisentanten der ver-
schiedenen Substitutionen abgeschieden haben, sind einander paarweise
zugeordnet, derart, dass immer ein Rand a;a;; eines schraffirten Gebietes
einem bestimmten Rande @:a;4, eines nichtschraffirten Gebietes ent-
spricht. Dabei ist diese Zuordnung eine vollig bestimmte und ein-
deutige, weil jedes schraffirte (nichtschraffirte) Polygon von ganz
bestimmten nichtschraffirten (schraffirten) Polygonen umgeben ist. (Vgl.
Fig. 1 der I. Tafel.) Da nun die Substitutionen, durch welche unsere

*) Wir mbgen dabei auch die der Operation 4, , fir welche 4,4,---4 A4 =1
ist, entsprechende Operation 4, definiren durch die Relation 4, 4,-- E- 1.
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Polygone bezeichnet sind eine Gruppe bilden, ldsst sich dieses System
von Polygonen als ein zusammenhingendes Ganze in unserem Netge
ausbreiten.

Der Rand dieses Bereichs besteht dann noch aus einer Reihe von
Kanten @;a;41, die wieder paarweise einander zugeordnet sind. Jede
solche Zuordnung zweier Randkanten K, und K, bedeutet dabei im
gruppentheoretischen Sinne, dass ein (etwa schraffirtes) Polygon &,
welches an der einen Randkante K, in unserem Bereiche liegt, 4quivalent
ist mit jenem (schraffirten) Polygone S’, welches an der Randkante
K, an unseren Bereich angrenzt. Mit anderen Worten: Jeder solchen
Zuordnung entspricht eine Substitution 7' unserer Gruppe H, welche
die zu einem gegebenen Polygone S #dquivalenten Polygone definirt.

Das so umgrenzte zusammenhingende System von Polygonen
breitet sich tiberdies noch als einfach zusammenhingendes Ganze in
unserem Netze aus, weil jedes einzelne Polygon mit seinen Spitzen bis
zur ,Randcurve“ desselben (vergl. pag. 9) sich erstreckt. Wir wollen
dieses System, das indess noch der mannigfachsten ,&Hquivalenten®
Modificationen fihig ist, als das Fundamentalpolygon der Gruppe G
bezeichnen *).

Indem wir iiber das Fundamentalpolygon unserer Gruppe hinaus
die Substitutionen entsprechend fortsetzen, lassen sich an dieses unend-
lich viele #quivalente Fundamentalpolygone anreihen, deren jedes in
gleicher Weise die Gruppe G repriisentirt.

Wir beweisen, dass dieselben lickenlos und einfach unser ganzes
unendliches Gebiet von Polygonen iiberdecken.

Zunichst ndmlich ldsst sich an jede freie Kante des urspring-
lichen Fundamentalpolygons ein neues Fundamentalpolygon anlegen
und ebenso an jedes folgende. Wir haben also nur zu zeigen, dass
zwei solche Fundamentalpolygone coincidiren, sobald sie nur ein Polygon
miteinander gemein haben. Bezeichnen aber in einer bestimmten
Reihenfolge

1, S, S',..., S@, ..

die Polygone des urspriinglichen Fundamentalpolygons, so sind
Ty, 1,8, IS, - - -, T, 89, - -
Tz: T2S, -Tz’g” ) Tz;S'("), te

die diesen entsprechenden Polygone zweier neuen Fundamentalpolygone,
fiir welche bez1ehungswelse T, und T, dem Polygone 1 entspricht. Ist
nun irgend ein

*) Nach Kleiu, der diese Bezeichnung speciell bei der Gruppe der linearen

ganzzahligen Substitutionen @' = :zig von der Determinante 1 einfiihrt.

Muthematische Annalen. XX. .. 2
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T,80 = T,8® ’
so folgt 7, = T, und damit die Coincidenz der beiden Fundamen-
talpolygone*).

Durch unsere Entwickelungen ist jetzt das Verhiltniss der Gruppen
G und @ in der geometrischen Auffassung vollig deutlich und wir
konnen dem Schlusssatze des § 4. (pag. 14) die folgende geometrische
Beziehung zur Seite setzen:

Die isomorphe Zuordnung der Gruppen G und G spaltet unser
unendliches Netz in eine unendliche Reihe von ,dquivalenten Gebieten®,
deren jedes der Gruppe G entspricht. Die Gruppe H kennzeichnet sich
dabei als die Gruppe der Operationen, welche alle unsere Fundamental-
polygone ineinander wberfiihrt, dergestalt, dass dabei das Polygon 1 in
alle dquivalenten Polygone iibergefiihrt wird.

§ 1.
Geometrische Interpretation. Fortsetzung.

Den Entwickelungen des § 5. gehen nach unserer geometrischen
Auffassung die folgenden Sitze parallel:

Legen wir den Substitutionen 4,, 4,, - -, A, unserer allge-
meinsten Gruppe G die Bedingung auf:
1) Fi(4,, 4y, -+ An) =1

so wird aus dem unendlichen Netze der Gruppe G ein Stiick heraus-
geschnitten, welches die mit Beriicksichtigung der Bedingung (1) noch
»verschiedenen“ Polygone umfasst. Die Rinder dieses Gebietes sind ein-
ander paarweise zugeordnet, so dass dasselbe geeignet 1st die Gruppe G,
zu reprisentiren.

Die weitere Bedingung:

@) Fo(d,, 4y, dn) =1
spaltet auch hier wieder ein Gebiet ab, das sich durch die paarweise
Zuordnung seiner Randkanten als geschlossenes Ganze und geeignet
erweist, die Gruppe Gy, zu versinnlichen u. s. f.

Dabei ist es gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge wir die Rela-
tionen F,, F,, - . -, F, zur successiven Einschrinkung unseres Funda-
mentalpolygons benutzen, so dass dieses letztere, bis auf dquivalente
Modificationen in eindeutiger Weise erhalten, in geometrischer Form
die Definition einer bestimmten Gruppe G bildet.

*) Diese Entwickelung fiir die Gruppe der linearen ganzzahligen Substitutionen

o = ami-g von der Determinante 1 hat Herr Klein in einer Vorlesung iber
elliptische Modulfunctionen, Sommersemester 1879, gegeben. Vergl. auch die Aus-
fiihrung von Hurwitz, Math. Annalen, Bd. XVIII, pag. 537 ff,
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Was die verallgemeinerte Auffassung unserer Definition anlangt,
deren wir in § 5. erwiihnt haben, indem wir zur Specialisirung einer

Gruppe [ nicht von der allgemeinsten Gruppe G ausgingen, sondern
bereits von einer speciellen I', so ist ihre geometrische Bedeutung jetzt
gleichfalls unmittelbar ersichtlich:

Wir gehen dann zur Abscheidung eines Fundamentalpolygons fiir

die Gruppe I nicht von dem allgemeinsten Polygonnetze G aus, son-
dern bereits von einem Fundamentalpolygone ' desselben.

Dabei erscheint es aber sweckmdssig, dieses Fundamentalpolygon T
so umzugestalten, dass es seine speciellen Figenschaften

(D) Fi=1,F,=1,..., F=1

bereits implicite enthdlt. Dies geschieht, indem wir die durch die
obigen Relationen gegebenen “Zuordnungen der Rdnder dieses Funda-
mentalpolygons uns durch die Vereinigung der Randkanten wirklich
ausgefiihrt denken. Es erscheint dann das Fundamentalpolygon nicht
mehr iiber dem allgemeinen Polygonnetze G ausgebreitet, sondern als
Individuum fiir sich, implicite behaftet mit den Eigenschaften (I).

Wir wollen ein solches Netz, auch wenn es eine unendlich grosse
Gruppe definirt, und dann eine niemals abschliessende Reihe von Poly-
gonen umfasst, als ein geschlossenes Netz bezeichnen, mit Riicksicht
darauf, dass es keine freien Randkanten mehr besitzt.

In diesem Sinne bildet also auch der ganze Bereich der Gruppe
G ein geschlossenes Netz. Dabei beachten wir noch folgendes: Wihrend
das geschlossene Netz G in gewissem Sinne als einfach zusammen-
hingend - zu bezeichnen war (vergl. pag. 9), wird dies fiir das ge-
schlossene Netz einer Gruppe I' im Allgemeinen wicht mehr der Fall
setn. Vielmehr kann der Zusammenhang eines solchen Netzes ein
gewisser endlicher sowobl, wie auch ein unendlich grosser sein.

Aus einem geschlossenen Netze I' schneiden wir nun wieder das

Fundamentalpolygon I aus, vermdge der Relationen
(In) Fopy=1,... F,=1.
Dann spricht sich in diesem letzteren Fundamentalpolygone explicite
nur mehr das Verhiltniss von [ zu I' aus, nicht mehr das allgemeinere -
von T zu G.

Dabei wird sich ein solches Fundamentalpolygon I im Allgememen
jetzt nicht mehr als einfach zusammenhingendes Ganze in dem ge-
schlossenen Netze [ ausbreiten lassen, wie dies speciell fur ein Fun-

damentalpolygon G der Fall war, das wir aus dem allgemeinsten Netze
G ausgeschnitten haben,
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8§ 8.
Geschlossene Netze.

Das bisherige zusammenfassend, gewinnen wir fiir die geometrische
Definition einer Gruppe die folgende Auffassung:

Die Definition einer Gruppe ', welche sich analytisch durch die,
zwischen den erzeugenden Substitutionen A4; bestehenden Relationen:
Fi=1,F,=1,..-., F4=1, ..., F, =1

kennzeichnet, ist geometrisch gegeben:

1. Durch die Angabe eines Fundamentalpolygons, welches sich
iiber dem geschlossenen Netze einer allgemeinen Gruppe I' (und das
kann selbstverstindlich auch die allgemeinste Gruppe G sein) aus-
breitet, und durch die Festsetzung der paarweisen Zuordnung der
Rénder dieses Fundamentalpolygons.

2. Zweitens aber ldsst sich die Gruppe I (die wir nach der eben
gemachten Bemerkung auch als Gruppe G bezeichnen konnen) in einem
geschlossenen Netze versinnlichen, welches erhalten wird, wenn wir die
eben angegebene Aneinanderfiigung der Rénder des Fundamentalpolygons
wirklich ausfiihren. Dabeiwird dieses geschlossene Netz eindeutig erhalten,
welche allgemeinere Gruppe I auch den Ausgangspunkt fiir die Bildung

des Fundamentalpolygons von T gegeben hat. Somit bildet dieses ge-
schlossene Netz auch die geometrische Definition unserer Gruppe T .

Wir fiigen dieser Definition der geschlossenen Netze noch zwei Sitze
bei,” welche die Lagenverhéltnisse der einzelnen schraffirten und nicht-
schraffirten Polygone eines solchen Netzes charakterisiren und welche
sich unmittelbar den Siitzen anschliessen, welche wir in § 2. und § 3.
fiir das Netz der allgemeineren Gruppe G aufgestellt haben:

1. Die Lagenbezichung der einzelnen schraffirten Polygone unterein-
ander ist fir jedes schraffirte Polygon genau dieselbe wie fiir jedes andere.

Betrachten wir n#mlich die Anordnung der Fliche in Bezug auf
das schraffirte Polygon 1, so gehen wir von den Operationen 4,, 4,,--
.+, A, aus, durch welche wir successive alle Gebiete unserer Fliche
um das Gebiet 1 anordnen. Die Anordnung der Fliche um irgend
ein anderes schraffirtes Gebiet S erhalten wir nun, wenn wir von den
Operationen ausgehen, welche dieses Gebiet S in die den obigen ana-
logen Gebiete SA4,, S4,, - -, SA4, iiberfilhren. Dies sind aber auf
das Polygon 1 angewandt die Operationen SA; S—!. Da nun unsere
Gruppe holoedrisch isomorph auf sich selbst bezogen ist, wenn wir sie
einmal durch die Operationen 4; erzeugen, das andere Mal durch die
Operationen S 4;8—1, so ist die Anordnung um ein Gebiet S die-
selbe, wie um ein Gebiet 1, w. z. b. w.
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Das gleiche gilt beziiglich der gegenseitigzen Anordnung der nicht-
schraffirten Polygone, aus welchen sich in analoger Weise die Gruppe
des Netzes herleitet.

Wir bezeichnen dieses Lagenverhiltniss der einzelnen Polygone
zu einander, indem wir sagen: Jede Gruppe lisst sich durch ein
regulires Polygonnetz versinnlichen.

2. Was die Lagenbezichung der schraffirten Polygone zu den nicht-
schraffirten anlangt, so gilt hieriiber das Folgende:

Wir haben diese Anordnung fiir das Netz der Gruppe G als eine
symmetrische bezeichnet. Es war nimlich die Gruppe G holoedrisch
isomorph auf sich selbst bezogen, wenn wir den erzeugenden Operationen
4,, 4,, -+, Ay, 4, der Gruppe die ,symmetrischen“ Operationen
Ay Ay, - -+, An, A, zuordneten (vergl. pag. 10). Dabei fanden die
Beziehungen statt:

Al =A, 4, - - Ai 1 dia - -+ Ap A,
.A.,' = AilA.z, coee Ai’_[ A,’I+1 ¢ A,;A,:,
T(4) =1, T(4f) = 1.
Diese Symmetrie, welche fiir das geschlossene Netz der Gruppe G statt-
hat, tritt im Allgemeinen fiir das geschlossene Netz einer speciellen
Gruppe G micht ein. Dies ist vielmehr dann und nur dann der Fall,
wenn den Relationen:

Fh(A17A2; . 'Am)-An)= 1)

welche die Gruppe G definiren, sich die analogen Relationen, ge-
schrieben in "den A; zur Seite stellen, wenn also unsere erzeugenden
Substitutionen auch den Bedingungen:

F"(Alli A2’7 e Ap, Af:) =1,
gentigen , wo die 4; und 4, durch die obigen Relationen verbunden sind.
Sprechen wir also allgemein von dem reguldren Polygonnetze einer
Gruppe G, so wollen wir diese besonderen Netze, welche sich durch
die Moglichkeit einer gewissen holoedrisch isomorphen Beziehung der
Gruppe G in sich ergeben, als reguldr-symmetrische Polygon-
netze bezeichnen ¥).

Schliesslich bemerken wir noch, dass ein durch die obigen Processe
erhaltenes Polygonnetz G stets einer bestimmien Erzeugungsweise der

™) Man vergleiche hierzu § 10., sowie die im II. Abschnitte (§12. u. §14,) fiir end-
hc}fe Gruppen gegebenen Ertrterungen, die speciell auf die Stellung dieser allge-
elneren Auffassung zu meinen fritheren Arbeiten Bezug nehmen, in denen ich in

falscher Beschriinkung ausschliesslich gewisse reguldir - symmetrische Netze be-
trachtet habe, ¢ ! "
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Gruppe aus gewissen Operationen A; entspricht, dass also zu einer
Gruppe, den unendlich vielen verschiedenen Arten ihrer Erzeugung
durch solche Operationen entsprechend, eine unendliche Anzahl ver-
schiedener Netze gehort.

§ 9.
Verhiltniss der Gruppen G und H.

Unsere bisherigen Betrachtungen haben gezeigt, dass zur Defini-
tion einer Gruppe G es darauf ankommt, fiir eine Anzahl von »€r-
zeugenden Substitutionen“ 4,, 4,, - - - ‘4, die hinreichende Zahl von
Relationen F,(4,, 4,, - - - 4,) = 1 zu bestimmen, welche diese
Gruppe aus der allgemeinen Gruppe G abscheidet.

Die Aufgabe fillt zusammen mit der anderen, unsere Gruppe H
2u bestimmen derjenigen Substitutionen von G, welche mit Bezug auf
dic Gruppe G der Identitiit congruent sind*).

Es mogen die erzeugenden Substitutionen dieser Gruppe H sich in
der Form:

¢1(A1) e Am)7 ¢2(A1, e Ap)y e ¢1(A17 e Am)
darstellen. Diese Substitutionen liefern fiir unsere Gruppe G ein System
von definirenden Relationen. Denn die aus den ®; gebildete Gruppe H
soll, in Bezug auf die Gruppe G betrachtet, mit der Identitit con-
gruent sein, d. h. mit Bezug auf die Substitutionen A4; der Gruppe G ist
O, -+ A) = 1.
Die linken Seiten der obigen Relationen
F,4,, - 4,) =1 7
fiir unsere Gruppe G finden sich also sicher als erzeugende Substitu-
tionen unter den ®;(A4;). Aber das System der ®; ist umfassender als
das System der F;. Es ist némlich ersichtlich, dass mit einer Rela-
tion ¥, =1 alle aus ihr durch Transformation mit den Substitutionen
der Gruppe G abgeleiteten Relationen SF;S ™ =1 dquivalent sind**),
wihrend die linken Seiten dieser Relationen doch als wesentlich ver-

schiedene erseugende Substitutionen ®; der Gruppe H im Allgemeinen
zu gelten haben. _
Insofern nun jede Relation F, =1 (wie auch die Relationen
®; = 1) geometrisch die Zusammengehorigkeit zweier Randkanten des
Fundamentalpolygons fiir unsere Gruppe bedeutet, lassen sich um-
gekehrt diese definirenden Relationen einer Gruppe G (sowie jene der

*) Es sei die kurze Ausdrucksweise in diesem iibertragenen Sinne gestattet.
**) Nicht aber im Allgemeinen die aus solchen Substitutionen durch Iteration
und Combination abgeleiteten.
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Gruppe H) bilden, wenn uns fiir eine Gruppe das Fundamentalpolygon
und die Zuordnung der Rénder desselben gegeben vorliegt. Gerade
in dieser Form, ausgehend von der geometrischen Darstellung, stellen
wir im [I. Abschnitte die abstracte Definition einiger bekannten Gruppen
auf. Es sind die Beispiele, an denen ich zuerst die vorliegende Auf-
fassungsweise gruppentheoretischer Processe studirte. Doch ist gerade
auch hier nicht zu verkennen, dass die Geometrie nur fiir verhiltniss-
miissig einfache Fille die Losung ermoglicht, wibrend weitergehende
Untersuchungen aunf die rein combinatorische Formulirung der krage
eingehen miissen, welche ich hier zu entwickeln versucht habe.

§ 10.

Anschliessende Bemerkungen.

Zum Schlusse dieses Abschnittes seien noch einige Punkte beriihrt,
die sich unmittelbar den bisherigen Erorterungen anfiigen.

1. Was zunichst die hier verwendete geometrische Darstellung
einer Gruppe betrifft, so habe ich die allgemeinere Auffassung solcher
Figuren zu bezeichnen, deren ich in der Einleitung erwihnte. Sie
liegt geradezu in den vorstehend gegebenen Entwickelungen tber
Fundamentalpolygone. '

Die Gruppe H, welche wir vorhin (pag. 12, ff.) aus unserer all-
gemeinsten Gruppe G abgeschieden haben, als die Gruppe der mit
Bezug auf G der ldentitit congruenten Substitutionen von G-, ist uns
in geometrischer Form gegeben durch die Ueberfilhrungen eines ge-

wissen Fundamentalpolygons (welches der Gruppe G entsprach) in
eine Reihe von gleichartigen Fundamentalpolygonen, die, mit ihren
Rindern aneinander grenzend, das ganze Gebiet der Gruppe G einfach
und lickenlos tiberdecken. Diese Gruppe H entsteht dabei aus den-
Jenigen Operationen als ,den erzeugenden Substitutionen®, welche durch
die paarweisen Zuordnungen der Randkanten eines urspriinglichen
Fundamentalpolygons bezeichnet sind, und aus welchen die Zuordnung
der einzelnen Fundamentalpolygone, deren jedes eine Substitution der
Gruppe H versinnlicht, hervorgeht.

Gehen wir, zu einer noch etwas allgemeineren Formulirung, von
dem ,,geschlossenen Netze“ einer Gruppe I' aus (vergl. § 7. u. 8.),

80 wird durch das Fundamentalpolygon einer Gruppe T, in analoger
Weise wie soeben, in diesem geschlossenen Netze eine Eintheilung in
eine Reihe von Fundamentalpolygonen hergestellt, deren Ueberfihrungen
In einander eine zur obigen Gruppe H analoge Gruppe-H definiren,
Dabei werden jetzt diese Fundamentalpolygone, deren jedes Triager
einer Substitution der Gruppe H ist, im Allgemeinen mehrfachen Zu-
Sammenhang aufweisen und von einer Anzahl getrennter Rinder be-
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grenzt sein, fir welche cine gegenseitige Zuordnung wieder die Art
der Ueberfilhrung der einzelnen Polygone ineinander bestimmt. |

Das Wesentliche fiir alle solche Darstellungen von Gruppen H
und H ist dabei dieses, dass die Rethe der Fundamentalpolygone ein
sy Sich geschlossenes” (vergl. pag. 19) Gebiet (von endlichem oder un-
endlich hohem Zusammenhange) liickenlos und einfach, und in reguldrer
Eintheilung diberdeckt*).

Eine solche allgemeinere geometrische Darstellung kann man nun
ersichtlich von Anfang an zur Repriisentation einer jeden ‘Gruppe zu
Grunde legen, und hat dabei vor der im Vorstehenden gewéhlten
speciellen Formulirung gewisse Vortheile voraus:

Zuniichst fillt die gezwungene Auffassung fort, welche darin liegt,
dass wir auf eiun ,symmetrisches Netz G (vgl. pag. 10) als den Aus-

‘gangspunkt der Darstellung zuriickgehen**) und alle Gruppen G als
Fundamentalpolygone aus einem solchen Netze ausschneiden, wiihrend
doch diese selbst dabei durchaus nicht symmetrisch zu sein brauchen
(vergl. pag. 21). Dadurch kommt es, dass jedes specielle geschlossene
Polygonnetz G, auch wenn es kein reguldr-symmetrisches ist, doch
eine scheinbare Symmetrie in der Unterabtheilung in schraffirte und
nichtschraffirte, zu einander symmetrische, Polygone besitzt***). Wir
milssen je zwei solcher Gebiete, welche die gleiche Bezeichnung
tragen, zu einem einzigen zusammenfassen, um eine Darstellung in
dem hier gegebenen allgemeineren Sinne zu erhalten.

Indem weiter in der allgemeineren Darstellung die erzeugenden

Substitutionen der Gruppen G, G, I, T, ebenso wie die der Gruppen
H und H, definirt erscheinen durch die paarweise Zuordnung der
Rinder in einem ersten Polygone einer reguliren Gebietseintheilung,

*) Ebene Gebietseintheilungen solcher Art sind es, welche den schon Ein-
gangs erwihnten functionentheoretischen Untersuchungen von Schottky und
Poincaré zu Grunde liegen. [Vergl. insbesondere Comptes rendus 1881, I.,
pag. 883, 1274, 1484, sowie Crelle’s Journal, Bd. 83, pag. 346.]*) Dabei sind,
im Gegensatz zu der hier eingefiihrten abstract gruppentheoretischen Auffassung,
die in Gebietseintheilungen vorliegenden Gruppen stets als Gruppen linearer Sub-
stitutionen einer Verfinderlichen verstanden, zu welchen ebendiese Gebietsein-
theilungen in einer bestimmten quantitativen Beziehung stehen.

**) Wir legen damit eigentlich eine Gruppe zu Grunde, welche doppelt so
gross ist, als die Gruppe G. Zu den Operationen von G kommen némlich noch
die Spiegelungen hinzu, welche die schraffirten und nichtschraffirten Polygone mit
einaunder vertauschen. .

***) Und hier liegt die Quelle des schion erwihnten Fehlers meiner fritheren
Arbeit, auf den ich pag. 30 ausfiihrlich eingehe.

*) Den auf pag. 4 gegebenen Citaten habe ich nachtriglich noch 2 demniichst in diesen
Annalen (Bd. XIX, Heft 4) erscheinende Abhandlungen von Poincaré und Klein beizufugen
[Januar 1882].



Gruppentheoretische Studien. 25

fallt die Besonderheit fort, welche der specielleren Darstellung anhaftet,

dass nimlich die erzeugenden Substitutionen der Gruppen G, G, T, T definirt
sind als ,,Drehungen um die Eckpunkte der Gebietseintheilung, wih-
rend gleichzeitig die erzeugenden Substitutionen fiir die Gruppen HundH
durch die Zuordnung der Rénder eines KFundamentalpolygons ge-
geben erscheinen. .

Gleichwohl habe ich an der specielleren geometrischen Darstelluny
festgehalten. Einmal ist sie mir durch meine fritheren Studien die
geliiufigere; dann aber, und darauf kommt es hier vor Allem an, lasst
sich in der allgemeineren Formulirung die geometrische Uebersichtlich-
keit nicht in dem Maasse erreichen, wie dies hier (auch noch fiir ver-
hiiltnissméssig complicirte Beispiele) gelingt, wo durch die Trennung
schraffirter und nichtschraffirter Gebiete die Definition der einzelnen
gruppentheoretischen Operationen in anschaulichster Form gegeben ist,
Und insoferne der geometrische Apparat, wie schon in der Einleitung
erwithnt, nur einem ersten Eindringen auf die gruppentheoretischen Fragen
dient, an dessen Stelle weiterhin eine davon unabhingige Behandelung
zu treten hat, mag es gentigen, hier gezeigt zu haben, wie eine solche
Darstellung sich unter ein allgemeines Gebiet subsumirt, das von
anderer Seite her Gegenstand der Untersuchung geworden ist, und
mag es geniigen, voun der Besonderheil, welche unserer engeren
geometrischen Formulirung anhaftet, Rechenschaft gegeben zu haben.

2. Die folgende Bemerkung bezweckt, der gruppentheoretischen
Fragestellung, welche uns in ihrer aligemeinen Gestalt seither beschiftigte,
noch eine andere Fassung zu geben, die uns gleichzeitig zu den Aus-
fuhrungen des folgenden Abschnittes hiniiberleitet. Ist uns ,,in inde-
pendenter Form* eine Gruppe gegeben durch Relationen Fj = 1
zwischen erzeugenden Substitutionen A4;, und wir haben die Aufgabe,
nun die Substitutionen derselben explicite zu bilden, so werden wir
uns aus den erzeugenden Substitutionen zunichst eine Reihe von
Gruppen herstellen, die, mit den Bedingungen Fj = 1 vertriglich,
sicher als Untergruppen in der ganzen Gruppe enthalten sind. Durch
die Combination solcher Untergruppen eutsteht dann die Gesammt-
gruppe, und die Regeln nach welchen diese Combinationen vorzu-
nehmen sind, liegen eben wieder in den obigen Relationen vor. '

Wir kennzeichnen also in dieser Auffassung eine Gruppe dadurch,
dass wir sagen, sie enthilt eine Reihe von (bekannten) Gruppen als Unter-
gruppen, fiir welche die gegenseitige Stellung durch gewisse Relationen
2wischen ihren Substitutionen gegeben ist. Diese Darstellung lisst sich
t!abei noch auf die mannichfachste Weise, durch zweckmissige Um-
f9rn1ungen der Relationen F), = 1, gestalten, den verschiedenen in
emer Gruppe enthaltenen Untergruppen entsprechend.
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Wir machen im Folgenden von diesem allgemeinen Principe Ge-
brauch: Indem wir uns némlich im folgenden Abschnitte auf endliche
Gruppen beschrinken, geben wir durch eine erste Reihe von Formeln
Fj, =1 jedesmal die Perioden der erzeugenden Substitutionen A; an;
es ist also unmittelbar eine Reihe von cyklischen Untergruppen, welche
in der Gesammtgruppe enthalten sind, durch diese Formeln definirt;
eine zweite Reihe von Formeln ¥ = 1 bestimmt dann die gegenseitige
Stellung dieser cyklischen Untergruppen untereinander.

II. Abschnitt.
Endliche Gruppen.

§ 11.
Definition einer Gruppe I', welche den Ausgangspunkt fiir die folgenden
Betrachtungen bildet.

Die speclelle Weiterfiihrung der im vorhergehenden Abschnitte in
allgemeinster Weise gegebenen Entwickelungen soll sich auf die Be-
handelung endlicher Gruppen beziehen.

Dabei wollen wir in unserer Darstellung nicht mehr von der all-
gemeinsten Gruppe G- ausgehen, sondern im Sinne des § 5. von einer
speciellen Gruppe I', die aber geeignet ist, alle moglichen Fille end-
licher Gruppen zu umfassen. Wir wollen (wie soeben erwihnt) an-
nehmen, dass unsere erzeugenden Operationen A, A,, - - -, A, bestimmie
Perioden v,, vy, - - -, v, besitzen, so dass fiir unsere Gruppe I die
Relationen

Al'=1, d7=1, - -, 4" =1
bestehen. Diesen fiigen wir noch die analoge Relation zu fiir die
Operation 4, (welche wir durch die Beziehung 4,4, -4,, 4, =1
definirt hatten). Wir setzen fiir A, die Periode v, fest und stellen
also kurz als Definition der Gruppe I die Relationen auf:

4 =1
I { t ? i=12...mmn
@ M =1,

Die Einfilhrung und nihere Definition der Substitution 4, geschieht
im Interesse unserer geometrischen Darstellung, wie denn die folgenden
Entwickelungen sich enger an diese anschliessen sollen als dies bisher
der Fall war, wo sie nur eine gelegentliche anschauungsmissige Deutung
unserer gruppentheoretischen Satze bildete.

Unserer neuen, im Allgemeinen*) noch unendlich grossen, Gruppe
r entsprlcht nun in dem unendllchen Netze der Gruppe G als Funda-

*) Ueber gewjsse specielle Fille vergleiche § 15, 1.
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mentalpolygon, wie wir oben (pag. 17) allgemein gezeigt, ein einfach
2usammenhéiingender Bereich. An jedem Eckpunkte a; desselben sind
nur mehr 2v; abwechselnd schraffirte und nichtschraffirte Polygone zu
beriicksichtigen, den Perioden »; der Operationen A; entsprechend. Die
jedesmal entstehenden beiden Randkanten sind dann einander zugeordnet.

Indem wir durch Dehnungen des Fundamentalpolygons diese freien
Randkanten vereinigen, entsteht ein neues ,geschlossenes Polygonnetz,
inwelchem an jedem Eckpunkte a; je2v; abwechselnd schraffirte und nicht-
schraffirte Polygone zusammenstossen, die sich (im Allgemeinen (vergl.
vorige Anm.)) unendlich oft reproduciren. Ertheilen wirauch diesem Netze,
im Sinne unserer fritheren Darstellung (pag.7) eine iibersichtliche Anord-
nung, so konnen wir die Kanten unserer Polygone wieder als Orthogonal-
kreise zu einem festen Kreise K zeichnen und auseinander durch Spiegelung
nach dem Principe der reciproken Radien ableiten. Dabei miissen wir
dann, um die gewiinschte Anzahl der jedesmal in einem Ecke zusammen-

stossenden Polygone zu erhalten, dem Ausgangspolygone an den Ecken
Qyy Qyy * vy Ap, @y bez. die Winkel :—‘, :—2, ce ey T’;, —:; beilegen,
eine Anordnung, die sich im Allgemeinen noch auf sehr mannigfache
Weise bewerkstelligen lisst.

Dieses unendliche geschlossene Netz definirt jetzt umsere Gruppe T

im Sinne des § 1., denn die niheren Eigenschaften

) : A =1, TMa=1

dieser Gruppe, und nur diese, sprechen sich implicite in der gegen-
seitigen Anordnung der einzelnen Polygone aus. Dabei bemerken wir,
dass das Netz dieser Gruppe gleichfalls noch ein einfach zusammen-
hiingendes Ganze bildet in unserer pag. 9 gegebenen Auffassung.
Indem wir jetzt wieder von einem Polygone 1 ausgehen, ertheilen
wir allen tbrigen Polygonen bestimmte Namen, den Substitutionen
entsprechend, welche vom Ausgangspolygone 1 zu ihnen fiihren. Diese
Bezeichnungen sind dabei wieder bestimmte, wenn wir von #quivalen-
ten Ausdriicken absehen, die durch das Vorhandensein der obigen
Relationeu herbeigefiihrt werden. Geometrisch gesprochen kénnen wir
von Polygon 1 auf unendlich vielen , Transformationswegen zu einem
Polygone 8 gelangen: Alle diese Wege sind dquivalent und durch die
obigen Relationen in einander iberfithrbar, Wir geben mit Riicksicht
auf das Folgende diesem Satze noch die Formulirung: -
 Jeder in sich geschlossene Transformationsweg auf. unserem wnend-
hyhen Netze, der also ein Stiick desselben herausschneidet, kann auf
emen Punkt susammengezogen werden, d. h. die einem solchen Wege auf
der“ Fliche entsprechende Substitution S(A,, Ay, - - -, Am, As) kann mit
Hiilfe der Bedingungen (I) auf die Identitiit gebracht werden. :
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Dabei sei erwihnt, dass (wie dies auch unmittelbar in der Figur
deutlich) unser Polygonnetz ein reguldr-symmetrisches ist. Den Relationen

A =1, M) =1

entsprechen niémlich, wie aus den pag. 10 gegebenen Formeln un-
mittelbar hervorgeht, die symmetrischen Relationen:
47 =1, T4 =1

womit nach § 8. (pag. 21) die Symmetrie gekennzeichnet ist. In geo-
metrischer Auffassung bildet wieder die Spiegelung der Polygone lings
einer der Kanten eine Operation ©, durch welche die Gruppe in sich
tibergefithrt wird und fiir welche glelchzeltlg 04,0t = 4/ ist, womit
die holoedrisch isomorphe Luordnung der Gruppe in sich gleichfalls
bezeichnet ist (vergl. pag. 11).

§ 12.

Fundamentalpolygon und geschlossenes Polygonnetz (Riemann’sche
Fliche) fiir eine endliche Gruppe I'.

Jede Gruppe I', fiur welche ein System von erzeugenden Opera-
tionen 4,, 4,,- - -, Am, A, existirt, welches den Bedingungen:

@ A =1, T@A)=1

der Gruppe I' geniigt, stellt sich jetzt in der Weise dar, dass zu diesen
Bedingungen noch weitere Relationen (II) hinzutreten, die wir (um
Verwechselung mit der fritheren Bezeichnung zu vermelden) jetzt in
der Form

D P dy=1, P,(4)=1, -+, Bi(d)=1,- -+, P(d) =1
schreiben wollen.
Wir verfolgen die Bedeutung dieser Relationen P, = 1 unter der

Annahme, dass wir es mit einer endlichen Gruppe T von N Sub-
stitutionen zu thun haben.
In gleicher Weise, wie friither geschildert, breiten wir die Sub-

stitutionen der Gruppe I' in dem geschlossenen Netze der Gruppe I aus
ugd gelangen zu einem Fundamentalpolygone der Gruppe, welches bis
auf ,Hquivalente Aenderungen“ bestimmt ist. Es besteht aus 2N ab-
wechselnd schraffirten und nichtschraffirten Polygonen (n-Ecken), welche,
der Erzeugung unserer Gruppe durch die Substitutionen 4, entsprechend,
sich als ein susammenhingendes Gebiet im Netze I' ausbreiten lassen,
" dessen Randkanten vermodge der Relationen (II) paarweise einander
zugeordnet sind. Wir haben zu beweisen, dass wir das Gebiet wiederum
in Gestalt eines einfach susammenhdngenden Stiickes in unserem Netze
ausbreiten kbnnen.
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Nimmt man némlich an, dass innerhalb des Fundamentalpolygons aus-
geschlossene ,,Inseln“ von Polygoncomplexen liegen, so brauchen wir
zuniichst diese Inseln nur als einfach zusammenhingend vorauszusetzen,
denn andernfalls hiitten wir unser Fundamentalpolygon tiberhaupt nicht
zusammenhingend ausgebreitet, was sicher moglich ist. Die Rénder
R,, R, einer solchen Insel sind nun irgendwie anderen Randkanten
R/, R,, - - unseres Fundamentalpolygons zugeordnet. Die an diese
letzteren grenzenden Stiicke S;’, S,, - - - des Fundamentalpolygons sind
also den entsprechenden Stiicken S,, S,, - - - der Insel dquivalent und
diese kann, indem wir die Stiicke S/, S,, - - - ersetzen durch die
Stiicke S,, S,, - - - der Insel, verkleinert und ganz zum Verschwinden
gebracht werden, ohne dass eine neue Insel auftriite! Indem wir dieses
Verfahren fortsetzen, sehen wir:

Fiir jede Gruppe T, welche durch Substitutionen A,, Ay, - - -, A,
ereeugt wird, welche den Bedingungen '
M A =1, Tdi=1

geniigen , ldsst sich in unserem unendlichen Netze ein einfach zusam-
menhdngendes Fundamentalpolygon construiren, dessen Rdinder
eimander paarweise zugeordnet sind.

Wir wollen die freien Rénder dieses Fundamentalpolygons wirklich
aneinanderschliessen, wie es die Relationen

(D Pi(4i) =1

angeben, d. h. wir wollen das geschlossene Polygonmetz fiir unsere end-

liche Gruppe T bilden. Dieses ist dann eine allseitig geschlossene
Fliche von einem gewissen Geschlechte p: eine frei im Raume gelegene
Riemann’sche Fliche*), deren 2N einzelne, abwechselnd schraffirte
und weisse Gebiete in den Ecken (Verzweigungspunkten) zu je 2w

zusammenstossen, den Relationen (I) A;* = 1 entsprechend. Je zwei
in irgend einer Kante a;a;4; benachbarte Polygone sind dabei als ein
Blatt der Riemann’schen Fliche aufzufassen.

Der pag. 21 fiir unsere allgemeinen Polygonnetze aufgestellte Satz
lautet fiir unseren speciellen Fall:

Das geschlossene Polygonnetz ist eine regulire N blittrige Rie-
mann’sche Fliche.

*) Ich gebrauche fiir diese Polygonnetze das Wort ,,Riemann’sche kliche'
wegen ihrer unmittelbaren Beziehung zu den betreffenden Eingangs erwihnten
Abhandlungen (pag. 2, 3, 4, Anm.). Doch sei nochmals hervorgehoben, dass
In der vorliegenden Untersuchung alle unsere geometrischen Gebilde, allein

den gruppentheoretischen Fragen dienend, nur im Sinne der analysis situs ver-
standen sind,
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Dabei ist, wie schon im § 8. allgemein erwibnt, die Anordnung
der nichtschraffirten Gebiete nicht nothwendig symmetrisch zu der
Anordnung der schraffirten Gebiete. Vielmehr verlangen die frither
hieftr aufgestellten Bedingungen unter Festhaltung der dortigen Be-
zeichnung, dass neben den Relationen:

{1. A =1, Td=1,

II. P(4)=1
noch die symmetrischen Relationen
(b) ) {I. A; 1, T4/ =1,
II. P4/)=1
stattfinden, was wohl stets fiir die Relationen I. (pag. 28) nicht aber
im Allgemeinen fiir die Relationen II. eintritt.
Die Zusammenfassung des Bisherigen ergiebt folgenden Satz: der
eine frither (Anun. Bd. XVII, p. 476) aufgeworfene Frage beantwortet:
Jede endliche Gruppe von N Substitutionen lisst sich, ausgehend
von gewissen erzeugenden Substitutionen derselben, durch eine regulire
N-blittrige Riemann’sche Fliche versinnlichen, und zwar, den ver-
schiedenen Arten entsprechend, durch die wir die Gruppe aus erseugen-
den Substitutionen definiren kimnen, noch auf sehr verschiedene Weise.
Die regulire Fliche, die wir erhalten, ist aber im Allgemeinen nicht
auch reguliir-symmetrisch. Dies tritt vielmehrdann und nurdann ein, wenn
die Gruppe vermdge ihrer erzeugenden Substitutionen in der eben angedeu-
teten Weise holoedrisch iSomorph auf sich selbst bezogen werden kann*).

(8)

*) Anmerkung: Hier sei es gestattet, die Richtigstellung des Fehlers ein-
zufiigen, der»sich,‘wie schon erwithnt, in meinen friiheren Arbeiten tiber reguliire
Riemann’sche Flichen findet: Meine Untersuchungen iiber regulire Riemann’-
sche Flichen (in meiner Inauguraldissertation, (Miinchen 1879) und im XVIL Bande
der Mathematischen Annalen pag. 473—510) beschréinken sich auf die Betrachtung
nur reguldr-symmetrischer Flichen (vergl. pag. 17 der Diss., sowie pag. 477, 478
der Annalenarbeit), ohne dass dieses Umstandes als einer Einschrinkung — weil
als solche nicht erkannt — Erwihnung gethan ist. So sind also die Sitze in
pag. 9 der Inauguraldissertation, sowie pag. 477, Anm. und 601 der Annalenarbeit,
welche eine Aufzihlung gewisser reguldrer Riemann’scher Flichen betreffen,
dort nur fiir reguldr-symmetrische Flichen zu verstehen. Die eigentliche gruppen-
‘theoretische und algebraische Untersuchung der Arbeiten macht von dieser Voraus-
setzung keinen Gebrauch und ist somit allgemeingiiltig. Inwiefern sich gerade
diese Untersuchungen den hier gegebenen allgemeineren gruppentheoretischen
Formulirungen einordnen, zeige ich in § 14. Fassen wir die regulire Riemann’-
sche Fliche in ihrer algebraischen Definition als Galois’sche Resolvente f(5,2)=0
auf, so bedeutet die Einschrinkung auf nur reguldr-symmetrische Flichen im
algebraischen Sinne die Betrachtung Galois’scher Resolventen mit nur reellen
Coefficienten, wie. dies Herr Klein in seiner soeben erschienenen Schrift ,, Ueber
Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen und ihrer Integrale* § 21. fiir
symmetrische Flachen iiberhaupt zeigt.
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§ 1.

Geschlossene Curven auf unserer Riemann’schen Fliiéhe. Maximalzahl
der Relationen II.

Wir haben uns vermdge der Relationen

) A =1, T4=1,
(I P(4)=1
eine geschlossene Riemann’sche Fliche hergestellt, die unsere, N

Substitutionen umfassende, Gruppe I reprisentirt. Fiir jede solche Dar-

stellung wird also einer Gruppe T ein gewisses Geschlecht p zugewiesen.
Dasselbe ergiebt sich nimlich aus der Kenntniss der Zahl N, (der
Bliitterzahl) und den durch die Formeln (I) gegebenen Zahlen v;, welche
die Anzahl der in einem Eckpunkte zusammenstossenden schraffirten
Polygone (Multiplicitit der Verzweigungspunkte) angeben. Man hat
niémlich nach dem Geschlechtssatze:

. .
p=—N+4+1+4 2 2

wo die Summe iiber alle Eckpunkte der Gebietseintheilung ausgedelint ist.

Wir wollen uns diber die Anzahl der Relationen (I1) orientiren,

welche die Gruppe T aus dem unendlichen, durch die Formeln (1) defi-
nirten Netze ausschneiden.

Ziehen wir auf unserer geschlossenen Fliche irgend eine Curve,
welche von einem Polygone zu einem anderen hinfiihrt, so ldsst
sich dieser Weg mit Beeaug auf die auf der Fliche getroffene
reguldre Eintheilung sofort als eine aus den Operationen A, 4,,
*++, An, A, zusammengesetzte Substitution P(4,, 4,, - - - , A, 4,)
schreiben, analog wie friher im unendlichen Netze.

Ist dieser Weg ein geschlossener, so implicirt er eine Relation

P(d,, A,y, -+, Ap, 4a) = 1.

Dabei haben wir aber jetet 2u unterscheiden , 0b der Weg im Sinne der
analysis situs auf einen Punkt susammengezogen werden kann oder
nicht. Im ersteren Falle lisst sich die Relation P4,,4,, -, An An)=1
mit Hilfe der Formeln (I) auf eine Identitiit zuriickfuhren, wie wir
dies beim unendlichen Netze gesehen. Im anderen Falle ist dies nicht
miglich, d. h. die Relation P (4,, 4,, - - -, Am, A,) =1 stellt eine
Wwesentlich mewe in den Formeln (I) nicht ausgesprochene Beziehung
zwischen den Operationen 4; auf. - Dabei konnen wir diese Relationen
(I) noch mannigfach umgestalten, d. h. wir konnen die geschlossene
Qurve noch mannigfach auf der Fliche verschieben — und umgekehrt
sind alle geschlossenen Wege, die sich auf der Fliche durch blosse
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Verschiebung ineinander iiberfiihren lassen, von jenen durch (I) hervor-
gerufenen Aenderungen abgesehen, einer einzigen Relation P(4,, 4,,
oy Apy A,) = 1 Hquivalent,

Nun giebt es auf einer Fliche vom Geschlechte p in diesem Sinne
nicht mehr als 2p von einander unabhingige geschlossene Wege; alle
iibrigen lassen sich aus diesen unter Zuhiilfenahme blosser Verschiebungen
durch Wiederholung und Combination zusammensetzen. Sprechen wir
diesen Satz in gruppentheoretischem Sinne aus, so folgt:

£Es giebt fiir unsere regulire Eintheilung sicher nicht mehr als 2p
von einander unabhingige Relationen: ’

Pi(A{;A‘u' : 'rAmy An)=]

Jede weitere Relation ldsst sich mit Hiilfe dieser und tibrigens der Re-
lationen (1) herstellen.

Dabei stellt aber die Zahl 2p nur eine obere Grenze der noth-
wendigen Relationen P; =1 fest. Denn fiir unsere regulére Kintheilung
sind nicht bloss die geschlossenen Wege &quivalent, die wir durch
stetige Verschiebungen auf der Fliche ineinander iiberfiilhren kénnen.
Eine Relation P; = 1 sagt ndmlich zundchst, dass wir, von einem
Polygone 1 ausgehend, auf dem Wege P; wieder zum Polygone 1
zuriickgelangen; sie sagt aber auch, dass wir vom Polygone & aus-
gehend auf dem Wege P; wieder nach & gelangen; d. h. aus P;=1
folgt unmittelbar & P;#—!= 1. Und allgemein wird sich ein aus
solchen Wegen zusammengesetzter Zug

PO ¥ Py -1... =P Po
schliessen, wenn nur P; =1 ist*). Nun kann aber sehr wohl:
8P;8"1=P,, oder P('ﬁ'P,'ﬂ"’l):Pk

sein, und also aus P; = 1 auch P; =1 folgen, ohne dass darum diese
beiden Wege stetig (d. h. durch blosse Verschiebung auf der Fliche)
ineinander iibergefiihrt werden konnen.

Verzeichnen wir also auf unserer Fliche 2p Curven, die dieselbe
2u einer einfach susammenhingenden machen und dricken diese ge-
schlossenen Curven als Relationen P, =1, P,=1,.-., Py, =1 aus,
so wird die Zahl 2p derselben sich wm 1 vermindern lassen, so oft eine
Relation P(® P;9—1) = P, statthat.

Gerade diese geometrische Formulirung ist es nun, von ‘welcher
wir in § 15. ausgehen, um fiir einzelne specielle Gruppen eine ,inde-
pendente Definition“ abzuleiten. Wir legen die Definition dieser
Gruppen durch regulire Riemann’sche Flichen zu Grunde, deren

*) Umgekehrt folgt aber aus P (ﬁP,. #~") = 1 nicht auch nothwendig P, = 1.
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Verzweigung uns die Relationen (1) erkennen lisst, deren zweckmissige
Zerschneidung zu einfach zusammenhiingenden Flichenstiicken uns die
sugehorigen Relationen (II) ergiebt.

§ 14.
Friihere Untersuchungen.

Ehe ich dazu iibergehe, die im Vorstehenden allgemein exponirten
Principien an einigen Beispielen durchzufiihren, sei es gestattet, die
Stellang  meiner fritheren gruppentheoretisch-geometrischen Unter-
suchungen zu den hier gegebenen zu bezeichnen.

In den soeben, pag. 30, citirten Abhandlungen wird geometrisch
die Aufgabe gelost, eine Gruppe T, die uns in Form einer reguliiren
Liemann’schen Fliche gegeben vorliegt, zu szerlegen, d. h. fiir die-
selbe eine Reihenfolge von Gruppen T, H,, H,, - - - aufzustellen, deren
jede ausgezeichnet in der unmittelbar vorhergehenden "enthalten ist
und dabei aus ihr sich abscheidet durch Adjunction bez. einer Gruppe
M, Ty, - Zu dem Ende*) wird die N-blittrig iiber der complexen
Ebene ausgebreitete regulire Riemann’sche Fliche einer Deformation
unterworfen, durch welche die Blitter derselben zum Theile neben-
zum Theile iibereinander zu liegen kommen. Gelingt dann diese De-
formation so, dass eine M'-blittrige (N = M'- M") frei im Raume
gelegene reguldre Riemann’sche Fliche entsteht, deren jedes Blatt
vom Geschlechte p, wieder reguliir eingetheilt erscheint, so ist durch
diese Deformation die Gruppe I der Fliche gespalten in eine Gruppe
Iy, repriisentirt durch die regulire Eintheilung des einzelnen Blattes
der deformirten Fliche und eine Gruppe H,, die Gruppe der Ver-
tauschungen der iibereinanderliegenden Blitter.

In unserer hier gegebenen allgemeinen Ausdrucksweise haben wir

aus dem geschlossenen Netze einer endlichen Gruppe T ein Funda-
mentalpolygon fiir eine Gruppe I, abgeschieden, durch dessen Ad-
Junction die Gruppe T sich auf die Gruppe H, reducirt, welche in der

- Ueberfithrung der einzelnen iquivalenten Fundamentalpolygone I, be-
steht. Somit kennzeichnet sich diese frithere Behandelung als eine
specielle Form unserer hier gegebenen allgemeinen Auffassung**).

*) Vergl. pag. 46 ff. der Inauguraldissertation; pag. 484 ff. der Arbeit im
XVIL Annalenbande,

**) Es sei hier der Hinweis gestattet, dass fiir die allgemeine Frage nach
der Zerlegung eimer Gruppe, die durch Relationen F, =1 gegeben ist, in der
vorliegenden Untersuchung (zumal in §§. 4., 5., 9., 10.) die nothwendigen Mittel
gegeben sind, und ich mochte mir vorbehalten, auf eine Behandlung derselben,

Mathematische Annalen. XX, 3
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§ 15.
Beispiele.
1. Die Gruppen beim Geschlechte p = 0.

Die vorstehenden Sitze iiber die Definition von endlichen Gruppen
an einigen Beispielen zu erliutern, begmnen wir mit den Fillen, in
denen das, aus den Relationien

) A =1, TU)=1

und der Zugrundelegung der Anzahl N der Substitutionen einer Gruppe
sich ableitende Geschlecht p gleich Nuill ist. Dann ergiebt unser in
§ 13. abgeleiteter Satz tiber die Maximalzahl 2p der zur vollstindigen
Definition einer endlichen Gruppe noch nothwendigen Relationen (II)
sofort:

Die beim Geschlechte Null auftretenden Gruppen sind durch die
Relationen (1) allein vollstindig definirt.

Wir zéhlen die in Betracht kommenden, nachgerade sehr bekannten
Gruppen*) kurz auf, indem wir zunéichst die hierhergehorigen reguliren
Riemann’schen Flichen vom Geschlechte O durch ihre Verzweigung und
Blitterzahl charakterisiren, durch welche ja ganz ebenso die Gebiets-
eintheilung der entsprechenden ,frei im Raume gelegenen Fliche
bezeichnet ist. Es sind die folgenden:

Verzweigung der Blitter der Rie-
mann’'schen Fliche an den Stellen| Blitter-

@, o9, 05 ZU je zahl

vy, Vg, Vg N =

1. Cyklische Gruppe. v, v, . v
2. Doppelpyramidengruppe. v, 2, 2 2v
3. Tetraedergrappe. 3, 3, 2 12
4. Oktaedergruppe. 4, 3, 2 24
5. Ikosaederpruppe. 5, 3, 2 60

Fiir diese Gruppen ergeben sich hiernach unmittelbar die independenten
Definitionen. Wir schreiben dieselben, wie wir dies im Anschluss an
unsere geometrischen Formulirungen stets gethan, in der Weise, dass
wir 2 bez. 3 Substitutionen 4; als erzeugende Substitutionen einfiihren,
der Anzahl der Verzweigungsstellen entsprechend , zwischen denen eine

die sich in einfachster Weise gestaltet und das Wesen der Frage klar erfassen
liisst, demniichst im weiteren Verfolge meiner Untersuchungen einzugehen.

*) Man vergl. Klein, Math. Ann, Bd. IX, pag. 183 ff.,, und ebenda Bd. XIV,
pag. 149,
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Relation TT(4;) = 1 besteht — eine Schreibweise, die man etwa als
,,homogene ¢ bezeichnen konnte. Dann kommen die definirenden
Tormeln: '

1. Cyklische Gruppe: Ar=1, 4,'=1, A, 4,=1.
2. Doppelpyramidengruppe: A;* =1, 4,°=1, 4,2=1, 4, 4,4,=1.
3. Tetraedergruppe: AP =1, A%=1, A?=1, 4,4,4,=1.
4. Oktaedergruppe: Af=1, 4,3=1, A?=1, A/ 4,4,=1.
5. Ikosaedergruppe: Ap=1, A3=1, 4,>=1, A/ 4,4,=1.

Dies Resultat, etwa speciell fiir die letate dieser Gruppen ausge-
sprochen, lautet also:

Sind uns zwei Operationen irgend welcher Art, A, und A4,, gegeben,
von denen, auf ein Object 1 angewandt, die erste nach 5-maliger Wieder-
holung , dic zweite nach 3-maliger Wiederholung den Anfangszustand
herstellt, wdhrend die Combination der beiden A, A,(= A3Y) won der
Periode 2 ist, so ist die durch Iteration und Combination der beiden
Operationen A,, A, enistehende Gruppe holoedrisch isomorph mit der
Tkosaedergruppe (also mit der Gruppe der geraden Vertauschungen von 5
Dingen).

Abgesehen von unserer geometrischen Entwickelung iiberzeugt
man sich auf rein combinatorischem Wege leicht von diesem Resultate.

Es lassen sich nimlich (indem wir etwa A4, zunichst durch die
Beziehung A;"' — A, A, eliminiren) alle aus 4, und 4, moglichen Pro-
ducte A" A, Af A, - - - mit Hiilfe der obigen Relationen

Ap =1, 42=1, (4,4)’=1
auf die folgenden 60 von cinander verschiedenen Producte zuriickfiihren:
A,
A4, A7,
Al A, A2 4,47,
Al A, APA A3 A, = A, A2 A, AP A ATE,
(u,v=0,1,2,8,4),
welche die Substitutionen unserer Gruppe vorstellen. ,

In unserer geometrischen Sprechweise lautet der Satz: Setzt man
Trgend weleche krummlinige Dreiecke a,a,a, (schraffirte Dreiecke) und
m Slnne der analysis situs symmetrische Dreiecke a, a,a, (nichtschraffirte
Drelecke) derart nebeneinander, dass in den Ecken a, je 10 abwechselnd
schraffirte .und nichtschraffirte Dreiecke zusammenstossen, in den Ecken
@, ebenso je 6 und in den Ecken a, je 4 solcher Dreiecke, so enthdlt das
entstehende Netz von Dreiecken, wie wir auch die Gestalt dieser Dreiecke
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tm Uebrigen wdhlen mogen, nur 60 schraffirte und ebensoviele weisse
Dreiecke, welche die ganze Ebene ausfiillen*). [Die Ebene ist dabe: als
geschlossene Fldche mit einem umendlich fernen Punkte aufgefasst.]

In Tafel II ist ein solches Netz von Dreiecken entworfen. Zur
besseren Uebersicht sind diese als Kreisbogendreiecke mit den Winkeln
T k(2
B 3
stereographische Projection eines auf die Kugel verzeichneten Iko-
saeders**), Weiter ist in der Figur von einem Polygon ,,1¢ aus-
gehend ein Theil der Dreiecke durch die zugehdrigen Substitutionen
S(4,, A;) bezeichnet, wodurch sich die ebext angefiihrte Tabelle der
60 Substitutionen unmittelbar ergiebt. ‘

Die Zuriickfuhrung irgend einer allgemeinen Substifution

AT A, AV A, - -
auf eine dieser 60 Substitutionen wird dann geometrisch sofort ge-
leistet, wenn wir nur den einer solchen Substitution entsprechenden
Weg vom Polygone 1 beginnend auf unserer Gebietseintheilung ver-
folgen. Dieser Weg fiihrt uns zu einem bestimmten FEndpolygone,
welches die ,,reducirte Form ¢ des obigen Ausdruckes darstellt.

Fiir die iibrigen, bei p = O auftretenden Gruppen und die zuge-
horigen Gebietseintheilungen ergeben sich selbstverstindlich ganz ana-
loge Sétze. Insoferne aber diese Gruppen die einzigen sind, deren,
aus den Relationen I gebildete Netze nur eine endliche Zahl von Poly-
gonen umfassen, konnen wir auch umgekehrt den Satz aussprechen:

Die aufgezihlten Gruppen sind die cinzigen, fir welche die Kennt-
niss der Relationen 1 zu ihrer villigen Definition hinreicht.

Es bedarf dabei wohl kaum der Erwihnung, dass unsere Gebiets-
eintheilungen, als Netze der in § 11. gegebenen Art, symmetridche
sind, die Gruppen also durch die pag. 21 gegebene Zuordnung holoedrisch
isomorph auf sich selbst bezogen sind.

% gezeichnet und somit erscheint die Figur als die bekannte

2. Einige Gruppen, fiir welche das Geschlecht einer zu-
gehorigen Riemann’schen Fliche p=1 ist.

a. Als Beispiel einer Gruppe, bei welcher die in §. 13. abge-
leitete Maximalzahl der Relationen (II) wirklich wnothwendig ist zur
volligen Charakterisirung der Gruppe, dient uns die Gruppe der Trans-
formationsgleichungen der elliptischen Functionen.

*) Der Ausdruck ,,im Allgemeinen*, den wir in den Sitzen pag. 26 u. 27
gebraucht, ist also gerade mit Bezug auf die Gebietseintheilungen bei p = 0 als
specielle Fille zu verstehen.

*t) Eine Figur, wie sie Schwarz in der mehrfach erwihnten Abhandlung
im 756. Bande von Crelle’s Journal pag. 321 ff. angiebt. Vergleiche auch Klein,
Math. Annalen Bd. XII, pag. 511.
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Verwandeln wir die Perioden 2w, 20" einer elliptischen Function

. 20’ - . . .
in »2;;:—, *13—, so besteht die zur Gruppe der Transformationsgleichung

gehorige regulire Riemann’sche Fliche aus N = 2mn Blittern, die
an vier Stellen paarweise verzweigt sind*). Das Fundamentalpdlygon
unserer Fiiche zeigt also die bekannte Parallelogrammeintheilung
(Fig. 1 der Tafel III), in der die schraffirten und nichtschraffirten
Polygone jedesmal den Halbblittern unserer Riemann’schen Fliche
entsprechen. Die Anordnung dieses Polygonnetzes in seiner unend-
lichen Ausdehnung liefert uns also sofort die ,Relationen (I)“ fiir die
erzeugenden Substitutionen unserer Gruppe in der Gestalt:

() Ar=1, A2=1, A42=1, A2 =1, A, 4,4, 4, =1

und aus diesem Netze wird ein endliches Stiick als Fundamental-
polygon unserer Gruppe herausgeschnitten durch die unmittelbar aus
der Figur abzulesenden Relationen

(II) (A dy)m =1, (434, =1,

durch welche die ,,Linge* und ,,Breite‘ unseres Fundamentalpolygons
sich bestimmt.

Die Substitutionen (A4, 4,) und (4;4,) (also die Combination zweier
,» Drehungen¢“ 4;) bezeichnen dabei zwei ,,Verschiebungen® des unend-
lichen Netzes in sich, aus welchen sich alle mdglichen Verschiebungen
desselben zusammensetzen; gerade der Umstand nun, dass diese Ver-
schiebungen unter einander vertauschbar sind, bewirkt, dass wir hier
wirklich 2p=2 Relationen (II) bediirfen, um aus diesen zweifach unend-
lich vielen Operationen eine endliche Gruppe abzuscheiden.

Schliessen wir das nunmehr analytisch definirte Fundamental-
polygon unserer Gruppe zur Riemann’schen Fliche zusammen, so
kommt die bekannte, regulir eingetheilte Ringfliche, auf welcher
sich die ,,geschlossenen Wege* einer Fliche in ihrer gruppentheoretischen
Bedeutung an einem einfachsten Beispiele darstellen.

b. Wir fiihren als weitere Beispiele p = 1 zwei regulire Rie-
mann’sche Flichen auf, welche nicht reguldr-symmetrisch sind, fiir
welche also die aus den Flicheneintheilungen abgeleitete Erzeugungs-
weise der zugehorigen Gruppen den in § 12. gekennzeichneten Isomor-
phismus der Gruppe in sich nicht zulisst.

*) Fihren wir in der Weierstrass’schen Bezeichnung p(u), p’(%) als
doppeltperiodische Functionen mit den Perioden 2w, 2w’ ein, und bezeichnen

20 20"

durch p(u), p’(u) Functionen mit den Perioden o , so0 stellt die obige

Fliche unmittelbar die Verzweigung von p’(u) in Bezug auf p(u) dar. Vergl,
Math. Ann, XVII, pag. 504 ff. '
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Die beiden Gruppen sind durch die in Figur 2 und 3 der Tafel 111
gegebenen Fundamentalpolygone und die beigesetzte Zuordnung der
Rénder definirt. Uebertragen wir dieses geometrische Bild in unsere
analytische Formelsprache, so ergeben sich zuniichst die , Relationen 1%,
welche das unendliche Polygonnetz kennzeichnen. Sie sind:

«) Fir die erste Gruppe (Fig. 2):

) Af=1, 40 =1, 42=1, 4, 4,4, = 1.
B) Fir die zweite Gruppe (Fig. 3):
) Adt=1, 4)'=1, A42=1, 4, 4,4, = 1.

Die Zuordnung der Riinder der Fundamentalpolygone fiir unsere
endlichen Gruppen liefern nun weiter die Relationen (II), welche wir
der in die Figuren eingetragenen Bezeichnung der einzelnen Polygone
sofort entnehmen. Es sind die folgenden :

«) Fiir die erste Fliche:

dn (Ay4°)? = A, .4,
B) Fir die zweite Fliche:
dn (A3 A7) = A, 4,2

Bilden wir nun fiir diese Fliichen die analogen Definitionen, wie
sie sich mit Hiilfe der (pag. 21 gegebenen) symmetrischen Relationen
A/, Ay, A, gestalten, so kommt:

a) Fir die erste Fliche:

1) A4%=1, 43=1, A2 =1, A A A =1,
(Ir) (A A = (4, 4,

B) Fiir die zweite Fliche: »
1 A =1, 4)=1, 4,2 =1, A A 4/ —1,
(1) (Ay' 4,2 = (4, 4,

Hier zeigt sich also, dass die obigen Relationen (II), geschrieben
in den gestrichenen Buchstaben, nicht erfiillt sind, dass also eine iso-
morphe Beziehung der Gruppe:in sich durch Zuordnung der Opera-
tionen A; und A; nicht- statthat, wie .dies geometrisch unmittelbar
ersichtlich ist*).

*) Fliacheneintheilungen dieser Art sind, nach den Ausfiihrungen auf pag. 30,
in meiner Arbeit im XVII. Aunalenbande (Abschnitt III.) nicht enthalten, viel-
mehr sind dort (pag. 506, § 12.) unter den Flichen der Verzweigung [6, 3, 2] und
[4, 4, 2] (in der dortigen Bezejchnung) nur ‘die regulir-symmetrischen Flichen
aufgezdhlt. Wie dort beziehen sich auch die hier charakterisirten nicht-sym-
metrischen Flichen auf die complexe Multiplication der elliptischen Functionen
mit gy == 0 bez. gy=0 (in der Weierstrass'schen Bezeichnung) und zwar ist
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3. Die Gruppen der Modulargleichung fiir Primzahltrans-
formation der elliptischen Functionen.

Die Darstellung der Gruppe der Modulargleichungen, welche einer
Primzahltransformation der elliptischen Functionen entsprechen, durch
Relationen zwischen den erzeugenden Substitutionen ist mir in end-
giiltiger Form noch nicht gelungen. Wihrend ich also hierauf bei
niichster Gelegenheit zuriickzukommen denke, sei doch fiir diese
Gruppen die Form -der Fragestellung, die sich hier kurz bezeichnen
lisst, entwickelt. Gerade fiir diese Gruppen ist ndmlich das Princip
der Bildung eines Fundamentalpolygons, auf dem ja unsere geometrischen
Definitionen beruhen, von Herrn Klein, im Verfolge anderer Gesichts-
punkte, zuerst ausgesprochen worden.

Alle linearen ganzzahligen w-Substitutionen von der Determinante 1
bilden eine Gruppe I, die erzeugt wird durch die beiden Substitutionen

4, - 0=0-41,
: , 1
4j @ =
wo 4, eine ,unendlich hohe* Periode — wenn dieser Ausdruck ge-
stattet ist —, A4, die Periode 2 besitzt. Die Combination beider

Operationen
Af) = Arl A3 v ﬁ), = — _“7’,:_,': !_
- )

ist von der Periode 3. In unserem Sinme ist also diese Gruppe T definirt
durch die Relationen:
) A7 =1, AP =1, A2?=1, A, 4,4,=1.
Geometrisch entspricht ihr ein unendliches Netz von abwechselnd
schraffirten und nichtschraffirten Dreiecken, die an den Ecken a, zu
je unendlich vielen, bei a, zu je 6, bei a, zu je 4 zusammenstossen
—- in eine gewisse Symmetrie gebracht die bekannte Eintheilung der
o-Ebene, wie sie sich ergiebt, wenn wir die Abhiingigkeit des Perioden-
verhiiltnisses e des elliptischen Integrales von der absoluten Invariante
desselben studiren. Die gestaltliche Anordnung dieses Netees, im Sinne der
analysis situs, ergiebt sich dabei hier, unabhingig von der Theorie der

es hier speciell die Multiplication mit (2} ¢), wo ¢ eine dritte Einheitswurzel,
beziehungsweise die Multiplication mit (2 41), also eine specielle Transformation
der 7'» bez. 5ten Ordnung, deren Gruppe durch die obigen Flichen bezeichnet wird;
Es finden sich diese Flichen in den Tabellen der reguliren Gebietsein-
theil.ungen vom Geschlechte 1 von C. Jordan und W. Godt (vergl. dessen
bgrel‘ts erwiihnte Programmschrift pag. 11 ff.) nicht aufgez#hlt; auch die Flichen,
die ich nach meiner friiheren Bezeichnung durch [2, 8, 6], N = 18m?; [3, 3, 3],
N =9m? und |2, 4, 4], N = 8m?* charakterisirt habe, sind dort nicht erwihnt.
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linearen Substitutionen, auf einem independenten Wege aus den Rela-
tionen (I). .
Nehmen wir alle Substitutionen der Gruppe I nach einem Modul »
(der als Primzahl vorausgesetzt sei), so spaltet sich dieselbe dadurch in
die Gruppe H der modulo » der Identitit congruenten w-Substitutionen und

die Gruppe I' der modulo n verschiedenen w-Substitutionen. Die letztere
Gruppe ist die Gruppe der Modulargleichung fiir Transformation sn'er
Ordnung. Ihr entspricht in der w-Ebene ein Fundamentalpolygon von

N = Z‘——q%i schraffirten und ebensovielen nichtschraffirten Dreiecken,

dessen Rinder einander paarweise zugeordnet sind. Das ,,geschlossene
Netz¢ bildet die reguliive Riemann’sche Fliche, welche der Galois’-
schen Resolvente der Modulargleichung zukommt, IThre 2N =#xn.5n?—1
abwechselnd schraffirten und nichtschraffirten Gebiete (Halbblitter)
stossen an Hcken a, zu je 2n, an Ecken a, zu je 6, und an Ecken a, zu je
4 zusammen. Diese Fliche und das zugehorige Fundamentalpolygon habe
ich (Annalen XVIII, p. 5071f.) einer eingehenden gestaltlichen Discussion
unterworfen, auf die man eine Definition unserer Fliche durch Rela-
tionen Fj(A4;) = 1 griinden kann. Die Ableitung der Relationen
F, =1 fiir diese Gruppen ist dabei, nach den friiher allgemein aus-
gesprochenen Sdtzen, gleichlaufend mit der Bestimmung deér Gruppe H der

modulo n der Identitit comgruenten Substitutionen o = =2 T8 durch

i 7040
thre erzeugenden Substitutionen.

Indem ich auf diese allgemeine Fragestellung spiter zuriickzu-
kommen denke, sei hier die Durchfiilhrung unseres Problems fiir den
Fall der Transformation T Ordnung gegeben. Die hier zugehorige
168—blﬁttrige Fliche hat Herr Klein im XIV. Annalenbande in der
Abhandlung ,,Ueber Transformation siebenter Ordnung® ausfiihrlich
discutirt*). Wir beziehen unsere folgende Entwickelung auf das dort
in einer besonderen Tafel gegebene Fundamentalpolygon der Gruppe.

Zuvorderst ergeben sich die ,,Relationen (I)* fiir unsere Gruppe
sofort aus der Multiplicitit der Verzweigungspunkte unserer Fliche
in der Form:

(I A7=1, 42=1, A??=1, 4,4,4,=1.

Zur Herstellung der ,Relationen (II)* haben wir jetzt die Zu-
ordnung der Rdnder unseres Fundamentalpolygons (wie sie auf jener
Tafel bezeichnet ist) symbolisch auszudriicken. Dies gelingt am ein-

fachsten, wenn wir die in jener Tafel stark markirte Zickzacklinie
verfolgen, welche von dem mit 13 bezeichneten Rande des Gebietes

*) "Vergl. insbesondere § 12, dieser Abhandlung.
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zum Rande 4 hinfiihrt. Indem n#mlich die Rinder 4 und 13 einander
zugeordnet sind, schliesst sich in der geschlossenen Fliche unsere
Linie gerade zusammen; schreiben wir also den Zickzackweg mit Hilfe
der Substitutionen 4,, A4,, 4, als eine Substitution, wclche von einem
am Rande 13 liegenden Dreieck unseres Fundamentalpolygons hinfithrt
zu dem ,iquivalenten Dreieck, welches im Rande 4 an unser Funda-
mentalpolygon anstdsst, so haben wir diese Substitution gleich 1 zu
setzen, um die gewiinschte Relation zu erhalten, welche die Rénder 4
und 13 einander zuordnet. So kommt eine Relation (II) in der Gestalt:
(IT) (4,45 = 1%).

Diese Relation ist aber ausreichend, wm das ganze Fundamental-
polygon unserer Gruppe auszuschneiden. In der That, die Zuordnungen
der iibrigen Riinder unserer Kigur (wie sie die, jener Tafel beigesetzte,
Tabelle angiebt) werden durch ebensolche Zickzacklinien bezeichnet,
welche sich als Substitutionen schreiben lassen, die aus der obigen
durch Transformation abgeleitet sind.

Es bilden also die Relationen (1) und (11) die gewollte Definition
unserer Gruppe, die wir kurz etwa in der folgenden Iorm schreiben
kinnen:

A7=1, Ap3=1, (4,4,)'=1, (4,4%)'=1.
Die 168 Substitutionen, welche unsere Gruppe umfasst, lauten

dabei — indem wir zu einfacher Schreibweise wieder von A4, und A,
als erzeugenden Substitutionen ausgehen — kurz wie folgt:
Staf,
S*A{ A3 47,

wo S die folgende Substitution von der Periode 3 bedeutet:
S=A4,424,A°4;43,

und « die Werthe 0,1,2; w und » (von einander unabhingig) die

Werthe 0, 1, 2, . . ., 6 durchliuft**),

*) Selbstverstindlich hiitten wir (nach pag. 17 u. 31) auch irgend einen an-
deren Weg von Rand zu Rand fiihren konnen; der vorliegende ist nur in der
gruppentheoretischen Schreibweise der einfachste.

¥*) Diese Schreibweise der 168 Substitutionen beruht auf der Zerlegung der
Flache in drei Gebiete von 56 schraffirten und ebensovielen nichtschraffirten Drei-
ecken, welche ich in der erwihnten Abhandlung im XVIII., Annalenbande (p. 526)
als ,Polygoncyklen‘* bezeichnet habe.

Ich fiige hier gleich die gamz entsprechende Schreibweise tiberhaupt fir die
Substitutionen der Modulargruppe fir Transformation nter Ordnung (n Primzahl)
bei. Bezeichnen hier A, und A4, die (jetzt modulo n verstandenen) Substitutionen
n-nt—1 — n—1 -'n-l-n_l

2 2 2
Substitutionen, welche unsere Gruppe umfasst, gegeben durch die Formeln:

’ ’ 1 . .
© =wo-41, bez. o =——, 80 sind die - n?
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Unsere Fliche kennzeichnet sich — (wie die Figur lehrt und eine
Umsetzung der obigen Formeln (pag. 21 gemiiss) zeigt — als eine
regulir-symmetrische. Die isomorphe Zuordnung der Gruppe in sich,
welche sich hierin ausspricht, ist, wenn wir die betreffenden Substitu-
tionen etwa wieder als ,,®-Substitutionen® deuten wollen, bezeichnet
dureh:

4) - 0 =0 —1,
A

L 1 , , 1
A, c0 = — Ay e = - -#).
B 2
STl
S*tala,4r,
[1_-0 1, ‘7‘1; ;4,»:0,1,--4-1],

wo § die folgende Substitution bedeutet:
S= 4,474, 4% 4,47;

hierin sind die Exponenten o und d zwei primitive Wurzeln der Primzahl =, fiir
welche die Beziehung «d == 1 mod.n statthat. Fiir die Potenzirung der Sub-
stitution § hat man dabei die folgende einfache Regel:

2 g 2 0%
St = A, AL 454" 4,40

aus welcher sich, mit Beriicksichtigung der soeben gemachten Festsetzungen, die

Periode von S zu o LS ergiebt.

2
Diese Angaben folgen unmittelbar aus pag. 515 ff. und 523 ff. der oben ecr-
withnten Arbeit: Die Substitution S, als w-Substitution (und modulo ») geschrieben,
lautet nimlich einfach o = %‘g- , und die obige Schreibweise fiir die Substitu-
tionen unserer Gruppe besagt geometrisch nichts anderes, als dass die reguliire
Riemann’sche Fliche, welche wir unseren Darstellungen zu Grunde legen kdunen,
n—1
—
Werthen von 1 entsprechen:
Selbstverstiindlich lisst sich in dieser Formulirung auch die vorhin (pag. 35)
gegebene Modulargruppe fiir die Transformation 5% Ordoung (die ,,Ikosaeder-
gruppe*‘) einbegreifen. Man hat niimlich hiefiir S = Az A2 A3 43 4;4,% und be-

kommt dann 60 Ausdriicke SlA" S‘A“A 547, welche sich sofort in die vorhin

(pag. 86), in unmittelbaren Anschluss an die Figur (Tafel 1I.), gegebenen iiber-
filhren lassen,

*) Diese holoedrisch isomorphe Beziehung hat, wie bekannt, allgemein fiir
Jjede Modulargruppe statt. Man sehe die Entwickelungen in Serret’s Traité
d’algébre supérieure vol. II., sowie auch einen Aufsatz von Kronecker in den
Monatsberichten der Berliner Akademie vom Jahre 1861. Geometrisch spricht
gsich der Isomorphismus wieder in der Symmetrie der zugehdrigen Riemann’-
schen Flichen aus (vergl. Ann. XVIII, pag. 521).

in ,» Polygoncyklen zerlegt werden kann, welche den verschiedenen

)
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§ 16,
Ueber die Definition gewisser complexer Zahlsysteme.

Bei der Aufstellung eines Systems von complexen Zahlen im all-
gemeinsten Sinne des Wortes handelt es sich zuniichst stets um die
Annahme einer Reihe von Einheiten fiir dieses Zahlsystem und weiter
um die Festsetzung der Rechenoperationen in diesem Systeme.

Die folgenden Bemerkungen betreffen die Einfilhrung gewisser
Multiplicationsregeln fiiv die Einheiten eines Zahlsystems. Unter den
verschiedenartigen Verabredungen, die man hier treffen kann, setzen
wir némlich ein Princip solcher Bestimmung folgendermassen fest:

Die durch Iteration und Combination der zu Grunde gelegten Fin-
heiten E,, E,, I,, - - - E,, gebildeten Producte

My I M LA AR
EMEM .. ENE™. ...

sollen cine geschlossene Gruppe von Operationen bilden.

Dann gelten die urspriinglichen Einheiten E,, E,, - - - E,, als die
erzeugenden Substitutionen dieser Gruppe und die Multiplications-
regeln fiir unsere Einheiten stellen sich als die zur Definition der
Gruppe nothwendigen Relationen zwischen den erzengenden Substitu-
tionen dar. Die Gesammtheit aller Substitutionen dieser Gruppe ent-
spricht dem wollen Systeme der Einheiten fiir unsere complexen Zahlen.

~ Es soll gezeigt werden, dass dieses Princip bei der Definition der
Quaternioneneinheiten thatsichlich zur Verwendung kommt und diese
also eine Gruppendefinition in dem hier aufgestellten Sinne ist.*)

Wir bezeichnen durch 1, E|, E,, E, vier Einheiten, fiir welche
die Multiplicationsregeln gegeben sind durch folgende Formeln:

El = E3E27 E2 = E,E3, E3 = EzEn
E E,E, = 1.

Dann ist, 1 (die identische Substitution), E,, E,, E; als die er-
zeugenden Substitutionen einer Gruppe aufgefasst, durch diese Rela-
tionen die Gruppe folgender acht Substitutionen definirt:

*) Analoges gilt fiir die von Clifford, im Ansehluss an Grassmann, ge-
gebene Erweiterung der Quaternionen auf ein System mit n Einheiten (vergl. den
Aufgatz »Applications of Grassmann’s extensive Algebra‘* im American Journal,
vol. L, pag. 351). Was Festsetzungen. fiir die Multiplicationsregeln eines Zahlen-
gebietes anlangt, so ist hier (neben der schon Eingangs angefiihrten ,, Ausdehnungs-
181:-11‘6“) noch der Aufsatz von Grassmann ,,Sur les différents genres de multi-
plication® im 49, Band‘e von Crelle’s Journal zu erwihnen, Doch sei bemerkt,
dass eine Reihe der dort getroffenen Multiplicationsregeln sich nicht unter den
Gr‘fppenbegriﬂ' subsumiren lassen, insoferne dort gewisse Producte von Einheiten
gleich Null gesetat werden.
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1,
E, E, L,
E? = Ez?= Ep,
Ep? Ep, E3
Man findet némlich, fiir die Zuriickfiihrung irgendwelcher Sub-
stitutionen, sofort die Beziehungen:

Ef=E}=FE'=
E?®=L,E,, E}?=EUE, E’=LEL,.

Dicse Einheiten und ihre Multiplicationsregeln entsprechen hiernach
unmittelbar dem System der Quaternionenecinheiten, wenn wir fiir
dasselbe dic acht Einheitcn

und

1) - 1; i —i’ j) '—j, k, "“k*)
(en der gewifknlz’chm Schreibweise) zu Grunde legen**).

Leipzig, am 6. December 1881.

*) Die getremnte Einfiilhrung positiver und negativer Einheiten giebt z. B.
Weierstrass in seinen Vorlesungen {iber analytische Functionen.

**) Man vergleiche die Formeln in Hamilton's Elements of Quaternions
pag. 1571, oder auch in H. Hankel’s Theorie der complexen Zahlen, Abschnitt VIIL,

In Ergiinzung des pag. 1 gegebenen Citats auf die Cayley’sche Note ,,On
the theory of groups* im 1, Bande des American Journal of Mathematics habe
ich noch drei kleine Abhandlungen Cayley’s ,On the theory of groups, as
depending on the symbolic' equation ©"=1‘ (Philosophical Magazine and Journal
of Science, Se 4, Bd. 7 u. 18, 1854, 1859) zu erwihnen, die mir bisher entgangen
sind. Sie behandeln die Aufstellung aller moglichen Gruppen von » Substitutionen
als Lisungssysteme der symbolischen Gleichung O = 1 fiir die einfachsten Fille;
inbesondere findet sich dort die soeben gegebene Darstellung der ,Gruppe der
Quaternioneneinheiten**.

April 1882, ‘




