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Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten.
Von

Geore Canrtor in Halle.
(Fortsetzung des Artikels in Bd. XXI, pag. 545.)

Nr. 6.
§ 15.

In Nr. b dieser Abhandlung habe ich an verschiedenen Stellen im
Interesse des Zusammenhangs gewisse Siitze der Mengenlehre ausge-
sprochen, ohne mich auf deren Beweise damals einzulassen, weil
im Plane jener Mittheilung andere Gegenstinde den Vorzug eingehen-
derer Behandlung erfahren mussten. Ich will jetzt die sonach gebliebenen
Liicken auszufiillen suchen und in dieser Nummer sowohl, wie in der
bald niichstfolgenden die fehlenden Beweise geben, wobei ich mich
aber ~nicht darauf beschriinken, sondern auch Sitze entwickeln will,
die zwar in diesen Zusammenhang gehdren, in den fritheren Nummern
aber theils noch gar nicht erwéhnt, theils nicht mit der erforderlichen
Genauigkeit formulirt worden sind.

Den Anfang mache ich mit der folgenden einfachen und sehr all-
gemeinen Betrachtung.

Wenn ein n-dimensionaler Theil H eines nach % Dimensionen
ausgedehnten, stetigen, ebenen Raumes G, eine Punktmenge P ent-
hilt, wobei H auch der ganze Raum G, selbst sein kann, und wir
zerlegen den Raumtheil H nach einem bestimmtep, im Uebrigen be-
liebig gelassenen Gesetze in eine endliche oder unendliche Anzahl ge-
trennter, in sich zusammenhingender, n-dimensionaler Theile:

H,H,,... H,..

(deren Inbegriff, wenn er unendlich ist, nach Bd. XX, pag. 117 stets
von der ersten Michtigkeit ist und folglich in der Form jener einfach
unendlichen Reihe (H,) gedacht werden kann), wobei die gegenseitigen
Begrenzungen der aneinanderstossenden Theile gehorig vergeben sind,
(so dass ein und derselbe Punkt von H einem und nur cinem der
Theile H, desselben angehtrt), so zerfillt die Punkimenge P in eine
entsprechende Anzahl von Theilmengen:

P, P, .. Py,
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454 G. Cantor,

wobei P, derjenige Theil von P ist, welcher mit allen seinen Punkten
dem Gebiete H, angehort; es kann also unter Umstinden P, gleich
Null sein, falls kein Punkt von P in den Raumtheil H, fillt.

Wir wollen nun mit dem Buchstaben Y irgend eine Ligenschaft
oder Beschaffenheit bezeichnen, welche von Punktmengen innerhalb
G-, ansgesagt werden kann und die nur an die folgenden Voraussetzungen
gekmiipft 1st:

1) falls P irgend eine, in einem ganz im Endlichen liegenden
n-dimensionalen Theil H von G, befindliche Punktmenge von der Be-
schaffenheit Y ist und man zerlegt das Gebiet H in der oben be-
sprochenen Weise nach irgend einem Gesetze in eine endliche Anzahl
m von Theilgebieten:

Hl’ H27 ) Hm—ly Hm,

wodurch P in die Theilmengen:
P, P, ..., Pry, P,

zerfillt, so soll dieselbe Beschaffenheit Y auch wenigstens einer von den
Theilmengen P,, P,, ..., Pn_1, P, zukommen;

2) ist P irgend eine Punktmenge innerhalb G., welcher diec Be-
schaffenheit Y zukommt und @ eine beliebige andere Punktmenge inner-
halb G, welche mit P keinen Punkt gemeinsam hat, so soll die Menge
P 4 Q stets auch die Beschaffenheit Y haben.

Als einfachstes Beispiel einer Beschaffenheit von Punktmengen,
welche den Charakter Y haben, fithre ich diejenige Beschaffenheit einer
unendlichen Punktmenge an, wonach sie aus unendlich viel Punkten
besteht; offenbar geniigt diese Beschaffenheit den beiden soeben formu-
lirten Voraussetzungen. Es gilt nun folgender Satz:

Theorem 1. Ist H irgend ein ganz im Endlichen legender n-
dimensionaler Theil von G, und P eine in H enthaltene Punktmenge
von der Beschaffenheit Y, so giebt es wenigstens einen Punkt g von H in
solcher Lage, dass, wenn K, irgend eine n-dimensionale Vollkugel mit
dem Mittelpunkt g ‘ist, derjenige DBestandiheil von P, welcher in das
Gebiet K, fdllt, stets die Beschaffenheit Y hat, der Radius der Voll-
kugel K, mag so klein genommen werden, wic man wolle.

Zum Beweise dieses Satzes zerlegt man das gawz im Endlichen
liegende Gebiet H nach irgend einem Gesetze in eine endliche Anzahl
von n-dimensionalen Theilgebieten, in deren jedem simmtliche Distanzen
von je zwei Punkten kleiner sind als 1; dass solches immer thun-
lich ist, sieht man leicht ein; von den entsprechenden Theilmengen,
in welche hierbei P zerfillt, muss wenigstens eine die Beschaffenheit
Y haben (wegen der Voraussetzung 1), man wihle in gesetzmissiger
Weise eine von diesen Theilmengen und bezeichne sie mit Py, den
entsprechenden Theil von H, in welchem Py, liegt, nennen wir H,.
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Nun zerlege man ebenso das Gebiet H;y nach irgend einem Ge-
setze n eine endliche Anzahl von #-dimensionalen 'l‘hellgebleten

in deren jedem simmtliche Distanzen kleiner sind als ?; von den

entsprechenden Theilmengen, in welche hierbei P, zerfillt, werde in
gesetzmasswer Weise ¢ine genommen, die die Beschaﬁ“enhelt Y hat,
wir nennen sie P und den entsprechenden Theil von Hy, in we]chem
Pg) liegt, nennen wir Hy); so fahren wir fort und erhalten eine ge-
xetzmassxge, unendliche Reihe von m-dimensionalen Theiluebieten

H(lh H.(2)) LIS H(r—l)y H(v)y ..
von denen jedes in den vorhergehenden enthalten ist und wo simmt-

liche in H, vorkommenden Distanzen kleiner sind als —l—; gleichzeitig
k4

haben wir eine gesetzmissige unendliche Reihe von Punktmengen:
Py, Payy -y Pomyyy Py, -

von denen jede ein Bestandtheil der vorhergehenden ist und stets die

Beschaffenheit Y hat; P, ist derjenige Bestandtheil von P, welcher

mit allen Punkten dem Gebiete H,, angehort. —

Nach einem bekannten Satze der arithmetischen Analysis giebt
es nun einen ganz bestimmien Punkt g von H, der allen den Theil-
gebieten H\,) zugleich angehort und hieraus erkennt man leicht, dass
dieser Punkt g eine Lage hat, wie sie in unserem Theorem beschrieben
worden ist.

Ich bemerke, dass die hier angewandte Beweismethode, welche
wohl schwerlich durch eine wesentlich andere ersetzt werden kann,
ihrem Kerne nach sehr alt ist; in neuerer Zeit findet man sie unter An-
derem in gewissen zahlentheoretischen Untersuchungen bei Lagrange,
Legendre und Dirichlet, in Cauchy’s Cours d'analyse (Note troi-
sieme) und in einigen Abhandlungen von Weierstrass und Bolzano;
es scheint mir daher nicht richtig, sie vorzugsweise oder ausschliesslich
auf Bolzano zurlickzufiihren, wie solches in neuerer Zeit beliebt
worden ist.
~ Esverdient ferner bemerkt zuwerden, dass unsere Beweismethode von
einigen Geometern angegriffen wird. Die hierzu benutzten Argumente
sind hochst subtil; sie haben Viele in Verlegenheit gesetzt, ein-
geschiichtert und verwirrt, denen die Aufrechterhaltung der Beweis-
fiihrung von grosster Wichtigkeit gewesen wire. Die vorgekommenen
Einwinde sind jedoch ihrem Wesen nach nicht neu, sondern haben die
grosste Aehnlichkeit mit jenen Paralogismen, die Zeno von Elea ge-
braucht hat, um die Moglichkeit der Bewegung oder der Vielheit der
Dinge in Zweifel zu ziehen (vergl. Aristoteles, Physik VI, 9). Solche
Erscheinungen lassen sich in fast jedem Zeitalter nachweisen; im sieben-
zehnten Jahrhundert beispielsweise lebte inParis ein gewisser Chevalier

31*



456 G. Canror.

de Méré, welcher durch seine Sophismen, neben anderen Ursachen,
dazu beigetragen hat, einem der griossten Geister Frankreichs, Pascal
die Beschiftigung mit der Mathematik vollig zu verleiden. Man findet
hieriiber sehr interessante Details in Bayle’s Dictionnaire historique et
critique, im Artikel tiber Zeno von Sidon (Schiiler des Apollodorus,
nicht zu verwechseln mit jenem Eleaten Zeno). Dieser Epikureische
Philosoph ist durch ein Werk berithmt geworden, worin er die Giltigkeit
der mathematischen Beweise angriff. Er erscheint daher als Vorldufer einer
Richtung, welche sich heutzutage selbst ,,Metamathematik nennt.
Der Stoiker Posidonius hat gegen ihn ein Werk geschrieben, um
seine wider die Mathematik gerichteten Angriffe zu nichte zu machen.
Beide Biicher sind verloren gegangen.

Eine sehr umfassende Classe von Punktmengen bilden diejenigen,
welche die erste Michtigkeit haben und die ich auch in den Num-
mern 1—4 abziihlbare Mengen genannt habe. Die letatere Ausdrucks-
weise kann zwar im engeren Sinne auch ferner beibehalten werden,
um diese Mengen von denen hiherer Michtigkeit zu uuterscheiden, ich
habe aber in Nr. 5 (Bd. XXJ, pag. 550) gezeigt und hervorgehoben
dass man strenggenommen auch von den Mengen zweiter, dritter oder
hoherer Michtigkeit tmmer sagen kann, sie seien abzdhlbar; der Unter-
schied ist nur der, dass wihrend die Mengen erster Michtigkeit nur
durch (mit Hiilfe von) Zahlen der zweiten Zahlenclasse abgezihlt wer-
den konnen, die Abzihlung bei Mengen zweiter Machtigkeit nusr durch
Zsahlen der dritten Zahlenclasse, bei Mengen dritfer Michtigkeit nur
durch Zahlen der vierfen Zahlenclasse u. s. w. erfolgen kann.

Denkt man sich beispielsweise den Inbegriff (@) aller rationalen
Zahlen die >0 und <1 nach dem in Borchardt’s J. Bd. 84, p. 250
angegebenen Gesetze in die Form einer einfach unendlichen Reihe:

(P15 Pas - os Poy v 2)
gebracht, so bildet er in dieser Form eine ,,wohlgeordnete Menge*
deren Anzahl (nach den Definitionen von Annalen Bd. XXI, p. 548
und p. 576) gleich @ ist.

Schreibt man aber denselben Inbegrift etwa in den beiden anderen’
Formen wohlgeordneter Mengen :

(P2y P35 - o» Prits « -y Py),

(@1y Pgy ooy Povmty = ooy Poy Pas v ooy P2vyon)
so kommen ihm in Bezug auf diese Formen resp. die Anzahlen o 4 1
und 2® zu; und wenn o irgend eine Zahl der sweiten Zahlenclasse
ist, so lassen sich unzihlig viele wohlgeordnete Mengen denken, die
ihrem Bestande nach vollig iibereinstimmen und zusammenfallen mit
dem Inbegriffe (p), aber ihrer Form nach die vorgeschricbene Zahl o
zur Ansahl haben.
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. Durch Unmformung einer wohlgeordneten Menge wird, wie ich
dies in Nr. 5 wegen seiner Wichtigkeit wiederholt hervorgehoben habe,
nicht ihre Miichtigheit geindert, wohl aber kann dadurch ihre Anzahl
eine andere werden.

Ganz ebenso lisst sich irgend eine Menge (¢) der zweiten Mdchtig-
keit zundichst in die Form einer wohlgeordneten Menge:

(d’w, ww-}-l’ ey '(,/Ja, .. ')

bringen, worin « simmtliche Zahlwerthe der zweiten Zahlenclasse an-
zunehmen hat; in dieser Form ist ihre Anzahl gleich Q, wo Q die
erste, d. b. klcinste Zahl der dritten Zahlenclasse ist; diesclbe Menge
(¥) ldsst sich aber auch, wenn A irgend eine vorgegebene Zahl der
dritten Zablenclasse ist, auf unzihlig viele Weisen in die Form einer
wohlgeordneten Menge bringen, welche durch die Zahl A abgezihlt
wird, u. s. w. —

Die Frage, durch welche Umformungen einer wohlgeordneten Menge
ihre Anzahl gedndert wird, .durch welche nicht, lisst sich einfach so
beantworten, dass diejenigen und nur digjenigen Umformungen die
Anzahl ungedndert lassen, welche sich zuriickfihren lassen auf eine
endliche oder unendliche Menge von Transpositionen, d. h. von Ver-
tauschungen je sweier Elemente. —

Ich will nun zwei Sitze iiber Punktmengen erster Michtigkeit
formuliren, welche in der Mengenlehre hiufig angewandt werden:

Theorem II. Ist cine im unendlichen Raume G, verbreitete Punki-
menge P so beschaffen, dass, wenn H irgend ein gane im Endlichen
befindlicher Theil von G, ist, der su H gehorige Bestandtheil von P
endlich st oder die erste Mdchtigheit besitet, so hat auch P selbst die
erste Mdchtigkeit, (es sei denn, dass P endlich ist).

Der Beweis kann auf verschiedene Weisen dadurch gefithrt werden, dass
man G, in eineunendliche Anzahl von gesonderten #-dimensionalen Theilen:

H,, H,,..,H,...

zerlegt, von denen jeder ganz im Endlichen liegt; dadurch zerfillt P
in eine unendliche Anzahl von Theilmengen:

P,P,... ,P,. ..
da jede von diesen entweder endlich oder von der ersten Michtigkeit
ist, so gilt ein gleiches von ihrer Zusammenfassung, welche nichts
anderes als P ist. (M. v. Bd. XX, pag. 117 oben).

Theorem III. Es ses @ irgend eine Punktmenge innerhalb G,,
QW ihre erste Ableitung und R eine Punktmenge, welche mit @ und
ebenso mit QO keinen Punkt gemeinsam und ausserdem eine solche Be-
schaffenheit hat, dass, wenn H drgend cin Theil von G, ist, der weder
Punkte von Q nock Punkte von QU enthdlt, alsdann der zum Gebiete H
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gehorige Bestandtheil von B endlich ist oder dic erste Michtigkeit hat,
so st auch R selbst endlich oder von der ersten Michtigkeit.

Beweis., Sei ¢ irgend eine positive Grosse; um jeden Punkt g
von I (Q, QW) als Mittelpunkt werde eine n-dimensionale Vollkugel K (¢, @)
gedacht, wobei wir die (n — 1)-dimensionale Grenze derselben zu ihr
mitrechnen. Diese simmtlichen Vollkugeln K(gq, ¢) konnen theilweise
in einander eindringen, bestimmen jedoch in ihrer Gesammlheit
einen gewissen zusammenhingenden oder nicht zusammenhingenden
n-dimensionalen Theil des Raumes @,; diesen Theil, nach der Aus-
drucksweise von Nr. 2 d. Abh., Annalen Bd. XVII, pag. 355 das kleinste
gemeinschaftliche Multiplum aller K(q, @) bei festem g, in Zeichen:
M (K (g, 0)) wollen wir TT(¢) und die Differenz G-, — TT(g) wollen wir
H (o) nennen. H(g) enthiilt alsdann weder Punkte von @, noch solche
von @QW; ist ¢ < @ so ist immer H(g) ein Bestandtheil von H(").

Unter Umstinden kann H(p) gleich Null sein, man sieht aber in
unserm Falle, wo R von Null verschieden ist und weder mit § noch
mit @) Punkte gemein bat, dass, wenn ¢ unter eine gewisse Grenze
der Kleinheit sinkt, H(¢) ein von Null verschiedener, n-dimensionaler
Theil von G, ist, dem seiner Definition nach seine Grenze nicht zu-
gehorig anzusehen ist.

Man erkennt aber auch ferner, dass, wenn » drgend ein Punkt
von R ist, alsdann durch hinreichende Verkleinerung von ¢ immer
bewirkt werden kann, dass dieser Punkt r zum Gebiete H(g) gehort.
Denn da R keinen Punkt mit ¢ und @0 gemeinsam hat, so kdnnen
an 7 Punkte von @ nicht beliebig nahe herantreten. Bezeichnet man
daher mit &(r) die unfere Grenze der LEntfernungen zwischen » und
den Punkten von @, so ist &(») von Null verschieden.

Nimmt man nun ¢ < &(r), so muss nothwendig der Punkt » ausser-
halb des Gebietes TT(p) liegen und daher zum Gebiete H(p) gehoren.
Man denke sich nun folgende unendliche Reihe von Raumgebieten:

H(), (H(-;)— H(l)) ) (H(%-)— H(%)) -
(H(%)— H(,2 ), o

so wird nach dem soeben Bewiesenen jeder Punkt » von R einem

ganz bestimmten von diesen Gebieten angehdren. Der Bestandtheil
R, von R, welcher einem beliebigen Gliede dieser Reihe:

(#ZG)—-2GE))

angehort, ist, weil das Gebiet:

() —H( I
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keinen Punkt von @ oder QM) enthilt, der Voraussetsung unseres
Theorems gemiss, endlich oder von der ersten Macktegheit. Folglich
ist auch I, d. h. die Gesammtheit der Punkte von B,R,..,R,, ...
endlich oder von der ersten Miichtigkeit. w. z. b. w. ’

§ 16.

Theorem A¥). Eine in cinem stetigen, n-dimensionalen Gebiete
G enthaltene Punkitmenge P kann, wenn sic von der ersten Miichtig-
keit ist, wic eine perfecte Punktmenge sein.

Beweis. Unter einer perfecten Punktmenge in einem stetigen
Gebiete G, verstehe ich eine Menge S von solcher Beschaffenheit, dass
ihre erste Ableitung S vollig mit ihr identisch ist, so dass:

S —=§.
In Folge dessen ist auch jede hohere Ableitung S@ von S mit S
identisch.

Ist also s 4rgend ein Punkt einer perfecten Menge S, so ist s
gleichzeitig ein Grenzpunkt von S und ist s irgend ein Gremzpunkt
von S, d. h. irgend ein Punkt von S®, so ist s gleichzeitig auch ein
2u S gehoriger Punkt, —

Dies vorausgeschickt sci P irgend eine Punktwenge erster Miichtiy-
keit innerhalb des Gebietes (,, so konnen wir uns die simmilichen
Punkte p von P in die Form:

Diy Doy vy Doy oo -
einer einfach unend)iihen Reihe (p,) gebracht denken. Um nun zu
zeigen, dass P niclt eine perfecte Menge sein kann, wollen wir voraus-
setzen, dass jeder Punkt p, von P ein Grenzpunkt von P ist und als-
dann beweisen, dass immer gewisse andere Grengpunkie p von P vor-
kommen miissen, die nicht zugleich Punkte von P sind, oder, was
dasselbe ist, die mit keinem der Punkte p, zusammenfallen, Hiermit
wird unser Theorem vollkommen bewiesen sein; denn wire I’ eine
perfecte Menge, so miisste nicht nur jeder Punkt p, von P ein Grens-
punkt von P sein, sondern es miisste auch umgekehrt jeder Grenzpunkt
p von P ein zu P gehoriger Punkt p, sein.

Man nehme p, zum Mittelpunkt eines sphdrischen Gebildes vou
(n — 1) Dimensionen innerhalb @, und gebe demselben den Radius
0, = 1; wir wollen dieses sphiirische Gebilde mit K, bezeichnen. Von
allen Punkten der Reihe (p,), welche auf p, folgen, sei p;, der erste
(d. bh. mit dem kleinsten Index versehene) von allen, die in das Innere
der Sphire K, fallen; dass solche Punkte in unzihliger Menge in. der
Reihe (p,) vorkommen, ist deshalb nothwendig, weil unserer obigen
Voraussetzung nach p, ein Grenzpunkt der Menge (p,) ist.

-

*) M, v. Acta math. t. II, pag. 409.
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Wir bezeichnen mit 6, den Abstand der beiden Punkte p, und p;,
und nehmen p; zum Mittelpunkt einer zweiten Sphire K,, deren
Radius g, durch die Bedingung bestimmt ist, gleich der Kleinsten von

den beiden Grossen: .

1
5 G, und > (91 — 6,)

zu sein.

Es liegt alsdann die Sphére K, ganz im Innern von K, und die
Punkte: Py, P2y - - +» P—1 der Reihe (p,) liegen offenbar sémmtlich
ausserhalb der Sphire K,; wir heben ferner hervor, dass der Radius
1
-

Ebenso sei p;, der erste unter den auf p, folgenden Punkten der
Reihe (p,), welcher in das Innere der Sphiire K, fillt; solcher Punkte
von (p,), die in das Innere der Sphiére K, fallen, giebt es nimlich
unendlich viel, weil der Mittelpunkt p;, von K, ein Grenzpunkt der
Menge (p») sein soll; den Abstand der beiden Punkte p;, und p;, nennen
wir 6, und nehmen p, zum Mittelpunkt einer dritten Sphire K, deren
Radius @, die kleinste von den beiden Grossen:

0, von K, kleiner ist als

1 1
3 02 und 3 (92— 0))

ist, Die Sphire K, fillt alsdann ganz in das Innere der Sphire K,
und die Punkte:
D1y Pyy o v s Pi—a

der Reibe (p,) sind alle ausserhalb der Sphire K, gelegen; der Radius
1
5

Nach dem schon hieraus sichtbaren Gesetze wird eine unendliche
Reihe von Sphiren:

9, von K, ist offenbar kleiner als

K,K,...,.K,..
erhalten, die in Beziehung steht zu einer bestimmten unendlichen Reihe
von wachsenden ganzen Zahlen:
Lty <ty <o <y < gy < e e

Jede Sphire K, fillt ganz in das Inmere der vorangehenden
Sphire K, _,.

Das Centrum pi, der Sphire K, ist definirt als der erste in der
Reihe ( »y) auf Di,_, folgende Punkt, der in das Innere der Sphire K,_;
zu liegen kommt (wobei wieder zu bemerken ist, dass p;,_,, der Mittel-

P“n‘kt von K,_,, ein Grenzpunkt von P ist); der Radius g, der Sphire
K, ist definirt als die kleinste von beiden Grossen:

1 1
7 6,1 und 5 (@y—1 — 0Os—1),

wobei o,_, die Distans der beiden Punkte p;,_, und p;, ist.
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Die Punkte p,, p,, . - -, pi,_, fallen, wie man leicht sieht, ausser-
halb der Sphire K, und man hat:
1 .
0 < o

Bs werden daher die Radien der Sphiren K, mit wachsendem v unend-
lich Klein; hieraus, und weil immer K, ganz in das Innere von K,
fillt, folgt nach einem bekannten Hauptsatze der Grossenlehre, dass
die Mittelpunkte p;, der Sphiire K, mit wachsendem » gegen einen

bestimmten Grenzpunkt convergiren, den wir p’ nennen wollen, so dass:
11_[2 (pi,,) =p,
o ist offenbar ein Gremzpunkt von P, weil die Punkte p, simmtlich

zu P gehdren. Andrerseits iiberzeugt man sich aber, dass p’' nicht als
Punkt zu P gehiren kann; denn sonst wiirde fiir einen gewissen Werth
des Index » die Gleichung statthaben:

P = Pa;
sie ist aus dem Grunde wmmdglich, weil p’ in das Innere der Sphiiren
K, fillt, wie gross auch v sei, dagegen p, ausserhald der Sphéren
K, liegt, sobald mur » > »n genommen wird.

Auf solche Weise haben wir gezeigt, dass eine Punktmenge P
von der ersten Mdchtigkeit niemals eine perfecte Menge sein kann.

Theorem B. Ist o irgend ecine Zahl der ersten oder zweiten
Zahlenclasse und P innerhalb G, eine Punktmenge von solcher Beschaffen-
heit, dass:

P =0,
so ist PO sowohl wie auch P von der ersten Mdchtigkeit, es sei denn,
dass P resp. PW endliche Mengen sind.

Beweis. Die erste Ableitung einer Punktmenge P ist eine be-
stimmte neue Menge P, nimlich die Menge aller Grenzpunkte von
P; unter der zweiten Ableitung P® von P verstanden wir die erste
Ableitung von P® und allgemein unter der »'» Ableitung P® die
erste Ableitung von Pr—1,

Die Ableitung P® ist, wie leicht zu sehen, stets mit allen ihren
Punkten in P® enthalten und allgemein ist P® ein Bestandtheil aller
Ableitungen P®W, P®, ., P~ welche ibr vorangehen.

Wir sahen aber auch, dass die fiir die Erforschung der Natur
einer Punktmenge P so wichtige Begriffsbildung von Ableitungen ver-
schiedener Ordnung durch die soeben erwihnten Ableitungen mit
endlicher Ordnungszahl v Fkeineswegs ihren Abschluss findet, dass es
vielmehr im Allgemeinen nothwendig ist, aus P abgeleitete Mengen
mit in die Betrachtung zu ziehen, welche sich naturgemdss als Ab-
leitungen der Menge P auffassen lassen, deren Ordnumgen durch be-
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stimmte fransfinite Zahlen der zweiten, dritten Zahlenclasse u. s. w.
characterisirt werden,

In Wirklichkeit stellt sich zwar, wie aus den spiter folgenden
Theoremen aufs bestimmteste hervorgehen wird, die Sache so, dass
bei den Punktmengen innerhalb eines beliebigen Gebietes G, streng-
genommen nur diejenigen Ableitungen eine Rolle spielen, deren Ord-
nungszahl der ersten oder zweiten Zahlenclasse angehort. Es zeigt sich
nidmlich die hdchst merkwiirdige Thatsache, dass fiir jede Punktmenge
P von einer gewissen Ordnungszahl e an, welche der ersten oder zweiten
Zahlenclasse, jedoch keiner hoheren Zahlenclasse angehort, die Ab-
leitung P@ entweder O oder eine perfecte Menge wird; daraus folgt,
dass die Ableitungen hoherer Ordnung als « mit der Ableitung P@
simmtlich identisch sind, ihre Inbetrachtnahme daher diberfliissig wird,

Nichtsdestoweniger sind wir im Stande formell (d. h. dem Begriffe
nach) Ableitungen einer Punktmenge P zu definiren, deren Ordnungs-
zahlen beliebig hohen Zahlenclassen angehdren, vorausgesetzt, dass diese
Zahlenclassen vorher ordnungsmissig definirt sind. — Die Begriffe
der Ableitungen mit #ramsfiniter Ordnungszahl ergeben sich successive
wn dersclben Folge wic die transfiniten Zakilen selbst.

Zunéchst erhilt man:

PO =9 ((PW, PO,... PO, ),
wo das Zeichen © die Bedeutung hat, welche mh ihm in Bd., XVII,
pag. 305 gegeben habe.

Sodann erhalten wir P@+) als die erste Ableitung von P,
P+2 alg die erste Ableitung von P@+h u. s. w. Ist y drgend eine
transfinite Zahl der zweiten oder einer hiheren Zahlenclasse, so griindet
sich der Begriff ’® auf die Begriffe der Ableitungen von niedrigercr
Ordnung als p wie folgt: ist p eine transfinite Zahl der ersten Art,
d. h. eine solche Zahl, welche einen ihr ndchst kleineren Nachbar hat,
den wir y_; nennen, so ist P® definirt als die erste Ableitung von
P(-1); ist hingegen y eine transfinite Zahi der zweiten Art, d. h.
eine solche Zahl, welche in der Reihe der ganzen Zahlen keinen ndichst
vorangehenden Nachbar hat (wie beispielsweise die Zahlen @, w® oder
0*” 4+ ®?), so geschieht die Definition von P® mittelst der Formel:

PO =D(PW, PO, ... P& ...
worin y" alle ganzen Zahlenwerthe, die Kleiner sind als p, zu er-
halten hat,

Jedes ") wird daher ein bestimmter Bestandtheil von PO, falls
¥ < p, so dass, unter letzterer Voraussetzung die Differenz:

Py — P
gleichfalls die Bedeutung einer bestimmten in P® enthaltenen Punkt-
menge hat, nimlich derjenigen Menge, welche iibrig bleibt, wenn
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man von P0) die simmtlichen der Menge P angehorigen Punkte
entfernt,

Aus diesen Erklirungen ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit
folgender Gleichung, die giiltig ist fiir jede Zahl y, mag diese endlich
oder iiberendlich sein:

1) PO = 2 (P — Pw+n) P,
<

wo 3 einen verinderlichen Index bedeutet, der alle ganzzahligen
Werthe von 1 an zu erhalten hat, die kleiner sind als die gegebene
Zahl y. —

Dies Alles vorausgeschickt, sei nun « irgend eine ganze Zahl der
ersten oder zweiten Zahlenclasse und P eine Punktmenge von solcher
Beschaffenheit, dass:

P& =0,

Es soll gezeigt werden, dass P® und daher auch P (vergl
Bd. XXI, pag. 53) von der ersten Michtigkeit sind.

Zu dem Ende wenden wir obige Formel (1) an, indem wir darin
y = a« voraussetzen und haben:

PO = 2 (P& — P+,
wo ¢ ein verdnderlicher Index ist, der alle ganzen Zahlen von 1 an
zu durchlaufen hat, die kiciner sind als .
Das auf der rechten Seite eigentlich noch hinzukommende Glied
Pl f4llt hier niimlich fort, weil es gleich O vorausgesetst ist.
Jedes Glied unserer Summe auf der Rechten:

Pl&) — Pe+n

bildet eine ssolirte Menge (vergl. Bd. XXI, pag. 51) und ist daker,
wie an der soeben citirten Stelle gezeigt worden ist, falls sie aus un-
endlich viel Punkten besteht, von der ersten Michtigkeit.

Der Inbegriff aller Glieder unserer Summe ist gleichfalls (falls er
nicht endlich ist) von der ersten Michtigkeit, weil nach der Definition
der zweiten Zahlenclasse der Inbegriff aller Zahlen «', welche kleiner
sind als eine bestemmie transfinite Zahl ¢ der zweiten Zahlenclasse die
erste Michtigkeit hat. (M. vergl. Bd. XXI, pag. 579.)

Achtet man nun auf den in Bd. XX, pag. 117, oben, angefiihrten
Satz, so folgt aus dem eben gesagten unmittelbar, dass P® und da-
her auch P von der ersten Miichtigkeit $ind, falls diese Mengen nicht
aus einer endlichen Anzahl von Punkten bestehen. —

Theorem C. Ist P eine innerhalb G, gelegene Punktmenge von
solcher Beschaffenheit, dass ihre ersie Ableitung PW von der ersten
Michtigkeit ist, so giebt es immer Zahlen y der ersten oder zweilen
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Zahlenclasse derart, dass P¥ gleich Null wird und von allen solchen
Zahlen y giebt es eine kleinste a.

Beweis. In der Formel (1) von § 16 werde die Zahl y = Q
gesetzt, wo unter Q die kleinste Zahl der dritten Zahlenclasse ver-
standen wird. (M. vergl. Bd. XXI, pag. 582).

Man hat alsdann:

2) P = Z’ (P9 — Po+D) . P@,
7

worin der Buchstabe p alle Zahlen der ersten und zweiten Zahlenclasse
durchléuft.

In unserem Theorem wird vorausgesetzt, dass P® von der ersten
Michtigkeit sei; in Folge dessen sind alle hoheren Ableitungen P®),
weil sie in PO aufgehen, gleichfalls von der ersten Michtigkeit, wo-
fern sie nicht aus einer endlichen Anzahl von Punkten bestehen; es
kann daher die Differenz:

(P — _P(Y-H))
nicht anders gleich Null werden, als indem P® und daher auch P(r+1)
Null werden; denn im andern Falle wire P, wegen:

P = Pu+1)
eine perfecte Menge, was dem Safze A widersprechen wiirde,

Wiren daher simmtliche Ableitungen P®), wie hoch wir auch p
innerhalb der ersten oder der zweiten Classe annehmen, von Null ver-
gchieden, so wiirden auch simmtliche Glieder:

(P® — Plr1)
der Summe auf der Rechten unserer Gleichung (2) von Null ver-
schieden sein.

Der Inbegriff aller dieser Glieder, oder, was ‘dasselbe bedeutet,
der Inbegriff aller ganzen Zahlen der ersten und zweifen Zahlenclasse
zusammengenommen hat die zweite Méchtigkeit. (M. vergl. Bd. XXI,
pag. 579 u. f.) Wir wiirden daher auf der rechten Seite unserer
Gleichung (2) eine Punktmenge stehen haben, die sicherlich von
hoherer Michtigkeit wire, als die linke Seite unserer Gleichung, welche
der Voraussetzung nach von der ersten Michtigkeit ist.

Es fithrt also die Annahme, dass simmtliche Ableitungen P®
(unter y eine Zahl der ersten oder zweiten Zahlenclasse verstanden)
von Null verschieden seien, zu einem offenbaren Widerspruche mitr
der Voraussetzung, dass P die erste Michtigkeit hat.

Daher muss es Zahlen p der ersten oder sweiten Zahlenclasse geben,
so dass:

P® =0,
und von allen solchen Zahlen y muss es eine kleinste a geben, weil
der allgemeine Satz besteht, dass in jedem irgendwie definirten In-
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begriffe von ganzen Zahlen, die der ersten oder zweiten (oder auch
einer hoheren) Zahlenclasse angehiren, ein Minimum, d. h. eine Zahl
vorhanden sein muss, die kleiner ist, als alle lbrigen Zahlen desselben
Inbegriffes. (M. vergl. Bd. XXI, pag. 581).

Theorem D. Ist P eine innerhald G, gelegene Punkimenge von
solcher Beschaffenheit, dass thre erste Ableitung PO eine héhere Mdich-
tigheit als dic erste hat, so giebt es tmmer Punkte, welche allen Ab-
leitungen P! gugleich angehiren, wo a irgend eine Zahl der ersten
oder zweiten Zahlenclasse ist wnd der Inbegriff aller dieser Punlte, der
nichts anderes ist als P, ist stets cine perfecte Punktmenge.

Beweis. Dass es immer unter der gemachten Voraussetzung
iiber P solche Punkte giebt, die gleichzeitig allen Ableitungen P@
angehoren, erkennt man aus Theorem I in § 15, wenn man ausser-
dem Theorem B dieses Paragraphen beriicksichtigt. In Folge des
letzteren hat nidmlich P die Beschaffenheit, dass alle ihre Ableitungen
P@, wie hoch wir auch & in der zweiten Zahlenclasse ahnebmen, von
Null verschieden sind. Diese Beschaffenheit von P geniigt den beiden
Voraussetzungen einer Beschaffenheit, welche in Theorem I durch den
Buchstaben Y bezeichnet wurde; folglich giebt es nach diesem Satze
wenigstens einen Punkt, wir wollen ihn s nennen, von solcher Lage,
dass wenn wir ihn zum Mittelpunkte einer Vollkugel K(p) mit dem
Radius ¢ nehmen, der DBestandtheil P(9) von P, welcher in diese Voll-
kugel fillt, ebenfalls die Beschaffenheit hat, dass alle seine Ableitungen
P (9) von Null verschieden sind, wie klein auch ¢ gewiihlt werden
moge; ist daher « irgend eine ganze, zur ersten oder zweiten Zahlen-
classe gehorige Zahl, so ist (da P (g) ein Bestandtheil von P@
und da es somit in jeder Nihe von s Punkte von P® giebt) s
ein Grenzpunkt von P@, also ein Punkt von P+); nun ist
aber P@+) ein Bestandtheil von P@, daher also auch s ein
Punkt von P@, Der Punkt s gehort also allen Ableitungen P® zu-
gleich an.

Fassen wir nun den Inbegriff S = P aller Punkte s in’s Auge,
welche simmtlichen Ableitungen P®@ zugleich angehdren, so iiberzeugt
man sich leicht, dass dieser Inbegriff S eine perfecte Menge bildet.
In der That muss jeder Punkt s von S ein Grenzpunkt von S sein.
Wire dies ndmlich nicht der Fall, so kdnnte man um s als Mittel-
‘punkt eine Vollkugel K({(g, s) mit hinreichend kleinem Radius ¢ <¢
legen, so dass der Theil P (g,s) von PM), welcher dieser Vollkugel an-
gehort, eine Ableitung P @ (g, s) hat, die aus dem einzigen Punkte s
besteht; es sei ¢, &, -+ &, -+ eine Reihe von abnehmenden, be-
liebig klein werdenden Grossen, welche alle kleiner sind als &, so dass
dem soeben gemeinten ¢ nach einander die Werthe &, &, &, -+
&, -+ gegeben werden konnen; man hat alsdann:
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(3) PW(g8)=s5+4(PV (55)—PM(e,8))+ (LW (2,,5)—P"(e,8))+ -
(PO ety ) — PO (e 5)) + -

Jedes der einzelnen Glieder auf der rechten Seite ist nun endlich
oder von der ersten Michtigkeit; denn die Menge

P (87—1: 8) — PW® (87; 3) = Qv

ist so beschaffen, dass @,? gleich Null ist, weil sonst in das Innere
der Vollkugeln K(g,s) (¢ < ¢&) ausser s noch andere Punkte von S
fallen wiirden; ¢, kann daher nach dem vorher Bewiesenen keine
hohere Michtigkeit haben als die erste.

Es miisste also auch wegen (3) P® (¢, s) von keiner hoheren als
der ersten Michtigkeit sein, was aber nach Theorem C unvertriglich
damit ist, dass P® (¢, s) von Null verschieden, nimlich gleich s ist.

Wir sehen daher, dass jeder Punkt s von S ein Grenzpunkt

* von S ist.

BEs ist aber auch jeder Grenzpunkt s* von S ein Punkt von S,
weil P&+ ein Bestandtheil von P ist.

Somit ist gezeigt, dass S = P eine perfecte Menge ist.

Theorem B. Ist P eine innerhald G, gelegene Punltmenge von
solcher Beschaffenheit, dass ihre erste Ableitung PV eine hohere Mdéich- .
tigkeit als die erste hat, und ist S = P die perfecte Menge, deren
Ezxistenz in Theorem D ausgesprochen ist, so ist die Differenz:

stets eine Punktmenge von hochstens der ersten Mdichtigheit und wir
konnen daher stets und nur auf eine Weise PV in zwel Bestandtheile
I und S zerlegen, so dass:

PO =R S,
wo S cine perfecte Punltmenge und R eme Punkimenge ist, die ent-
weder endlich oder von der ersten Mdchtigheit ist.

Beweis. Um die Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, brauchen
wir nur das Theorem III in § 15 und das soeben bewiesene Theorem D
anzuwenden. Es hat hier niimlich R, ihrer Bedeutung nach, keinen
Punkt mit S gemein und mithin, da S® =8, auch keinen Punkt
mit S gemein.

Wenn wir ferner irgend einen stetigen Theil H von G, betrachten,
der keinen Punkt von S und mithin auch keinen Punkt von S®=§
enthilt, so muss die Theilmenge von R, wir wollen sie B nennen,
welche dem Gebiete H angehort, endlich oder von der ersten Mich-

tigkeit sein; denn wiire R von einer htheren als der ersten Michtig-
keit, so wire nach Theorem D die Menge R“® von Null verschieden
und es miissten also, da R ein Bestandtheil von P und folglich
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R ein B.estandtheil von P® =8 ist,"in dem Gebiete H Punkte der
Menge S liegen, was unserer Voraussetzung nach nicht der Fall ist.

Es treffen also fiir unsere Menge R alle diejenigen Annahmen
zu, welche im Theorem II[ in § 15 in Bezug auf die dort mit dem-
selben Buchstaben R bezeichnete Menge gem:cht worden sind, wobei
wir nur an Stelle der dort mit @ bezeichneten Menge unsere Menge
S zu setzen haben.

Wir schliessen’ daher, mit Hilfe von Theorem ITI, § 15, dass
un§ere Menge R hochstens von der ersten Michtigkeit ist, was zu be-
welsen war.

Theorem F. Ist P innerhalb G, cine beliebige Punltmenge von
solcher Beschaffenheit, dass ihre erste Ableitung PD eine hohere Méich-
tigheit als die erste hat, so giebt es stets eine kleinste der ersten oder
zweiten Zahlenclasse zugehirige Zahl e, so dass:

P@ —= Pty
und es ist folglich bereits dic ot Ableitung von P, d. 5. P@ gleich der
perfecten Menge PG = S,
Beweis. Nach dem Vorhergehenden ist:
PO =R 48,
wo R von der ersten Michtigkeit und S gleich der perfecten Menge
P& igt,
Nach Formel (2) dieses Paragraphen ist aber auch»

PO — (P& — Pu+Y) 4 P,

2

Vergleichen wir diese beiden Ausdriicke von P® und beriick-
sichtigen, dass P) = §, so ergiebt sich fir I der Ausdruck:

“4) R = 2 (P — Pu+D),
v

wo der Buchstabe p alle Zahlen der ersten und zweiten Zahlenclasse
zu durchlaufen hat.

Da R von der ersten Michtigkeit ist, dagegen die Menge der
Glieder auf der rechten Seite von (3) die sweite Mischtigheit hat (¢. Ann.
Bd. XXI, pag. 579), so schliessen wir, dass es eine Lleinste der crsten
oder zweiten Zahlenclasse angehorige Zahl o geben muss, so dass:

Pla) = PlatD),

Hieraus folgt, dass P(® eine perfecte und daher mit Pt =8

zusammenfallende Menge ist.

Diese Sitze A, B, C, D, E, F sowohl, wie die hier entwickelten
Beweise derselhen waren mir zur Zeit der Abfassung von Nr. 5 dieser
Abhandlung bekannt; indessen bin ich dort bei der Formulirung des
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Satzes E, auf pag. 575, Bd.. XXI, etwas zu weit gegangen; so wie
der Satz B dort steht, ist er micht allgemein richtig. Aus dem Um-
stande nimlich, dass R hochstens von der ersten Miichtigkeit und
gleichzeitig ein Bestandtheil von @ ist, glaubte ich folgern zu diirfen,
dass I die Ableitung eines gewissen Bestandtheiles von P wire und
schloss daraus mit Hiilfe des Theorems C ganz richtig, dass es ein «
geben miisste, so dass R® = 0. Es zeigt sich nun aber, dass im
Allgemeinen R nicht Ableitung einer andern Menge zu sein braucht.

Diese wichtige Bemerkung ist zuerst von Herrn Ivar Bendixson
in Stockholm in einem an mich gerichteten Schreiben (v. Mai 1883)
gemacht worden. Auf meinen Wunsch hat derselbe seine bei dieser
Gelegenheit gefundenen Resultate, welche zum Theil mit den obigen
Sitzen D, E, I iibereinstimmen, ausgearbeitet und in Acta mathem.
Bd. II, pag. 415 publicirt.

Da hiernach R im Allgemeinen fiir keinen Werth von y Null
zu sein braucht, so ergab sich die Frage, durch welche Eigenschaft
die abzihlbare Menge R sich von anderen Mengen der ersten Mich-
tigkeit unterscheide; die Beantwortung dieser Frage fand Herr Ben-
dixson in folgendem Theorem:

Theorem G. Ist R die in Theorem E vorkommende Menge
erster Mdachtigkeit, so giebt es eine kleinste der ersten oder zweiten
Zahlenclusse angehirige Zahl «, so dass:

DR, R@) = 0.
Beweis. Nach Theorem F giebt es ein kleinstes « der ersten
oder zweiten Zahlenclasse, so dass:
Pl — P& = 8.
Nun hat B mit S keinen Punkt gemein, folglich ist auch:
DL, P@)=0.

Da R ein Bestandtheil von P®), mithin R ein Bestandtheil von
P @ igt, so hat man umsomehr auch:

DL, BD)=0 q. e d

An diese Theoreme kniipfen sich erliuternde und zusitzliche Be-
merkungen.

Schon in Nr. 2 dieser Abh, (Bd. XVII, pag. 358) habe ich auf
den merkwiirdigen Umstand hingewiesen, dass, wenn eine Punktmenge
P so beschaffen ist, dass P® =0, es alsdann immer auch eine
endliche Zahl v giebt, so dass schon P = 0. Der hierin enthaltene
Satz ist aber nur ein specieller Fall eines allgemeineren, welchen man
wie folgt ausdriicken kann:

Ist B irgend eine zur zweiten Zahlenclasse gehirige Zahl der sweiten
Art (d. h. eine Zahl, welche in zwei Factoren zerlegt werden kann,
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von denen der Multiplicandus = o ist) und P eine Punkimenge von
solcher Beschaffenheit, dass P® =0, so giebt es stets kleinere, zur ersten
oder zweiten Zahlenclasse gehirige Zahlen B < B, so dass auch fir sie:
P =0 ust.

Unm sich von der Richtigkeit dieses Satzes zu iiberzeugen, nehmen
wir an, es sei zwar P®) =0, dagegen P® fiir jede Zahl §’ < f von
Null verschieden. Nach Theorem I des § 15 wiirde es einen Punkt
g von solcher Lage geben, dass in jede Vollkugel K, mit dem Mittel-
punkte g und dem Radius ¢ eine Theilmenge P(p) von P fiele, fiir
welche ebenfalls alle Ableitungen P®#)(p), wenn f < B, von Null
verschieden wiiren. Indem wir ¢ beliebig klein annehmen kénnen, so
folgt hieraus leicht, dass der Punkt g zu jeder der Ableitungen P®,
wenn f’ < B, als Punkt gehtren und mithin auch, wegen der Formel:

PO =D(PW, PO, ... PE), ...
ein Punkt von P®) sein wiirde, was der Annahme widerspricht, wo-
nach P® =0 ist. Folglich ist die gleichzeitig von uns gemachte
Voraussetzung, dass alle P® von Null verschieden seien, unstatthaft
und es muss daher Zahlen §’ geben, die kleiner sind als § und fur
welche P#) ebenfalls gleich Null ist.

Aus diesem Satze folgern wir, dass die in Theorem C mit ¢ be-
zeichnete Zahl stets von der erstem Art ist, so dass eine ihr nichst
kleinere Zahl a_; immer vorhanden ist; denn wire « von der sweiten
Art, so konnte nach dem soeben Bewiesenen « nicht die kleinste Zahl
sein, fiir welche P@ =0 wire. Es giebt also, falls P® von der
ersten Michtigkeit- ist, stets eine Zahl «_,, so dass zwar P(*-1) yon

Null verschieden, dagegen P@ oder was dasselbe ist Pt gleich
Null ist.

§ 17.

Um die Stze der beiden vorangehenden Paragraphen noch weiter
zu vervollstindigen, sowie um neue Untersuchungen im Folgenden
bequem ausfiihren zu konnen, ist es fiir mich unvermeidlich neue De-
finitionen sowohl wie Benennungen festzusetzen.

Zunichst will ich bemerken,_dass es sich als zweckmissig erweist,
das kleinste gemeinsame Multiplum mehrerer Mengen Py, P, ...
wofiir wir bisher das Zeichen M (P,, P,, . ..) (Ann. Bd. XVII, p. 355)
gebraucht haben, als Summe der einzelnen Mengen P, P, ... auch
in denjenigen Fillen zu schreiben, wo die Mengen Py, P,, ... Punkte
gemeinsam haben, wobei jeder gemeinsame Punkt nur einfach der
Menge M (P,, P,, . . .) zugetheilt wird.

Wir baben also von jetzt ab in allen Fillen:

(1 P+ Pt =M(P, Py )

Mathematische Annalen, XXIIL 32
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Man iiberzeugt sich nimlich leicht, dass die gewohnlichen Comnluta}—
tions- und Associationsregeln fiir die Summanden auch hier Giiltigke1t
haben. Nur muss beachtet werden, dass aus einer Gleichung:

P=P P+ -

P—P =P, P,+---
nur in dem Falle geschlossen werden kann, dass P, mit keiner der
iibrigen P,, P,.. .. gemeinsame Punkte hat.
Wenn ferner die Summe (1) aus einer nur endlichen Anzahl von
Summanden besteht, sieht man ohne Schwierigkeit, dass immer
folgende Regel fiir die Bildung der Ableitungen besteht:

@ (PPt A+ P)O= PO PO PO,
wo o irgend eine endliche oder transfinite ganze Zahl bedeutet.
Diese Regel hort jedoch im Allgemeinen aunf giiltig zu sein, wenn
die Anzahl der Theilmengen P, P,, ... unendlich gross ist. —
Wenn eine Punktmenge P so beschaffen ist, dass ihre Ableitung
P in ihr als Divisor enthalten ist oder, was dasselbe ist, dass

D(P, PW) = PW,

so wollen wir P eine abgeschlossene Menge nennen. Zu dieser Art
von Mengen gehdren beispielsweise die Mengen der singuliren Punkte
analytischer Functionen einer complexen Veriinderlichen. Ferner ent-
steht aus jeder Menge P eine abgeschlossene:

M (P, PW) = P + PO,

Jede Menge, welche selbst erste Ableitung einer andern Menge ist,
gehort auch, wie wir wissen, z2u den abgeschlossenen Mengen.

Dieser letztere Satz ist umkehrbar: jede abgeschlossene Menge ldsst
sich auf unzihlig viele Weisen darstellen als die erste Ableitung einer
andern Menge.

In der That sei P eine abgeschlossene Menge, also P® ein Be-
standtheil von P; wir setzen:

P= ¢ 4+ PW,

Es ist dann @ eine ¢solirte Menge und daher von der ersten Machtig-
keit; es moégen die zu ihr gehorigen Punkte mit:

die folgende:

91y Qs =+ o3 vy -
bezeichnet werden.
Sei g, die hier von Null verschiedene untere Grenze der Ent-
fernungen des Punktes g, von allen iibrigen Punkten der Menge P;
um ¢, als Mittelpunkt werde eine #-dimensionale Vollkugel K, mit

dem Radius %' geschlagen.
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. Die simmtlichen Vollkugeln K, liegen ausser einander und kénnen
sich hocbstens beriihren; in das Innere von X, fillt kein anderer
Punkt von P, als jhr Mittelpunkt g,.

Man setze nun in jede dieser Vollkugeln K, eine Punktmenge P,

deren Ableitung P! aus dem einzigen Punkte ¢, besteht und bilde
folgende Menge :

M= PV 4 3P,

so hat M, wie leicht zu erkennen, zur Ableitang die Menge P, d. h.
es ist:

MO = P,
Denn man hat:
P= P
und daher: ¢+
PW = QO 4 PO
mithin :

P=Q+ Qv+ P
MO = P> 4 (va)(l).

Es ist aber, wie man leicht erkennt:

(BP0 = @ + QU

woraus der zu beweisende Satz folgt.

Aus unsern S#tzen C, D, E, F in § 16 ergeben sich daher folgende
Sitze fiir abgeschlossene Punktmengen:

Theorem C'. Ist P irgend eine abgeschlossene Punktmenge von der
ersten Mdchtigheit, so giebt es ¢mmer eine kleinste der ersten oder zweiten
Zahlenclasse zugehirige Zakl o, so dass P@ gleich Null ist, oder was
dasselbe heissen soll, solche Mengen sind immer reductibel.

Theorem K. Ist P eine abgeschlossene Punktmenge von hoherer,
als der ersten Mdchtigkeit, so zerfillt P und zwar nur auf eine Weise
in “eine perfecte Menge S und eine Menge von der ersten Mdichiigkeit
R, so dass

andererseits ist:

P=R+4+8

und es existirt eine kleinste der ersten oder zweiten Zahlenclasse zuge-
horige Zahl o, so dass P gleich S wird.

Es ist ferner wichtig den Fall ins Auge zu fassen, dass eine
Menge P Divisor ihrer Ableitung P® ist oder, was dasselbe ist, dass

D(P, Pu) = P;

unter solchen Umstinden wollen wir P eine in sich dichte Menge

nennen.
Ist P irgend eine n sich dichte Menge, so st ihre Ableitung PV

stets eine perfecte Menge.
' 82*
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Denn einerseits ist ja immer P® Divisor von P®; in unserm
Falle ist aber auch P® Divisor von P®; denn schreiben wir:

PO=N+4 P,
so folgt daraus:
PO = NO 4 pay,

d. h. PW jst mit allen seinen Punkten in P® enthalten. Folglich
sind die beiden Mengen P® und P® identisch dieselben und es ist
daher PW eine perfecte Menge.

Dann ist auch der Fall hervorzuheben, wo eine Menge P eine
solche Beschaffenheit hat, dass kein Bestandtheil d. h. keine Theilmenge
von P in sich dicht ist; in diesem Falle nennen wir die Menge P
eine separirte Menge.

Die <solirten Mengen bilden offenbar eine besondere Classe von
separirten Mengen. Ferner ist hervorzuheben, dass alle abgeschlossenen
Mengen erster Mdichtigkeit separirte Mengen sind, weil sie sonst nicht
reductibel wiren, und dass auch alle diejenigen Mengen erster Michtig-
keit, welche in den Theoremen E, E" und G (§ 16) vorkommen und
dort mit R bezeichnet wurden, separirte Mengen sind.

Wiirde nimlich B einen Bestandtheil M haben, welcher in sick
dicht ist, so wiirde R@® den Bestandtheil M) haben, weil M@ eine
perfecte Menge ist, die in allen Ableitungen von R erhalten bleibt;
da zudem M als in sich dichte Menge ein Bestandtheil von M® ist,
so wiirde der Bestandtheil M von R ebenfalls in R® enthalten sein,
was in Widerspruch zu dem Bendixsonschen Satze G (§ 16) treten
wiirde, Also hat R keinen Bestandtheil, welcher #n sich dicht ist, und
es gehort also B immer zu der Classe der separirten Mengen.

Zu den separirten Mengen gehOrt auch immer, was auch P sei,
die Menge

P—D(P, P9),

von welcher man zugleich stets behaupten kann, dass sie von der
ersten Michtigkeit ist, was leicht mittelst des Theorems III in § 15
bewiesen wird. Auf die Frage ob. cine separirte Menge auch von
hoherer als der ersten Machtxgkelt sein kann, kommen wir spiter.
Der Begriff ,in sich dicht“ steht natilrlich in einer gewissen Ver-
wandtschaft zu dem sehon frither oft von mir gebrauchten ,éberalldicht,
umsomehr miissen wir sie ayseinander halten und jeder Verwechslung
zwischen ihnen vorbeugen.
<. Der Ausdruek ,in sich dicht“ bezeichnet fiir sich eine bestimmte
Beschaffenheit einer Menge; dagegen hat ,siberalldicht an und ftir sich
nicht dis Bedeutuug einer Mepgenbeschaffenkeit, sondeen erlangt solche -
erst dadurch, dass man ihn in Verbindung mit einem bestimmten n-
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dimegsionalen stetigen Bestandtheil H von G, braucht, indem man
von einer Menge P sagt, sie sei , iiberalldicht in H*.

Macht man sich diesen wesentlichen Unterschied klar, so folgt
von selbst, dass eine Menge P sehr wohl in sich dicht sein kann,
ohne dass sie in irgend welchem Theilgebiete H von G, dberalldicht
wire, und dass auch umgekehrt eine Menge P in eimem Theilgebicte
H diberalldicht sein kann, ohne dass sie in sich dicht zu sein braucht,
falls némlich P auch ausserhalb des Gebictes H zugehorige Punkte
besitzt. —

Liegt andrerseits P ganz im Gebiete H und ist darin dberalldicht,
so ist unmittelbar klar, dass in einem solchen Falle P auch in sich
dicht genannt werden muss.

§ 18.

Jeder Punktmenge P innerhalb G,, sie mag continuirlich oder
discontinuirlich sein, kommt eine bestimmte nicht negative Zahlgrosse
zu, welche wir ihren Inhalt oder ihr Volumen mit Bezug auf thre
Theilnehmerschaft an dem cbenen n-dimensionalen Raum G,, oder, wie
wir uns kiirzer ausdriicken wollen, mit Dezug auf G, nennen wollen.
Diese Zahlgrosse ist in allen Fillen, in welchen man bisher von Volumen
oder Inhalt gesprochen hat (wenn ndmlich P ein aus einem oder
mehreren n-dimensionalen Stiicken bestehender Theil von G, ist) gleich

dem n-fachen Integral:
jaxi 0%y ... 0%s,

wobei die Integration iiber alle Elemente des betreffenden Raumtheiles
P ausgedehnt wird. Sie hat aber auch in allen anderen Fillen ihre
bestimmie Bedeutung und einen einzigen Werth. Wegen ihrer Abhingig-
keit sowohl von P, wie auch von dem ebenen Raume G, in welchem
P enthalten ist, wollen wir diese Zahlgrosse mit:
I(P in G,)
oder einfach mit:
I(P)

bezeichnen, letzteres in den Fillen, wo in der laufenden Betrachtung
die Heranziehung mehrerer ebener Riume G,, G'n, . .., denen P ge-
meinschaftlich angehtren konnte, ausgeschlossen und daher eine Ver-
wechselung nicht moglich ist. Zu dieser Veraligemeinerung des Inhalts-
begriffes gelangt man durch die Betrachtung einer gewissen Function
einer positiven unbeschriinkten Variablen o, die wir die 2u der gegebenen
Punkimenge P mit Bezug auf G. gehorige charalteristische Function

nennen und je nach Bedarf mit:
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F(o, Pin G,)

oder, falls dies ausreicht, einfacher mit:

. F (@) P ) =F (9)
bezeichnen wollen.

Ist némlich irgend eine ganz in das Endliche fallende Punktmenge
P iunerhalb G, gegeben, so bilde man um jeden der abgeschlossenen
Menge

M(P, PU)= P +4 PO

rugehorigen Punkt p eine n-dimensionale Vollkugel mit dem Mittel-
punkt » und dem Radius ¢; wir wollen sie, als Menge mit allen
innern und auf der Begrenzung liegenden Punkten aufgefasst, mit:

: Ko, p)
bezeichnen.

Der Inbegriff aller dieser Vollkugeln, welchen man erhilt, indem
man p alle Punkte der Menge P 4 P® durchlaufen ldsst, hat nun
ein bestimmtes kleinstes gemeinschaftliches Multiplum

DKo, ),
4

welcher Punktmenge wir die Bezeichnung:
M(e, P in G,)

(e, P)

TT{e),
je nach Umstinden geben wollen.

Diese Punktmenge TT(g) ist nun, weil P ganz im Endlichen liegend
vorausgesetzt ist, wie man leicht sieht, immer ein aus einer endlichen
Anzahl von Stiicken bestehender Theil des Raumes G, wo jedes dieser
Stiicke ein n-dimensionales Contimuum mit dazu gehoriger Begrensung
darstellf. Es hat also das n-fache Integral

jax, 0y . . . 0%y,

ausgefithrt iiber alle Elemente des Raumtheiles TT(p) einen bestimmten
Werth, der sich mit ¢ #ndert; diesen Werth nennen wir F(p), so
dass wir also folgende Definition der zu einer gegebenen Punkimenge
P mit Bezug auf G. gehorigen charakteristischen Function erhalten:

(1) F(o, Pin G,) = fox, 02, ...0,

. (e, PinGy) )
Bemerken wir nun, dass F(g), wie leicht erkannt wird, eine mit ¢
gleichzeitig abnehmende stetige Function von ¢ ist, deren Derivirte
F’(p) sogar auch eine ganz bestimmte Bedeutung hat, indem sie
nimlich in gewissem Sinne den Inhalt der Begrenzung von TT(o)

oder die einfachere:

oder
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ausdriickt, so folgt, dass mit beliebigem Abnehmen der Grésse o die
Function F'(¢) sich einem bestimmten, nicht negativen Grenzwerth
Lim F(g) beliebig nihert; diesen Grenzwerth nennen wir den Inhalt
=0

oder das Volumen der Menge P mit Bezug auf den ebemen Raum G,
und haben daher die Definitionsgleichung:

(2) I(P in G,) = Lim F(o, P in G,)
=0
oder einfacher geschrieben: ¢
I(P) = Lim F(p).
=0

Sind P und @ zwei Punktmengen von solcher Lagenbeziehung, dass
vollig getrennte n-dimensionale Raumtheile H und H' angegeben werden
konnen, so dass P ganz in H, @ ganz wn H' enthalten ist, so gilt, wie
leicht zu zeigen, der Satz, dass:

I(P+ @) = I(P) + I(Q).
Lasst man aber die gemachte Voraussetzung iiber P und € fallen, so
gilt dieser Satz im Allgemeinen nicht.

Zunichst beweisen wir nun den Fundamentalsatz, dass der Inhalt
einer Menge P stets gleich ist dem Inhalt ihrer Ableitung P® mit Bezug
auf denselben ebemen Raum G, oder dass immer die Gleichung besteht:
(3) I(P in G,) = I(PW in G,)

Der Beweis dafiir wird wie folgt gefiuhrt: sei ¢ eine beliebige positive
Grosse, die wir fiir's erste als gegeben ansehen, spiter aber gegen
Null abnehmen lassen werden.

Sei ferner H ein ganz im Endlichen gelegener #-dimensionaler
Theil von G,, der nur so gross anzunehmen ist, dass der Raumtheil
TT(&, P) und mithin auch die Mengen P und P® ganz in ihn hinein-
fallen.

Wir wollen nun, wihrend die zu P gehorige charakteristische
Function mit F(p) bezeichnet wird, die zu P® gehorige charakte-
ristische Function mit F,(¢) bezeichnen, so dass also I, (¢) genau
geschrieben gleich ist F'(¢, P in @,). Betrachten wir nun den
Raumtheil TT(s, P®), so ist derselbe enthalten in TT(¢, P) und daher
auch in H.

Der Raumtheil:

A = H —Tl(s, PW)
wird nun sammt seiner Begrenzung hochstens eine endliche Anzahl
von Punkten der Menge P enthalten, weil in ihm kein einziger Punkt
der Menge P® vorkommt. Wir wollen die Menge dieser in endlicher
Anzahl vorkommenden Punkte mit @, bezeichnen.

Unter ¢ wollen wir nun eine positive Grosse verstehen, die kleiner
als ¢ ist und gegen Null convergirt.
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Wir haben alsdann erstens:
Flo) — Fi(e) 2 0,
weil TT(g, PW) stets innerhalb TI(o, P) gelegen ist.

Andrerseits kénnen wir ¢ immer so klein nehmen, dass TT(¢, P— Q)
ganz in den Raumtheil TT(e, P) zu liegen kommt, weil die Punkte
der Menge P — @ nirgends der Begrenzung von TT(e, P®) unendlich
nahe kommen (sonst wiirde diese Begrenzung Punkte von P in sich
haben, was ihrer Natur entgegen ist); von einem hinreichend kleinen
@ an ist also jmmer:

, . Fle, P— Q) < F (o).
Yolglich haben wir:

Flo) — File) < (Fi(a) — Fi(0)) + (Flo) — F(e, P— Q)
wihrend schon vorher gesehen wurde, dass:
F(o) — Fi(e) 2 0.

Nun haben aber die beiden Mengen Pund P — @, weil sie sich nur
um eine endliche Anzahl von Punkten unterscheiden, gleiche Inhalte,
es wird also die Differenz I'(¢) — F' (o, P — ) mit ins unendliche
abnehmendem ¢ selbst unendlich klein; wir schliessen daher aus den
beiden soeben geschriebenen Ungleichungen, dass:

I(P) — I(PW)
seinem absoluten Betrage nach nicht grosser ist als:

Fy (&) — I(PW).
Hier ist & eine ganz beliebige positive Grosse, die wir daher jefzt auch
gegen Null convergiren lassen konnen; unter solchen Verhiiltnissen
ndhert sich die letztere Differenz selbst der Null und es muss also
I(P) gleich I(PW) sein, worin der zu beweisende Satz liegt.

Es besteht nun aber auch der allgemeinere Satz:
Ist y irgend eine endliche oder der zweiten Zahlenclasse angehirige

transfinite Zahl, P eine belicbige Punktmenge itn G,, so ist immer
4) I(Pin G,) = I(PY in G,).
Zum Beweise wenden wir ein vollstindiges Inductionsverfahren an;
wir nehmen an, es sei bei jeder Punktmenge P erwiesen, dass fiir
alle Werthe von 3, die Kkleiner sind als ein gegebenes der ersten oder
zweiten Zahlenclasse angehoriges y, die Gleichung besteht:

I(P)y = I(P™)
und wollen nun zeigen, dass alsdann auch:

I(P) = I(PW).
In dem Falle, dass y eine Zahl der ersten Art ist, so dass eine ibr

ndichst vorhergehende Zahl p_, existirt, hat dieses keine Schwierig-
keit; denn da unter diesen Umsténden
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(Pr-0)® — P»,

so folgt aus dem soeben bewiesenen Satze:
I(Pr-1) = I(PY),

I(P) = I(PW).
Nehmen wir nun zweitens an, es sel p eine transfinite Zahl der

gweiten Art.
Betrachten wir hier den Raumtheil:

Ti(e, PW)
innerhalb H und bezeichnen die Differenz:
H — Ti(e, P

und daher auch:

mit A,.

Was die positive Grosse & anbetrifft, so wollen wir sie nur so
gewdhlt denken, dass auf die Begrenzung von TT(s, P") kein ecinziger
Punkt der abzdhlbaren Punktmenge (P 4 PW) — P fillt; eine solche
Wahl von & und selbst unfer jeder K leinheitsgrenze ist stets moglich,
wie mit Anwendung meines in Ann. Bd. XV pag. 5 bewiesenen Satzes
leicht erkannt wird.

In dem Raumtheil A, ist ein gewisser, im Allgemeinen aus un-
endlich viel Punkten zusammengesetzter Bestandtheil von P 4 P®
enthalten, den wir ¢, nennen wollen.

Die Menge ¢, ist nun offenbar von der Art, dass ihre p‘° Ab-
leitung Null ist; denn sonst wiirde ausserhalb des Raumtheiles

(e, P®)
zum mindesten ein Punkt von P® liegen, was nicht der Fall ist.

Da p eine transfinite Zahl der zweifen Art ist, so muss es (s. § 16
gegen Schluss) sogar noch eine kleinere Zahl y < y geben, so dass
auch die pt¢ Ableitung von @, gleich Null ist.

Da aber unser zu beweisende Satz als richtig vorausgesetzt wird
fir alle Punktmengen, also auch fiir @,, sofern nur ' <y, so
schliessen wir, dass:
®) (@) = I(g9) =0
ist,

Da ferner die beiden Punktmengen @, und (P 4 P®) — @, derart
ausser einander liegen, dass die eine in dem Raumtheil A,, die andere
in dem davon giinzlich getrennten Raumtheile TT(¢ —%, PW) (fiir ein
hinreichend kleines %, wie sogleich gezeigt wird) liegt, so haben wir:

I(P) = I(P + PW) = I((P+P®) — @)+ I(@))
und wegen I(Q,)=0:
(6) I(P) = I(P+4 PW) — @).
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Unter o verstehen wir nun eine belicbige Grosse die kleiner ist als ¢
und ausserdem so Klein ist, dass TT(e, (P4 PW) — ¢y) ganz in den
Raumtheil TT(e, P®) zu liegen kommt; letztere Bedingung ist erfiillbar,
weil ¢ so gewshlt worden ist, dass auf der Begrenzung von TT (¢, P))
kein einziger Punkt der Menge (P4 P®W) — PO liegt; dies hat zur
Folge, dass die Punkte der Menge I+ P nicht beliebig nahe an
diese Begrenzung heranriicken, weil diese sonst einen Punkt von P
in sich aufnehmen wiirde, was offenbar eine Unmdglichkeit ist, da
alle Punkte von P® zum mindesten in der Entfernung & von dieser
Begrenzung abstehen,
Folglich haben wir fiir hinreichend kleine Werthe von g:

Fo, (P + PW)— &y) < F(e, P)
mithin auch:
F(o, P) — F(o, P?) < (F(e, P") — F(o, P?))
+(F(o, P) — Flo, (P 4 P) — Q).
Anderseits ist offenbar:
F(o, P) — F(o, ") 2 0.
Lassen wir nun ¢ unendlich klein werden, so folgt in Riicksicht
auf (6), dass die Differenz:
I(P) — I(PW)
ihrem absoluten Betrage nach nicht grosser ist als:
F(s, P(y)) —_ I(P(y)).

Hier ist & eine beliebige positive Grisse, die nur an gewisse Voraus-
setzungen gekniipft ist, welche jedoch ihre Kleinheit nicht beschrinken:
lassen wir daher ¢ unendlich klein werden, so folgt, dass:
I(P) = I(PW).

Wir kounen daher den Satz (4) als durch vollsténdige Induction
bewiesen ansehen; aus thm ergeben sich nun die Folgerungen:

1. Wenn P eine reductible Menge ist, so ist ihr Inhalt I(P)
immer gleich Null.

In der That giebt es in diesem Falle, ein kleinstes «, so
dass:

P =0;

folglich ist I(P(®) und daher auch I(P) gleich Null.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung meines in Ann. Bd. XXI,
pag. 54 fir lineare reductible Mengen bewiesenen Satzes.

II. Wenn P nicht reductibel ist, so giebt es immer eine perfecte
Menge S, die denselben Inhalt hat, wie P, so dass:

M I(Pin G,)=1I1(S in G,).
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Denn nach Theorem E in § 16 giebt es eine perfecte Menge S, so
dass fiir ein kleinstes der ersten oder zweiten Zahlenclasse angehériges o :
P = §;

also haben wir nach (4):

I(P) = I(9).
Hieraus folgt, dass die Bestimmung der Inhalic von belicbigen Punkt-
mengen tmmer zurvickgefishrt ist auf dic Herstellung der Inhalte per-
fecter Punktmengen.

In einer spiteren Abhandlung werde ich das letztere Problem aus-
fithrlich in seiner Allgemeinheit behandeln und beschrinke mich daher
hier auf folgende Bemerkungen.

Bei einer perfecten Punktmenge kommt es oft vor, dass ihr Inhalt
gleich Null ist, doch kann dies nur dann eintreten, wenn die perfecte
Punktmenge in keinem n-dimensionalen Theilgebiete von G, dberall-
dicht ist.

Ein Beispiel von linearen perfecten Punktmengen mit dem Inhalte
Null wird von mir in Ann. Bd. XXI, pag. 590 angefiihrt. Aehnliche
Beispiele lassen sich innmerhalb @, fiir # > 1 leicht bilden.

Ist dagegen eine perfecte Punktmenge innerhalb eines gewissen
n-dimensionalen Raumtheiles H diberalldicht, so ist ihr Inhalt offenbar
von Null verschieden.

Andrerseits giebt es aber auch perfecte Mengen, die in keinem
noch so kleinen n-dimensionalen Rawmtheile iberalldicht sind und deren
Inhalt trotedem einen von Null verschiedenen Werth hat.

In den mathematisch-physikalischen Anwendungen der Mengen-
lehre, iiber welche ich demnichst die von mir angestellten Unter-
suchungen vertffentlichen werde, spielt ein noch allgemeinerer Begriff,
als der hier mit I(P) bezeichnete, eine wesentliche Rolle.

Ist (2, %,, . . . %) irgend eine unbedingt integrirbare Function
der n Coordinaten eines beliebigen Punktes von G, und P irgend
eine in G,, ganz im Endlichen gelegene Punktmenge, TT (¢, P in G4)
der im Vorigen definirte Raumtheil, so stellt uns das Integral:

PZyy By, » * vy &n) 021 0Ty -+ + O
(T (0, PinG,,))
eine stetige Function von ¢ dar, deren Grenzwerth fir Lim ¢ =0
eine von P sowohl wie von der Function ¢(zy, z,, - - -, ,) abhingige
" Zahl liefert, die ich mit I(p(#;, %,y -+ %4); P in G,) oder kiirzer
mit I(9(x,, %oy * * + ), F) bezeichne, so dass unser I(P) nichts
andres ist als I(1, P).
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§ 19.

Wir wollen nun zu einer genaueren Untersuchung der perfecten
Mengen iibergehen.

Da jede solche Punktmenge gewissermassen in sich begrenzt, ab-
geschlossen und wvollendet ist, so zelchnen sich die perfecten Mengen
vor allen anderen Gebilden durch besondere Eigenschaften aus.

Sie diirften aber auch noch aus dem Grunde eine generelle und
ausfiihrliche Behandlung verdienen, weil die simmtlichen Continua,
wenn wir dieses Wort in dem Sinne nehmen, wie ich ihn in der
vorigen Nummer dieser Abhandlung, in Ann. Bd. XXI, pag. 576 ge-
braucht habe, zu ihnen gehdren; denn unter einem Confinuum im
eigentlichen Sinne versiehe ich jede perfecte Punktmenge, die in sich
cusammenhingend ist; was ich hierbei mit pausammenhingend“ sagen
will, ist gleichfalls an der soeben erwihnten Stelle erklirt worden.

Alle #ibrigen Continua, welche ich Ann. Bd, XXI, pag. 590 Semi-
continua genannt habe, lassen sich gewissermassen durch Addition und
Subtraction aus perfecten Punktmengen und aus solchen Punktmengen,
die aus einer endlichen Anzahl von Punkten oder auch aus einer un-
endlichen Anzahl von der ersten Michtigheit zusammengesetzt sind,
herstellen; aus diesem Grunde scheint mir die Untersuchung der per-
fecten Continua derjenigen der Semicontinua vorangehen zu miissen.

Bei aller Verschiedenheit, welche wir in der reichhaltigen Classe
der perfecten Punktmengen kennen lernen werden, indem sowohl in
Ansehung ihres ,Inhaltes wie auch in Bezug auf ihre nmere und
dussere (estaltung die merkwiirdigsten und zum Theil seltsamsten
Varietiiten sich unter ihnen vorfinden, haben sie doch alle ein Ge-
meinsames; sie sind alle von gleicher Mdchtigkeit und folglich, da die
Continua zu ihnen gehoren, sind sie alle von der Michtigkeit des Linear-
continuums, also beispielsweise von der Machtigkeit des Inbegriffs aller
rationalen und irrationalen Zahlen, die grisser oder gleich Null und
kleiner oder gleich Fins sind.

In Borchardts Journ. Bd. 84, pag. 242 ist bereits gezeigt worden,
dass die Michtigkeit n-dimensionaler Continua dieselbe ist, wie die des
eindimensionalen Linearcontinuums. Wir werden im weiteren Verlaufe
dieser Untersuchung diese merkwiirdige Thatsache von Neuem zu be-
stitigen Veranlassung finden.

Zunichst aber will ich meine Betrachtungen wieder auf die linearen
Punktmengen beschrinken und einen Beweis fiir den Satz entwickeln,
dass alle lincaren perfecten Mengen gleiche Michtigheit haben oder, was
dasselbe heisst, dass je zwei solche Mengen in eine Beziehung zu
einander gesetzt werden kbnnen, welcher gemiiss gewissermassen die
eine als eine eindeutige Function der andern betrachtet werden kann.

Sei zundchst S eine lineare, perfecte, im Intervall (O ... 1) ein-
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geschlossene Pumktmenge, welche in keinem noch so kleinen Intervall
diberalldicht ist und welcher die Punkte O und 1 zugehirig sind; alle
anderen in keinem noch so kleinen Intervalle iiberalldichten Punktmengen
lassen sich projectivisch auf die soeben charakterisirten zuriickfiihren;
wenn also von S gezeigt sein wird, dass ihre Michtigkeit gleich ist
der Michtigket des Linearcontinuums (0...1), soist damit das gleiche
bewiesen fiir alle linearen perfecten Mengen, die in keinem Intervalle
beralldicht sind.

Den einfachen Betrachtungen zufolge, welche in Ann., Bd. XXI,
pag. 55 und 56 angestellt worden sind, gehort zu unsrer Menge S
eine bestimmte unendliche Menge von in (0 . . .1) enthaltenen, vollig von
einander getrennten Theilintervallen, durch deren Endpunkte, welche
zusammengenommen eine i sich dichte aber in keinem noch so kleinen
Intervalle iiberalldichte Punktmenge erster Mdchtigkeit bilden, die per-
fecte Menge S wollig bestimmt ist, indem sie die erste Ableitung von
jener, welche wir J nennen wollen, darstellt, so dass:

(1) S == J,

S besteht sonach aus zwei zu unterscheidenden Bestandtheilen, nim-
lich aus J und aus einer andern in sich dichten aber in keinem noch
so kleinen Intervalle dberalldichten Punktmenge, die wir L nennen
wollen, so dass:

2) S=dJ+ L.

Diese letztere Menge L wird némlich von allen Grenzpunkten der
Menge J gebildet, die nicht J selbst zugehorig sind.

Wir wollen uns jene Theilintervalle, deren Endpunkte die Menge
J constituiren, ihrer Grisse nach geordnet denken, so dass die kleineren
auf die grosseren folgen und wenn gleich grosse unter ihnen vorkom-
men, die mehr nach links gelegenen frither geschrieben werden, als
die mehr nach rechts fallenden; in dieser Anordnung mogen sie folgende
unendliche Reihe bilden:

3) @ .. b)), (@ . b))y (@ . by). .o
Den Inbegriff aller Punkte @, wollen wir mit {a,} , den aller Punkte

b, mit {b,} bezeichnen und fiir einen beliebigen der zur Menge L ge-
horigen Punkte das Zeichen ! wihlen, so dass wir haben:

@ J=Aa} +{n} L={1}; s={a} + {6} + 11}
Ich will noch Folgendes aus dem Begriffe von S leicht sich Ergebende
ausdriicklich hervorheben :

Die Endpunkte 0 und 1 gehdren dem Bestandtheile L von S an;
zwischen irgend zweien Intervallen-(a,...b,) und (a,...b) der
Reihe (3) liegen immer unendlich viele andere Intervalle derselben
Reihe; in jeder beliebigen Nihe eines einzelnen von den Punkten a,
oder b, oder ! liegen Intervalle der Reihe (3) von beliebiger Kleinheit.
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Nachdem wir solchermaassen den Begriff unsrer Menge S voll-
stindig analysirt haben, geben wir uns irgend eine abzihlbare lineare
Punktmenge:

(5) Pry Pasev oy Pry oo ey

die nur folgenden Bedingungen unterworfen ist:

1) alle Punkte @, sind unter einander verschieden;

2) sie fallen alle in das Intervall (0. .. 1);

3) die Endpunkte 0 und 1 dieses Intervalles gehdren wicht zu der

Menge {9} und

4) dic Menge {g@y} ist im Intervalle (O . .. 1) dberalldicht.

Ich behaupte nun Folgendes:

zwischen der Punktmenge {q:.,} einerseits und der Intervallmenge
{(av .. -b,)} andrerseits lsst sich immer eine solche, gesetemissige,
gegenseitig eindeutige und vollstindige Correspondenz ihrer Elemente her-
stellen, dass, wenn (ay...b,) und (a,...b,) wrgend zwei Intervalle
der Intervallmenge, @., und @, die zu thnen gehorigen Punkte der
Punktmenge {9} sind, alsdann slets @., links oder rechis von @,
liegt, jenachdem das Intervall (a» . ..b,) links oder rechts von dem
Intervalle (a, ...b.) fdllt, oder, was dasselbe heissen soll, dass die
Lagenbezichung der Punkte @, und @, stets dieselbe ist, wie die Lagen-
bezichung der ihnen enisprechenden Intervalle (a, . . . by) und (@u. . .by).

Um eine solche Beziehung zwischen den beiden Mengen {g,}
und {(a . ..b,)} herzustellen, kann man wie folgt verfahren:

man setze %, = 1, d. h. man ordne dem Intervall (a,...d,) den
Punkt ¢, zu; dem Intervalle (a, ...b,) ordne man den mit kleinstem
Index versehenen, also bei Verfolgung der Reihe (5) esuerst hervor-
tretenden Punkt ¢, zu, der zu @, dieselbe Lagenbeziehung hat, wie
das Intervall (a,...b,) zum Intervall (@;...%)); dem Intervalle
(@y . ..by) ordne man den mit kleinstem Index versehenen, d. h. bei
Verfolgung der Reihe (5) zuerst hervortretenden Punkt ¢,, zu, der
sowohl zu @,, wie auch zu ¢, dieselbe Lagenbeziehung hat, wie das
Intervall (@, ...b,) respective zu den beiden Intervallen (a,...bd,)
und (a, .. .b,); nach diesem Gesetze gehen wir weiter, so dass, nach-
dem den v ersten Intervallen der Reihe (3) die Punkte:

Py Pray - o vy Pu,
zugeordnet sind, welche unter einander dieselbe Lagenbeziehung er-
halten, wie sie die entsprechenden Intervalle untereinander haben,
alsdann dem nichst folgenden Intervall (a4 ...b,41) der Reihe (3)
der mit dem Aleinsten Index versehene Punkt gy, der Reihe (5) zu-

geordnet wird, welcher dieselbe Lagenbeziehung zu allen Punkten
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Pris Pras « o -5 Pu, besitzt, wie sie das Intervall (dpy, «. . by41) zu den
entsprechenden Intervallen (@ ..0), (@y. .. 0y)y .y (ay. .. b,) hat.

Klar ist zuniichst. dass auf diese Weise allen Intervallen der Reihe
(8) bestimmte Punkte der Reihe (5) zugeordnet werden; denn wegen
des Ueberalldichtseins der Menge {9»} im Intervall (0...1) und weil
die Endpunkte O und 1 nicht zu {9/} gehdren, giebt es in dieser
Reihe unendlich viele Punkte, die eine geforderte Lagenbeziehung zu
einer bestimmten endlichen Anzahl von Punkten derselben Menge
{@»} besitzen und es erfihrt daher der aus unsrer Regel resultirende
Zuordnungsprocess keinen Stillstand.

Die Punkte g, constituiren also eine gewisse in (5) enthaltene
unendliche Reihe von Punkten:

(6) Py Pryy o ooy Poyy o

und die Zuordnung der beiden Mengen {(ay...b)} und {9} wirde

den gestellten Anforderungen vollig entsprechen, wenn wir uns nur
noch davon tiberzeugen konnten, dass auch umgekehrt in der Reihe (6)
die Reihe (5) wollstindig enthalten ist, sich also von ihr nur durch
eine andre Anordnung der Glieder unferscheidet; dass dies nun wirklich
der Fall, erbellt aus folgender Ueberlegung. )

Denken wir uns es seien nach unsrer Regel die v ersten Zuord-
nungen ausgefiihrt und damit die v Punkte ¢, , @, .. . ®», an die
ersten v Intervalle der Reihe (B) derart vergeben, dass auf beiden
Seiten gleiche Lagenbeziehung unter entsprechenden Elementen vor-
handen ist. Von den 4brig gebliebenen Punkten unsrer Reihe (5) wird
nun einer die unterste Stelle in dieser Rethe einnehmen oder, was
dasselbe heisst, den kleinsten Index haben, wir nennen ihn @,; es
giebt nun, wie aus der oben angestellten Analysirung des Begriffes S
hervorgeht, unendlich viele Intervalle der Reihe (3), welche zu den »
Intervallen (@, ...%) ... (av... b)) genaw dieselbe Lagenbezichung
haben, wie der Punkt ¢, zu den entsprechenden Punkten

Py Poyy o - o9 Py
unter diesen unendlich vielen Intervallen sei (aq . .. bs) dasjenige, dessen
Index der kleinste von allen ist. Es ist 6 > ». Nach unsrer Regel
muss nun offenbar bei der ¢'» Zuordnung der Punkt ¢, an die Reihe
kommen, d. h. es ist:
(M Q=1
Nach der o' Zuordnung sind alsdann jedenfalls sum Mindesten die ¢
ersten Punkte der Reihe (5):

P1s P>+ o5 Po
alle vergeben.
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o ist aber eine von v abhéingige, wihrend » wichst nicht ab-
nehmende und mit ins Unendliche wachsendem v selbst eine iiber alle
Grenzen hinaus wachsende Zahl. Folglich miissen nach unsrer Regel
alle Glieder unsrer Reihe (5) bei der Vergebung schliesslich an die
Reihe kommen und es ist daher die Reihe (5) vollstindig in der Reihe
(6) enthalten, diese beiden Reihen sind abgesehen von der Folge ihrer
Glieder, identisch dieselben; es ist:

(8) {(;01} = {‘Px,,}-

Wir wollen nun der grosseren Einfachheit halber schreiben:

(9) ‘px, = TPf .

Alsdann konnen wir das voraufgehende Resultat wie folgt ausdriicken:
Es lasst sich immer eine im Intervall (O . .. 1) gelegene und darin

wberalldichte Punktmenge erster Mdchtigkeit in folgender Reihenform

aufstellen:

(10) d)I) "1"2}'”) d)V)"')

2w welcher die Endpunkte O und 1 des Intervalls (0...1) nicht ge-
hiren und die zu der in Reihenform (3) gegebenen Intervallmenge:

3) (@ b))y (@ B), voey (@ b)), ...

et solches Verhiiltniss hat, dass irgend je zwei Punkte von (10) ¢, und
Y, stets dieselbe Lagenbezichung zu einander haben, wie die entsprechen-
den Intervalle (ay ...b,) und (a, . ..b,) der Reihe (3); und swar kann
Jede beliebige im Intervall (0 ...1) gelegene, darin diberalldichte und
die Punkte O wnd 1 mnicht in sich aufnchmende Punktmenge erster
Medichtigkeit in eine Reihenform gebracht werden, so dass sie in dieser
Reihenform die Beschaffenheit unsrer Reihe (10) annimmd.

Wir wollen nun den Inbegriff aller derjenigen Punkte des Inter-
valles (0...1), welche nicht in der Menge {wy} vorkommen, mit F’
und emen beliebigen Reprisentanten dieser letzteren Menge mit f be-
zeichnen, so dass:

(11) F={f}, ©O...)={w}+{f}.

Die Menge F ist, wie ich in Borch. J. Bd. 84, pag. 254 gezeigt, von
gleicher Michtigkeit wie das Linearcontinuum (0...1) und daher
(s. Ann. Bd. XV, pag. 5) von hoherer Michtigkeit als der ersten.

Unsere perfecte Menge S ist nach (4) aus den drei Mengen {ar},
{0} und {I} zusammengesetzt; es war:

4 S = {a} + {b} + {i}.
Schreiben wir nun die zweite Formel (11) wie folgt:

(12) O )= {vo,} + {¥2,1} + {f}
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so geht aus dem Vergleich dieser heiden Formeln nach Ann. Bd. XVII,
pag. 356 hervor, dass wir zum Beweise unseres Satzes, dass S und
(O...1) von gleicher Michtigkeit sind, gelangen werden, wenn es
uns moglich ist, zu zeigen, dass die beiden Mengen L und F gleiche
Michtigkeit haben; letzteres ist aber wirklich der Fall, wie wir nun
leicht sehen kénnen.

Ist f ein beliebiger Punkt von F, so kénnen wir, da die Menge
{z/;,,} tiberalldicht ist, eine derselben zugehbrige unendliche Reihe von
Punkten aufstellen:

(13) Va5 Dayye ooy Wayyo v
so dass:
Lim 1})11/ == f
Diese Punktreihe bestimmt eine entsprechende Intervallreihe:
(14) (@1, - .. b2). (@3, .. ba)y ooy (@2, ... D2), .-

die sich nothwendig einem bestimmten Punkte ! der Menge L als
Grenze nihern.

Dass sie sich einem bestimmten Grenzpunkte nihern miissen, folgt
leicht aus der Lagenbeziehung der beiden Reihen (10) und (3) und
ebenso, dass dieser Grenzpunkt nicht etwa ein zu J gehériger Punkt
sein kann.

Nimmt man anstatt der Reihe (13) eine andere der Menge w,}
angehorige Punktfolge, die sich aber demselben Punkt f als Grenz-
punkt nihert, so kommt man zwar auch zu einer andern entsprechen-
den Intervallreihe an Stelle von (14), iiberzeugt sich aber ebenso leicht,
dass diese keinen andern Grenzpunkt haben kann, als den schon ge-
fundenen .

Geht man umgekehrt von einem beliebigen Punkt ! der Menge
L aus und wihlt irgend eine Intervalireihe (14), die sich ihm als
Grenzpunkt unendlich nihert, so kommt man mit Hilfe von (13) zu
einem bestimmten zugehorigen Punkt f der Menge F, welcher der-
selbe bleibt, sobald wir nur von ein und demselben Punkt ! der Menge
L ausgehen. Die sammtlichen Punkte I unsrer Menge L sind also in
gegenseitig eindeutige und vollstindige Beziehung zu simmtlichen
Punkten f der Menge F gebracht, das heisst: die beiden Mengen L
und F sind von gleicher Méchtigkeit, woraus, wie oben bemerkt,
folgt, dass die gegebene perfecte lineare Menge S gleiche Mdchtigheit
hat mit dem Limearcontinuum (0. .. 1).

Im Vorhergehenden habe ich gezeigt, dass irgend eine perfecte lineare
Menge, welche in keinem Intervall tberalldicht ist, sich auf ein Linear-
continuum, z. B. auf das vollstindige Intervall (0 . . . 1) vollstindig mit

Mathematische Annalen. XXIIL 33
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gegenseitiger Eindeutigkeit beziehen lisst, folglich mit ihm von gleicher
Michtigkeit ist. Tch will nun zeigen, wie sich derselbe Satz in Bezug
auf eine gamz belicbige lineare perfecte Menge beweisen ldsst.

Sei also jetzt S irgend eine derartige Punktmenge im Intervall
(_ OO0 ¢ - _l_ OO).

Es werden im Allgemeinen gewisse, nicht aneinander grenzende,
keiner Vergrisserung fihige Intervalle vorhanden’ sein, in denen S
diberalldicht ist und die folglich, da S perfect ist, mit allen ihren Punkien
zu S gehoren. Sie bilden zusammen eine Intervallmenge von der
ersten Michtigkeit, wie Ann. Bd. XX, pag. 118 gezeigt worden ist.

Wir wollen diese Intervalle in irgend einer Ordnung als einfach
unendliche Reihe gedacht, wie folgt schreiben:

(15) (g edy)y (Convaty)svsy (Crovedy), .-

Da wir sie so gross annehmen, dass sie bei keiner Vergrosserung
die Beziehung zu S behalten wiirden, wonach S in ihnen tiberalldicht
bleibt, so folgt daraus leicht, dass sie durch diese Bedingung fiir
jedes S vbllig bestimmt sind, dass sie nicht an einander grenzen und
dass in dem Zwischenraum zwischen je zweien von ihnen die Menge
S nicht tiberalldicht ist.

Ausser diesen Intervallen (15), welche mit ihrem vollen Punktbe-
stand der Menge S angehdren, wird im allgemeinen eine andere Inter-
vallmenge existiren, welche, wenn sie aus unendlich vielen Intervallen
besteht, ebenfalls die erste Méchtigkeit hat und die gleichfalls durch
die Menge S bestimmt ist; jedes dieser Intervalle soll einen perfecten
Bestandthedl von S enthalten, der in keinem Theilintervalle iiberalldicht
ist und dem die Endpunkte des Intervalles zugehorig sind; auch sollen
diese Intervalle so gross genommen werden, dass bei weiterer Ver-
grosserung sie aufhdren wiirden in der angegebenen Beziehung zu S
zu stehen. Diese zweife Intervallmenge wollen wir mit:

(16) (e - f1)s (€aev fo)y vevs (renifo)snn.
bezeichnen.

Die in diesen Intervallen enthaltenen perfecten Bestandtheile von
S wollen wir entsprechend mit:

1 Sy Say ooy Syy
bezeichnen.

Aus der Erkldrung, welche wir gegeben haben, folgt ohne weiteres,
dass die Intervalle von (1) hichstens an ihren Endpunkten mit Inter-
vallen der Reihe (2) zusammenstossen, im iibrigen aber ganz ausser-
halb derselben zu liegen kommen.

Wir haben nun folgende Zerlegung der perfecten Menge S:

(18) S=3,...d)+ 38,.
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Zu bemerken ist hierbei, (da ¢, und £, immer Punkte von S, sind
und da es vorkommen kann, dass sich Intervalle in der Reihe (1) mit
Intervallen'der Reihe (2) berithren) dass Glieder der ersten Summe in
unserer Glelchung (4) mit Gliedern der zweiten Summe einzelne Punkte
gemein haben kbnnen; um die Zerlegung (4) der Menge S von dieser
Unbequemlichkeit zu befreien, wollen wir mit S, diejenige Menge ver-
stehen, welche aus S, dadurch hervorgeht, dass wir davon den Punkt
oder die beiden Punkte in Abzug bringen, welche S, mit hochstens
zwei Intervallen der Reihe (1) (nimlich ttch links oder nach rechts
hin) gemeinsam haben kénnte , so dass S, == 3, ist in allen Fillen, wo
solche Berﬁhrungspunkte nicht existiren, dagegen in den iibrigen
Fillen entweder: S, =25, + ¢, + f,, oder =58, + ¢, oder =&, + f,
ist, jenachdem S, zu beiden Seiten an Intervalle der Reihe (1) grenut,
oder nur zu ihrer Linken oder nur zu ihrer Rechten mit einem
dieser Intervalle einen Punkt gemein hat.
Wir kbnnen nun offenbar auch schreiben:

(19) S=2(,...d)+ =5,

und hier ist § in Bestandtheile (¢,...d,) und S, zerlegt, die unter
einander keinen Zusammenhang haben. .

Jeder Bestandtheil (¢, . . . d,) bat, weil er selbst ein Continuum ist,
die Michtigkeit von (0. ..1); das gleiche gilt aber auch, wie wir im
Vorhergehenden bewiesen haben, von jedem Bestandtheil S,, folglich
auch vom Bestandtheil S,, da er aus S, durch Abtrennung von hichstens
zwei Punkten hervorgeht. (Letzteres istleicht zu beweisen mit Anwendung
der Methode, die ich in Borchardts Journal, Bd. 84, pag. 254 ge-
braucht habe).

So haben wir nun in Formel (19) S zerlegt in eine endliche oder

abziihlbar unendliche Anzahl von Theilmengen (cy. .. d,) und S,, von
welchen jede die Machtigkeit des Linearcontinuums hat.

Nach einem bekannten in Borchardts J., Bd. 84 bewiesenen Satze
hat folglich auch die perfecte Menge S die Michtigkeit von (0...1)
und es haben daher alle linearen perfecten Mengen gleiche Michtigkeit.

In einem spiteren Paragraphen will ich denselben Satz fiir per-
fecte Mengen beweisen, die einem Raum mit n Dimensionen angehdren.

Zun#chst will ich aber bei den lincaren Punktmengen stehen bleiben
und zeigen, welcher Schluss sich aus dem soeben bewiesenen Satze
anf die Mﬁchtigkeiten der abgeschlossenen linearen Mengen ziehen lisst.

Falls die abgeschlossene lineare Menge P wicht von der ersten
Michtigkeit, d. h. in dem Falle, dass sie irreductibel ist, zerfillt sie nach
dem Theorem E in § 17 in eine bestimmte Menge R von der ersten
Miichtigkeit und in eine bestimmte perfecte Menge S, so dass:

33*
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P—=R4 8.
Schreiben wir R in der Form {n}, so haben wir:
(20) P={n)+8.

Sei {n,} irgend eine im Intervall (0 ... 1) enthaltene Punktmenge
erster Miichtigkeit, {u} die Menge der ubrigen Punkte dieses Inter-
valles und {&,} irgend eine in {u} enthaltene Punkimenge erster
Michtigkeit, {v} der Inbegziﬁ‘ aller iibrigen Punkte der Menge {u};
wir haben alsdann:

O...D={n} +{&} + {v}
u) = {8} + {nmi} + {2}

() 0 {803 () 0 {8} {0} o {0},

so folgt hieraus:

und weil:

(()...1)(\){u},
mithin ist anch:

@n S oo {u}.

Nun ist:

(22) O... )= {m} + {u}.
Aus den Formeln (20), (21) und (22) folgt nun:
(23) Peo(0...1),

d. h. wenn die abgeschlossene lineare Punktmenge P nicht die erste
Michtigkeit hat, so hat sie die Michtigkeit des Linearcontinuums,

Wir haben also folgenden Satz:

FEine unendliche abgeschlossene lineare Pumkimenge hat cenfweder
dic crste Michtigheit oder sic hat die Mdchtigkeit des Linearcontinuums,
sie kann also entweder in der Form Funct. (v) oder in der Form
Funct. (x) gedacht werden, wo v cine unbeschrinkt verdnderliche end-
liche ganze Zahl und x cine unbeschrinkt verdnderliche belicbige Zahl
des Imtervalls (O ... 1) st

Dass dieser merkwiirdige Satz eine weitere Giiltigkeit auch fiir
nicht abgeschlossene lineare Punktmengen und ebenso auch fiir alle n-
dimensionalen Punktmengen hat, wird in spiteren Paragraphen be-
wiesen werden. (Vergl. Borchardts J., Bd. 84, pag. 2537).

Hieraus wird mit Hiilfe der in Bd. XXI, pag. 582 bewiesenen
Nitze geschlossen werden, dass das Linearcontinuum die Michtigheit
der zweiten Zahlenclasse (11.) hat.

Halle, 15, Novbr. 1883.
(Fortsetzung folgt).



