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Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformations-
gruppen.
Zweiter Theil®*).
Von

Waery Kinrive in Braunsberg.

Der vorliegende Theil meiner Untersuchungen tiber die Zusammen-
setzung der Transformationsgruppen behandelt die wichtige Frage nach
der Bildung der einfachen Gruppen, d. h. derjenigen, welche keine
invarianten Untergruppen besitzen. Nach dieser Richtung hin kommt
der vorliegende Theil, wie ich glaube, zu einem vollstindigen Ab-
schluss, und schon aus diesem Grunde, vor Allem aber bei der hohen
Bedeutung der einfachen Gruppen fiir die ganze Theorie, glaubte ich
die folgenden Untersuchungen gesondert verdffentlichen zu dirfen.
Andererseits habe ich bereits in § 12 ein allgemeineres Problem auf-
gestellt und dessen Ldsung in etwas vorbereitet. Ks wird also die
nichste Aufgabe sein, in einer folgenden Mittheilung dieses Problem
in engem Anschluss an die hier gefundenen Resultate vollstindig zu
I6sen.

Den Grundgedanken, auf dem die in diesem Theile durchgefihrten
Untersuchungen rohen, habe ich bereits in den Vorbemerkungen zu
meiner ersten Mittheilung angegeben. lch michte aber die vorliegende
Untersuchung auch denmen leicht verstindlich machen, welche den
ersten Theil nicht gelesen haben. Daher habe ich die Beweise von
den frither gefundenen Resultaten im Ganzen unabhiingig gemacht.
Nur einmal in § 10 benutze ich einen iu § 9 bewiesenen Lehrsatz
und in § 16 verweise ich auf Betrachtungen, welche in § 8 darch-
gefiibrt sind; hierdurch wird aber das Verstindniss selbst nicht becin-
trichtigt. Um dasselbe noch mehr zu erleichtern, mogen einige weitere
Bemerkungen gestattet sein.

) Vergl. den unter gleichem Titel erschienenen Aufatz in Bd. 31 dieser
Annalen, p. 252 fi.
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2 W, Kname.

Wir bestimmen die Gruppe dureh r infinitesimale Transformationen,
welche symbolisch mit X,f... X,f bezeichnet werden. Bildet man
vach bekannter Vorschrift (X,X,), so muss sein:

(X.X,) = 2 Coxg Xof,
uvnd es miissen die Jacobi’'schen Relationen bestehen:

2" §61e(Zo X)) + C1e( X XKi) + o (X, Xa)} =0,

von denen die vorstehende kurz mit (¢%4) bezeichnet werden soll.
Wenn bei Beschriinkung von ¢, % auf die ersten m (< r) Marken

1...m sich die ™= Ausdricke (X.X,) durch Xf ... Xaf

darstellen lassen, so bestimmen X, f...X,f eine Uniergruppe der
gegebenen 7r-gliedrigen Gruppe. Diese ist nwarianf, wenn fiir
t==1...m, ¢==1...r sich auch alle (X,X,) darch Xf...X,f
darstellen lassen. Wie diese Begriffe aligemein definirt werden, braucht
wohl nicht erwdhnt zu werden.

Meine Untersuchungen iber die Zusammensetzung der Gruppen
gehen von dem Problem aus, die zweigliedrigen Untergruppen zu finden,
denen eine beliebig gewihlte eingliedrige Untergruppe X, X.f an-
gehort. Sollen die Transformationen dieser Untergruppe nicht mit
einander vertauschbar sein, so miissen sich » -+ 1 Grissen @, ¢, ... ¢
so bestimmen lassen, dass ist:

(2 72X, 2 &X‘) = 2 Nebaling Xof = 0127 Lo Xof.

‘ﬂq
Um daher alle zweigliedrigen Untergruppen zu finden, denen
29, X.f angehort, hat man zunichst @ vermittelst der Gleichung

2 N6y — @ E Nl T E NeCera
E NeCey2 E Nz — @ - - - E NeCer2
E NCorr E %:Ce2r T E NCirr— O

= 0" — @1y, (1) + @2 (n) — - - -k @Y (z) =0

zu berechnen und alsdann die zu jedem o gehorigen Verhaltnisse
§:8%:-+-:& in bekannter Weise zu bestimmen. Die Functionen
B0, ¥2(n) ... ¥r—a(y) sind im Allgemeinen nicht von einander
unabhingig; die kleinste Zahl derjenigen Functionen, durch welche
sich alle darstellen lassen, bezeichne ich mit ! und nenne diese Zahl
den Rang der Gruppe. Der vorstechenden Gleichung selbst lege ich
den Namen: charakteristische Gleichung bei.
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Die vorliegende Arbeit geht von den Bedingungen aus, welche
erfillt sein miissen, wenn die letzten L Coefficienten dieser Gleichung,
also @ (n) ... Yrppi () gleich Null sind, obne dass ¢,_i(y) ver-
schwindet. Durch eine etwas umstindliche Betrachtung gelange ich
zu dem Resuliate, dass weun ®,.1(3)... ¥,—sqa(y) identisch ver-
schwinden und zugleich keine Transformation der Gruppe mit allen
andern Transformationen vertauschbar ist (die Gruppe also, um einen
Ausdrock des Herrn Lie zu benutzen, keine ausgezeichnete Unter-
gruppe besitzt), auch immer alle Unterdeterminanten (r — k - 1)

Grades von |y = 12 Coex y;,} identisch verschwinden.

Indem wir den Fall einer ausgezeichneten Untergruppe ausschliessen
und die weitere Annahme hinzufiigen, dass die nicht verschwindenden
Waurzeln fiir eine ganz allgemeine Transformation simmtlich von ein-
ander verschieden sind, wird der Rang ! der Gruppe ==X und alle
Warzeln der Gleichung lassen sich durch ! unter ihnen homogen und
linear ausdriicken, wo die Coefficienten rationale Zahlen sind. FKar
je zwei derjenigen Wurzeln, durch welche sich alle ausdriicken lassen,
etwa ©, und ., giebt es zwei ganze Zablen a. und a.., welche
einen gewissen Zusammenhang zwischen jenen Wurzeln bestimmen.
Wir erwihnen hier nur, dass mit @, und @, auch ®, + a,, 0, und
©x + @y ©,, sowie fir jedes ganzzahlige, zwischen O und a,, gelegene
a auch @, 4 aw, eine Wurzel sein muse. Die Coefficienten aq,, sind
simmtlich gleich — 2; die iibrigen kinnen aber keineswegs beliebig
gewiihlt werden; vielmehr miissen fiir dieselben recht viele Bedingungs-
gleichungen bestehen. Eine Reibe von diesen ergiebt sich aus den
Bedingungen dafiir, dass eine mit den Coefficienten a.. gegebene
homogene lineare Transformation durch eine endliche Zahl von Wieder-
holungen in die identische Transformation iibergeht. Jedes System
dieser Coefficienten ist entweder einfach oder zerfillt in einfache
Systeme. Diese beiden Fille werden in folgender Weise unterschieden:
man geht von einer beliebigen Marke ¢ aus, nimmt alle Marken x
hinzu, fiir welche a,» nicht verschwindet, figt hierzu alle Marken 4,
fiir welche ein ay; nicht verschwindet, und fabrt damit so lange fort,
als man auf diesem Wege noch za neuen Marken gelangt; dann heisst
das System einfach, wenn diese Operation zu allen Marken 1...1
filhrt. Es ist nicht schwer, die einfachen Systeme zu bestimmen.
Diejenigen Waurzeln, welche durch eiu einfaches System gefordert
werden, fihren auf eine einfache Gruppe, und umgekehrt lassen sich
alle Warzeln bei einer einfachen Gruppe als durch ein einfaches System
bestimmt ansehen. Man gelangt also auf dem angedeuteten Wege zu
den einfachen Gruppen. Fiir jedes ! ergeben sich vier Formen, zu
denen fir l==2,4,6,7,8 noch specielle einfache Gruppen treten.

10’



4 W. Kirue.

Von diesen speciellen Gruppen habe ich mehrere nic:ht ix'x_ vollst':in@ig
entwickelter Form angegeben; ich hoffe, dass es mir spater mdglich
sein wird, diese Gruppen in einfacherer Weise darzustellen, ~und d‘fﬁ'
balb mochte ich die bis jetzt gefundenen Darstellungen nicht mit-

theilen,

§ 10.
Die charakteristische Gleichung bat mehrere verschwindende Wurzeln.

Die in den letzten drei Paragraphen zu Grunde gelegten Voraus-
setzungen konnten deshalb unbedenklich zur Grundlage einer Unter-
suchung gemacht werden, weil sie sich in allbekannten Gruppen ver-
wirklicht finden. Auch trug sowohl die Voraussetzung, dass die
Gleichung
1 &=+ e+ eda() =0
nur eine einzige verschwindende Wurzel besitzt, wie die Annahme,
dass alle ibre Wurzeln verschwinden, durch ihre Einfachheit den
Charakter der Erlaubtheit offenbar an sich, Wir wollen jetzt die
Annahme machen, dass die Gleichung eine k-fache verschwindende
Waurzel besitzt, und haben dabei, ehe wir diese Annahme weiter ver-
folgen, die Frage zu beantworten, ob in diesem Falle auch die Unter-

determinanten von 32: YoCoux| oOder |y.| bis zu einem gewissen

Grade verschwinden oder nicht.

Zu dem Ende beweisen wir einen Satz noch einmal, den wir
bereits in § 5 bergeleitet haben, nimlich den Satz:

Wenn eine inf. Transformation die eingliedrige Hauptuntergruppe
eimer der Gruppe angehirigen aweigliedrigen Untergruppe ist, so hat
fiir dieselbe die charakteristische Gleichung nur verschwindende Wurzeln.

Diese Transformation sei X,f und die zweigliedrige Untergruppe,
deren Hanpttransformation sie ist, sei 3 X,f 4 5,1 X, f, so dass ist:

(XrXr-l) = E-er-;
Wo & nicht verschwinden darf. Wir wollen also jetzt beweisen, dass
die Gleichung (1) fir 7y =g, =+ -+ = g, =0, %, =1 nur ver-
schwindende Wurzeln hat. Angenommen zundchst, die Gleichnng
hitte eine einfache nicht verschwindende Wurzel @. Dann kann man
X, ... X, so wihlen, dass

(XX)=o0Xf
wird und dass in den Ausdriicken fir (X,X,) ... (X, X,0) die X,f
nicht vorkommt. Bestimmt man nun in der Jacobi'schen Relation fiir
(1, r, r — 1) den Coefficienten von X,f, so folgt me =0, was
unserer Annahme widerstreitet,
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Ebensowenig ist eine mehrfache nicht verschwindende Wurgel
moglich. Es sei nimlich @ eine m-fache Wurzel; dann kann man
X,f, Xf ... Xosf so wihlen, dass (X.X,), (X,X,)... (X X2
sich nur darch X,f... X,.f ausdriicken lassen und in (X, Xpp)...
(X, X,-s) die X,f... Xaf nicht vorkommen. Bezeichnet man mit x
eine der Nummern 1...m und bestimmt in der Relation (r, r—1, %)
den Coefficienten von X.f, so folgt: .

29 (cr-l,xe Crox = Crel,0x Crxq) = @&,
1

Hier liefert die Summation nach x iiber die Nummern 1...m

die Gleichung:
0=mos,

was mit unserer Annahme unvereinbar ist.

Hieraus leiten wir folgenden Satz her:

Wenn fiir ein Werthsystem (3, ... 1.) die charakteristische Gleichung
eine k-fache verschwindende Wurzel hat und wenn 1 < k < r i, so
verschwinden fir dasselbe Werthsystem auch alle Unierdeterminanien
7 — 1t Grades der Determinante |7.x|.

Verschwinden niimlich die Unterdeterminanten r — 1'® Grades
nicht simmtlich, so kdnnte man ein System (§, ...§) derartig be-
stimmen, dass bei nicht verschwindendem ¢ die Gleichung bestinde:

(2 7. X, 2 QXc) == 52 7 X f.

Somit wire X, X,f die Haupttransformation einer zweigliedrigen
Untergruppe, und die Gleichung (1) hitte fiir (, ...%,) lauter ver-
schwindende Wurzeln (c. h.).

Es sei jetzt fir (00...01) @ =0 eine k-fache Wurzel und es
mdgen nur die Unterdeterminanten r — i 4 1'® Grades von 1¥en!
simmtlich verschwinden, wo ¢ < k sein soll, so dass ist:

(Xer_.l) = 0, LY (X’ Xr_g.g-x) == (),

Unm die folgende Entwicklung leichter darstellen 20 kbnnen, moge
es gestattet sein, eine homogene lineare Function dadurch zu be
zeichnen, dass man deren Veranderliche in eine eckige Klamm.er €in-
schliesst. Dann lassen sich die X,—f ... X,-s41/ 8o bestimmen,
dass ist:

(XX =[XX o X
(X Xpim) = [ X, X - - - Kirin p. 4y B

-

(Xer—H—l) == {Xr Xr-—-l e Xr-t—{-zl-
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Endlich kann man die X,f... X,f so wahlen, dass fir
a,f=1-..7r—Fk die Gleichungen bestehen:

(X, X) = DF eas Xy,
wo die Determinante |e,,| nicht verschwindet.
Wie «, p Nummern der Reibe 1 ... r — %, sollen », 4 solche
der Reihe 1...i — 1 darstellen. Jetzt folgt aus (r, r — x, r — 4):
(X,(X,_,. X,-_z)) =0,
oder da X, nur mit X,, X,y ... X, ;4 vertauschbar ist:
(2) (Xr—z Xr—-l) == [ Xr Xr...x PP Xr-i-#-l}-
Somit bestimmen X,, X, ... X, ;11 eine Untergruppe der ge-

gebenen Gruppe.
Die Relation (r, r — 1, &) liefert die Gleichung:

(Xr (X2 X)) = P ap(Xra Xp).

Hitte (X, X,) ein Glied my X, 14, so miisste da links X,_;44 nicht
vorkommt, 2 eagmy="0 sein fir e =1...7—% oder |e,4|=0.
Somit kann X, ;4 in (X,—2 X;) nicht vorkommen. Nunmehr schliesst
wan der Reihe nach geradeso, dass (X, X;) auch von X, ;4s... X,
frei ist und daraus folgt endlich, dass auch X,y ... X, in (X,—2 Xp)
fehlen. Somit ergiebt sich:
®3) (X2 Xo) = [X, ... X,
wo A eine der Nummern 1...7—1 und « eine der Nummern
1...r—% sein soll, und wo die eckige Klammer eine homogene
lineare Function der eingeschlossenen Grossen darstellt.

Jetzt bilde man die Jacobi'sche Relation fir (r, r — 4, r — 2);
diese hat die Form:

(Xey (X2 X)) = (Zeea[ X, . - X)),
welche infolge der Relation (2) liefert:

(Xr) (XraX,2) = (X o K]

oder
) (Xma X)) = [X, Xy . .. Xy,
Ebenso folgt:
(X -2 Xr——:—l) bl [X Xr-l . Xr-&-—l],
®) C e

(Xr-—l Xf—k-i-l) = {X Xa—l . r—bl—l}- *)

*) Herr Engel, der die Freundlichkeit gehabt hat, eine Correctur der vor-
liegenden Arbeit zu lesen, macht mich darauf aufmerksam, dass die Formeln (4)
und (5) nicht streng richtig seien, da sie anf der Voraussetzung beruhen, dass
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Auf dieselbe Weise ergiebt sich, dass (X, X,i2) durch X,
Xo1o.o Xo—iyy Xy ansgedriickt werden kann. Nun seien r—i—~w
und v — ¢ — @ zweli Nummern aus der Rethe r —i...r — k41,
und es sei bewiesen, dass die Ausdriicke fir (X, X,) nur X, ... X s
enthalten, wofern wenigstens eine der Marken o und r grosser ist als
die grossere der Marken » — ¢{ — v und v — i — ¢ und die andere
nicht kleiner ist als die kleinere. Dann folgt aus (r, r—i—w, r—i—pg)
oder aus der Gleichung:

(Xr(xr—i—v XM~Q))
= (Xri (X Bria]) — (Kemic o X o+ - Kommpi])

dass sich (Xr_g..yX,_.;.Q) durch Xr “ee Xy..b.ﬂ darstellen liisst, oder
dass bei Benutzung der eingefithrten Abktirzung ist:
(6) (Xpeicr Xrig) = [Xr o+« Xoaa)-

Somit bestimmen die inf. Transformationen X, f, Xpif ... Xrcinrf
eine k-gliedrige Untergruppe, und es folgt der Satz:

Hat fiir das System (n, . .. %) die charakieristische Gleichung eine
k-fache Wurzel gleich Null, so gehirt die Trawsformation X X.f
einer k-gliedrigen Untergruppe an, in welcher ihr eine k-fache ver-
schwindende Wurzel der charalderistischen Gleichung entspricht.

Wenn wir die so eben getroffene Wahl von X f...X.f bei-
behalten, ist es nicht mdglich, von Null verschiedene Coefficienten
Y, ... ¥p—s 50 zu bestimmen, dass (X, v, X, + -+ -+ v Xrp) =0

ist. Lassen wir daher die Verbiltnisse %‘«, S
(']

je eine ge-
o i g

in den obigen Ausdricken fir (X, X, . ;)... (X, X, 441) das mit der nichst
hébern Marke versehene X auch wirklich vorkomme, also in [X, X g X s X ‘.]
das X, ;... in (XX, ;.. X pq0] dae Xy indessen gendge e fiir
den vorliegenden Zweck, die linken Seiten von (4) und () dureh [X, X, ;.. X, 4,]
zu ersetzen, und hierfiir ergebe sich der Beweis unmittelbar. Beide Bemerkungen
sind richtig; gleichwohl mdchte ich die Formeln (4) und (5) nicht ganz entbebren,
da sie in manchen Fallen gebraucht werden konnen. Zu dem Ende bringe ich
folgende Correctur an: Essei X, mit X, ... X, 4, vertauschbar, dann lassen
sich X, ,...X, ,,, so wihlen, dass erstens (XX, (XX ) uwab-
hiingige lineare Functionen von X, ... X, .., werden, dass zweitens XX e)
- (XX, )purdie X ... X ip1r Kpioen X, _, enthalten und mnsbesondere
unabhingige Functionen von X, ;...X, , sind, dass drittens (X Xrea)
- (X, X, ;) nur die X,...X, ;... %, ;... X,_, enthalten und unab-
hingige Functionen von X, ;. ;... X, ; ¢ind w.s w. Daon enthillt wie die
vorstehende Betrachtung zeigt jedes (X,;X,.)) ... (X,—1X,—;) nOr die
XX ;... XM - X,._,,, ebenso (Xr—-lxr—o”—-l) . ,5{x’~zx’h{1) auseer
X ...X . purmnoch X, . ,...X, ; uaw

r:- ¥ a3
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wisse Grenze nicht @berschreiten, so giebt es nur einzelne Werth-
systeme dieser Verhaltnisse, fiir welche die 7, ... %, 5O bestimmt
werden kbnnen, dass . )
(l‘oxf'!"!‘xxr-l"!”""{'l‘kdxr*kf-n k¢! X1+”2Xz+"'+‘”r—-bxr~k)="’0
ist, Schliessen wir diese Verhiltnisse aus, so wird die Gl (1) fir

p=g=- =0 a=0, Ppap=1 %=1l
hochstens soviel verschwindende Wurzeln besitzen, als dieselbe Glei-
chung, fir die angegebene k- gliedrige Untergruppe gebilde?, Wurzeln
gleich Null hat. Wenn daber die Gl (1) fir die r-gliedrige Grappe
stets mindestens k verschwindende Wurzeln hat, so muss die im vorigen
Lebrsatz angegebene Untergruppe lauter verschwindende Waurzeln
haben, oder:

Verschwinden fiir eine r-gliedrige Gruppe die Functionen %, (1)...
Vi1 (n) identisch, so gehirt jede Tranmsformation einer k-gliedrigen
Untergruppe vom Range Null an.

Wir nehmen wieder an, die Functionen @,1(7) ... ¥r1ta(%)
verschwinden identisch; wir wihlen X, f wieder ganz beliebig, X,f...
X,_.f wieder in der oben angegebenen Weise, aber X, ... X, sts
in der k-gliedrigen Untergruppe nach den Festsetzungen des vorigen
Paragraphen derartig, dass ist:

(X,X,—_1) == Uy Xy_..gf, (X;- X,\._.z) = Qs X,-_sf. .o
(Xr Xr-—k+2) = -2 Xr 141, (Xr Xr-H-l) = 0.

Hier kénnen die 4, ...a;s alle oder zum Theil verschwinden;
zugleich ist X, _zq,f mit allen Transformationen der Untergruppe ver-
tauschbar. Wir wollen zeigen, dass wofern nicht alle Transformationen
dieser Untergruppe mit einander vertawschbar sind, sicherlich derselben
eine Transformation angehort, welche mit allen Transformationen der
r-gliedrigen Gruppe vertauschbar ist. Man kann diesen Beweis unter
Zugrundelegung der obigen Gleichungen

(Xr Xa) = 2 Cap Xﬁf

und mit Benutzung der Gleichung (3) liefern. Einfacher ist es, die
im § 8 angegebene specielle Form der Gleichungen fir (X,X,) zu
benutzen. Ks geniige, den Beweis unter der Annahme durchzufthren,
dass die r — & nicht verschwindenden Wurzeln simmtlich ungleich
sind. Diese seien @, ... ®,_;; dann kann man setzen:

(X, X)) =0, X,f - (X, X3) = 0,1 X,4f.
Ei:}e unmittelbare Folge aus (3) ist dann:
(Xrorir Xa) = @l X, f.
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Die Jacobi’sche Relation fiir (r, r — k + 2, «) lefert:

D orrines 9 X — OF tbtros Xs — Ggs @0 X, =0,
woraus sich die Folgerungen ergeben:
ak_gw(:"” =0 und c,.m.,”g =0 fir « % ﬁ.
Wire a;-; = 0, so kbnnte man auf dieselbe Weise folgern:
Qg3 (Og"’) =0
und so fort,

Somit erhalten wir folgenden Satz:

We??'n die Cocfficienten ¥,y (n), Urs(n) - - . ¥r-aqa(n) identisch
verschwinden und wenn dann keine Transformation der Gruppe mit
allen ihven Transformationen verlauschbar ist, so miissen auch die
sammitlichen Unterdeterminanten v — k - 1'% Grades der Deferminanie
|92t identisch verschwinden. Jede Transformation gehort also einer
k- gliedrigen Untergruppe an, deren Transformationen mit einander ver-
tauschbar sind.

§ 11
Systeme von Gleichungen.

Wir nebmen jetzt an, die Functionen #,:1(%) ... ¢pits () ver-
schwinden identisch, aber ¥,.;(%) sel nicht fiir jeden Werth der g
gleich Null. Ausserdem sehen wir von denjenigen Gruppen ab, in
denen mindestens eine Transformation mit allen andern vertauschbar
ist. Dann wissen wir, dass auch alle Unterdeterminanten 7 —%k -1t

Grades, aber nicht die vom r—Fkt» Grade, der aus den .« uZ!% Coux

gebildeten Determinante identisch verschwinden. Jetut soll X.f eine
inf. Transformation ganz allgemeiner Art sein. Dann hat die charakte-
ristische Gleichung fiir (00 . . . 01) & verschwindende und » — & nichi-
verschwindende Wurzeln. Wir konnen also X,—f, . . . Xe-squf 80
wahlen, dass dieselben mit X,f vertauschbar sind. Bezeichnet man
mit @, ..., Bo.--B1... die Nummern 1...7—F, solassen sich
die Ausdriicke fir (X, X,), (X,X,) ... (X, X,-) in folgender Weise
darstellen:

(X, X,) = 0u Xy, (Xr Xo) = 0 Xo, + a0, Xuys - - -

(X" X"x) = @ X"‘x + Cayay..1 X“x-l + - + e“r‘ox“"

Bilden wir die Jacobi’sche Relation fir (7,0, &),(r; @, &)...(r,0,8x),
wo ¢ eine der Nummern r — 1,...7r —k+1 ist, und nehmen !;rir
zundchst an, dass keine Wurzel @y gleich o, sei, 80 folgt, dass sich
(XeX)). .. (X, X,-s) in der durch die vorstehenden Gleichungen be-
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zeichneten Art darstellen lassen, wofern nur die @ und ¢, gedndert
werden, Es ist dann:
(XQX%) == m.; X“o’ (X(’ th) = @(:-Xa, + ea’,coxao) e,
(XQX“X)—_: (0,: X“x + e""z"w—l X"x-l + T + e‘;x“oX"ﬂf’

Somit gehdrt die Transformation X, f einer ebenen k-fach aus-
gedehnten Mannigfaltigkeit an, in deren Bildraum alle durch den
Bildpunkt dieser Transformation gehenden Geraden zweigliedrige Unter-
gruppen abbilden, und fiir alle diese zweigliedrigen Untergruppen,
wofern ihre Transformationen nicht vertauschbar sind, ist X, f das
Hauptelement. Beachten wir, dass der Rang I der Gruppe hochstens
gleich % ist und dass X, f mit Transformationen der Reibe X|f... X, f
vertauschbar sein kann, so gelangen wir zu dem Satze:

Jede Transformation, welche fiir eine sweigliedrige Untergruppe die
Haupttransformation darstellt, besitzt dieselbe Eigenschaft mindestens fiir
eine (I— 1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigheit von aweigliedrigen Unter-
gruppen.

Der beim Beweise ausgeschlossene Fall, dass @, weiteren Wurzeln
@ gleich ist, dndert am Resultate nichts, wenn wir X,f, wie ge-
schehen, als ganz allgemeine Transformation voraussetzen. Ist dann
z. B. @, = @3==0w,, so sollen fir @ = &, alle Unterdeterminanten
r — 2a (rades von |y.x— 0., @] =|c;.»— 0,,@| verschwinden; es
muss also auch fiir X,f eine Wurzel existiren, fiir welche alle Unter-
determinanten r — 2s Grades verschwinden. Nun miisste wegen der
Jacobi’schen Relation (r ¢ «,) sein:

(X X)) = auaXo, + a3 X3, + 0, Xy,
(XQ Xi’n) = b“ X“o + bp Xp‘o + bY XYo b}
(XeXyo) = ¢o X, + cﬁX{?a + cvxn-

Soll aber jetzt fiir X,f die verlangte Bedingung erfiillt sein, so
ist nothwendig:

(XoXo) = @0’ Xo,, (X X5) = 0y Xp,, (XoXy) =0/ Xy, .. ..

Euntsprechendes gilt fir die (X, X,,) u. s. w.

Da offenbar die Transformationen X, ;... X, ;4; mit einander
vertauschbar sind, so konnen wir einen Satz des § 4 in folgender
Weise erweitern:

In einer Gruppe vom Range 1 gehirt jede Transformation einer
(I —)fach ausgedehnten Mannigfalligheit an, deren Transformationen
sammitlich mit einander vertauschbar sind, wofern wicht eine Trans-
formation der Gruppe mit allen ihren Transformationen vertauschbar ist.

Beildufig machen wir noch auf folgenden Satz aufmerksam:

Wenn eine Transformation das Hauptelement einer zweigliedrigen
Untergruppe ist, so gehirt sic einer aus mindestens 1 -+ 1 Gliedern ge-
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bildeten Untergruppe an, fér welche p == 1 ist und welche eine Lgliedrige
Untergruppe mit lawter vertauschbaren Trawsformalionen enthilt. Ale
diejenigen zweigliedrigen Unlergruppen dieser neuen Gruppe, deren
Transformationen wnicht vertauschbar sind, haben die gegebene Trams-
formation zu ihrer eingliedrigen Haupluniergruppe.

Die charakteristische Gleichung war zu dem Zwecke aufgestellt,
um zu dem gegebenen System (7,...7,) ein System (§,...%) zu
finden, so dass ist:

(1) Chx, Jex)=0 Xt

Verschwinden alle Unterdeterminanten r — % <4 1% Grades von
.| identisch, so kann man k — 1 Systeme (1) ... (3%*") finden,
so dass ist:

(2) (2% X, 2’75 X‘) =0--- (2’7! X, 2’2‘“"" X«) == 0
oder
2771'7; Cxt =0+ 2 NNx Cour =0,

me ”c.n——O 2?2‘ E Cour = 0.

Dann folgt aus den vorangehenden Entwickelungen unter der ge-
machten Einschrinkung, dass anch ist:

3) (217,’ X.. 217"’ X‘) == (2,2" X, 2,1‘(k~l)x‘) =0 ..

oder

3) 2 7/ ?2: “eox1 =10 - 2’?; Ny C(gr == (.

&)

Ferner sind in Folge der obxgen Enthcklnngen mit den Glei-
chungen (1) und (2) auch die folgenden verbunden:

)] (2’7" X,,Z{; X)= a’Z’g‘ X.foer
(2,7‘&-1) X, ,Zg‘ X,),.__- P L] 2’; X.f.

Diese Formeln fihren uns daza, fir I > 1 nicht die eive Gleichung
— o149, () + @Y, (7)) — -+ Og(n) =0

der Untersuchung su Grunde zu legen, sondern damit, nachdem durch
(2) die (1), (7). - . () bestimmt sind, die weiteren:
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o — P () + o Pu(y)  + -
o — o (1) + @) +~--==0

o — &7 () @, (D) - =0
zu verbinden. Nun lehren die Gleichungen (2), dass das System dieser
Gleichungen in sich abgeschlossen ist: geht man z. B. von (%) aus,
so darf man damit (%), (") . .. (g®-Y) in derselben Weise verbinden,
wie man (), (47) ... (%) mxt (7) verbunden hat.

Die spiteren Entwwkhmoen werden die Beziehung der Wurzeln
dieser Gleichungen aufs deutlichste hervortreten lassen. Hier geniige
es, aof einige Einzelheiten aufmerksam zu machen. Zundchst ent-
spricht jeder Wurzel der einen Gleichung eine ganz bestimmte Wurzel
in jeder andern. Es gehort eben zn jeder von Null verschiedenen
Wurzel o der ersten Gleichung nach (1) ein System (§); dies in (4)
eingesetzt, liefert die entsprechenden Wurzeln o' . .. o(-1.

Ist @, eine x - 1-fache Wurzel der ersten Gleichung, und ver-
schwinden nicht alle Unterdeterminanten r— 1%» Grades von |7, ,— 0,60, ),
so muss auch jede der entsprechenden Wurzeln mindestens eine x4 1-
fache Wurzel ihrer Gleichung sein. Schliesst man fiir (5), (%) ... be-
sondere Lagen aus, so gilt der Satz ganz aligemein.

Bilden @,, @, ... @Y™ eine Reihe entsprechender Wurzeln der

! Gleichungen:
D w—eriy ) =0,
o — @) =0,

o — @i, (D) + - - =0,
so bilde man (%) als homogene lineare Function der (%), (%)...(3"),
indem man setzt:
Te=pof + D0+ P

Bezeichnet man nun mit @, die @, entsprechende Wurzel der Glei-
chung

o — o™ () + -
so ist dieselbe aus den @, @, . ﬁ,‘_” in derselben Weise gebildet,
wie 7, aus 7, 7. ... 7Y, so dasa ist:
u—1

To = Py@e + P 0+ + - Pia@y
Es folgt dies unmittelbar daraus, dass mit den Gleichungen:
(X, Xo) = 0, Xofy (X1 Xo) = 06 Xof - o« (Xpin Xo) = oy Xof
auch die Gleichung:
(2 Xr + 2, Xrr + - -+ P X, Xo)
= (py 0« + 0 + - - + s ol M X.f
verbunden ist.
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Endlich beachte man, dass die Verhiltnisse der §,, &, ... &
welche der Gleichung (1) geniigen, sich rational vermittelst ,...%
und o auwsdricken lassen. Man erhiilt (abgesehen von speciellen Lagen)
Verhiltnisse von Functionen r — 1* Grades von @, in denen die
Coefficienten der einzelnen Potenzen homogene Functionen der %,...%,
sind. Diese Verhiltnisse indern sich aber nicht, wenn man z B. o
mit @ und zugleich () mit () vertauscht.

Im folgenden wird es sich bald mehr empfehlen, die I einzelnen
Gleichungen

@ — o™y () +--=0,
o — oYy (n) +---=0,

o — oty (D) - =0
zn Grunde zu legen, bald nur die eine Gleichung

@ — iy (T) - =0
mit den unbestimmten Coefficienten p,, p,, - . . g1 -1 28 untersuchen.

§ 12
Ausdriickung aller Wurzeln durch 7 unter ihnen.

Wir suchen jetzt diejenigen Gruppen zu bestimmen, welche folgen-
den Bedingungen geniigen:

a) es sollen alle Unterdeterminanten r — I+ 1" Grades, aber
nicht die » — Ia Grades von |y.,| identisch verschwinden;

b) fiir ein System 7, ... %, allgemeiner Lage soll die charakte-
ristische Gleichung 7 — 7 unter einander (und von Null) verschiedene
Whurzeln haben;

¢) es soll die Zahl p gleich der Zahl r der Glieder sein.

Es wird sich zeigen, dass die so definirte Zahl I gleich dem Range
der Gruppe ist.

Indem wir von den Gruppen absehen, in denen gewisse Trans-
formationen mit allen Transformationen der Gruppe vertauschbar sind,
konnen wir die beiden ersten Forderungen kiirzer in folgender Form
aussprechen: die Gleichung @ — @'y, + @3¢, — - - == O hat
mindestens ! verschwindende Wurzeln; sie besitzt aber fiir gewisse
Werthe der Constanten gerade r — ! von Null und unter einander
verschiedene Wurzeln. Wir wihlen jetst X,f als eine gans aligemeine
Transformation; X,_if ... X,—ipaf sollen mit ibr vertauschbar sein.
Dann wissen wir, dass auch die letzteren unter einander vertauschbar
sind. Ferner konnen wir die X,f, X,f... X,—f so wihlen, dass
fire=1...r — 1 ist:

L) (X, X)) = 0. Xof.
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Wie im vorigen Paragraphen bewiesen, ist dann auch:

1) (X1 X)) = 0 Xof, - oo (X Xo) = 0l Xof -

Um die verachiedenen Beziehungen, in denen die Wurzeln der
charakteristischen Gleichung hier auftreten, recht scharf aus einander
zu halten, wollen wir die simmtlicken Wurzeln, welche dieselbe fiir
feste Werthe von 7, . . .7, besitzt, als ein Wurzelsystem bezeichnen;
dagegen sollen solche Wurzeln, welche nach passender Wabl von
), (). ..(n*") zu denselben Werthen von £ :§, . ..: & fihren,
als- eine Reihe entsprechender Wurzeln oder auch als Wurzelreihe be-
zeichnet werden; wo kein Missverstandniss zu befiirchten ist, soll im
letzteren Falle auch nur von einer Wurzel gesprochen werden.

Nun bilde man die Jacobi’sche Relation fiir (r,e,8), (r—1,4,8)...
und erhilt die Gleichungen:

@) Capy(Qat 05— ) = 0, Cupy(@0, +0f —0;)=0...,
3) Capo(@at05) = 0, Casp(@d +05) =0....

Hier bedeuten «, 8, y... Nummern der Reihe 1...r —1 und
@, 6 Nummern der Reihe r — 14 1...7 Dies liefert den Satz:

Sind « und B irgend zwei wnter den Nummern 1...r —1, so
wird unter den angegebenen Bedingungen jedes (X, Xg), welches nicht
verschwindet, entweder durch eine einzige der X, f . . . X, _if oder dwrch
einige der X,_paf . . . X,f dargestelll; soll die erstere Darstellung még-
lich sein, so muss dic Summe je zweier entsprechender su Xof und
X,f gehirender Wurzeln eine neue Wurzel liefern; die zweite Dar-
stellung ist nur moglich, wenn jede zu X.f gehorige Wurzel entgegen-
gesetzt gleich ist der entsprechenden zu Xgf gehorigen Wurzel.

Da alle (X, X,)... (X1 X,) durch X,f. .. X, _,f ausgedriickt
werden, miissen sich, damit p = r ist, mindestens ! Ausdriicke (X, X3)
fir ¢, =1...7r —1 durch X, puf...X,f darstellen lassen und
die aus den zugehdrigen I* Coefficienten ¢,z gebildete Determinante
muss von Null verschieden sein. Diese Ausdriicke seien

(X Xig), (X Xige) - - (X Xei).
Dann ist:
@ F 1 =0, @y, F @p2=0...0,+ wg;=0.

Indem wir die bisherige Bezeichnung fiir die Marken beibehalten,
wonach «, 8, 7 ... Nummern der Reithe 1...7—1, ¢, ¢ solche der
Reihe r—141...r sind, setzen wir jetzt fest, dass ¢,%,4...¢,%,4 ...
Nummern der Reihe 1...27 bezeichnen sollen, und zwar soll die
Wahl stets so getroffen werden, dass (X, X,) sich dureh X, _,1,f... X, f
darstellt, also auch w, 4 @, == 0 ist. Endlich soll » eine der Marken
0...1 — 1 bezeichnen.
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Dann muss sein:

(4) (X. Xl‘) == eer + ct’xrol + b + 6‘{3~1)Xr~&§4f;
und es ist offenbar:
®) N+ e =0,
Die ans den Coefficienten &7 gebildete Determinante muss von
Null verschieden sein,

Indem wir diese Bezeichnung benutzen, bilden wir die Jacobi'sche
Relation fiir (¢, ¢/, ) und erhalten:

6) ew,+e o+ VAN 2 (Coan Con = Cooa Cuow) e

Wenn die linke Seite dieser Gleichung nicht verschwindet, so

muss zom mindesten eines der 2(r—1) Producte

Ciat Cetay Ciad Ci3as - + » Ciat Citay Cra2Catg + - -
von Null verschieden sein. Somit muss in diesem Falle eniweder
@ + o oder ©?) — @ eine Wurzel sein oder sowobl @ 4 o
als @? — @®. Das giebt den Satz:

Ist « eine von ¢ und o verschiedene Zahl der Reihe 1...7v — 1,
und €@, + - - - + Vo™ von Null verschicden , so erhilt man durch
Addition oder Subtraction von ») zu @2 oder durch beide Operationen
eine neue Reihe entsprechender Wurzeln. .

Wir gehen jetzt von einer Wurzelreihe aus, fiir welche die linke
Seite von (6) nicht verschwindet und suchen alle weitern Wurzeln, zu
denen man durch Addition und Subtraction von @f") gelangt. Die
entsprechenden Marken bezeichnen wir mit «,, &; ... & und ordnen
dieselben in der Weise, dass ist:

oy, = o, + o, 0L, = o5, + 20 - - o, = o, + %0;.
Bilden wir jetzt die Gleichung (6) fir «,, so wird nur das erste
Product vorkommen, und zwar fir ¢ = «,; dieselbe Gleichung fir a,
angewandt erfordert, dass im ersten Product & = &,, im zweiten & = &,
gesetzt wird u. s. w. Wird endlich &, fiir « gesetzt, so bat man im
zweiten Product & = @, 20 setzen. Addirt man alle diese Gleichungen,
so verschwindet die rechte Seite und es ergiebt sich das Resultat:

(2aa,+ %0) + 6220, Fx0) + - - - + 70 Qo+ 20l ™) =0,

Wo x eine ganze positive Zahl ist. Hierin kann man «, durch
@, &, ... & ersetzen, wenn man nur x durch x—2,x—4,...,—x
ersetzt. Somit schliessen wir:

Ist
(XIXI') = etxrf+ ea’Xr—!f’*' o + e“;hn X""H"f’
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so0 kann man ou jeder Reihe entsprechender Wurzeln o, . . . @& eine
gamze positive oder negative Zahl ao, (mit Einschluss der Null) so zu-
ordm,dassdie&la’dmngbwtekt-

0) 2 2 e 208 4 Ga@?) =0

Ferner muss, wmnaemeganzeZahlfst welche zwischen O und
Gy, liegt, auch ol + ao eine Wurzel sein.

Den letzten Theil dieses Satzes konnen wir, wie die vorstehende
Entwicklung lehrt, noch in folgender Weise erweitern: Wenn fiir
ein ganzzahliges b, welches das entgegengesetzte Vorzeichen von aa.
hat, @, + b, eine Wurzel ist, so wird fir b+ ¢ = a,, auch
0, + co, eine Wurzel darstellen; zugleich werden aber auch fiir jedes
zwischen O und b gelegene b und fiir jedes zwischen O und ¢ gelegene
¢ sowohl @, -+ b, wie w, + co, Wurzeln sein.

Der bei der Entwicklung ausgeschlossene Fall, dass die linke Seite
von (6) verschwindet, ist im Resultate ebenfalls enthalten, da alsdann
@o == 0 ist. Wenn dieser Fall eintritt und zugleich mit ®® und o
auch 0?4 aw® eine Wurzel ist, so muss es auch @) — aw), sowie
@ - b sein, wenn b zwischen O und a liegt.

In der Gleichung (7) kann man auch & = ¢ wihlen, wenn man
Qi = — 2 setat.

Wir fithren folgende Abkiirzungen ein:

®) Dlep o =—2E, Dy op)=—2E, ...,
’ Drdnop) =—2E,.
Dann folgt aus (7):
9 Eeﬁﬂ 00 = g, E

Da die Determinante der e nicht verschwindet, so lassen sich
Coefﬁcienten g., so bestimmen, dass ist:

(10) = aalEsgl + ”¢2E2 + o o Ezgz .

Hier darf man « anch = 1...17setzen, wobei die g sich nicht
indern, so dass sich ergiebt:

0, = a B g\ + a, Eg,™ + - - - + an Eig”,
10) {2 = a.., 19‘:") + Qo2 292(" + + aezEzya‘” )

@ = ay 191('} + acE'«.g,(” + + au E‘ g‘m
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Gy Gyy .- Au
Wenn jetzt die Determinante a..,, a” U % nicht verschwindet,

an A - ..
so lassen sich rationale Zahlen k... hy so ﬁnden, dass ist

Qax == By Gix +k¢202x+" ‘+}6.zau far x==1.,.1.
Dann ergiebt sich aus den Gleichungen (10) und (10):

Qg == Ly @y + kaemz -+ + kﬂmh
(1) @), =h,0, -4 hagta,' + R + h@,m{,

05:‘1 == ha) cof" + }l‘aﬁ) + + i&d (03“‘ .

Diese Entwicklung fihrt auf den fur die Zusammensetzung der
Gruppen fundamentalen Satz:

Unter den angegebenen Bedingungen, dass p = r ist und dass die
charakteristische Gleichung 1 verschwindende und r — 1 von einander
und von Null verschiedene Wurzeln hat, lassen sich die simmtlichen
r — 1 nicht verschwindenden Wurzeln als lineare homogene Functionen
von 1 under ihnen darstellen; die Coefficienten sind rationale Zallen und
dndern sich wicht, wenn man zu irgend cinem andern Wurzelsystem
wibergehi.

Beiliufig folgt aus diesem Satze, dass ! wirklich den Rang der
Gruppe darstellt, wofern nur die aus den I* Wurzcln o gebildete
Determinante nicht verschwindet. Da nimlich alle Wurzeln durch
1 ausgedriickt werden und durch keine geringere Zahl, so gilt dasselbe
von den Functionen ¥,(n), ¥,(%)...¥,-i(y). Das Verschwinden der
genannten Determinante verlangt aber, dass die’ Gruppe eine aus-
gezeichnete Untergruppe besitzt, welcher Fall ausgeschlossen ist.

Beim Beweise ist der Fall ausgeschlossen, dass die aus den a,,
fur ¢, x =1...1 gebildete Determinante gleich Null ist. Der folgende
Paragraph wird uns aber zeigen, dass die im fritheren Lehrsatz (Gl (7))
fir @., gefundenen Beziehungen diesen Fall nicht gestatten.

Hatten wir noch den Kall ansschliessen wollen, dass die aus den
Wurzeln o fir t=1...10, »==0...0— 1 gebildete Determinante
gleich Null ist, so hitten wir den Beweis des vorangehenden Lehrsatzes
einfacher gestalten kdnnen. Wir hielten es aber fir wichtig, einen
Beweis mitzutheilen, welcher diesen Fall mitamfasst.

Mathematische Anpalen. XXXIIL
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§ 13.
*  Rigenschaften des aus den a4, gebildeten Systems.

Wir sehen in den zunichst folgenden Paragraphen von dem
Schlussresultat des vorigen Paragraphen ganz ab und beriicksichtigen
nur die Gleichung (7)
¢)) 2(e0.t e 0f+ -+ el ™)

+agleo.+e o/ +- +&Val) =0
wenn auch die Marke « nur aof die Nummern 1, . . I besehrinkt wird.
Hier tritt ein System von I* Coefficienten a,x auf, wenn die Marken
¢, % die Reihe 1...0 durchlaufen. Dabei ist a,) =gy =---=ay=—2.

Die ubrigen kénnen keineswegs beliebig gewdhlt werden, da der der
Formel (7) § 12 beigegebene Lehrsatz auf Wurzeln
Mm@, + ma, 4 - - - moy

fithrt und deren Zabl unendlich gross wird, wenn nicht zwischen den
@, bestimmte Beziehungen bestehen. Wir wollen nur diejenigen
Wourzeln beriicksichtigen, welche nach diesem Lehrsatz aus einer vor-
liegenden auf einem ganz bestimmten Wege erhalten werden.

Es sei also m o, + - - - 4+ mo; eine beliebige Wurzel, wo die
m, . ..m; ganze Zahlen mit Einschluss von Null sind. Man setze
diese Wurzel statt o, in die Gleichung (7) § 12 ein und nehme o,
statt @,* An Stelle der Zahl a., gelangt man dann zu der Zahl:

— 2my + Myay + - - - 4 man.
Somit muss mit Xm, @, mindestens die Wurzel 2w, @, vorhanden
sein, wo
My ===y, My ==, . W ==y, My == — My My @y - -+ M0
ist. Auf diese Wurzel wendet man dieselbe Betrachtung an fir o,,
wobei die Zabl @, it == Zm, s, und daher kommt noch mindestens
die Warzel vor: Zm,” ., wo ist
mlu —_ ml,) ms” — ms‘, - m‘u — m‘c’
uy " =y Gy, — my - mg Ay - m as.
Fiir die gefundene Wurzel suche man die Zahl a5 in Bezug auf a,
und schliesse auf das Vorhandensein einer Wurzel Zm,” 0., u. s. w.
Nachdem man so auf eine Wurzel Zmf{—Y o  gekommen ist, sucht man
fir sie die dem aq, entsprechende Zahl in Bezug auf o; und schliesst
dann auf das Vorhandensein der Wurzel ZmPw,, wo ist:
mg‘) == m(ll-'i)’ mg) = mg-‘l) N m{iz = mﬁf_—ll)’

(8 =1 1 R 1 — —1
m = mi~Va, + mfVa, + +m£—1)a:—1,3 mi—y,
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Indem man nur diese letzte Wurzel beriicksichtigt, gelangt man
zu dem Satze:

Sobald die charalkieristische Gleichung eine Wursel Em.o, hat,
besitat sie sum mindesten noch eine weilere Wursel Zb, moax, wo sich
die Coefficienten b mach folgenden Regeln berecknen lasson:

1
fiir o= % ist by == Db — 1,
1
Bl
@) fiir + > % ist bu = Db ge + a,
1

fodont 3

fiir o < % ist by == bep Ggx -
2

Somit erkennen wir, dass alle diejenigen Systeme von Grossen
e, My 0. 8. W. welche man dorch wiederholte Auwendung der Sub-
stitution :

= —
my== Dem, by, M= Dim by...

erhilt, eine neue Wurzel der charakteristischen Gleichung bestimmen.
Die Substitution b,, muss also, beliebig oft wiederholt, nur eine end,
liche Zahl von Systemen m, liefern, oder da die Determinante der
b, wie man leicht sieht und unten noch besonders gezeigt werden
soll, gleich (—1) ist, so muss diese Substitation nach einer gewissen
Zahl von Wiederholungen die identische Substitution erzeugen. Die
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen bierfiir hat Herr
Lipschitz, gestiitzt auf Arbeiten anderer Mathematiker, im 10. Bande
der Acta mathematica (8. 137f) in folgender einfacher Weise zusam-
mengefasst:

Soll die Substitution b., nach g-facher Wiederholung in die identische
Substitution Gbergehen, so muss die Determinante:

By —s by ... by

(3) % bz‘ bzz 8. aﬂ
l 'bn ba ...by-—‘s

nur fir solche Werthe von s, welche p Wurzeln der Einheit sind,

verschwinden, und zugleich miissen ihre sammtlichen Elementartheiler

von der ersten Ordnung sein, wo die letztere Bedingung daraof hinaus-

kommt, dass der gemeinschaftliche Theiler der simmtlichen partialen

Determinanten der (I — 1y** Ordnung, durch die Determinante dividirt,

gleich einem Bruch wird, dessen Zihler constant und dessen Nenner
z’

. . . .
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ich einem Product aus linearen Functionen von s ist, die alle unter
einander verschieden sind.

Gleichwie die durch die Coefficienten b,, fir ¢, % =1 - -1 be-
stimmte Transformation durch eine endliche Zahl yon Wiederholungen
aof die identische Substitution fithrt, muss auch jede Transformation,
fir welche die Marken ¢, x auf die I — 4 ersten Zahlen 1...1— 2
beschrinkt wird, bei einer gewissen Zahl von Wiederholungen auf die
urspriingliche Wurzel zurdekfibren. Endlich darf man natiirlich auch
die Marken 1.. .1 beliebig vertauschen. Demnach konnen wir jetzt
folgenden Satz aussprechen:

Um Bedingungen dafiir zu erhalien, dass das System der Coef-
ficienten aw 2u einer Gruppe fiikrt, bilde man nach der Vorschrift (2)
die ' Grissen b und aus diesen und einer beliebig verinderlichen
Grosse s die Determinante (3); damn muss zunéchst diese Determinante
nur Elementartheiler der ersten Ordnung besitzen und diese miissen die

ki

Form s —e * haben, wo & und p gamze Zahlen sind; fermer muss
Jjede Determinante, welche aus (3) durch Weglassung der letzten A (fiir
Ae=1...1—2) Verlicalreihen erhalien wird, denselben beiden Be-
dingungen geniigen. Sobald hieraus eine Beziechung zwischen den Coef-
ficienten a.. hergeleitet ist, miissen auch diejenigen Relationen bestehen,
welche man aus der ersten durch beliebige Permutation der Nummern
1...1 erhilt.

Subtrahirt man in der Determinante | by — 85| von der len
({—1)wen . .. 2t Horizontalreibe die mit gewissen Factoren multiplicirten
vorangehenden Reihen und beriicksichtigt die Relationen (2), so erhalten
wir folgende Form der Determinante:

|l—s—1 Gy Oy, ay

; alzb —s—1 /2% a;»
4) I @S GgyS —s—1 ax

[ .o

, ays ans aus e —s—1

Ersetzt man in dieser Determinante s durch -+ und multiplicirt

mit &, so werden die Glieder der Diagonale ungeindert bleiben;
dagegen werden in jeder Horizontalreihe die Glieder links von der
Diagonale den Factor s verlieren und die Glieder rechts von der-
selben diesen Factor erhalten. Beiliufig ergiebt sich daraus, dass die
Determinante |3.| den Werth (— 1) hat. Schreibt man die Deter-
minante (3) oder (4) in der Form:

6)) (=0 + M1 M52 4. -} M, 54 1),

so wird jeder Coefficient M, , aus M, dadurch erhalten , dass man
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jedes in M, enthaltene a. durch ax ersetrt. Um z. B. den Coef-
ficienten M, anzugeben, setze man fest, dass fir jedes ¢ sein soll
E<e<H<- <t
dann ist:
M =1 +2 Qiyty Gy, +20‘...a¢.¢.8.,:. +2“«ma«¢. Gy i, oy,
DA

iy LS 1Y
+ - Gy ay - - - GruGa

Dann wird M;_; erhalten, wenn man jedes a, mit a. vertauscht;
demnach ist:

M,_, = — z+ E; Qoo Gy -+ 2; ity Qipe, Auyoy +2 ; Gty Ay Cae, Ay
hi

L 1] vty
+ e + &1y Biy it - - » Gyglhyg gy Ayl

Jedes M, besteht aus Aggregaten der Form a,,a0,84« - - - Gpuy
wo die vorstehende Bedingung wegen der Grosse der Marken ¢,...¢,
picht mehr erfilllt zu sein braucht. Kennt man alle solchen Aggregate,
welche in M; vorkommen, so kann man hieraus in der angegebenen
Weise M,_; herleiten.

Wenn der Ausdruck (5) fir « -4 fi verschwindet, so muss er

auch fir ¢ — i = Z’-%B’? gleich Null werden. Demnach ist fiir jedes

k nothwendig M; = M, ;. Da dasselbe auch fiir jedes aus weniger
Nummern gebildete System gilt, so miissen folgende Gleichungen be-
stehen:

i1y 8oy, Qi o, = Gty Gigs, By

Ay 13 By Oyt Bty == Qg Bty Gy 6, iy
(6) . Q = ’ a, a
Aoty Coyty Aiyey - - ace__l to Hepu a‘(“e‘l ale_[le_.z R YN A 4o

- - . . » - . .

Gyy QB + -+« Bpmed, 1 @11 == G- -+ - - Gyy Gy Gpy Gl

Wenn amgekehrt diese Gleichungen fiir jede Wahl der Nummern
ty 4y - - . erfillt sind, so ist auch jedes M == M ..

Wenn die Gleichung & 4 M,s~1+4-.. 4 1 =0 eine Warzel
= + 1 hat, so muss dieselbe eine Doppelwurzel sein. Somit mlissen
fir dieselbe auch alle Unterdeterminanten (I — 1)“* Grades von
{Bux — O s | verschwinden, speciell der Coefficient von by — s. Dieser
stellt aber eine ganz gleich gebildete Determinante dar und daher muss
auch hierin s =1 eine Doppelwurzel sein. Indem man diese Be-
trachtung fortsetzt, gelangt man schliesslich zu dem Resuitate, dass
b, —s oder —1—s fir s=1 verschwindet, was nicht angeht.
Somit folgt:

L4
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Die Determinante (3) oder (4) kann nickt fir s = 1 verschwinden.

Fiir 5 == 1 geht die genannte Determinante in | g.x| Gber. Folglich
darf anch die letztere nicht verschwinden, was man auch leicht direct
aus der Forderung herleiten kann, dass die Zahl der Wurzeln © eine
endliche sein muss, - Hieraof wollen wir jedoch nicht niher eingehen,
vielmehr die vorstehenden Entwicklungen daza benutzen, um bestimmte
Grenzen fur die Determinante |a.,| anzugeben. Da die Function
&4 M5~ -+ -4 1 nur fir Warzeln der Einheit verschwindet,
8o muss ihr Werth fiir s = 1 zwischen O und 2! eingeschlossen sein.
Somit ist auch die Determinante der a,, zwischen den Werthen Null
und (—2¥ eingeschlossen; der Werth Null muss, wie bemerkt aus-
geschlossen werden. Das liefert die Sitze:

Die Determinante aus den Coefficienten a,. liegt zwischen (—2)
und Null, und zwar kann sie den ersteren Werth erhalten, den lelzteren
aber nicht.

Wihlt man aus den Nummern 1...1 irgend o(<1) Nummern
b o« b beliebig aus und bildet die Determinante der @* Grissen a.a,
wo %, die @ Nummern ¢, . .., annchmen kinnen, so liegt die qus
diesen Nummern gebildete Determinante zwischen (—2) und Null,
wobes der leigtere Werth ausgeschlossen ist.

Speciell ergiebt sich hieraus fiir ¢ = 2, wenn man noch beriick-
sichtigt, dass fiir gleiche Wurzeln die Unterdeterminanten verschwinden
miissen:

Das Product a. ax, kann nur die Werthe 0, 1, 2, 3 erhalten, und
den Werth Null nur, wenn sowohl a.. als G. verschwindet,

Pér ein ungerades ! kann man (5) auch in der Form schreiben:

41 11
~{ern+ s+ 2 (T 457

demnach ist diese Form fiir s == 1 nothwendig gleich. einer. geraden
Zahl. Somit folgt:

Nimmt man aus den Zahlen 1...7 eine ungerade Zahl ¢ von
Marken ¢, . . . s, heraus, und bildet die Determinante ’

aﬁ‘a a‘ﬂ: LS az‘ce

Qaye, Gty .« a"‘?
2

Gigs Grgin e -~ Guagup

so ist deren Werth eine gerade Zahl

Gehen wir von einer beliebigen Wurzel Zm. o, aus und wenden
darauf die Transformation b, an, so erhalten wir g verschiedene
Waurzeln, wenn die simmtlichen Wurzeln der Gleichung [be — 0 5|=0

*
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@', aber nicht niedrigere Wurzeln der Einheit sind. Eine belicbige
. hierin nicht enthalicne Wurzel fihrt durch dieselbe Operation wieder
auf p weitere Wurzeln u. s. w. Daher folgt der Satz:

Dic Zakl der Wurseln der charakierishischen Glechung is eim
Viclfaches der Keinsten Zahl p, welche der Bedingumg gewiigé, dass
dzfeﬁamm(3)oda(4)aquadormsﬂ~list.

§ 14,
Eintheilung der aus den 4,. gebildeton Systeme.

Ehe wir weiter gehen, missen wir einige Definitionen aufstellen.
Wiihlen wir aus den I Nummern 1...0 eine kleinere Zahl ¢ aus:
4y 4.4, und lassen die beiden Marken x und i von a,. sich nur
iiber ¢, ¢, . . . 4, erstrecken, so heisst das durch diese ¢* Coefficienten
gebildete System ein Untersystem g'* Ordnung. Jedes solche Unter-
system fiibrt, wenn nicht alle seine ausserhalb der Diagonale stehen-
den Coefficienten Null sind, von den Wurzeln 4o, .. . +a, wm
weiteren Wurzeln; diese werden als abhingig von den ¢ genannten
Wourzeln bezeichnet. Dagegen sind alle andern Wurzeln, welche aus
©; ... @ vermittelst des Systems I Ordnung hergeleitet werden,
unabhiingig von jenen 2¢ und den durch das Untersystem abgeleiteten
Waurzeln.

Wenn a. = 0 ist, so wissen wir, dass auch G. == 0 ist, Nun
ist es ganz gut moglich, dass mehrere Grossen g, gleich Null werden,
ohne dass der Charakter des Systems irgend geindert wird. Um zu
einem durchgreifenden Unterschiede zu gelangen, stellen wir folgende
Betrachtung an. Wir gehen von einer beliebigen Marke + aus und
suchen alle diejenigen von ¢ verschiedenen Marken ¢,, 15,4 - . ., flir
welche a.,, @u,, Gy, . . - von Null verschieden sind,. Wenn ¢, ¢4, 4, - ..
noch nicht alle I Marken 1...7 sind, so suche man jetzt alle von
€y 4y, by . . . verschiedenen Marken ¢y, ¢, ... flr welche a,.,, 4,4, .-
nicht verschwinden; ebenso alle noch nicht gefundenen Marken
Lays by - - -, TOr welehe @y, e, . .. von Null verschieden sind u.e.f.
Jetzt sind zwei Falle moglich:- entweder gelangt man durch Fort-
setzung dieser Betrachtung zua allen ! Marken oder man bleibt inner-
halb einer (durch die zuerst gewahlte Marke ¢ bestimmten) kleineren
Anzahl. Ist das erstere der Fall, so wird man durch diese Operation
stets zu allen Marken gelangen, von welcher Marke man auch ausgeht.
Demnach ist hierdurch ein wesentlicher Unterschied der Systeme be-
griindet: ein solches heisst einfach, wenn die Operation zu allen Marken
fihrt; im anderen Falle heisst es zusammengesetst, So ist das System
fiinfter Ordnung zusammengesetzt, wenn



24 W. Knuna.

Gy = Gyy = Gg3 = Gy = a5, = Gy =0
ist; ¢benso ist ein System l*r Ordnung zusammengesetzt, wenn die -
ai,, G, - . . 4,1 sdmmtlich verschwinden. Ks geniigt, die einfachen
Systeme aufzusuchen, und diese Aufgabe wird durch folgenden Lehr-
satz wesentlich erleichtert, dessen Beweis keiner Ausfibrung bedarf:

Ist ein System U Ordnung einfuch, so ist unter dessen 1 Unter-
systemen (I — 1) Ordnung mindestens eins ebenfalls einfach.

Die angegebene Eintheilung der aus den a,. gebildeten Systeme
begriindet eine gleiche fiir die zugehdrigen Wurzeln. Wir gehen von
ciner Wurzel o, aus, suchen alle Wurzeln m, e, + - - - + me,, fir
welche m, von Null verschieden ist, und merken uns diejenigen Wurzeln
@, @, ..., fir welche bei nicht verschwindendem m, auch m,, m,, ...
von Null verschieden sind. Dieselbe Betrachtung stellen wir jetat fiir
m,,, M, ... an und fahren damit fort, bis wir auf diesem Wege nicht
mebr zu neuen Marken gelangen. Jenachdem das System der o ein-
fach oder zusammengesetzt ist, kommen wir hierdurch zu allen
{ Marken oder bleiben innerhalb einer kleineren Anzahl.

Zu einer weiteren Rintbeilung gelangt man durch folgende Be-
trachtung. Es wird sich im folgeuden zeigen, dass die charakteristischen
Bigenschaften der 2] Warzeln ,, — o, . . . @, — o, auch jeder Wurzel
m; 0y + My, + - - - <+ me, zukommen, wofern die letztere durch das
zwischen den ersten Wurzelu bestehende System a.. gefordert ist.
Sobald aber das System der a, fiir die ersten 27 Wurzeln gegeben ist
und alle durch dasselbe geforderten weiteren Wurzeln bestimmt sind,
kann man unmittelbar fir irgend zwei Wurzeln @,, und o, die Coef-
ficienten @s,o, und @e,q, bestinmen. Wihlt man nun irgend ! von
einander unabbingige aus den Wurzeln aus und sucht das zugehdrige
System der a.s, so sind bei den getroffenen Festsetzungen nur zwei
Fille moglich: a) die Gesammtheit der Wurzeln fillt in beiden Fillen
zusammen, b) der zweite Fall liefert nur einen Theil der im ersten
Falle erhaltenen Wurzeln. Der erste Fall erfordert keineswegs, dass
die Systeme a. und a identisch werden. So liefert die Voraussetzung,
dass fiir I = 3 bei ungleichen ¢, x jedes a, = —1 ist, die Wurzeln:

+ o, £ 0, X a5 F (0, —0,), 4 (@,—a,), + (0;—a,).
Setzt man aber
so wird @) =0, 0, = @, & = @, — @,
Gu=Gs =an=as = —1, a3 =as = 0;
und das zweite System fithrt zu den Wurzeln:
Fo, o), +aoy, +(0, —a,), F (o) —a5) +(0, —0, +a,;),
welche den frilher angegebenen gleich sind. In diesem und in ahnlichen
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Fillen, wo die beiden Systeme zu denselben Wurzeln fithren, heissen
sie :

dguivalent. .

Man kann dasselbe auch auf folgende Weise ausdriicken. Fir
das System a. gehe man von den Wurzeln @, ... @ aus, fir ax von
@, ...@;. Wenn es nun mdglich ist, durch eine homogene lineare
Transformation, welche o, .. .a in .. - @ umwandelt, alle
Wurzeln des einen Systems in die des andern umzuwandeln, so heissen
die Wurzelsysteme und damit die Systeme a, und a. dquivalent.

§ 15,
Angabe aller einfachen, nicht &quivalenten Systeme.

Da die zusammengesetzten Systeme von selbst in einfache zerfallen,
»0 gendigt es, nur die einfachen Systeme anzugeben. Auch werden
wir dquivalente Systeme als identisch betrachten und dempach die
vielleicht nicht unwichtige Frage nach der Umgestaltung eines Systems
in ein dquivalentes nicht untersuchen. Zwar wiirde ein tieferes Ein-
gehen auf die im § 13 kurz entwickelte Theorie ohne Zweifel die
folgende Untersuchung wesentlich erleichtern; aber da die folgenden
Entwicklungen, abgeschen von der zunichst vorliegenden Frage, auch
fir einige Satze der §§ 17 und 18 nicht enthehrt werden kinnen, so
wollen wir uns mit den aufgefundenen Resultaten begniigen und unter-
suchen, ob dieselben uns za allen Systemen hinfihren.

Fiir } = 2 muss, damit das System einfach ist, das Product a,,a,,
einen der Werthe 1, 2, 3 haben. Diese drei Fille sind adch simmtlich
mboglich, so dass wir den Satz erhalten:

Fiir 1 =2 gicbt es drei Systeme der Coefficienten a., welche wir
als II 4), II B), II C) unterscheiden wollen. Fir 11 A) kinnen wir
gy = Gy = — 1 setzen, so dass wir die Wurzen erhallen:

+ o, + @, + (0, —a,).
Fiir II B) ist: a,, = — 1, @y == — 2, und dic Wurzeln sind:
+ o, + o, + (0, —a,), £ 2o,—a,).

Fiir IIC) ist @, = — 1, @,y ==— 3, so dass die Wurzeln vor-
kommen:
+a,, +0, +(@,—a), +20,—a,), +(Bo,—a,), +(@Bo,—2a,).

Die Determinante (3) oder (4) § 13 ULicfert ausgerechnet im Falle A):
*+ s+ 1, im Falle B): s*+ 1, und im Falle C): 8> — s+ 1;
dieselbe verschwindet bei A) fiir dritte, bei B) fir vierte und bei C)
fiir sechste Wurzeln der Einheit.

Um die einfachen Systeme dritter Ordoung zu erhalten, gehen
wir von einem der drei einfachen Systeme zweiter Ordnung aus und
bestimmen die Coefficienten a,y, @y, , @.3, ds; 50, dass sie den Forderungen
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des § 13 geufigen. Diese Herleitung lisst sich aber im wesentlichen
in derselben Weise fiir ein beliebiges ! durchfiihren. Wir nehmen also
jetzt an, wir wiren, entsprechend dem Falle II A), fiir die Zabl [ — 1
zu einem Systeme gelangt, in welchem fir ¢, x=1...1—1 und
¢ %: x jedesmal @, = — 1 ist, und wollen untersuchen, welche Werthe

wir den a;, und @, noch beilegen kdnnen. Dann gelten in Folge der
Gleichungen (6) § 13 die Beziehungen:

(1) Qg Qar == QeyQyy

fiir irgend zwei Marken x, . Unter den ! — 1 Producten a.; a;, mgen
« gleich Null sein, und wir erinnern daran, dass in jedem solchen
Producte beide Factoren gleich Null sind. Alle nicht verschwindenden
Producte haben in Folge von (1) denselben Werth, welcher mit m
bezeichnet werden soll. Zugleich ist 4, = ay und aw = ay, wofern
keiner dieser Coefficienten verschwindet. Bezeichneich die Determinante
der I? Coefficienten ¢ mit A, so ist:

(—1¥A = 21— A—1) Dk tiwan +_, i an
*2

=2—(l-1)(1—-1—a)ym+ (l—a—1)(l—a—2)m
=2l—(l—a—1)(a+1)m.

Bei constanten Werthen von ! und m wird die linke Seite ab-
1—2
3
« wieder zupehmen. Soll daher die rechte Seite positiv bleiben, so
muss fiir I > 8 die Zahl « einen der vier Werthe 0, 1,1 —3, 7 — 2
annehmen; fiir I < 6 sind damit alle fiir « moglichen Werthe ange-
geben; fiir I =6, 7, 8 kommen noch die Werthe « = 2, ! = 3 hinzu.
Ausserdem sieht man, dass fiir & == 0 oder = — 2 fiir m die beiden
Werthe 1 und 2, fiir die andern Werthe von « nur der Werth 1

zuldssig ist.

Wir sehen zu, ob den so gefundenen Coefficienten jedesmal ein
geschlossenes System von Wurzeln entspricht, und ob einige dieser
Systeme #quivalent sind.

Nehmen wir zunichst @ = 0, m = 1, so konnen auch die hinzu-
kommenden a und a4, gleich — 1 genommen werden. Die Wurzeln

nehmen, wenn e von O bis

zupimmt, und dann bei wachsendem

sind @, @y .. 0 @ —@y...0 —&...0_; — @ (Wo die ent-
gegengesetzt gleichen Wurzeln, wie auch im Folgenden nicht mit
aufgefihrt sind). Ersetzen wir-e, durch o, —o;, so wird g, =a = —1,

aber fir x 22 immer: @ = @;j =0. Die Annahme: ¢ — 1 — 2,
m == 1 hefert also ein mit dem vorigen dquivalentes System.

Wir untersuchen jeizt « =0, m = 2, und zwar zunichst den
Fall, dass jedes au= — 1, gy = — 2 ist. Zu den Wurzeln
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@, ..., @ — & komumen dann noch hinzu: @; — @, 2@; — @,
2 @, — e — . Die Ersetzung von o, durch 20— @, oder 20, — o,—a;
indert die ax und g, nicht; wenn man aber stait @; die Wurzel
— &; 4 o, wihlt, so wird a,; = — 2, = — 1, a;; = a;] = 0;
somit filbrt die Annahme & == ] — 2 wieder auf dieselben Wurzeln,

Wenn fiir a =0, m =2 jedes au=—2, ay == —1 ist, so
milssen ausser @, ...« und @, — @; noch die Wurzeln vorhanden
sein: @, — &, 20, — @, O« - @3 —~— @;. Vertauscht man hier @,
durch 20, — @, so wird a,; = — 1, a;;==—2, dagegen fiir
x%l: az; == 0.

Endlich gehen wir zu der Annahme iiber, dass « == 1 und damit
m==11ist. Es sel ayay=-.-.-= W1 Qg o= 1, Qg m= Gy, == (.
Zu den darch das Untersystem (I — 1) Ordnung bestimmien Wurzeln:
@, ... 6;, 0, — &, kommen dann noch folgende hinzu:

@y — @y By — Gy~ @Dy, Oy = @y ~— ey — &y,
wo u und v zwei Nummern der Reihe 1...1 — 2 bezeichnen, Ersetzt
‘man @, durch @, — @;, 50 witd an=ayi=—1, @/ a=a/ 5 =1,
dagegen a,; = 0. Daher fihrt die Annahme ¢ =] -—3 zu einem
iquivalenten System,

Somit sind wir zu dem Satze gelangt:

Fiir jedes 1 >3 gicht es mindestens vier wesentlich verschiedene
einfache Systeme der Cogfficienten a,,. Diesclben kimmen in folgender
Weise charalkterisirt werden:

Im System A) ist jedes ausserhalb der Diagonale stehende a., gleick
— 1; fir p,ve=1...1 sind die Wurzeln 4 @, 4 (0,— ).

Fiir das System D) sctze man, wenn p und v ungleiche Nummern
der Rethe o ... 01— Y sind:

Gy =~ 1, Oy = — 1, Gy = — 2.
Dann sind die vorkommenden Wurzeln:
o Fa, F(0u—a,), +(0—e), +(2o,—a,),
i (2(0]—0y*‘€0,).

Fiir das System C) setze man Gy = —1, @y = — 2, Gu=—1,
wenn wieder w, v verschiedene Nummern der Reihe 1...1 — 1 be-
zeichnen. Dann sind die Wurzeln

+o, - to, +(@p—a), + (0u—0), +(Zo,—a),
+ (@u+ay—a).
Fiir das System D) sollen g, v verschiedene Nummern der Reihe
1...1—2 sein, und
a,,,==—--1, aﬂ,z._1==d;_1,ﬁ===-1, apgﬁ%ﬁ'—"l, a&—!,l"'ﬁl,l—-l""O;

Das System fikrt zu den Wurzeln:
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Jo -t oy, +(op—a), + (0p—03—1), + (0, — @),

+ (o1 — @), (@, + 0y — @ —).

Unter den Untersystemen (1— 1Y Ordnung ist mindestens eins ent-
sprechend der Form A) gebildet.

Fiir 1 = 3 wird das System D) dquivalent su A).

Die Determinante (3) § 13 gicbt fiir A) ausgerechnet:

S4sp st g st 1,
fir By und C): s+ 1, fir D): (s1) (§-1+4-1); sie verschwindet
also bei A) fir (1+1)e, bei B) und C) fiir 21, bei D) fiir (21 —2)e
Wurzeln der Einheit.

Indem wir fiir ] = 6, 7, 8 die Voraussetzung « = 2 machen und
die dadurch bedingten Wurzeln aufsuchen, erkennen wir, dass die
Annahme g =1—4 zu einem #quivalenten Systeme fithrt. Somit
erhalten wir folgenden Satz:

Fiir 1 =6 giebt es ausser den Systemen A), B), C), D) nock ein
System VI1.E), welches in folgender Weise gebildet ist; fir 1,%---=1,2,3
st a“-—-——-l, Ay ==l 5 == g == A4, =05, =~ Qg == — 1, Ay == Qg y = — 1,
=0y == s =0gs==0. Dasselbe fiihrt zu folgenden Wurzeln (und
den entgegengesetzt gleichen):

@y, W5y O — 0y 80— 0y O — 0;; O —0;, O — o,

— @+ 0,4 @y, — o, + 05+ o, -—-w¢—:-ca,+a24+w6,
’”w.“-wz'f"“’s'{"“’sv — @ — @ + 0, + @ + o,

— @ — @y — @3 -+ @y + @5} 0, — Oy — 0y — 0Oy + @+ @ + 2a,.

Fiir 1 =1 ist ein System VILE) fiir o, %---=1-..4 in folgen-
der Weise geb'lldet: Uoe==— 1, As5=Qg=0q1=05, =0, == Oy, == — 1,
Uy =0y ==—1, By;5=0g =7y =as5==0. Dann miissen die Wurzeln
vorkommen:
Q.- gy O — O, O —05 O —G0;, O —0; O —0,,

—a+ o, + 0, — o+ o5+ @, — o — o+ o; + o,
— @y — @y + @ + @, — @ — Oy + O + @5+ @,
—— @ — 0 0 + @ + @;, — @O — 0y — 0+ 05+ 05+ 20,
0 0yt 0y 0y — @5 — 0g—20;, @4+ 0, —20; — 0, —2a,,
o+ -+ o, — oy, — 20, —20,.

Fiir 1==8 bildet man ein System VIIIE) fir o, % -+ -=1-.-.5
durch die Festsetzungen:
Gx=—1, as=an=ay=ts,=a;, =a3,= —1, Agy=Ggg=—1,

Oy == Gy == 33 =5, =0.
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Hier kommen folgende Wurseln vor:
D).y, @—@xy D=~ Dg, Vg~ 07, O~ By, O, Of, @ — Wy—Q,,
@ — @ — @y, @ Ox — D5 — Dyy, &+ O — @; — @,
@+ O — @ — @7 — O, O F O + 0 — O — @ — O,
@t @t 01— 0y — @; — 20y, 0+ Oy + 02+ 0y — @ — 0, — 20,
@+ o0+ 02+ 0, — 20, — 0, — 20,
@, + 0y + @1 + 0p — 05 — 20, — 2ay,
@, + @, + @3+ 0, + o, — 20, — @; — 2a,,
6),+~~-+a75~—05~90)7—26)§,
@ 4 -0y — 205 — 20; — 2@y,
o4+ 0y — 0, — 20, — 30,
@4 -+ 0y — 2oy — o; — 3oy,
@, 4 -+ o, — 20, ~ 20; — ey,
@, + 0, 4+ @, + o3 + o, + 0, — 20; — 2o, — 3a,.

Die Determinante (3) § 13 liefert den Werth fiir VI E):

- SF S —sSfs1,

(s++1) (*—s+1),

S+ - —st—F+s+1;
dieselbe verschwindet im ersten Falle fir gwilfle, im sweilen fir acki-
zehnte und im letzten fir dreissigste Wurzeln der Einheit.

Wir wollen jetzt annehmen, aus (I— 1)? Coefficienten a,. sei ein
System in der durch (B) bezeichneten Weise gebildet, und unter-
suchen, welche Werthe wir den Coefficienten a.; und a;x dann beilegen
konnen. Wenn dann x, 4 ungleiche Nummern der Reibe 1...1~2
bezeichnen, so miissen nach (6) § 13 die Gleichungen bestehen:

Qui Qs == Qi Qixy, Qi1 9x1 == 204—4,: Aix s
Ein nicht verschwindendes Product a4.; a:« sei gleich m; dann hat
jedes nicht verschwindende Product denselben Werth. Ferner ist dann

s, 18, 11 -—-—-—3- oder =0, und zugleich @5;=—1 oder =0,

fiir VILE):
fiir VIILE):

Bezeichnen wir wieder die Determinante der g mit A, so ist:
(—A=4—2anau—2anay — - — 2043113 — (4 — 1) G111 G114

+4a;_1,;(an+~-+a;,;_e).

Wenn « angiebt, wie viele der Coefficienten a;, ... a,is ver-
schwinden, so hat die linke Seite der vorstehenden Gleichung bei
nicht-verschwindendem a;,;—; fiir m==1 den Werth 2—2¢, fir me=2
den Werth 5 — I, endlich bei verschwindendem a,,; den Werth
4 —2m(—2—a). Das erste ist nur moglich fir « «= 0 und fihrt
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auf B); der dritte Fall wird hiermit identisch (denn nachdem man
in B) zundchst ! wit I — 1 vertanscht hat, kann man o; darch
@ — 26, ersetzen). Der zweite Fall kann nur fir =4 einen
positiven Werth fir die rechte Seite ergeben und liefert dann:

Gy =Gy == — 2, @y =Gy =gy =gy =—1.

Ebenso liefert die Annahme, dass ein aus (I —1)? Coefficienten
bestehendes nach der Form C) gebildetes System einem Systeme e
Ordnung angehdren soll, nur fir = 4 ein neues System

Gy = Gy = — 2, Gy == Gy = 3y = Gy = — 1.

Wir betrachten jetzt den Fall, dass das aus den ersten (I— 1)
Coefficienten gebildete Untersystem I — 1% Ordnung die Form D) hat.
Wenn also fiir ¢, x < ! jedes @, = — 1 ist mit Ausnahme von

G132 = Gpg, 11 =0,

$0 muss sein:
Ay Qi == QpuQxy -

Fiir die Determinante A ergiebt sich der Werth:
(—1YA=8—4ayan—---—4ars a0, s—(1—Da, 202,

-—(3-— I)G:,b-zat—x,z+4(az,p—2+az,lf-x) (au+"'+d:-3,z)
—-2(&—"3)(&,;_2“;—1’1.

Wieder soll ¢ angeben, wie viele der Coefficienten ay;...a_s;
verschwinden und m soll den Werth eines nicht-verschwindenden
Productes ay; a;x bezeichnen. Wenn a;;—; und ¢;,» beide von Null
verschieden sind, so ist der Werth der rechten Seite 8 — 4m —4am,
so dass =0, m=1 sein muss; ist @;,,—; oder @ ;» gleich Null,
so ist der Werth 8 — (I — I)m; fir a;;-1 = a2 =0 ist er
8 — 4(l—3—«)m. Von diesen Fillen ist der erste bereits angegeben;
der dritte ist damit Aquivalent. Der zweite Fall kann nur fir 1=6,7,8
eintreten; wenn dabel o == 0 ist, so kommen wir zu den Formen
VIE, VIIE und VIII E. Ein anderer Werth von « fiihrt aber zu
keinem neuen System; ersetzt man z. B.in VI E die @y durch o, — o,
so wird a5 = asz = @53 = 0; nimmt man — o, + oy + @; als o,
so wird ast =0, @z =g = — 1; fir — 0, — @, + o, + o5 + @
wird as = a5z = 0, as5 = — 1, woraus die Aequivalenz leicht ersehen
wird. Somit erhalten wir folgende Sitze:

Fiir 1 = 4 giebt es ausser den vier angegebenen Systemen noch die
beiden folgenden:

IV E): @y == — 2, s = — 1 mit Ausnahme von

Gy == Qpy == Qg3 == Gy == — 2,
Dasu gehoren die Wurzeln:
By oo By O — 0y, O — 0y, & — 20, @, — @, & — 20,,
0y — @y, @, — 20, 0, — @, 0, —20,, 0; — O, @ — O — O,
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@ — @y — @y, O + 0y, — 20, 0+ 0, —20,, 0, + 0, — 0, —a,,
o+ @, — 20y — o, 0+ o, — oy —2e, 20, +a,—20,—20,,
o, 4+ 20, — 20, — 20,.

Fir IVF) sollen ¢ = — 2, Q== — 1 sein mit Ausnahme von
Gy, = G,y == Gy, == Gy == — 2. Dann bekommt man die Wurseln:

O .. 0y, B — @y, O — @5, 0, — @3, & — &, 20, — @,
0, — a3, 20, — 05, 0y — 0, 20, — 0, Oy — @, @ + @3 — @y,
o + @, — 0, 20, — 0y — a, 20, ~ 0y — 0, 0+ 0,— 03— a,,
20, + 0, — @5 — @, @ + 20, — 0y — 0, 20, + 20, - 0, — a,,
20, + 20, — 20, — 0, 20, + 20, — 0y — 20,.

Die Determinante (3) § 13 Lefert ausgerechnet: st — §* + 1 und
verschwindet fir swilfte Wurzeln der Einheit.

Mit Ausnahme der Systeme IV E) und IV F) hat jedes Systewm
l#r Ordnung, wofern es ein Untersystem 1 — 1*7 Ordnung von der
Form B), C), D) hat, nothwendig auch ein solches von der Form A).

Die vorangehende Untersuchung zeigt, dass fiir ] == 3 ausser den
Systemen A), B), C) kein weiteres einfaches vorkommen kann, wenn
nicht dessen simmtliche Producte . a. gleich O oder 3 sind; man
ibersieht aber unmittelbar, dass das fir ein einfaches System nicht
angeht, Somit giebt es auch fiir l==4 nur die sechs einfachen
Systeme A) bis F), und da die Systeme IV E) und IV F) in keinem
einfachen Systeme fiinfter Ordnung vorkommen kOnnen, so giebt es
fir I =5 nur die vier einfachen Systeme A), B), C), D), zu denen
fir ! =6 nur noch VI E) hinzutritt. Auch zeigt die Untersuchung
unmittelbar, dass fiir I =7 zu den aufgesteliten nur dann weitere
Systeme hinzukommen kbnnen, wenn deren einfache Untersysteme
sechster Ordnang simmtlich mit VI E) aquivalent sind. Dass das
nicht moglich ist, kann auf mannigfaltige Weise gezeigt werden, Wir
theilen einen Beweis mit, welcher sich unmittelbar auf die Fille [ w= 8
und ! =9 dbertragt.

Zu dem Ende vertauschen wir zunichst in VIE) die Marke 1
mit 7; dann ist gy == ay; = Gy = ay; == ag; == — 1. Wir wihlen
statt ®, eine yon w, ..., unabhiingige, in @, und @, symmetrische
Warzel; fir @, — o, wird

Gyp=—1, Gy ==+ - == gg; = 0;
far @5 — @; wird
Gy =03 =0, ay=0ay; =1, ag; = — 1
fir — o, — 0, + 0, + 0, + o, wird

Uy =0, ay; = ag; = 853 = — 1, Gg; = 0;
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fir @; + 0, + @3 — 0, — 0; — @, wird
gy == Oy = —1, @y = a;; =0, g =—1;
endlich fir — @, — @, — @3 + @, + @5 + 20, wird
gy = Oy = Gg; = G5 =0, Gg; =— 1.

Nun legen wir fiir das aus den sechs ersten Marken gebildete
Untersystem genau die Form VI E) zu Grunde und suchen die a7, ay...
5o zu bestimmen, dass jedes weitere Untersystem sechster Ordnung
entweder zusammengesetzt oder mit VI E) dquivalent ist. Lassen wir
die Marke 6 weg, so erkennen wir, dass von den fiinf Producten
GyGayy - - - G5y 0q; entweder zwei oder alle verschwinden miissen. Indem
wir aber eine der Marken 5 oder 4 weglassen, erkennen wir aus der
mit der Form D) angestellten Untersuchung, dass 1) a,; a;, oder as; a;;
und 2) a,4a,, oder a, a,; verschwinden muss. Endlich zeigt die soeben
vorgenommene Vertauschung von 1 mit 7 und von ®; mit andern
Waurzeln, welche Formen nach Weglassung der Marke 1 (und ent-
sprechend der Marke 2 und 3) noch vorkommen konnen. Wihlt man
Ggr=agg=—1, S0 muss a;;==a,; =0 sein, und zugleich a;;=a,=ay,
entweder = 0 oder = — 1 sein; beide Fille sind aber auszuschliessen,
da die Determinante aus allen g,. alsdann verschwindet, Wihlt man
aber a;; =0, @,; = a;; = — 1, so miissen erstens zwei der Coef-
ficienten a,;, @,;, @3; gleich Null sein und zweitens muss von je
zwelen dieser Coefficienten jedesmal einer verschwinden, was nicht
moglich ist. Es giebt also fir [ = 7 nur die aufgestellten Systeme.

In gleicher Weise kann der entsprechende Satz fiir I = 8 bewiesen
werden. Wir legen fiir das durch die sieben ersten Marken gegebene
Untersystem die Form VII E) zu Grunde. Um zu erkennen, welche
Formen fiir das durch Auslassung der Marke 1 bestimmte Untersystem
noch moglich sind, vertauschen wir in VII E) die Marke 1 mit 8 und
wihlen dann fiir wg alle diejenigen Wurzeln, welche unter Beibehaltung
der @, . ..®; noch moglich sind und in denen @, und o, symmetrisch

vorkommen. Fir oy selbst wird gy =+ = 4,3 = — 1, fiir @, —
Wird @y == — 1, @y =+ + . = ayy = 0, fiir 0, — &, wird

Qg =Gy =Gy =0, a5 =gy =1, a;y = — 1,
fir — 0y — @, + o, + oz + ©; wird

=0, a3 =0y =105 =ay=—1, a;3=0,
fir o5 + @, + 0; — 0, — 0; — @, wird

Gy =y =—1, g =ty =05 =0, a;; = — 1,
fir — 03 — @, — @; + @, + 05 + 20, wird
Gy =033 =0, ag=—1, gy =0a55=0, a3 =—11,

und fir @; + 0, + ©; — 0; — 0, — 0, — 2@,:
Bog == Qug = Qg == — 1, Ggg == lgg = — 1, a.4 = 0.
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Wihit man entsprechend der einen durch Weglassung je einer
der Marken 5 und 6 erkannten Moglichkeit a,5 me — 1, ay; == gy, =0,
so verlangt die durchgefiihrte Aufstellung, dass, nachdem aus den vier
Coefficienten G,q, Gy, G35y G irgend drei susgewdhlt sind, jedesmal
zwei oder einer verschwinden miissen; das ist aber mit der durch
Weglassung der Marke 7 sich ergebenden Forderung unvereinbar, dass
entweder diese vier Grossen oder nur hdchstens eine von ihnen gleich
Null sein muss. KFir a4, =0, a5 == agg = — 1 milssen zwei oder
drei der Grdssen a4, 0,,, Gs,, G,; verschwinden, was flr die durch
Weglassung je einer der Marken 1,2,3,4 sich ergebenden Mdglichkeiten
sicherlich mindestens einmal ein nicht geeignetes Untersystem liefert.

Genau dieselbe Betrachtung gilt fir I == 9 und demnach ergeben
sich folgende Satze:

Fiir 1=23 sind nur die drei einfachen Systeme A), B), C) und
ihre dquivalenten miglick; fir 1 ==5 und | > 8 tritt nur dic Form D)
Linzu. Dagegen Lommen alle einfachen Systeme vierter Ordnung auf
eine der sechs Formen A) bis F) und die 6, 1 und 8" Ordnung
auf die finf Formen A4) bis E) hinaus.

Jedes einfache System mit Ausnahme von IV E) und IV F) hat
mindestens ein Undersystem (1— 1) Ordnung, welches der Form A)
dguivalent ist.

Die Formen 11C), IVE), IVF) und VIII E) kommen als
Untersysteme in keinem einfachen Systeme vor.

§ 16. ¢

Die einfachen Systeme der Coefficienten « und die einfachen Gruppen.

Wir gehen jetzt wieder auf § 12 zurtick, allerdings ohne den
Jetzten Lebrsatz zu beriicksichtigen. Die Formel (2) desselben
1) Cupy (Dot 05— @) == 0, Cap(@a4wp) =0,
wo «, B, 7 Nummern der Reihe 1...r — 2], ¢ eine der Reihe
r...r — 1 4 1 darstellt, giebt eine Relation zwischen den Wurzeln
an, welche erfiillt sein muss, wenn (X, X,) von Null verschieden ist,
ohne festzusetzen, dass (X, X,) wirklich, wofern die Bedingung erfullt
wird, von Null verschieden ist. Um dies zu erkennen, miissen wir
die Gleichung (6) § 12 hinzunehmen:

—1
(2) "ef,) GJE:) =2“ (cuact'a: e Cuznct’oa)-
o
Unter Anwendung der Abkiirzung (8) § 12:
(3) re o) = — 2,

Mathematische Anaslen XXXIIL 3
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kann man diese Gleichung auch in der Form schreiben:

(2’) Qgs E, =Z (cuacg’ga = CigaCian)-
Hier sind ¢, %, ¢, #, ... Nummern der Reihe 1 ... 2l und
@, 4 o, =0, (X,X,) von Null verschieden
=1

- vg‘(’)x,.-,f R

Jetzt nehmen wir an, wir fiigten zu den 4 @, - - - 4 @; nur die-
jenigen Wurzeln hinzu, welche damit wegen der .. nothwendig ver-
bunden sind. Dann wollen wir beweisen, dass sobald fiir jedes » die
Summe o + mj;? eine neue Wurzel darstellt, (X,X;) von Null ver-
schieden ist, und dass speciell fir o 4~ mg) = (0 die Marke « statt
einer der frither gewablten in die Reihe der ¢, x . .. eingereiht wer-
den kann.

Um diesen Nachweis zu fiilhren, nehmen wir zunfichst an, a.. sei
negativ. Dann miissen mit + @, 4 @. anch die Wurzeln

i (G)L““wx), e i (mt+au mx)

vorkommen., Wir bezeichnen o, — w, mit @,, — @, 4 o, mit @,
Dann sind nach (2) die Cya, Coxa's Cax; Caxe von Null verschieden.
Bilden wir die Jacobi’sche Relation fiir «, «, ¢, so folgt auch, dass
(X, X4) von Null verschieden ist und durch X, ... X, ;;, ausgedriickt
~ werden kann. In gleicher Weise schliesst man fiir
& — 20y @O+ GuyOu.

Man kann aber den Beweis auch dadurch fithren, dass man eine der
X,...Xy; durch eine derjenigen Xgf ersetzt, fiir welche wg=—wm, — 0«
und dann == @, — 2@y - - - ist. Nuon erhilt man aber alle aus o,, o,
gebildeten Wurzeln, welehe durch das System a,, gefordert werden,
indem man fiir jede Wurzel ©, — @, - - - @, - a.x 0, die Coefficienten
a in Bezug auf @, und @, bestimmt, also je eine der Wurzeln o, und
@, durch die Wurzeln o, — @y - - - @, -+ @, @, ersetzt. Auch die
weiteren Wurzeln, in deren Ausdruck drei der urspriinglich gegebenen
Wurzeln ®, ... 6, vorkommen, erhilt man auf entsprechende Weise
aus denjenigen Wurzeln, in deren Ausdruck nur @, und o, vor-
kommen. So kann man fortfahren. Auch ist die Annahme, dass
a.. negativ sei, nicht nothwendig, so dass wir zu dem Resultate
gelangen :

Soll in eimer Gruppe p = r sein und sollen fiir eine Transformation
allgemeiner Lage | Wurzeln der charakieristischen Gleichung wvon ein-
ander unabhingig und die ibrigen durch das zwischen denselben be-
stehende System a., gefordert sein, so kommt zu jeder Wurzel die ent-
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gegengeselzt gleiche vor; der Rang der Gruppe ist gleich 1, und jede
Transformation gehirt einer 1-gliedrigen Uniergruppe an, deren Trans-
formationen mit einander vertauschbar sind. Wiklt man X.f gans
allgemein, Xrof . .. Xy f damit vertauschbar, so konnen die tibrigen
X, f ... Xosf so bestimmt werden, dass flir ¢ =1 ...y — 1 jedesmal
(era) = maxaf- .. (Xr-wi'rl Xn == mg.“)xcf sSt; sobald fa"tr jdks v
die Bezichung besicht: o! + @y =a}, ist (X X,) von Null verschieden;
wenn speciell @f + @), =0 ist, kann (X, Xo) durch X, ... Xipa
so dargestellt werden, dass wenigstens einer der Coefficienten von Null
verschieden ist.

Jetzt setzen wir fest, dass das System der a,, einfach sein soll.
Gehen wir dann von irgend einer Marke ¢ aus und suchen alle
Marken iy, fir welche a,, von Null verschieden ist, und dann zu ¢,
die Marken &, fiir welche a,,, von Null verschieden ist, so kommen
wir darch Fortsetzung dieses Verfahrens zu allen Marken 1...1
Nun wissen wir, dass jede Marke « auch an Stelle eines ¢ genommen
werden kann. Suchen wir aber alle Wurzeln w,,, welche zu beliebig
gewihlten @, addirt eine neue Warzel ergeben und fahren damit fort,
so gelangen wir nicht nur zu allen Marken 1...1, sondern auch zu
allen Wurzeln. Wegen der im letzlen Lehrsatze augegebenen Eigen-
schaft kdonnen wir jetzt auch von einem beliebigen X, ausgehen und
diejenigen X, f suchen, fir welche (X, X,)==0 ist, dann zu den
gefundenen X, f die X, f suchen, filr welche dieselbe Forderung cr-
fillt ist und damit fortfahren; dann gelangen wir nicht nur zu allen
X,f...X,—f, sondern auch zu mebr als | linearen Functionen von
X, f... Xr—tp1f, von denen ! unter einander unabhiingig sind. Daraus
folgt, dass die Gruppe keine invariante Untergruppe besitzt. Alle
inf. Transformationen der Gruppe zerfallen namlich in drei Classen:
a) ganz allgemeine Transformationen, b) die Haupttransformationen
von zweigliedrigen Untergruppen, demen ganz allgemeine Transfor-
mationen angehoren, ¢) solche, welche eine Mittelstellung einnehmen.
Als Repriisentanten einer der ersteren kdpnen wir X, f wihlen; soll
diese in einer invarianten Untergruppe vorkommen, so hat die vor-
stehende Betrachtung ergeben, dass derselben alle Transformationen
der Gruppe angehdren miissen. KEbensowenig kann eine Transfor.
mation der zweiten Classe, als deren Reprisentanten wir eine X, f
wihlen kénnen, einer invarianten Untergruppe angehdren. Stellen
wir aber eine inf. Transformation der dritten Art mit allen 7 Trans-
formationen X, f... X, f durch die Operation (X, X,) zusammen, so
gelangen wir zunichst sicher zu solchen von einfacherem Ausdruck,
bis wir durch Fortsetzung zu einer X,f... X,_;f gelangen, so dass
auch dieser Fall nicht moglich ist. Somit ergiebt sich folgender Sats:

3'
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Wenn in der chavaktevistischen Gleichung 1 Wurzeln beliebig sind
und alle anderen eime Folge der swischen jenen bestchenden Coefficienten
dux Sind, und wenn dann das System dieser Cocfficienten einfach ist,
so ist auch die sugehirige Gruppe selbst mothwendig einfach.

Beilaixﬁg erwihnen wir noch folgendes Resultat, anf welches wir
erst im folgenden Theile niher eingehen werden:

Wenn man fiir eine Gruppe nur dicjenigen Wurzeln zuliisst, welche
durch ein zusammengesetztes System von Coefficienten a., gefordert
werden, so besteht die Gruppe aus mehreren invarianten Untergruppen ;
aber die Transformationen, von demen je eime Uniergruppe gebildet
wird, sind nicht vertauschbar, sondern gehbren einer einfachen Gruppe an.

Wenn umgekehrt eine Gruppe einfach ist, so kann man unter
den Warzeln der zugehdrigen charakteristischen Gleichung immer I so
wiahlen, dass das zugehdrige System der a,, einfach ist. Wenn namlich
das System zusammengesetzt ist und durch die Marken ¢, ... ¢ ein
darin enthaltenes einfaches Theilsystem bestimmt wird, wo ¢ auch
gleich 1 sein kann, so bestimmen die 29 Marken & ..., & ... ¢
unter der Bedingung o, -+ @, =0 ... o, -4~ o, == 0 eine Unter-
gruppe. Diese wird invariant sein, wenn nicht mindestens eine
in dieser Untergruppe enthaltene inf. Transformation X,/ mit einer
derselben nicht angehdrigen Transformation Xjf durch die Operation
(X, Xy) verbunden, zu einem von Null verschiedenen Ausdruck fihrt.
Dann wird o} + o fir jedes » zu einer neuen Wurzel fihren. Dem-
nach kann der entsprechende Coefficient a.s nur dann gleich Null
sein, wenn die Wurzeln o} + ao) und o) — awy fiir ein ganzzahliges
a vorkommen, Ersetzt man dann wg durch @, - awg, so wird der
zugehbrige Coefficient @, von Null verschieden sein. Sollte nun die
Marke « nicht zu den Marken ¢, ...¢ gehbren, so kann man nach
den Untersuchungen des vorigen Paragraphen die Marke « mit ¢ — 1
andern dem Systeme (¢, . . . ¢) angehorigen Marken so verbinden, dass
das neue System einfach bleibt. Fiigt man die auf die angegebene
Weise bestimmte Marke 8 hinzu, so ist das Untersystem oter Ordnung
durch ein einfaches System ersetzt, dessen Ordnung mindestens ¢ - 1
betrigt. Auf diesem Wege muss man zu einer Wahl der ! Wurzeln
gelangen, fiir welche das System der a,. einfach ist.

Wenn es aber nicht moglich ist, durch passende Wahl der ] ersten
Wurzeln alle andern als Folge der zwischen jenen bestehenden Coeffi-
cienten ., zu erweisen, so muss die Gruppe eine invariante Unter-
gruppe besitzen, Werden ndmlich mit ¢, x ... Marken bezeichnet,
welche dem einfachen Systeme angehdren, wahrend «, 8 ... demselben
nicht angehoren, so fithrt, wie die Gl. (2) lehrt, jedes (X, X.), wo-
fern es von Null verschieden ist, auf eine ausserhalb des Systems vor-
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handene Marke. Diese letzteren (ndmlich die Marken «, §...) werden
also eine invariante Untergrappe bestimmen, wenn nicht ein (X, X,)
auf ein X,f fihrt. Sobald aber ein Coefficient g, von Null ver-
schieden ist, bilde man die Jacobi'sche Relation flir («8s+"), und aus
dieser folgt, dass entweder (X.X.) oder (X3X;) von Null ver-
schieden ist. Somit muss mindestens eine der Marken « oder § dem
System der ¢, % . . . angehdren.

Dass mehrfache Wurzeln am Beweise nichts #ndern, zeigen Unter-
suchungen, wie sic dhnlich in § 8 fir 7 = 1 angestellt sind. Wollte
man nimlich annehmen, dass die ersten, den mehrfachen entgegen-
gesetzt gleichen Wurzeln entsprechenden Transformationen durch
X.f- .. Xruaf ansgedriickt werden, so zeigt man auf dem dort vor-
gezeichneten Wege, dass die weiteren zu diesen Wurzeln gehdrigen
Transformationen zu einer invarianten Untergruppe fibren. Der Fall
aber, dass die ersten zu enigegengesetzt gleichen Wurzeln gehorigen
Transformationen vertauschbar sind, die spitern aber nicht, wird in
derselben Weise wie am Schlusse von § 8 erledigt.*)

Daraus folgt der Satz:

Aus den Wurzeln, welche die charakteristische Gleichung fiir cine
einfache Gruppe hat, wofern man eine allgemeine Transformation su
Grunde leyt, lassen sich immer 1 von einander unablingige Wurzeln
s0 auswdhlen, dass dus System der zugehirigen Cocfficienten a,, enfack
it und dass alle andern Wurszeln durch diese Coefficienten gefordert
werden.

§ 17.
Die einfachen Systeme von allgemeinem Charakter.

Der vorige Paragraph hat gezeigt, dass wir, um za allen ein-
fachen Gruppen zu gelangen, von den einfachen Systemen der Coeffi-
cienten a ausgehen miissen, und dass, wenn zu einem solchen System
eine Gruppe gehort, dieselbe nothwendig einfach ist. Es erfibrigt
also nur der Nachweis, dass zu jedem einfachen System eine Gruppe
gehort. Dieser Nachweis ist nicht schwer zu fihren: nachdem das
System der o aufgestellt ist, bildet man die simmtlichen Jacobi'schen
Relationen, welche nicht identisch verschwinden, und leitet daraus die

*) Dabei muss ich jedoch bemerken, dass sich an der betreffenden Stelle
(diese Annales Bd. 31, 8. 284) ein Versehen eingeschlichen bat, indem statt X,
stehen muss X, . Wenn dann 20, keine Wurzel ist, 8o geniigt die hingeschriebene
Belation; im andern Falle bilde man fir o, == 2@, noch die Jacobi'sche
Relation (a,fo70).

(Juni 1888),
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Coefficienten ¢,,, her. Im Ausdruck derselben kommen noch einige
willkiirliche Factoren vor, wie auch in der Natur der Sache begriindet
ist. Denn einmal konnen die Transformationen X.f ... X, .f
durch I beliebige andere, von einander unabhingige Transformationen
dieser [-gliedrigen Untergruppe ersetzt werden; ferner kann man die
r — | Transformationen X,f ... X,;f je mit einem beliebigen Factor
M, . . . M, multipliciren, ohne dass die @, sich dndern. Umgekehrt
kann diese Willkiir daza benutzt werden, um den Coefficienten mog-
lichst einfache Werthe zu verschaffen.

Um die Aufzahlung recht kurz zu machen, wollen wir, wenn es
angeht, von bekannten Gruppen ausgehen und zeigen, dass sie zu
Systemen gehoren, wie sie im § 15 gefunden sind.

Die aligemeine projective Gruppe des I-dimensionalen Raumes ist
an einer fritheren Stelle (§ 6) in folgender Weise angegeben: indem
wir ¢, %,4 ... Marken der Rethe 1...7 sein lassen, verstehen wir
unter Xy, f, X.of, Xo. f, X.«f infinitesimale Transformationen; zwischen
denselben sollen die Relationen bestehen:

(Xu Xzi) = — Xxl + aue Xxx, (Xxo XOZ) == — Xxl - 6::22 Xyp;
(XOX Xxi) == XOZ; (Xu: Xx()) = - X,o.

Geben wir von der Transformation X%, X, f aus, so bilden
X0, Xoo, X,x die Hauptelemente der die gegebene Transformation
enthaltenden zweigliedrigen Untergruppen. Die charakteristische Glei-
chung hat also in der That die Wurzeln + o,, 4 (@, — @,) und ge-
hort somit zu dem System A). Um aber zu zeigen, dass zn diesem
System keine andere Gruppe gehort, fihren wir statt der in § 12—16
benutzten Bezeichnung eine andere ein. Wir setzen

Xf= ) nXufy Xesf=_ 1/ Xuf u. 5. w.

und bezeichnen die zu @, gehdrige Transformation mit X,,, die zu
— ®, gehbrige mit m, X,,. Dann lassen sich die Coefficienten
N> N -..m 80 wahlen, dass jedes (Xo, X,;) den oben angegebenen
Werth erhalt, o = — 1, @” =0 fir » % ¢ wird. Indem man dann
noch zu @, — @, die Transformation m,, X,, gehbren ldsst, lassen
sich die m,y, m,, eindeutig so bestimmen, dass alle G1. (1) erfillt sind.
Wir gehen jetzt zu der Form D) dber und setzen fir
a=1...1—-2r0s =2+ m,
@Oy =My + W, @ = — Ry + M.
Dann lassen sich alle (2] — 2) Wurzeln in der Form + #, + x,
darstellen. Nun haben wir bereits frither fir o, % =1 ... 21 aus
1(21 — 1) Transformationen X.«f (= — X,.f) eine Gruppe gebildet,
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fir welche die Relationen (X, X.1) = X.af, (X.x Xa.) == O bestehen.
Gehen wir hier von der Transformation

X + 1 Xy + - mene Zun

aus, so erscheinen alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung in
der Form 4+ &, 4+ z,. Diese Gruppe gehdrt also zu dem System D),
und zwar, wie man ebenfalls leicht sieht, gehtrt keine andere Gruppe
zu diesem System.

Fiir das System B) ersetze man o, ... durch die ! Wurzeln:
& — @, @ — @ -+ O — .1, &. Alsdann lassen sich alle
Waurzeln in der Form darstellen: + o,, + @, + @, Diese 272
Wurzeln finden sich aber in folgender Gruppe: wir setzen fidr
«,f=1...2141 die {(2]41) inf. Transformationen X, z(m=— Xz,)
voraus, so dass fiir ungleiche Werthe von «, 8, », 4 die Relationen

bestehen:
(Xa# Xay) = Xﬁy f, (Xaﬁ XVJ) == 0.
Fiir die Transformation
Yo Xig + 03y Xy + -+ - + 2 K i f
hat dann die charakteristische Gleichung die oben angegebenen Wurzeln,
Somit gehort diese Gruppe zu dem System B) und zwar, wie man
leicht beweist, als einzige Gruppe.

Eine Gruppe, deren Wurzeln das System C) befriedigen, war
bisher nicht bekannt. Zwar kann man fiir diese Gruppen auch eine
Form angeben, welche der fiir B) aufgestellten Form entspricht; aber
ich hoffe, dieselbe noeh wesentlich vereinfachen zu kénnen, und dess-
halb mochte ich dieselbe noch nicht mittheilen. Ich begniige mich
also damit, aus den Jacobi’schen Relationen eine Darstellung dieser
Gruppen herzuleiten, obwohl dieselbe noch etwas an Uebersichtlichkeit
zu wiinschen ldsst.

Wir ersetzen die @, ...o; durch 20,— @, 20,—@;...20,-1 0, @,
und konnen dann alle Wurzeln in der Form + a,, tato. dar-
stellen. Diesen 7 — I Wurzeln entsprechend, bezeichnen wir anch
die 27? ersten Traunsformationen durch

X ... % X Xy X, X, x_m, X,
Wir setzen: o o
Dreor ==——-28' 0 = — 2E, = —~ 2E_, wn — 2,

O S ot~ Shetatorron S ior+a

= — 2E ¥¢—~2E_4_‘==-—2g‘+“
i S

“z 2

und entsprechend fir -*
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Dazu treten die Gleichungen:

@) 2"6:'&’;30’ ¢+x “=O 2 c+x o; =0,

wenn ¢, %, 7 als ungleich voransgesetzt werden. Somzf; lassen sich
aus den E,, E_, , o die ¢, ¢, einfach berechnen. Speciell er-

& c

R =

2
halten wir:
k4 v
CER =
4 + S N R 2
Ep—l—x E ’ ‘Ez__-:)f ‘EL Ex
e 2

Die Jacobi’schen Relationen
(‘) & :‘"iéi-"f‘); (", — & L—;%)’ (-L2+x’ L;n: l’)a
S R -, (=), (T )

liefern folgende sechs Glt:,ichungen, von denen eine eine Folge der
andern ist:

— 2

Comtnurn Cpx —kr T i —ex Oz w90
FRC ) B bt Ty T2

— —— 2

Copr o Comen, Tl mer Sy T 29

R 3 ) s gt

2

cﬁ'_"__“ —tpx c—-x—(—z . =l e Cox tx = 29&_’5 .

) 3 I T 3 3t 2

Indem wir eine Grosse p,, willkiirlich wahlen, folgt:

. g:.g‘——x gcgt——-x
kN 1 z
[+ - o= p”‘ ¢ - == e
e cE .
9, g¢+x g:gt-{-x
1 ES
N € =P, T
( ) :x ‘"3“‘ gv—l __‘fjé'f"";"‘ put gt-—x ?
b 2 : e
RE S ' It -
[ E — e .__2_.___?_._ ¢ -—-._2 2 2
%% 2 g o = Pex *
s TR gz

Die Jacobi'sche Relation fiir (' -: %, 5, = ‘2+ 1‘) liefert:

2
‘:6) c¢+x —~t+d 42 n+2 X e =g e’
T T Tz 3
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Die tbrigen Jacobi'schen Relationen, in denen nicht simmtliche ¢
verschwinden, konnen einmal dadurch gebildet werden, dass man drei

Marken nimmt, deren Summe verschwindet, z. B. (a , muke "‘2::?_

oder (‘t’, '—‘__,'*'l, —"‘;z)' Diese werden durch die vor-

stehenden Relationen von selbst befriedigt. Ausserdem kdnunen wir
zur Bildung einer Jacobi'schen Relation drei Marken wiblen, fir
welche die Summe der entsprechenden Wurzeln eine neue Wurzel
liefert, wihrend auch schon die Summe zweier zu einer nenen Wurgel

fiihrt. Von diesen liefert auch jede Relation (& , X, — ;’) keine

neue Beziehung zwischen den Coefficienten. Dagegen folgt aus
(L —p % — 1 .
] 2 N

2 3
@ A P R e R
L - A 3% s i »
—tx  — x4
aus (6, 2+ y 3 ):
(8) C _4x +x 05:}-: — «+2 —s+l t-rl :ﬂ % —xtd —idi
YT Ty i T2 % —r 2 g Ty
et 41 —x—1
und aus ( '*; ) 'i,' R 5
®) Cord —xtt 1mx G b | = Cubw a2 G
s~ —3 "z Tz ¥ F R T T T T

Endlich liefert die Relation (‘T2 ekl —x+te) g
Gleichung:
=0.

. 2a QS Mt N S Fn Lo I ool - 54 — e it st i

2 2 2 2 2 H z 2 H L] 3

In den Gl (6)—(10) darf man mcht nur die einzelnen Marken
vertauschen, sondern auch die Vorzeichen der Marken beliebig dndern.

Aus (6)—(9) folgt:

g;+x G2
(11) ¢ — Pya le__&i R
‘_1;3 :_‘;ﬁ ’-‘%ﬁ Pix Pxo Py gﬁ-ﬁ
F4

Um alle weiteren Coefficienten ¢ in gleicher Weise darstellen zu
konnen und um hierbei namentlich das Vorzeichen richtig zu bestimmen,
zerlegen wir in (11) die Wurzel rechts in sechs Wurzeln, und setzen
dann:

(12) Vp,—x= zVIE » VP—t,x

— 1
Vi VT e
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Diese Festsetzung stebt in Uebereinstimmung mit den Gleichungen
(5). Ausserdem werden jetzt alle Gleichungen (6)—(10) befriedigt,
so dass die Existenz der Gruppen bewiesen und ein Ausdruck fiir die-
selben angegeben ist. Dieser kann durch passende Wahl der X.f...
X, ij1f und durch Multiplication von X_,, X . f mit passenden

2
Pactoren noch etwas vereinfacht werden. So kann man bewirken,
dass ist @4V = — 2, @f-V=0 fir (Zv, und dass g, =1,

g‘%’*‘ =1, und jedes p,, fiir positive Werthe ¢, x gleich eins ist. Die
hierdurch eingefiihrfen Vereinfachungen branchen wir nicht hinzu-
schreiben.

Die vorangehenden Entwicklungen haben uns folgenden Lehrsatz
geliefert:

Zu jedem der (allgemeinen) einfachen Systeme A), B), C), D ge-
hirt eine und zwar eine einsige einfache Gruppe, welche jedesmal wmit
demselben Buchstaben bezeichnet werden soll.

Die Gruppe A) ist 1(1 + 2)- gliedrig und identisch mit der Gruppe
der allgemeinen projectiven Transformationen des l-dimensionalen Rawmes ;
wm sic recht einfach niederzuschreiben, wihle man fir ¢, x=1...1
die inf. Transformationen X, X.o, X, und setze fest:

(Xuc Xxi} B — Ty + &2 sz,
(XxDXOZ) =— X, — 5212 X,u,uv
(XOz Xxl) = XOZ) (sz Xx()) = — XLO

und (X« X3,) = 0, wenn weder « = u, noch » = A ist.

Die Gruppe D) ist identisch mit der Gruppe der Bewegungen in
einem (21 — 1)-dimensionalen Riemanw'schen Raume; man wikle fir
¢y x==1...21 die 1(21 — 1) inf. Transformationen X.uf (= — X, .f)
wnd setze fest: (XixXa) = Xuf, (X.Xy)=0 {fir ungleiche
Werthe von ¢, x, 4, g.

Die Gruppe B) ist identisch mit der Gruppe der Bewegungen in
cinem 21- dimensionalen Riemanw'schen Raume; um sie darzustellen,
wihle man fir ¢, x =1...21 4+ 1 dic inf. Transformationen
Xix(= — X..) und lasse sein:

(XI.Z X&l) = Xxlf; (th Xl,u) = 0.

Die Gruppe C) ist ebenfalls 1(21 + 1)-gliedrig; man wikle zur

Bestimmung der Gruppe dic inf. Transformationen:
er) Xr—lfo .. Xh—-H—lf, ch: X—-cf) X‘_*.xf: X‘._xf) X§‘_xf'
2 z 2

Dann bestehen folgende Relationen :
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XX)=0X, XX.)=-alX,
X, X""j',:) = ;— (@ + @) X‘:ﬂf u. 8. W,

(X X) =0/ X,, (Xeu Xx‘:) = — o, X,,
(X,-‘Xg:g) =3 (@ + @) X, pof

. e .« =

(th-() == £, X, + C:X,_l + v e
(X.+x X _\N= Ciix X, + e:j.x Xoadove-

Tz 3 ¥ 2

Setzt man
< 1
2 ;' e @) = — zglzt e : ;' e:+; (Qtt + ﬂ;') T 25:,.:
. T "3
so st

v .
Cirs ¥ >
% € .

- = o 5 UsW
g(-é-x 94 -qd

k4
Indem man ferner fir positive Werthe ¢, x die 21(l — 1) Coeffi-
cienten p,x willkiirlich wihlt und fiir negative Werthe festsetst, dass
sein soll: .
;/p«;x = inﬂ:} VI—’:‘-; ==t

T
VP
kann man alle weiteren Coefficienten ¢ durch die Gleichungen darstellen:
9. 91—x Tegn Gix
¢ - 3 @ L]
e T P TG T G g T,
2 2 —_— z 2

z

. ...: e Gepx J2
I/sz}/l’u‘l/”{’«z“ e

c S L
e R P R R

Obwohl es nicht in unserer Absicht liegt, die Frage nach den
Untergruppen, welche in einer gegebenen einfachen Gruppe vorkommen,
an dieser Stelle vollstindig zu behandeln, glauben wir doch darauf
hinweisen zu sollen, welche Bedeutung die Entwicklungen des § 15
fiir diese Frage haben. Soll zunichst eine einfache Gruppe des Ranges !
eine einfache Untergruppe desselben Ranges besitzen, so miissen nicht
nur simmtliche Wurzeln der letzteren (der Untergruppe) in der Haupt-
gruppe vorkommen, sondern es muss auch, wenn die Summe irgend
zweier von diesen Waurzeln eine Wurzel der Hauptgruppe ist, sie es
auch i der Untergruppe sein, oder mit andern Worten: wenn
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®4, 0p ... die Wurzeln fiir die Untergruppe sind, so miissen diese
gimmtlich in der Hauptgruppe vorkommen, und zugleich missen die
Coefficienten a,4 filr je zwei Wurzeln in der Gruppe und ihrer Unter-
grappe identisch sein. Daraus folgt, dass nur die Gruppe B) eine
einfache Untergruppe gleichen Ranges besitzt, namlich die Gruppe D).

Um nun eine einfache Untergrappe vom Range I — 1 zu finden,
hat man zwei Falle zu unterscheiden, nimlich ob die gegebene Gruppe
aus der Untergruppe durch Hinzufiigung einer I'® Wurzel gebildet
werden kann oder nicht. Der erste Fall ist in § 15 erledigt, der
andere ergiebt sich daraus von selbst. Das liefert den Satz:

Unter den vier Formen A), B), C), D) st die Gruppe B) die
einzige, welche eine einfache Gruppe gleichen Ranges zur Untergruppe
hat, wnd gwar hat letstere die Form D). Dagegen hat jede einfache
Gruppe von einer dieser vier Formen Untergruppen | — 1 Ranges,
welche nach der Form A) gebildet sind; alle einfachen Untergruppen
dieses Ranges haben fir eine Gruppe A) vom Range | wieder diesclbe
Form; jede einfache Untergruppe (I — 1)» Ranges fir eine Gruppe C)
vom ls Range hat dic Form A) oder C), fir eine Gruppe D) die
Form A) oder D); eine einfache Gruppe B) vom ERange 1 hat einfache
Untergruppen des Ranges 1 — 1 von der Form A), B) und D).

§ 18.
Die zn den einfachen Systemen speciellen Charakters gehdrigen Gruppen.
Zu dem System IIC), wo @y, = — 1, a, = — 3 ist, gehbren

die Wurzeln
Fa,, +0,, +(0,— o), +Q2o—w,), +(80, —a,), +B0—20,).
Ersetzt man hier @, durch — @, 4 ®,, so lassen sich die Wurzeln in
folgender Weise ausdriicken:

0, @y @ — @y, Oyt 0y 20, — @, @ — 20,

nebst den entgegengesetzt gleichen. Diese zuletzt hingeschriebenen
Waurzeln sollen der Reibe nach dureh o, ®,, o,, @,, 0,, ®; und die
entgegengesetzt gleichen durch oy, @y ... @s bezeichnet werden.
Ebenso mogen die zugehdrigen X, dargestellt werden und statt
X, f, Xraf resp. X,fund X f geschrieben werden. Ausserdem soll
gesetzt werden:

. ’ r ’

o +of0/=—2E, eoteo/=— E, eo-teo=—FE,
ey te 0y =— E, eo,tea,=—2E, e¢o,te o= E,
’ + r ' r
6o te o' =— E, egoteo’=— E, ¢ote o =0,

’ , ’ ’
60, e 0, =— E,, w6 0,)=0, €50, -} €5 @0,= E.
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Daraus ergiebt sich:

e 1
ETT (’ -—2 'K)
und entsprechend fiir ¢ . .. ¢
Die Jacobi'schen Relationen (¢, ¢, %) liefern fiir ¢ == E, folgende
Gleichungen:

= 3% e A = B =
Gy = 5~ ‘gf"" Coy ==, “g;tgﬁ‘; ass =3p, g;f‘“: Cryy w= -i;:g;z‘
Gy = Py ‘%’29" y Cars = %;Qfg-‘ ey = %wy«;%-, Gy == Py g;g;,
O = 21’3‘9;?3”’ Cryy = "5;‘ g;;g,’ Cys = ?E g;:", Cryy *-21},9’9‘
Csz = }i’ 'g%': Cary =2p;~ g,g. Ces =Py %"?&, Cypy == ;;g;ik»
cyz = 3p, 9;3', sy w_;:_g_;%t_, care = };';i{g, ot =L 9;;%’
Cign = Py g;;ls Cypy = %:9;?&, Cogs = 1;; 2{;?‘” Coug = P, g;f‘,
Cosy == Py g‘g,, Cose == .-;:wgi‘;‘&.

Von den weiteren Jacobi’ schen Relationen beriicksichtige man
noch (1 2 6), welche die Forderung enthilt:

Py D5 = P2 Dy
Alsdann sind alle Jacobi'schen Relationen erfiillt.

Durch passende Wahl von X; und X in ihrer zweigliedrigen
Untergruppe und durch Multiplication von X, und Xy mit eiuvem
passenden Factor kann man bewirken, dass ist:

X X)) =2Xf+ Xf, (X,X)=X+2X,[;

o =—1, 0/ =0, w0,=0, @ =~—1, E=FE, =1

Ebenso kann man X, Xy ... mit gewissen Factoren multipli-
ciren und diese so wihlen, dass ist:

E,=E=E<=E-=1, p=p=p=p=I1
Dann ist zugleich p; = 1.

Somit erhalten wir folgende Ausdricke:

(X X)=—Xf, (X, X)=Xsf, (X:X)=0, (X Xr) =0,
(X X)) =0, (X Xp)=0, (X, X)=—2Xf, (X, Xe)=X,f.



46 W. Kirixe.

Da man unmittelbar iibersieht, welche Werthe jetzt ©;, —a, u.s.w,,
sowie ¢,,, und die weiteren ¢ annehmen, wird es nicht ndthig sein,
diese Ausdriicke hinzuschreiben.

Die Wurzeln des Systems 1V E) konnen in folgender Weise ge.
schrieben werden:

+ o+ o, + 05+ o, .

imn imaimzy >

Wir wollen demnach die unendlich kleinen Transformationen, durch
welche die Gruppe bestimmt wird, mit
Xr, Xr«—l; X2, Xr—B; th Xi‘i") X}'Ii?i'Si'“
2
bezeichnen. In entsprechender Weise werden auch die ¢7, 9. u.s. w.
eingefihrt. Dann gelten die Gleichungen:

2
€ rbotse —thogste Cotgage 1aisis = 910
(1) ¥ 2 T 3
— 2
Cigst g8t Gorssigpieps, T Figeisse
¥ 2 P 2 2

nebst denjenigen, welche hieraus durch Vertauschung der Nummern
und deren Vorzeichen erhalten werden. Um diese Gleichungen zu
befriedigen, kann man

(a) 0_.1:-4-2-44«;-4 = 1424844) c__, 124344 1248440
2

3 2 2

€ 14438 14294
L Bl

O ipe—3t4 ~1p2-840
13 2

und diejenigen zwOlf Coefficienten, welche hieraus durch cyklische
Vertauschung der Marken hervorgehen, willkiirlich wihlen und dann
die simmtlichen ¢ berechnen, unter deren Marken eine Marke —+ ¢
vorkommt.

Bildet man aber die Relationen

(1, —142, 2222y wg (1, — 1 42, ZIZEAERL),

namlich

( C1,—142,2 cg 124344 1424844
b4 2
T isiste —tsts Corparsp papaps = 0
TR Ty v
@ ‘
C1,—142,2 02_1_W 1424344
2 2
+ c~x-s+s+411—w+4 Cia34344 i, ThEEEEES T 0,
. ) 2 2 » -y 3
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so folgt daraus:
3
® it e oot i
= (),

+e SHH 1ot €=ttt 13
2 F 2

Diese Gleichung und die entsprechenden lehren, dass mau ausser den
vier oben hingeschriebenen Coefficienten (a) etwa nur noch

¢ _ ¢ _ ¢

_g it 3:'3‘“_.M .‘..3’*"""?..._ ? ...gl‘*'?.:“"‘m !.L’:"’*“M’ ..31,.»""";“1:!“ 5:*.’1;‘:*“’
¢ (RS LS

g THLASES Ly

willkiirlich annehmen darf. Endlick kann man aus den Gleichungen
(2) und den Relationen

(1+2-2§-3+4’ -—1»—2;—3-—4' 1-!-2)

alle weiteren Coefficienten ¢ berechnen,
Die Wurzeln des Systems IV F) konnen in folgender Weise ge-
schrieben werden:

-+ o,

?

Toto. totemtoto

Die Jacobi’schen Relationen
(1, —1, Shhebshe) (1debsbs oim2osed gy

2
(1, 2, Ti=2H344)

fibren zu Gleichungen, welche mit den Gl (1) und (3) identisch sind.
Daher lassen sich die simmtlichen Coefficienten, welche aus

C_yhrst —rpspen

H 2
durch Vertauschung der Marken und ibrer Zeichen hervorgehen, in
derselben Weise durch acht willkiirlich gewahlte Grossen darstellen,
wie bei IV E). Zur Bestimmung der fibrigen findet man quadratische
Gleichungen, wie bei der Form C).

Was die Form VI E) betrifft, so vertausche man bei des in § 15
aufgezibiten Wurzeln zanichst die Marken 5 und 6 und stelle daon
die mit den neuen Marken 1...5 versechenen Wurzeln in der Form
+ =, -+ =%, dar, wo , » ungleiche Marken der Reibe 1...5 sind.
Hierzu kommen:

O, T X — GO, % A T A T+ X — @
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nebst den entgegengesetzt gleichen. Ebenso vertansche man in den
oben aufgezihlten Waurzeln des Systems VII E) die Marken 6 und 7
und man kann dann alle Wurzeln bis aof ihre entgegengesetzt gleichen
in der Form angeben:

T Ky, Wo— Ty @5, Wt T — @, T Tt Mt Ty — @y
a7yt 7y Ty Hy— 07, T+ Tyt Tyt 7y B - 20,
Genan so ist es mit VIII B), wo wir die Wurzeln erhalten:

Byt Ty T, @Oy, W, + 7wy — 0y, =, + w -t M +“.u — 0y,
A+t — 0, mA e+ — 20,
ez, + x, + =, + w, + W, + 7+ 7, — 2a,,
W0 ¢, % . . . ungleiche Marken der Reihe 1...7 sind. Die Berechnung
aller Coefficienten ¢ bietet keine Besonderheit.

Dass die auf dem angedeuteten Wege gefundenen Coefficienten ¢
wirklich simmtlichen Jacobi’schen Relationen geniigen, dafiir spricht
auch der folgende Umstand. Multiplicirt man simmtliche X, f mit
beliebigen Factoren, so ‘#ndern sich die Ausdriicke fir (X.X,), aber
jedesmal nur so, dass alle Jacobi'schen Relationen giiltig bleiben.
Auch ist die Zahl der willkiirlichen Constanten, welche durch diese
Relationen noch gelassen werden, so gross, dass sie durch bestimmte
Wahl jener Factoren vorgeschriebene Werthe erhalten konnen.

Somit erhalten wir folgenden Satz:

Fiir 1==2 entspricht dem allgemeinen System D) Feine einfacke
Gruppe und diejenigen beiden Gruppen werden identisch, welche den
Formen B) und C) endsprechen. Ausserdem giebt es noch eine vierzehn-
gliedrige einfache Gruppe vom Range zwei.

Fiir 1 =4 kommen zu den allgemeinen Formen A), B), C), D)
noch swei einfache Gruppen von 52 Gliedern hinzu. Die eine wvon
diesen hat die Gruppe IV By sur Uniergruppe.

Auch fir 1=16,7,8 giebt es ausser den allgemeinen Formen noch
Je eine specielle einfache Gruppe; dieselbe hat 18 Glieder fiir 1= 6,
133 fiir 1 =T und 248 fiir 1 = 8.

Braunsberg, 2. Februar 1888.



