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Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformations-
gruppen.

Von

Wirsery Kivvine in Braunsberg, Ostpr.

Dritter Theil.

Der vorliegende Theil meiner Untersuchungen tiber die Zusammen-
setzung der Transformationsgruppen stellt sich die Aufgabe, die Zu-
sammensetzung aller derjenigen Gruppen zu finden, welche ihre eigenen
Hauptuntergruppen sind, oder fir welche die durch die (X,X.) be-
stimmte Gruppe mit der durch die X,f bestimmten identisch ist; der-
selbe schliesst sich eng an die vorangehenden Theile an und stotzst
sich wesentlich auf die darin gewonnenen Resultate, setzt aber auch
die Ergebnisse derselben und in mancher Beziehung ihre Beweis-
methoden voraus. Das Ergebniss meiner Untersuchungen ist ein
iberraschend einfaches, indem sich zeigt, wie alle zusammengesetzten
Gruppen, welche der genannten Forderung geniigen, sich ganz zwanglos
und natiirlich auf einfache Gruppen zuriickfihren. Um das Resultat recht
einfach aussprechen zu konnen, hat man die Gruppen einzatheilen in
zerfallende und nicht zerfallende; enthilt namlich eine Gruppe G die
Untergruppen G, ... G. ... Gy ... Ga, gehort jede Transformation von
G einer und mit Ausnahme der identischen nur einer dieser Unter-
gruppen an, und ist dann jede Transformation von G, mit jeder von
G, vertauschbar, so sage ich, G zerfalle in G,...Ga Wenn bun
eine r-gliedrige Gruppe ihre eigene Hauptuntergruppe ist, ohme zu
zerfallen, so kann man die sie bestimmenden » inf. Transformationen
X, ... X, so wahlen, dass die ersten 7, Transformationen X, ... X,
eine einfache Gruppe bestimmen, wibrend die Transformationen
X, 41.-.X, eine Gruppe vom Range null ergeben, welche fir die
r-gliedrige Gruppe eine invariante Untergruppe ist; zudem gelingt es,
die Coefficienten ¢ wenigstens zum grossten Theile ohne jede Rechnung
hinzuschreiben, so dass fir die explicite Darstellung nur wenig mehr
hinzozufiigen ist. Wofern aber eine solche Gruppe zerfallt, bat man
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erst die Zerfallung vorzunehmen, und dann kommt jeder Theilgruppe
die genannte Eigenschaft zu.

Dem Beweise liegen dieselben Betrachtungen zu Grunde, aus
denen sich die Resultate in den beiden ersten Theilen ergeben haben,
Die Herleitung wiirde sehr einfach sein, wenn man annehmen kinnte,
dass die nicht verschwindenden Wurzeln der charakteristischen Glei-
chung simmtlich einfache Wurzeln wiren. Aber wihrend man bei
vielen Untersuchungen, wo es sich um die Wurzeln einer Gleichung
handelt, nur einfache Wurzeln zu betrachten braucht und dann durch
stetige Uebergange den Fall gleicher Wurzeln abmachen kann, ist
das fir die charakteristische Gleichung der Gruppen deshalb nicht
mbglich, weil immer ganz bestimmte Relationen zwischen den Wurzeln
bestehen. Es kann aber nicht geleugnet werden, dass die Betrachtung
der mehrfachen Wurzeln manches Listige mit sich fihrt, da es noth-
wendig wird, verschiedene Fille zu untersuchen, welche sich nicht
leicht auf einen einheitlichen Typus zuriickfilhren lassen. Bei der
Nothwendigkeit, stets mehrere Fille zu unterscheiden, liegt die Be-
firchtung ausserordentlich nahe, dass ich eine Moglichkeit konnte
iiberschen haben. Schon aus diesem Grunde verhehle ich mir nicht,
dass es wiinschenswerth wire, die von mir gewonnenen Ergebnisse
auf einem directeren oder, vielleicht besser gesagt, einem einheitlicheren
Wege zu erweisen. Ein solcher diirfte sich in der Betrachtung der

Determinante
! 2 NeCe11 * * ‘2 NeCor1

-

{ 2 Nolo1r * * 2 Nelyrr

darbieten, und zwar scheint es angemessen, die Werthe der Unter-
determinante zunichst zu berechnen, wenn die ¢.., nur der Bedingung
unterliegen €.xq <& €eco = 0, und dann erst die aus der Jacobi’schen
Identitit*) fliessenden Bezichungen hinzuzunehmen, Meine hierauf

!
i
i
!
H
*a
i
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*) Das Bestreben, mich den Bezeichnungen des Herrn Lie, sobald ich mit
dessen Arbeiten bekannt geworden war, vollstindig anzuschliessen, hat mich
mehreremals zu kleinen Irrthiimern verleitet; konnte doch die erste Durchsicht
seiner Arbeiten nur eine oberfiichliche sein, da mein Streben hauptsichlich daraunf
gerichtet war, zu erkennen, wo mir Herr Lie in seinen Entdeckungen zuvor-
gekommen war. Hierbei habe ich z. B. Jacobi'sche Identitit mit Jacobi'scher
Relation verwechselt urd geglaubt, Herr Lie habe eine fiir die Gruppentheorie
wichtige Gleichung mit letzterem Namen belegt (wozu er als erster Entdecker
ein Recht hatte), um ihre Beziehung zu Jacobi’s bekannter Entdeckung hervor-
zuheben; da ich jetzt sehe, dass Herr Lie den Namen Jacobi'sche Identitdt vor-
zieht, habe ich keinen Grund, den andern Namen beizubehalten. Auch zeigt
mir sein Werk, dass mehrere Bezeichnungen und Zuordnungen Herrn Lie allein
gehdren, wihrend ich bei Abfassung des ersten Theiles der vorliegenden Unter-
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beziiglichen Untersuchungen sind bis jetzt nicht zu einem gendigenden
Abschluss gelangt. o ! g

Ein zweiter Mangel der Arbeit liegt darin, dass die Zahl der-
jenigen von einander unabbingigen Transformationen, welche mit
einer ganz allgemeinen Transformation vertauschbar sind, jedesmal
den Ausgangspunkt der Untersuchung bildet. Dass diese Zahl (in der
Arbeit mit % bezeichnet) fiir die Gruppe sehr wichtig ist, zeigen viele
Satze, welche sich leicht ergeben, ohne im Folgenden mitgetheilt zu
sein; aber weit wichtiger ist die Zahl I, welche angiebt, wie viele
unter den Coefficienten der charakteristischen Gleichung von einander
unabhingig sind. Es wiirde aber ein wesentlicher Fortschritt sein,
wenn man die letztere Zahl direct der Untersuchung zu Grunde legen
konnte.

§ 19.
Weitere Untersuchungen iiber verschwindende Wurzeln,
Wenn in der charakteristischen Gleichung

o — g ()t o, (n) — =0

die letzten % Coefficienten @.(%), ¢r1(n) .. . Pr-r+1 (%) identisch ver-
schwinden, so muss jede beliebige Transformation, wie wir in § 10
gesehen haben, einer k-gliedrigen Untergruppe vom Range null an-
gehdren. Indem also X, f in der 7r-gliedrigen Gruppe als ganz all-
gemeine inf. Transformation vorausgesetzt wird, konnen & — 1 weitere
inf. Transformationen X,_,f, X,.of - . . X,—saf nach § 9 so gewihlt
werden, dass ist:

(1) (XrX ) =a X, s (XrXr»2}=a2 Xr—-S“‘(XrXr~k+t}mat —-2er1~+1-
(Xe X 141) =0,

wo alle Coefficienten @, . . . @y gleich eins oder gleich null voraus-
gesetzt werden diirfen. Die inf. Transformation X, kann in der
k- gliedrigen Untergruppe ganz beliebig, nur mit Ausschluss besonderer
Lagen, gewihlt werden; dann bestimmen die Gleichungen (1) die
X, s... X, pp vollstindig, wofern ay_, der erste verschwindende

suchungen nicht wusste, ob nicht Herr Engel daran mitbetheiligt sei und des-
halb von der Bezeichnung (u. dgl) der Herren Lic und Engel sprach. Ebenso
diirfte die in der Einleitung zum ereten Theile (Bd. 31, S. 255 u. 256) angegebene
Bemerkung iber die Gruppen, in denen keine Kegeluchnittegruppen vorkommen,
dem Verdienst des Herrn Lie nicht vollig gerecht werden und das des Herrn
Engel zu sehr hervorheben. Auch einige andere derartige Notizen in jemer
Arbeit sind, wie ich aus seinem Werke Giber Transformationsgruppen sehe, nicht
ganz genau, gleichwie ich an einer andern Stelle den ganzen Inhalt der §§3 u. 4
meiner Abhandlung: ,Erweiterung des Raumbegriffs®, Herrn Lie zuschrieb, ob-
wohl einige darin enthaltene kleinere Einzelheiten zuerst von mir angegeben sind.
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Coefficient ist. X,_, ist wiedernm willkiirlich bis auf eine lineare

Function von X, ;... X py1 0. 8. W
Um die Entwicklung recht tbersichtlich zu gestalten und den-

jenigen Fall zunichst zu erdriern, wo alle Formeln sich vollstandig
hineinschreiben lassen, machen wir vorldufig die beiden Voraus-
setzungen:

a) die Coefficienten @, ...a—s in (1) sollen simmilich gleich
eins sein;

b) fir jede nicht verschwindende Wurzel @,, welche die charak-
teristische Gleichung bei 9 =17, =:--=1n—1=0, 9, =1 hat,
sollen nicht die sammtlichen Unterdeterminanten r — 1'** Grades der
Determinante |[¢,.x — 0,0, verschwinden.

Dann gehoren zu jeder (A - 1)-fachen Wurzel @, gerade 2 4 1
inf. Transformationen X, X, ... X,,, so dass ist:

2) (X, X,) = 0. Xs,, (X,Xo)=0,Xs+ Crava, D. SN
(XrXal) == W, Xaz + c"‘l“l-l ‘X“l—-l + A + cralao Xaov

WO Crayayy Craza, « « - Cragay_y VO null verschieden sind.

Aus (r, r — 4+ 1, &) folgt zunfchst, dass im Ausdruck fiir
(Xt X)) nur X, X,,...X,, aber nicht X“H—l' .. X, vor-
kommen konnen, und zugleich ergiebt sich:

Clr~kt1) oy o; = Cor—k4) 0y ;3 = mg:«l).

Nun bildet man die Relationen (r, r —k+2, ), (r,r—k+2, a,)...
und zeigt zuniichst, dass (X, z42X,,) ausser X, ...X, nur noch
X, ™ enthalten kann. Der Coefficient von X, liefert dann die
Gleichungen:

mg:_l) = Cra, a, c(r-—b+2)aoa,,
ofN = Craye, Cr—bt2) ayas — Cray o Cr—k4+D) %0

- . - . . e . . .

durch deren Addition sich ergiebt:
ol =0, Crityue = Corirae="-+=0.

Jetzt kann mau dieselbe Untersuchung fir X, jie, X, 2ys...
anstellen und daraus die entsprechenden Gesetze fiir (X, 112X,) ...
(Xr-2 X,,) herleiten. Fiir (X, X,,) ergeben sich aus (r,7—1, &) ...
(r, r — 2, ;) natiirlich andere Ausdriicke, aber wie in fritheren
Fallen muss auch hier die charakteristische Gleichung fir X, die-

selbe Zahl mehrfacher Wurzeln haben, wie fir X,. Indem wir diess
beriicksichtigen, erhalten wir folgende Formeln:
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(X2 X)) =0 - « « -+« « v+ v (XX =0,

(X2 Xg)=0 - -+ - o o s (X X)) =0,
(X2 Xo) = Cr-tya e Xayy (X3 Xa) o= ooemm (X ppu Xo) = 0,

(Xr-'vxa,.h“) == [a,,,, L S “a}:
(Xr-» Xa,) = Cpa) . Katyr (X X‘w—»e) =)

far positive Werthe von g, v, g, ¥ — @, Wobei die eckige Klammer
eine homogene lineare Function der mit den entsprechenden Marken
versehenen Xaﬁ ... bezeichnet,

Wie in § 8 zeigt sich auch hier unter Anwendung von (r,ay,f;) ..+
dass die Operation (X, X3,) nur dann zu den inf. Transformationen
X, ...X, 4 fithrt, wenn die zngehdrigen Wurzeln @, und oy ent-
gegengesetzt gleich sind. Indem wir wieder annehmen, dass zo den
Marken « und « entgegengesetzt gleiche Wurzeln @, und — @, ge-
horen, folgt unter Bildung von (7, &, ;) aus dem Umstande, dass
X, nur mit X, ;4 vertauschbar ist, die Gleichung:

4) (X, X)) = Caya r—t1) Xrota.

Wir verfolgen jetzt die Voraussetzung, dass der Coefficient €.q; ¢r-s41)
nicht verschwindet, und bilden die Relationen (r, @, @,). lndem wir
in denselben nur den Coefficienten des mit der hochsten Marke ver-
sehenen X, beriicksichtigen, und die Abkiirzungen einfiibren:

©)

€y, = Crayay_y Cray_jay_g + * « Cragq1a, (fiir »> )
’ ’ l‘ ?

14 ’ r s 4 ’
Cray— ay, = Crayay.y Croy_jayg <« » c’“}‘+! Cu

®)
erhalten wir:

6 Cag ay (r—ttr+1) = Cray - a; Cagagir-k+1))
© Cay ayir —kprd1) == Cra,ag Cagap(r—k+1) -
Diese beiden Gleichungen gelten auch fir » ==k — 2; dagegen
folgt fiir » =k — 1:
Capqops =01 Cap g =0
oder @, und — @, konnen unter den gemachten Voraussetzungen
keine %-fachen Wurzeln sein.
Wir gehen jetzt Giber za den Relationen («,, «,,r) und (a,, &/, 7),

welche in entsprechender Weise liefern:
@ Coyarir—itrt) = (¥ + 1) Craya, Cra) o Coccl (r—t4 1)

)

Caray ir—trrty = (¥ + 1) Craa, Cro) ol Coe (r=2dn -

Diese Gleichungen behalten ibre Giltigkeit fiir v =k — 3; aber
die Relation (r, &, , ais) liefert:
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Cra,a, Cayiy_oir—1) + cra'k~2 "2——3 Ce, a'b,_3 r—1)
oder
(k — 1) Cro,a Cragp_g o Cavad r—241) = 0,
so dass &4, g, 5 gleich null sein muss, und — @, keine (¥ —1)-fache
Waurzel sein kann, und ebensowenig .
Indem wir in entsprechender Weise weitergehen, kommen wir

zu der Gleichung:
(8) ca‘ ay’ (r—k4putr+1) = (5“ _}; 1,) Cr oy cra,' way Capas (r—kt1) 9

welche noch fir g =Fk — v — 2 gilt. Suchen wir aber den Coeffi-
cienten von X, in (7, ex—p—1, &), so folgt:

E—1 _
( v Crop gyt Cray o) Casas (r—k+1) = 0.

Kommt also eine (v 4 1)-fache Wurzel — @, vor, so darf keine
(k — v)-fache Wurzel @, vorkommen, und umgekehrt. Demnach
konnen X, und X,_; fiir jedes Paar entgegengesetzt gleicher Wurzeln
héchstens einmal vorkommen; entweder nimlich in dem Ausdruck fir
(Xoy_; Xa,), wobel — o, keine mehrfache Wurzel ist, oder in dem
Ausdruck fir (X, ;X,-), wobei — @q keine dreifache Wurzel sein
kann u.s. w. Dabei ergeben sich gewisse Beziehungen zwischen den
Coefficienten Cra,a, ;) Co—va,au und den ¢,—1)(—g) (r—e-1)» auf welche
wir aufmerksam machen wollen, um das Material zuar expliciten Dar-
stellong der in Frage kommenden Gruppen moglichst vollstindig
zu bieten.

Aus (r — 1, &, @) folgt fir » < %k — 2, unter Einsetzung der
Werthe (6):
(9) Cr—)ayay_y = Craye,_y Cor—1) (r—4vH1) (r—R+)y
ebenso aus (r — 1, @,, &) fir v <k — 3:
(V1) ) 142 Gt prt ) = V1) (r ~kebr 1) =ty T Clr—1) (r—E4 2 =241
und hieraus:

(10) Cr—1) (ot 1) (r—b9) = Clr—1) (b2 (=1 41)
(v <k—3).

Dann wird auch jede Gleichung erfiillt, welche man aus (r—1, ¢y, @)
durch Einsetzung der aus (8) folgenden Werthe erhilt. In vielen
Fallen wird man bereits hieraus schliessen konnen, dass, wenn X, und
X, fir mehrere Paare entgegengesetzt gleicher Wurzeln erhalten
werden, das Verhiltnis der Coefficienten ¢,x» und Cx¢—1) jedesmal
dasselbe ist.

Um dies ganz allgemein zu erkennen, beriicksichtige man die in
§ 8 betreffs der Gleichungen (19) und (20) angestellte Untersuchung,
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aus welcher sich ergiebt, das (X. X,,) nur durch solche X, dar
gestellt wird, {ir welche o, 4 ©; == @, st Nun seien in

(Xe;- X“:) = 2 cayc; r—¢) va«'
die ¢5 ), und Ca,ay—1 Dicht beide gleich null. Wenn g > v und
infolge dessen g > O ist, so bilde man die Jacobi'schen Identititen
(eus &), @), (ag, &/, (2«)9) ceor Da pdvemk—2 ist, soist
(Xe; Xo) Xo,) =0,
und so ergiebt sich durch Addition der erhaltenen Gleichungen:
C«,‘a',r @y %“u;(r--l)ﬁ‘;: - (.

Jetzt sei @, irgend eine andere Wurzel und X, X, ... die zu-
gehorigen inf. Trausformationen. Man bilde die Jacobi'schen Identi-
titen (ay, @, B,), (@, @, B,) ... sowie digjenigen Gleichungen,
welche man hieraus erhilt, indem man wy durch wy -+ w, emeizt.
Die Addition derselben liefert

(1}) Cq"“;rﬁ)‘g‘*'&“g;(p_.n Q;g w (),

Ist nun
(X, Xgy) = 2 pottytr=n Xrr,
so muss auch die Gleichung
Choblyr 08 F Cigizir—n) O =0
bestehen, so dass sich

cl‘eﬁ;' X, + €y Py 1) X, und Caﬂ«;r X, ~+ C«‘“ai(rmn X,
nur durch einen constanten Factor unterscheiden.

Wir machen jetzt die Annahme, (X, X.) ... und alle (Xep Xay)
seien Null, fiir welche ¢ 4 ¢ < ¢ ist, dagegen gebe es einen nicht
verschwindenden Ausdruck (X, X, ). Dann wird derselbe durch
X, i1 allein dargestellt, und fir @ =0...7 werden alle (X, X5 ),
wofern X, und X,  beide vorkommen, sich nur durch einen con-
stanten Factor unterscheiden. Man hat jetzt wiederum, wie bei der
Herleitung der Gleichungen (6) — (8) die Identititen (r, «,, %) zu
bilden nnd in jeder den Coefficienten des bichsten X, i 20 suchen.
Dies liefert folgende Gleichungen:

’Caga',-..},, (r—k+rf1) == crﬁ:.i,, - a:v 6“9“: r—&+1),

v+1 , .
Ca o gy rbtrtt) == ( _1%- )"'mm Crd - Cat o=kt F Cralyy
* ca;ﬂ:r...x(’*l'{'-lh

-

3§ - - - - e e
+v""‘i 4 r 14
”e,.«'.(rwi:+s+v—i+n==(y M ) raya, Croya, Cad;r—b4n F

Vi
+ y;~1

Cra,—a; Cra, oy "cm;..i(r-bﬁ)"}‘ e
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Hiernach ergiebt sich, wie im vorigen Falle:

Cr ‘:1-}-1:-—2 - {(k - ]) Cra, &, Caoay (r—k+1) + Cr; “:'—1 Cuyeii_y ("‘H“)} = 0»

e « o e 2 = . L I B

E—1 ’ ’ ’
I Cra o c"‘b}‘—-y—l -y ca,at- (r—%-+1)

E—1 , , ,
+ o — 1) Croya Crap iy Coya;_y (r—k+1)

E—1 )
+ (“ — 2) Cray —a, cra'k bimep—1 wap_g Carti o (r—k+1) +--= 0.

Daraus erkennt man, dass die Zahl der Transformationen, welche
za @, und — @, gehdren, nicht beliebig gross sein kann. Sollte das
nimlich der Fall sein, so miissten die simmtlichen Determinanten
verschwinden, welche durch irgend -1 auf einander folgende Vertical-
reihen der Matrix gebildet werden:

Gz Es -3 Exa
(o)) Ee)-6=2) (7))
G0

U N

Von diesen Determinanten kann aber keine einzige verschwinden;
denn wenn man mit der ' Verticalreihe beginnt und diese mit den
folgenden ¢ zu einer Determinante vereinigt, so ist deren Werth
gleich:

FEdi—1! (Fdi—2t - (ki —)! 011l -ee (w— 1)
T k=3 s =D N GFGF -G
Somit konnen auch hier X, und X,.; nur in einem einzigen

Ausdruck (X,, X)) fiir jedes Paar entgegengesetzt gleicher Wurzeln
vorkommen, Die weitere Entwicklung unterscheidet sich nicht von
der vorhin durchgefithrten; in (9) und (10) dndern sich nur die Grenzen
fir », und (11) bleibt bestehen, somit auch die daraus gezogene
Folgerung, dass das Verhiltniss Cay ayr 20 Cay o, (1) immer dasselbe ist.

Sehen wir jetzt von der Voraussetzung ab, welche wir betreffs
der Wurzeln gemacht haben, so erleidet die Herleitung der Formeln
(3) eine kleine Aenderung, wenn zu einer Wurzel @. noch eine zweite,

dritte . . . Reihe X,, Xy, ... X, Xe... gehort. Aber der Umstand,
dass X, f als ganz allgemeine inf. Transformation vorausgesetzt wurde,
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sowie die Hinzunahme der -Identititen (r,r—o, &), (r, r-—0, 2} cen
fir g==k—1,..1 IAsst leicht erkepnen, dass das Ergebniss un-
geandert bleibt. Die Herleitung der weiteren Formeln &ndert sich
fast gar nicht

Wir haben demnach folgenden Satz bewiesen:

Wenn in der charakieristischen Gleichung:

@ — o))+ o tg,(n) —---=0

die letzten % (> 2) Coefficienten @, (n), @r-1(n) - . - Prosta(n) idemtisch
verschwinden, ohne dass alle Unlerdeterminanten v — 2 Grades der

Determinante ;2 T Caus| identisch gleich Null sind, so gehirt jede
allgemeine Transformation der Gruppe einer k-gliedrigen Untergruppe
vom Range Null an, und die diese Unlergruppe bestimmenden inf.
Transformationen X,, X,y ... Xrsy1 kinnen so gewdhlt werden,
dass ist:

(X Xyo) = Xrog - - (X Korss) = Kot (X Kooaa) = 0.

Soll die Haupt- Untergruppe mehr als r — 2 Glieder haben, so
muss die charakteristische Gleichung entgegengesetst gleiche Wurseln be-
sitzen und die zu ilmen gehirigen Transformationen dirfen nicht
scimmilich vertauschbar sein. Aber auch in diesem Falle hat die Haupt-
Untergruppe hichstens r — 1 Glieder, und cugleich enthilt die Gruppe
stets eine ausgezeichnete Unlergruppe, d. h. cine solche, welche mit allen
Transformationen der Gruppe vertauschbar ist.

Fiir dic weitere Zusammenseizung der Gruppe dienen die Glei-
chungen (3) — (13).

Es eriibrigt noch, die Aenderungen anzugeben, welche eintreten,
wenn in der k-gliedrigen Untergruppe nicht eine eingliedrige, sondern
eine mehrgliedrige ausgezeichnete Untergruppe enthalten ist. Die
durch die Gleichungen (1) bezeichnete Operation fithre (bei micht
specieller Annahme von X’ und X,_;) zum ersten Male fir X, 441
zu der Relation: (X, X, x41)==0; dann sei X,.1, nach den Fest-
setzungen des § 9 gewihlt, und man gelange wieder fir X, ;41 2u
(X, Xpt,11) =0, u.s. w. Lasst man daon in den Formeln (3) die
Marke » kleiner als k, sein, so bleiben dieselben ungeindert; bei
der Uebertragung derselben auf ein zwischen % und £, gelegenes »
hat man zu beriicksichtigen, welche lineare Function von X,_1... X, 44
bei der Wahl von X,_; hinzugenommen ist. Unter Anwendung der
eckigen Klammern zur Bezeichnung einer linearen Function der mit
den entsprechenden Marken versehenen X ergiebt sich:

(X X)) =[r—k+1, r—k+1--cr—k+1]
Wendet man dann wieder (7, &, @) . . - (7, @, &) an, so gelten den
Mathematische Annalen. XXXIV. 5
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Formeln (3) — (8) entsprechende Formeln, so lange man fﬁr. kein
kepr anf %, gelangt; sobald das geschieh_t, 1§t wieder die be} der
Bildung von X,.;Q benutzte lineare Function in Betracht zu ziehen.
So kénuen im Ausdruck fiir Cay o) (r—tghu-v1); WD Fv—ky < kpy
ist, die Cua/o—tppit1)r Cavas —Egt) = - * vorkom-men. Indessen bleibt
das Wesen des Beweises ungeindert, wonach zunichst Beziehungen
zwischen den Crayuyys Craydyy und den Cagary (r—Rgt1) bestehen; diese
Beziehungen gestatten nicht, dass mehrere Ausdriicke (X, X,) fiir
dasselbe Paar entgegengesetzt gleicher Wurzeln die X,, X,4, X, 4,
X,_1, ... enthalten. Ganz entsprechend zeigt sich aber fiir irgend

’

zusammengehdrige Wurzeln @, @, of) .. ., dass ist:

C‘x# a;r ©p + c",a a;,(r—l) mﬁ‘ + ca#a;(r—k,) G)g‘l) + ree = 0~
Wenngleich wir demnach hier auf einen expliciten Ausdruck verzichten
miissen, sind wir doch zu folgendem Resultate gelangt:

Wenn fir eine r-gliedrige Gruppe die L letzten Coefficienten
@My @ra(n) . . Qrza(n) der charakteristischen Gleichung identisch
verschwinden, ohne dass die simmilichen Unterdeterminanten r— k- 1tn

Grades der Determinantz | D% g Cous| identisch gleich Ndl sind, so

ist die Gliederzahl der Haupt- Untergruppe Kleiner als r und die Gruppe
selbst enthdlt eine ausgezeichmete Untergruppe.

Die Umkehrung lasst sich in folgender Weise aussprechen:

Soll eine r-gliedrige Gruppe, in deren charakteristischer Gleichung
die letsten E Cocfficienten identisch verschwinden, ihre eigene Haupt-
Untergruppe sein, so miissen auch alle Unterdeterminanten v — F: 4 1%
Grades von iZe Mo Coux| tdentisch verschwinden; jede Tranmsformation

gehirt also einer k- gliedrigen Untergruppe an, deren Transformationen
sammdtlich mit einander vertauschbar sind.

§ 20.
Verallgemeinerung einiger friiher gewonnenen Resultate.

Da das Ergebniss des vorigen Paragraphen iiber das des § 10
hinausgeht, so bedirfen einige Bemerkungen der §§ 11 u. 12 einer
kleinen Verinderung. Namentlich ist es nicht ndthig, neben die
Forderung, dass die Gruppe ihre eigene Haupt- Untergruppe sei, noch
die weitere Forderung zu stellen, dass in derselben keine ausgezeichnete
Untergruppe enthalten sei; denn die letztere Forderung hat an der
bezeichneten Stelle nur den Zweck, zu erreichen, dass mit dem Ver-

schwinden von ¢.(y).. . ®r—+1(n) auch alle Unterdeterminanten
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(r — k1) Grades verschwinden, was nach dem vorigen Paragraphen
schon eine Folge der ersten Forderung ist.

Andererseits haben wir in den §§ 11 und 12 betrefis der nicht
verschwindenden Wurzeln einige besondere Voraussetzungen gemacht,
und es dirfte nothwendig sein, unsere Untersuchung von diesen Be-
schriinkungen zu befreien.

Wir setzen wiederum X,f als ganz allgemeine inf. Transformation
voraus und suchen die nicht verschwindenden Wurzeln der Gleichung
e — 08,5 =0. Wenn o, eine einfache Wurzel dieser Gleichung
ist, so lisst sich eine und nur eine inf. Transformation X,f so be-
stimmen, dass (X, X,) = 0, X,f ist. Wenn aber @, eine (2 4 1)-fache
Wurzel ist, obne dass alle Unterdeterminanten r — 1'» Grades von
| Crex — 040, | verschwinden, so giebt es 4 4~ 1 inf. Transformationen
KXoy -+ - X,y Xo,, s0 dass ist:

(X X)) = 0aXoy (XrXo) = 0, X, + Craa, Xo,« - -
(X X)) =0, Xi; + Crageyy Xy, + -+,
wo keiner der Coefficienten ¢y4,4,, Craza, * * * Crazay_, verschwindet.

Um den Zusammenhang der Wurzeln mit gewissen inf. Trans-
formationen ganz allgemein zu iibersehen, wenden wir fiir die Deter-
minante | ¢« — 0. | den Weierstrass'schen Begriff des Elementar-
theilers an. Wir denken uns namlich diese Determinante in Factoren
® — o, zerlegt. Wenn ein Factor © — @, in der Determinante s-mal,
in allen Unterdeterminanten » — 1*» Grades mindestens s-mal, in
denen (r —2)ten Grades mindestens s”-mal vorkommt u. s. w., so sind
(@— 0.y, (@—az) =" ... die Elementartheiler der Determinante.
Ist pun eine der Zahlen §@ — slet) =4 4 1, so kionnen wir dem
Elementartheiler (@ — @,)*t' gerade 4 4 1 inf. Transformationen
X, -+ - X, in der Weise zuordnen, dass ist:

(1) (X Xy) =0+ Xop,, (XrXoy )= 0aXey ;4 Xy - .-

(X X)) = 0 X+ Xy (X X)) =0.X,,.
Wenn ein zweiter Elementartheiler die g -+ 1% Potenz desselben
linearen Factors @ — @, ist, so gelten fir g 4 1 weitere inf. Trans-
formationen die Gleichungen:

(1a) (X, Xe) = @0uXay+ Xy (X Ko, ) =0aXo, + X, ,...

Wenn die vorstehenden Gleichungen bestehen, so sollen X,,, X,.. ..
als erste zur Wurzel wo gehibrige Transformationen oder als solche
erster Ordnung bezeichnet werden, ebenso X, , X, .. . als zweile zu-
gelirige . . . Xoy, Xay. . . als (A41)y¢ zugehirige Transformationen.

Die durch die Gleichungen (1) resp. (1a) gegebene Definition kann
5‘
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auch durch die folgende ersetzt werden. Wenn X,, X.,. .. dorch
die Definition

(2) (Xr Xao) = maXa,; (eraj = Qg fam (ercﬁ) = Wq X% cen
als erste zugehorige Transformationen bestimmt sind, so werden

X.., X.,... zugehdrige Transformationen zweiter Ordnung sein, wo-
fern die Gleichungen bestehen:

3) (X, X,,) = ﬁ’c_xlc. + (e, @y @],

(era) = 0, Xy, + [, &, 7 PR
wo keine der linearen Functionen [¢,, @,, @, . . -] identisch verschwindet.
Wie schon frither bemerkt, braucht der Coefficient von X, im Aus-
druck fir (X, X,,) nicht gleich dem von X, in (X,X,,) zu sein.

Ebenso werden die dritten zugehdrigen Transformationen X,,, Xo,...
durch die Gleichungen definirt:

4) (X X)) = 0. X, + [, %, %, & - - -],
(X, X)) = 0 Xo, + [ag, 05 B, Gy o o] o - s

wo die Coefficienten von X, Xy, ... in keinem [. . .] simmtlich ver-
schwinden diirfen. ’

Dieser Weg fiihrt zur Definition auch der zugehdrigen Wurzeln
hoherer Ordnung.

So angemessen die Darstellung (1) ist, wofern man es nur mit
- einem X, zu thun hat, wird man doch die den Gleichungen (2)—(4)
entsprechende Darstellung nicht entbehren kénnen, sobald man zu
X, eine weitere inf, Transformation hinzunimmt und hierfiir eine dhn-
liche Darstellung sucht. Wenn alle Unterdeterminanten (r —k-- 1)

Ordnung von } Ernecg.x

weitere Transformationen X, ... X, i, welche mit X, und unter
einander vertauschbar sind. Wird X,; in der k-gliedrigen Unter-
gruppe als allgemein vorausgesetzt, so hat jeder Elementartheiler der
fir X,., gebildeten Determinante |¢y—yyx — @0.x| denselben Grad
wie fir X,, und beidemal werden entsprechende Elementartheiler
Potenzen gleicher linearer Ausdriicke sein. Wendet man jetzt die
Jacobi'schen Identititen (r, r—1, &), (r,r—1,&)...(r,r—1, &) ...
an und verbindet damit einfache Stetigkeitsbetrachtungen, so bleibt
die Darstellung (2)—(4) im wesentlichen ungeiindert, so dass ist:

(X1 X)) = 0c Xy, (Xp1Xy,) = 0, X, + (@08 -+ -],
(X1 X)) = &g Xo, + [0, &y @, & .. .].
Man kann auch wieder die Darstellung (1) benutzen, aber dann
gelangt man zu einer andern Reihe X,,  ...; so ist:

identisch verschwinden, so giebt es k —1
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(Xt\-! Xa;) = Q;xcz + X.';_,lj (xr—l x;;..;) -— “; X;;_.g + X;j..q.n,
aber im Ausdruck fir X;, | konnen nicht bloss die darch (1) definirten
Xey g+« Xa,, sondern auch X, ... X, u s w. vorkommen.

Sind @,, @3 und @, + @; Wurzeln der charakteristischen Glei-
chung fir X,f, so mdgen die zu @, -+ w; gehdrigen inf. Transforma-
tionen die Marke « -+ § erhalten, und zwar entsprechend der Gleichung
(2) die Marken: (a+48),, (@+8) - . ., und wenn die Gleichung (3)
besteht, die Marken (a+8),, (4 p): . . .; ebenso bei Geltung der

Gleichung (4): («+8)s, (@+P8)s... u. s. w. Die Entwicklungen des
§ 8 lebren in diesem Falle:

(X(lo X,Se) = {(a"l’ﬁ)o; (“+ﬁ)0: G’;TB)‘) o ']'
(Xa, Xp) = [(“‘*“ﬁ)n (m);'-'(“"l'maa (“"‘"ﬁ%---]v

®) V(Xe, X,) = [(@+ By GFB)ee(@ Bl GFB)nn
(@t By (@F B, ).

Hierzu treten noch, wenn 2w, eine Wurzel ist und zu ihr die

Transformationen Xga,, X gay - - » Xigans Xiza, - + - gehoren, folgende
Gleichungen:

(Xo, X)) = {(2“)0' (2« o "« ']:
(6) (Xa, X,) = [(2“)0» (2“ o " * ‘]:
(Xa, X,,) = {(2“)1: (27‘)‘ - (2a),, (ﬁ)a e } .

Nach diesen Festsetzungen iibersieht man unmittelbar, wie sich
die am Schluss von § 11 zusammengestellten Kesultate auf den all-
gemeinen kall iibertragen.

Jetzt seien @, und @, zwei entgegengesetzt gleiche Wurzeln, und
zu ihnen mogen die Transformationen X f und X, f gehiren, so dass
ist: (X, X)) = @ X.f, (X, X)) =— o, X;f. Zugleich sei

k1
(Xlg X‘a') = 2 el Xr——vf:
4]
wo die Coefficienten ¢” nicht simmtlich verschwinden. Dann biciben

die Entwicklungen des § 12 im wesentlichen ungeéndert. Namentlich
bestehen die Gleichungen:

(7) 231")‘33(') = 3 (Cia,dC0a, — €ead8Ciias
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® . Ze‘m (20 + 2, 0) =0,

wo a,, eine ganze Zahl ist.
Um die Formel (8) herzuleiten, miissen wir alle diejenigen Jacobi-
schen Identititen

(b0 0> @)y (4os %> @) s (bos 40 Fo)++ (‘07 % (“+‘)o)z ("o: L (‘ZFDO)
benutzen, fiir welche sich aus einer Wurzel . durch Addition oder
Subtraction von @, eine neune Wurzel ergiebt. Indem wir dann an
los b5 & - - - die Marke Null weglassen, wird das erste Glied der
rechten Seite von (7) fiir (¢, ¢y, &):

c&c{u—}—t} c(a-i—t)c’a + cm(m c(a-}-zh'a + T
und entsprechend fiir (¢, ¢ &):

Czera Sators T GaGr) Caracs T
woraus dasselbe fiir (¢, ¢,, &,) unmittelbar ersichtlich ist. Das zweite
Glied der rechten Seite von (7) fir (1,0, Ly (a—{-a)o) wird:

- oz’(a+t)a cm(a-{-t) - c&'(u—!-t)E e;:(a+c)
und fiir (Lo, 8, (et :,)o):
T e CaleF) T Ce@FE e T

Sobald also alle entsprechenden Gleichungen gebildet werden, hebt
sich die Summe der ersten Glieder gegen die Summe der zweiten
Glieder weg, so dass der in § 12 gefiihrte Beweis keiner weiteren
Veriinderung bedarf,

Gehort zu einer Wurzel o, eine Transformation X, als (A4 1)t

in dem durch die Gleichungen (1)-—(4) bezeichneten Sinne, so besteht
die Gleichung:

2 e, =2; (czoazﬂ Coiay — Cifay d Cd‘toa)‘) .

Damit aber einer der Ausdriicke (X; X,) und (XsX,) die X,,f ent-
hilt, muss Xyf eine (A4-1)¢ Transformation sein, welche zu der
Wurzel o, + o, resp. ®, — o, gehort. Demnach muss fiir zusammen-
gehorige Wurzeln auch der Grad der Zugehorigkeit von Transforma-
tionen auf dieselbe Zahl steigen.

Wie im vorigen Theile sollen auch im vorliegenden nur solche
Gruppen untersucht werden, fiir welche p == » ist. Wenn dann X,f
eine ganz allgemeine Transformation ist und wenn mit ihr die £ —1
Transformationen X, ;f- -+ X,z4.1f vertauschbar sind, so sollen auch
die iibrigen r — % inf. Transformationen, welche die Gruppe bestim-
men, so gewihlt werden, dass sie zu den r — [ nicht verschwindenden
Waurzeln der charakteristischen Gleichung fiir X,f gehoren. Damit
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nun p ==r wird, milssen mindestens k Paare der letsten r — k Trans-
formationen, durch die bekaunte Operation (X, X.) zusammengesetat,
zu Ausdricken fuhren, welche X, - - - X, 34 enthalten. Es liegt jetzt
zunichst die Annahme nahe, dass alle diese als erste Transformationen
zu den betreffenden Wurzeln gehbren, dass also % Tripel vou Glei-
chungen bestehen:

9 (X, X)) = o X f, (X, X;)=—a, X.f,
(X, X)) = 2 &) X

Damit sollen zwei weitere Voraussetzungen verbuuden werden,
namlich

1) dass D e o 0,
und 2) dass die Determinante |w, |, wenn ¢ die k den Gleichungen
(9) entsprechenden Werthe und v die Werthe 0, 1 ... %k — 1 annimwmt,
nicht verschwindet.

Wir wissen, dass der Rang ! der Gruppe hochstens gleich [ ist;
bei den hier gemachten Annabmen erreicht ! diesen Werth, wie
sogleich gezeigt werden soll. Dagegen wird eine spitere Untersuchung
lehren, dass nur die gemachten Voraussetzungen & == [ sein lassen, so
dass bei jeder anderen Annahme alle Unterdeterminanten (r— l)e»

Grades von ; Zém,cw* identisch verschwinden. Indem wir dies

Resultat hier bereits als richtig voraussetzen, kbnnen wir dic Be-
dingungen, denen die zuwuiichst zu untersuchenden Gruppen geniigen
sollen, in folgender Weise aussprechen:

1) die Gruppe soll ihre eigene Haupluntergruppe sein,

2) wenn der Rang der Gruppe gleich 1 ist, so soll der Coefficient
Yr—i(n) von o in der charakteristischen Gleickung wickt identisch ver-
schwinden.

Hier moge darauf aufmerksam gemacht werden, dass jedes w,,
wie es den Gleichungen (9) entspricht, eine einfache Wurzel ist. Denn
gehdrt zu @, noch eine weitere inf. Transformation X.f als erste, so
wiirden die Gleichungen (7) und (8) die Folgerung nach sich ziehen,
dass mehr als I Wurzeln gleich Null sind. Gehorte aber X, f als
Transformation zweiter Ordnung zu @,, so milsste ¢, == O sein, was
mit der Relation (7, ¢, ¢,) oder der Gleichung

. C"&‘o (X‘ax‘u') == 0
nicht vereinbar ist.

Nun ist darch die vorangehenden Entwicklungen bereits der Weg
vollstindig angegeben, welcher die Ucbertragung des Schlussresultates
von § 12 auf diesen allgemeineren Fall licfert. Es geniige also, das
Resultat hinzuschreiben.
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Unter den beiden angegebenen Bedingungen lassen sich alle r — |
nicht verschwindenden Wurzeln der fiir ein allgemeines System () ge-
nommenen charakteristischen Gleichung durch 1 unter thnen homogen
linear darstellen; die Coefficienten sind rationale Zahlen wund von der
Wakl der u, . .. ganz unabhingig.

Jedes ®,, fir welches die drei Gleichungen (9) bestehen, ist ecine
einfache Wurzel. Ist o, irgend eine andere Wurzel und gehoren zw ihr
in Folge des durch die Gleichung (8) definirten Coefficienten a,. weitere
Wurzeln o, + ao. hinzw, so steigt die Ordnung, in welcher zu
jeder von ihnen in dem durch die Gleichungen (1)—(4) definirten Sinne
inf. Transformationen gehiren, fir alle diese auf dieselbe Zahl.

§ 21.
Die einfachen und die halbeinfachen Gruppen.

Indem wir ! Marken ¢, % .. ., fiir welche die Gleichungen (9) des
vorigen Paragraphen bestehen, mit 1...7 bezeichnen, erhalten wir
vermittelst der Gleichung (8) § 20 * ganzzahlige Coefficienten a,, fiir
G, x=1.--1, wo a, = — 2 ist. Diese Systeme sind in den §§ 13—15
vollstindig untersucht, so dass es moglich ist, bei gegebenem I alle
endlichen Systeme unmittelbar hinzuschreiben.

Jedes von Null verschiedene a,. verlangt, dass ausser den Wurzeln
@, und o, noch mindestens eine weitere Wurzel vorkommt, und die
nichstliegende Annahme besteht darin, dass ausser den 27 Wurzeln
Wy, — @y, Oy, — @y, ... 6, — @ nur diejenigen vorkommen sollen,
welche durch die a,» gefordert sind. Dann sind alle nicht verschwin-
denden Wurzeln ungleich, und wir konnen daher die Untermarke Null
an jedem ¢, weglassen.

Zunichst soll das System der Coefficienten a,, selbst einfach sein.
Dann ist, wie bereits in § 16 hervorgehoben wurde, die Gruppe selbst
einfach, d. h. sie besitzt keine invariante Untergruppe. Es ist vielleicht
gut, nochmals auf den Beweis einzugehen und einen Punkt niber zu
erlintern. Zunichst ersieht man unmittelbar, dass die Transformation
X + 91 Xey + - - - 4 p—yp1 Xo—syy keiner invarianten Unter-

T

gruppe angehtren kann. Ebenso ist sofort klar, dass wenn Doy, X,f
1

einer invarianten Untergruppe angehort, derselben auch eine Trans-

r—1

formation Ee ne Xof angehbren muss, wo die Summation sich nur auf

1
die Zahlen 1...r — [ erstreckt. Kommt aber die Transformation
NaXe+ 72X+ - -+ 7.X, vor, wo «,B,...& m Nummern aus
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der Beibe 1---7 —1 sind, so muss dieselbe invariante Untergru
auch die Transformation ’ O pee
(Xrs 10 Kot 0p Xt -4 0 X om e00 Xu +- 00 X+ -+ o0, X f
enthalten. Eine Gruppe sber, welche sowohl 9, Xo 49y Xy+ -+ 5, X,
als 9@ X, + 130, Xy + - - - + 9,0, X, enthilt, hat nothwendig auch
(wegen der Ungleichheit von @., @ - - -) eine Transformation
')I;XF+“ '+1).'X,.
Man kann daher die Zah! m immer kleiner werden lassen. Somit
milsste jede etwa vorkommende invariante Untergruppe eine inf.
Transformation X,f enthalten, was wegen der Einfachheit des Systems
der a,, nicht moglich ist.

An zweiter Stelle soll das System a,, zusammengesetrt sein und
es sollen nur die durch das System geforderten Wurzeln vorkommen,
so dass auch eine andere Wahl der ! ersten Wurzeln kein einfaches
System liefert. Indem wir die Marken passend ordnen, soll das System
a. fiir 4, x==1..-] einfach sein; ebenso je das System der a,, fir
A1 42 k), (1, L2 B) (o1, 42 ). Dabei ist
der Fall nicht auszuschliessen, dass z. B. I, == 1 oder [, == ], - 1 ist.
Zu den Wurzeln o, - - - ©;, nehmen wir die entgegengesetzt gleichen
nebst allen denjenigen hinzu, welche durch das einfache System der
a, fir 1, x=1,...1 gefordert werden. Die Ausdriicke (X, X/},
(X, X,) - (X, X,) werden dargestellt durch I, von einander unab-
bingige lineare Functionen von X.,f --. X, ,.f. Die Jacobi'sche
Identitit (c, x, (4 +x)’), nimlich die Gleichung:

Coxiotx) Kieta) X(t-}-x)’) + Cx(eqnyy (Xe X))+ gy w (X X,) == O
lebrt, dass wenn mit ©,, @, auch @, + @, eine Wurzel ist, der Aus-
druck fir (X(4x X4ry) sich linear homogen durch (X, X,) und
(X« X, ) darstellt. Wenn daher irgend eine Wurzel o, sich vermittelst
®, - - - &, linear darstellen ldsst und eine Folge des zwischen diesen
bestehenden Constantensystems ist, so ist such (X, Xu) nothwendig
von Null verschieden und eine homogene lineare Function von

(X, Xp), (LX) .. (X Xy).
Die I, Ausdriicke % e Xof fiir i==1.- -1, bestimmen also mit
X,---X,, Xy -- X, und den weiteren hierdurch geforderten X.f
eine einfache Gruppe des Ranges J,, welche eine Untergruppe der

gegebenen Gruppe ist.
Ebenso bestimmen die I, — I, Ausdrilcke far

(X1 Xag) - - (X X)) mebst Xpp- - Xiy Koy -+ - Koy

und denjenigen inf. Transformationen, welche zu den durch die
@41+ - @, nach dem Systeme der g, fir ¢, x ==, 4 1---1 ge-
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forderten weiteren Wurzeln gehoren, eine einfache Gruppe des Ranges
l,—1 u s w

Wenn npun e, zu den Wurzeln @, - - - @, oder zu den durch sie
geforderten Wurzeln gehort, und op entsprechend durch @, - - - @,
darstellbar ist, so ist offenbar (X,Xz) =0. Zugleich ist auch

(3} e X ) =0,

da

76 of) =0
ist. Demnach ist jede Transformation der ersten Gruppe mit jeder
der zweiten vertauschbar. Dasselbe gilt umgekehrt, sowie iiberhaupt
von je zwei Transformationen der bezeichneten Untergruppen. Somit
ist jede eine invariante Untergruppe, und zwar eine solche, deren
Transformationen nicht mit einander vertauschbar sind, sondern geradezu
eine einfache Gruppe bilden.
¢ Die Zusammensetzung der vorliegenden Gruppe kénnen wir also
in folgender Weise charakterisiren: wir stellen mehrere einfache
Gruppen, welche ausser der identischen keine Transformation gemein-
schaftlich haben, neben einander, und setzen fest, dass je zwei Trans-
formationen aus verschiedenen Gruppen mit einander vertauschbar sein
sollen. Eine jede auf diese Weise gebildete Gruppe hat manche
Eigenschaften mit den einfachen Gruppen gemeinschaftlich. Solange
ein besserer Name fehlt, mbge es gestattet sein, eine solche als eine
halbeinfache zu bezeichnen. Wir stellen folgende Definitionen zu-
sammen :

Sind G, und G, zwei Gruppen wund ist jede Transformation von
G, mit jeder von G, vertauschbar, so heissen die beiden Gruppen selbst
mit einander vertauschbar.

Wir sagen von einer Gruppe, dass sic in die Gruppen Gy, G, - - - Gu
zerfallt, wenn

1) jede Transformation der Gruppe einer und (mit Ausschluss der
identischen Transformation) wur einer der Gruppen Gy - -- G, an-
gehort, und

2) je ewei der Gruppen Gy, G, - -+ Gq mit eimander vertausch-
bar sind.

In diesem Falle werden wir zuweilen auch den Ausdruck gebrauchen,
die Hauptgruppe sei durch Nebeneinanderstellung der Untergruppen
gebildet.

Eine Gruppe heisst halbeinfach, wenn sie in lauter einfache Gruppen
zerfalls.
Eine halbeinfache Gruppe ist die Gruppe der starren Bewegungen
eines dreidimensionalen Riemann’schen Raumes, oder was fir die
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Zusammensetzung keinen Unterschied macht, die Gruppe der all-
gemeinen Transformationen einer Ebene, welche Kreise in Kreise ver-
wandeln. Dieser Charakter tritt am deutlichsten bei der Darstellung
hervor, welche Herr Lie von derselben gegeben bat;*) dann sieht
man, dass die Gruppe in zwei Kegelschnittsgruppen zerfillt. Ganz
entsprechend lasse man X,f--- X,f pach Art der allgemeinen pro-
jectiven Gruppe der zweidimensionalen Ebene, und lasse X,f, X,.f,
X,/ eine Kegelschnittsgruppe bestimmen, deren Transformationen mit
denen der ersten vertaaschbar sind.

Es moge darauf aufmerksam gemacht werden, dass man die
Eigenschaft einer Gruppe, zu zerfallen, nicht bei jeder Darstellung
derselben unmittelbar Ubersieht. So kaun man die so eben angefithrte
sechsgliedrige Gruppe auch in folgender Weise darstellen. Man wihle
fiir ¢, x == 1 .- -4 sechs inf. Transformationen X .f, indem man fest-
setzt, dass Xy + Xu, =0, (Xiy, Xia) = X,af, (Xix, Xp) == 0 sein
soll. Hier scheint die Gruppe gleichgebildet mit einfachen Gruppen;
denn wenn die Zahl der Marken gleich 3 oder grésser als 4 augenon.
men wird, gelangt man bei dieser Bildung immer auf einfache Gruppen.
Die Zerfillbarkeit tritt zu Tage, wenn man

Xp+Xy=Y, -+, Xp— X=X,
setzt.

Das Ergebniss der vorangehenden Untersachung lasst sich in
folgender Weise zusammenfassen:

Wenn fiir ¢ine Gruppe vom Range l die charalleristische Gleichung
i allyememen 1 verschwindende und v — U nichd verschwindende Wurzeln
Lesitzt, und wenn dann die simmilichen nicht verschwindenden Wurzeln
sich ergeben als eine Folge des zwischen | Wurzeln bestchenden Systems
von Coefficienten a,x, so ist dic Gruppe entweder einfuch oder halbein-
fach; ersteres, wenn das System der a.x sclbst emmfach, letzteres, wenn
dasselbe zusammengeselst ist.

Was die charakteristische Gleichung anbetrifit, so verstebt ¢s sich
von selbst, dass, wenigstens fiir p = 7, zu einer irreducibeln Gleichung
nothwendig eine einfache Gruppe gehort; dagegen ist die charakte-
ristische Gleichung nicht fiir jede einfache Gruppe irreducibel. Zerfilit
aber die Gleichung fiir eine einfache Gruppe, so sind die Coefficienten
von ® in dem einen Factor durch die des andern Factors darstellbar,
Fir eine halbeinfache Gruppe zerfallt die charakteristische Gleichung
nothwendig, und die Zahl der von einander unabhingigen Factoren ist
gleich der Zahl der in der Gruppe enthaltenen einfachen invarianten
Untergruppen.

# Diese Annalen Bd, XVI, 8. 624, drittictzte Gruppe unter Cj.
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§ 22.

Bestimmung aller Grappen, welche den beiden aufgestellten
Bedingungen geniigen.

Die charakferistische Gleichung muss fiir eine Gruppe vom Range
1, welche ihre eigene Hauptuntergruppe ist, unter Zugrundelegung
einer allgemeinen Transformation, mindestens 2! nicht verschwindende
Wurzeln haben; zudem miissen alle diejenigen Wurzeln vorkommen,
welche durch das System der a,, gefordert sind. Alle diese Wurzeln
sollen als die Hauptwurzeln der Gleichung bezeichnet werden. Jede
weitere Wurzel ist nicht mehr willkiirlich, sondern durch ein System
von ! ganzen Zahlen in der Weise bestimmt, welche am Ende von
§ 12 angegeben ist. Sobald aber irgend eine weitere Wurzel an-
genommen ist, miissen noch weitere Wurzeln vorkommen. Sollten
zwei solche Wurzeln entgegengesetzt gleich sein und gehorten zu
diesen als erste Transformationen die X,f und X, f, so muss noth-
wendig (X, X,)==0 sein. Denn entweder wird dies durch die
Jacobi’schen Relationen gefordert, oder man kann die Wurzeln o, -+,
und die zwischen ihnen bestehenden Coefficienten a,. so wihlen, dass
auch die neue Wurzel zu den Hauptwurzeln gehort. Alle weiteren
Wourzeln der charakteristischen Gleichung sollen als Nebenwurzeln
bezeichnet werden. Es wird sich zeigen, dass keine Nebenwurzel einer
Hauptwurzel gleich werden darf, wenn die Gruppe den beiden am
Schluss von § 20 aufgestellten Bedingungen geniigen soll. Ebenso
gestatten diese Bedingungen nicht, dass die Summe zweier Neben-
wurzeln einer dritten Nebenwurzel gleich werde.

Die Frage nach der Zusammengehorigkeit der Nebenwurzeln soll
uns an einer spitern Stelle genauer beschiftigen. Hier erinmern wir
nur an eines: fiir jede Wurzel o, miissen ganze Zahlen as1, @os -+ au;
existiren, so dass die Gleichung (8) § 20 erfiillt ist; und dann miissen
auch @, + 2,10, @, + @20, - - - neue Wurzeln sein, und wenn hier
aq, von Null und Eins verschieden ist, so muss fiir ein zwischen Null
und @, gelegenes a auch w, 4 aw, eine Wurzel sein. So sahen wir
in § 8, dass wenn fiir eine Gruppe vom Range Eins die Hauptwurzeln
-+ 2 sind, eine Nebenwurzel fiir ein ganzes positives m gleich 2m-1
gewihlt werden kann; dann miissen auch 2m — 1, 2m —3..-3,1
und die entgegengesetzt gleichen Zahlen Wurzeln sein.

Zuvorderst machen wir die Voraussetzung, dass das die Haupt-
wurzeln bestimmende System der a., einfach ist und dass auch alle
Nebenwurzeln einfach sind und durch eine einzige bestimmt werden.
Wir bezeichner die Hauptwurzeln mit o,, ®, - - -, die Nebenwurzeln
mit @,, ©z, @y - -+ und durch entsprechende Marken die zugehdrigen
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inf. Transformationen. Gehen wir von ciner belichig gewiblten w,
aus und bilden die Summe @, + o,, indem wir o, der Reihe nach
gleich allen Hauptwurzeln setzen, so milssen wir mindestens zu einer
weiteren Nebenwurzel @; gelangen (ohne aber zu einer Wurzel o,
gelangen zu konuen). Zu jedem so erlangten @; addiren wir alle
Hauptwurzelu und bebalten nur diejenigen Summen, welche Wurzeln
der charakteristischen Gleichung sind. Indem wir so fortfahren, ge-
langen wir zu allen Nebenwurzeln. Zugleich lehrt die Gleichung (7)
§ 20, dass, wenn @, + @, == @, ist, (X, X,) nicht verschwinden kann.
Bringt man also ein beliebiges X,/ mit allen X,f durch die Operation
(Xs X.) zusammen und fahrt damit betreffs der erlangten X, u. 8w,
fort, so gelangt man zu allen einer Necbenwurzel zugeordneten inf.
Transformationen,

Ferner ist jedes (Xo Xz) == 0. Denn zunichst kann o, 4 oy
nicht gleich @, sein. Ist aber @, + @; == 0, so kann (X, X,) nicht
durch X,f- .. X, .. f dargestellt werden, weil sonst @, zu den Haupt-
wurzeln geboren wiirde. Wenn aber o, 4 0, = @, ist, so miisste
(Xa Xy) = €ay. X.f sein; hier verlangt aber die Jacobi'sche Identitit
fur («f4)), dass cup, = 0 ist.

Somit bilden die zu den Nebenwurzeln gehorigen inf, Transforma-
tionen X.f, X,f, X,f- - eine invariante Untergruppe, deren Trane-
formationen mit einander vertauschbar sind. Zugleich ist dies die
einzige invariante Untergruppe, welche in der Gruppe vorkommt.
Denn wie im vorangehenden Paragraphen zeigen wir, dass jede in-
variante Untergruppe eine cinzige der inf. Transformationen X, f--- X,.f
enthalten muss. Diese zerfallen aber in die X,f und die X,f. Durch
Verbindung einer beliebigen X,/ mit allen Transformationen der Gruppe
gelangt man aber allmahlich zu allen Transformationen, so dass eine
solche keiner invarianten Untergruppe angehort; dagegen bilden die
simmtlichen X.f mit X,f- .. X, .f eine einfache Gruppe desselben
Ranges.

Um jetzt eine wertere Moglichkeit zu fibersehen, setzen wir
wiederum das System a,, als einfach vorans, nehmen aber ausser den
Hauptwurzeln noch zwei verschiedene Nebenwurzeln an, mit deren
jeder weitere Wurzeln nothwendig verbunden sind. Zun#chst kdnnen
nicht nur die gegebenen Wurzeln, sondern auch alle damit verbun-
denen ungleich sein. (Um ein Beispiel anzuftihren, mogen fir | w= 2
die + @,, + @,, + (@, — ©,) Hauptwurzeln sein; damit kann man

einmal — —;— (@, 4 o,), —:‘;(243, — o,), i (— @, + 2a,), und ferner
% (@ + @,), — 3‘« Ro, — @,), — :} (— @, + 2w,) als Nebenwurzeln
verbinden). Wir unterscheiden die Wurzeln dadurch, dass wir der
einen Reibe die Marken «, ¢, @, ..., der andern die Marken §,6,,8,...
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geben; ebenso sollen die zngehorigen inf. Transformationen bezeichnet
werden. Dann ist jede Transformation X,, X, , X, - -- mit jeder
Transformation X4, X4 , X, - - - vertanschbar. Denn sollte die Summe
@, 4 @z evtweder Null oder eine neue Wurzel @, ergeben, welche in
diesem Falle zu den Hauptwurzeln gehOren miisste, so wiirde, wie
bereits nachgewiesen, im ersten Falle ¢.4r, Copir—yy + -+, im letzten
Csp. gleich Null sein. Somit bilden sowohl die X,, X,,, X, ..., wie
die X4, X, X, ... je eine invariante Untergruppe. Es ist selbst-
verstindlich, dass auch die Gesammtheit beider eine invariante Unter-
gruppe bildet; aber eine weitere existirt nicht, wie man im Anschluss
an die im vorigen Paragraphen durchgefiihrte Betrachtung ersiekt.

Ferner kann die zweite Wurzel durch die erste mitbestimmt sein,
ohne dass dies auch umgekehrt gilt. Soll dann nicht der schon be-
trachtete Fall eintreten, dass alle Nebenwurzeln durch eine einzige
bestimmt sind, so haben wir vorauszusetzen, dass alle mit der zweiten
verbundene Wurzeln Doppelwurzeln sind. Zum Beispiel seien fiir
{==1, r = 13 die Hauptwurzeln - 2, daneben sollen 4 5 und — 35
emfache + 3,41, —1, —3 je doppelte Waurzeln sein; fiir { = 2,
r = 17 seien + o, i @,, + (0, — ©,) die Hauptwurzeln,

2 2 2 <
‘5;(“’1 + @), (=204 @), (0 —2a0,)
selen einfache,
1 1 . 1
—g @+ ), Qe —a,), 3 (— o+ 20)

seien Doppelwurzeln. Wir bezeichnen die einfachen Wurzeln mit
@y, @p, @y ..., die Doppelwurzeln mit @,, ... Fir jedes @, miissen
dann die Unterdeterminanten r — 1'» Grades von |¢,., — 0, .@ | ver-
schwinden. Somit wird durch die Gleichung (X, X,) = 0, X.f das
X,f eindeutig bestimmt, aber es besteht fiir unbestimmte 7, und 7,
die Gleichung (X, 7. X, + 7. X.) = @.(. X, 4 7. Xo)f.

Um nun X, und X, passend zu wihlen, nehmen wir o, als eine
solche einfache Wurzel an, fiir welche man durch Addition von @, zu
einer Doppelwurzel gelangt; durch weitere Addition von @, gelange
man zundchst ebenfalls zu Doppelwurzeln @, + 2@, - - - 0, + aa;
dann muss @, - (& 4 1)@, wiederum eine einfache Wurzel sein. Dann
setze man (X,X,) bis auf einen constanten Factor gleich X(uiyf,
ebenso (X, Xapn = oty et20 Xep2of 0. s. w. Dann lehrt die
Jacobi'sche Identitdt fiir (s, ¢ & + o), dass ¢, 1otz Catzoriars =0
ist; entsprechendes gilt fiir (¢, s, @ 4 2/).-.. Man kann also den
simmtlichen Doppelwarzeln @, je eine Transformation X,f so zuordnen,
dass die Zusammenstellung mit ganz bestimmten X, und X,f in der
gewdhlten Reihe bleibt, zu welcher die simmtlichen X,/ gehoren.
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Kann man aber zu @, einmal durch Addition einer Hauptwurzel @, zn
@, und dann durch Addition einer andern Hauptwurzel @, zu @y ge-
langen, ist also @, 4+ @, = », und Oy + op == @,, 50 zeigt die
Jacobi'sche Identitit fur (x, 8, «') und (s, @, x"), dass man beidemal zu
derselben Transformation X,/ gelangt.

Um jetzt die zweiten Transformationen, welche za den &, - - -
gehlren, passend zu bestimmen, setzen wir fest, dass sein soll

(‘XU Xﬂ“i-\!‘) = 07 (Xu &(a-l}x) bad X&{N’ltf' ..
Dieselben Jacobi'schen Identititen, welche soeben durchgefihrt wurden,
lassen sich dann wiederum anwenden, und zeigen, dass auch die X,/
eine invariante Untergruppe bestimmen. In dem betrachteten Falle
gehdren also der Gruppe zwei invariante Untergruppen an,

Wir betrachten jetzt den Fall, dass simmtliche Nebenwurzeln
Doppelwurzeln sind, und zwar untersuchen wir die Gruppe zunichst
unter der Bedingung, dass fiir eine Wurzel o, (und damit fir jede)
alle Unterdeterminanten r — 1%* Grades von |¢,.» — 8,,@,] ver.
schwinden. Dann gehoren zu jeder Wurzel w, zwei Transformationen

X.f und X,f, so dass ist:
(X, X)) = 0. Xof, (X, X)) =0, X.f

Nimmt man hier X,/ willkiirlich, so kann man fir @, + @, == o4
das X;f dadurch bestimmen, dass (X,X,) nur durch X,f dargestellt
wird. Ebenso wahle man X, f willkirlich und leite hieraus die X,/
in derselben Weise her, wie X,f sich aus X,f ergab. Mau hat also
wieder dieselbe Betrachtung anzustellen wie vorher und gelangt zu
dem Satze, dass sowobl die X.f, X,f - - - wie die X,f, X,f--- eine
invariante Untergrappe bestimmen. Nun ergeben sich die ¢, (o4 und
€. (o5 Je aus denselben Gleichungen.

Man kann also die Coefficienten in beiden Fillen gleich wihlen,
und somit bilden auch 9X, + % Xa, § Xy + 7 X4 - - - eine invariante
Untergruppe. Die Gruppe hat also eine einfach unendliche Schaar von
invarianten Untergruppen.

Wir wollen jetzt nachweisen, dass alle tberhaupt moglichen Fiille
auf einen der aufgezihiten hinauskommen, dass also Elementartheiler
hoherer Ordnung nicht vorkommen kOnnen. Angenommen, die
charakteristische Gleichuug besitze einen Elementartheiler 1 - 1%
Ordoung und zu ®, gehoren die inf. Transformationen X, , X, --- Xg,
in der durch die Gleichungen

(1) (XrXaz) == (0, qu + Cruga;_y X"l—! + .- .
e (X X)) = 00X, F Craa Kayy (Xr X)) = 0, Xe,
bestimmten Weise, so ist bereits in § 8 (B. 31, S. 282) bewiesen, dass
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alle Worzeln @, welche mit @, nothwendig verbunden sind, auch zn
gleich hohen Elementartheilern gehbren. Ist nun w, irgend eine
Hauptwurzel, so muss, wofern weder @, - @. noch @, —~ @, eine

Waurzel ist, sein:
2 Cot (r—v) (Xr-—a Xal) =0,

2,! Cot (rmy) Cir—vyaz ey g == 0.

Wenn aber diese Bedingung nicht erfillt ist, so bilden wir alle die-
jenigen Warzeln, welche ans w. durch wiederholte Addition und Sub-
traction von @, erhalten werden. Betrachten wir etwa diejenige w,,
fur welche w, 4 @, keine Wurzel ist, wohl aber @, — @,. Indem wir
die X, _, mit passenden Factoren multipliciren, kénnen wir bewirken,

dass ist:

also speciell

(2) Ceap @~y = Clag_g(a—izqs Cile—agey = Ci@~y_qa3.q4 U- S W
Aus der Jacobi’schen Identitit fir (r, ¢, «,) folgt:
(3) cr(a-—t)‘u (a—tyy == era,‘ ay_1»

und der Coefficient von X, , in (¢, ¢, @) liefert:

2% Cov () Clr—nyag a3y = — Céuyla~n)y Cla—t)geag_qy —
- c&'az (x—e)y 3 Cla—1) ¢ L7

withrend entsprechend aus (L, £, (e — L)ﬂ) folgt:

§E Cue (r—9) Cir—9) (a1 (a—0)z_y = Cila—yay Cayt (@—-0)p 4 —+
F Cele-0pay g Caz_y ¢ (@

Da aber infolge von (3) die linken Seiten gleich und infolge von
(2) die rechten entgegengesetzt gleich sind, so ergiebt sich:

(4) 2 Cee tr—») Clr—) ey 1= 0.

Diese Gleichung ist allerdings nur unter den Voraussetzungen
bewiesen, dass 1) @, + @, keine Wurzel sei, und dass 2) nicht noch
mehrere gleiche Elementartheiler vorhanden sind. Die Unabhangigkeit
des Resultats von der ersten Annahme folgt aus der Gleichung (3),
und dass die zweite Annahme keinen Einfluss auf das Resultat hat,
lasst sich leicht zeigen. Betrachtet man also Cragay_y * * * Clr—ttegay_g
als Unbekannte, so gilt fiir dieselben ganz allgemein das System der

1 Gleichungen:
2 ’; Cid (r-) c(r—v)alal_l = O,

2 E cxx’(r——v) c(r—-y)al @1 = 0
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wo die aus den Coefficienten gebildete Determinante nicht verschwindet.
Folglich miissen alle ¢y—y)074, , verschwinden und @, kann pur einem
Elementartheiler erster Ordnung angehdren. Somit folgt der Satz:
Wenn fiir eine Gruppe, welche ihre eigene Hauptuntergruppe ist,
die Zahl der identisch verschwindenden Cocfficienten $p(q) - -+ « Grii1(n)
nicht grosser st als der Rang 1 der Gruppe, so hat die Determinantc

. NoCoex — txm§ (L,xwt:1~..f)
i

nur Elementartheiler ersten Grades. Sobald also in diesem Falle e,
eine i-fache Wurzel der charakteristischen Gleichung ist, miissen auch

alle Determinanten verschwinden , welche man aus !2 NoCoex — Oix®a

durch Weglassung von i — 1 Horicontal- und ebensovielen Vertical-
reilen erhdll-

Bei diesem Ausspruch ist vorausgesetzt, dass ein am Schluss von
§ 20 angegebener Satz bereits bewiesen sei. Die Voraussetzungen, aus
denen der Satz unmittelbar hergeleitet ist, sind:

a) fiir I Paare von Transformationen X, und X, welche je als
erste zu zwei entgegengesetzt gleichen Wurzeln ©, und — @, gehdren,
bestehen die Gleichungen:

(X X)) = 2 el Xiros

b) die I auf der rechten Seite stehenden inf. Transformationen
sind von einander unabhingig;

¢) es ist
2 e @, =+.—. O’

d) die Determinante der w,® verschwindet nicht.

Diese Voraussetzungen haben wir also zunichst dem vorangehen-
den Satze zu Grunde zu legen. Wir konnen aber auch, gestiitzt auf
die durchgefiihrten Untersuchungen, die Zusammensetzung aller Gruppen
charakterisiren, welche den angegebenen Bedingungen geniigen und
demnach folgenden Satz aussprechen:

Wenn man in allgemeinster Weise eine Gruppe des Ranges 1 be-
stimmen soll, welche den socben angegebenen DBedingungen genigt, so
kann man folgenden Weg einschlagen:

Man setze fest, dass die X,f cine ganz allgemeine inf. Transfor-
mation sein soll und dass damn X,_if - -+ + Xo_iaf mit ihr vertauschbar
sind. Die charakteristische Gleichung fir X.f hat dann 1 verschwin-
dende und r — 1 nicht verschwindende Wurzeln. Von lelzteren wilie
man 1 willliiirlich, selze zwischen iknen €in System von a.x fest und bestimme
mittelst desselben alle Hauptwurzeln der charakteristischen Gleichung.

Mathematische Annalen. XXXIV. 6
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Jeder Hauptwurzel o, ordne man eine inf. Transformation X,f zu nach
der Gleichung:
(Xf Xt} == @, Xaf- b

. Man wiihle jetst eine Nebenwurzel @,, welche mit den Hauptwurzeln
nach dem Schlusssatz von § 12 vereinbar ist, und suche alle weiteren
Wurzeln, welche mit derselben nothwendig verbunden sind. Die Wall
ist so zu treffen, dass man hierbei zu keimer verschwindenden Wurzel
gelangt. Jeder dieser Wurzeln ordne man eine Transformation Xq zu,
vermittelst der Gleichung:

(X: X.) = 0. X..f-

Soll die Gruppe mehr Glieder enthalten als hierdurch bestimmt
sind, so wihle man in entsprechender Weise eine Nebenwurzel ay,
suche alle mit ihr verbundenen Wurzeln und ordne jeder nach der ge-
gebenen Gleichung eine inf. Transformation zu.

In gleicher Weise fahre man beliebig fort.

Fiir die so bestimmte Gruppe ist die aus den X, -+ « X, ;14 nebst
den simmilichen X.f gebildete Gruppe eine (einfache oder halbeinfache)
Untergruppe desselben Ranges. Alle diejenigen Transformationen, welche
2u den Nebemwurzeln gehiren, bilden eine invariante Untergruppe, deren
Transformationen mit einander vertauschbar sind. Die Gruppe ist also
cusammengesetzt aus eimer einfachen oder halbeinfachen Gruppe mit
einer invarianten Untergruppe, deren Tranmsformationen mit eimander
vertauschbar sind.

Die angegebene invariante Unfergruppe wird wwr dann wicht in
mehrere invariante Untergruppen zerfallen, wenn alle Nebenwourzeln
sich aus einer einzigen vermittelst der entwickelten Beziehungen ergeben.
Die Gruppe kann sogar eine unendliche Schaar von invarianten Unier-
gruppen besitzen. Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn die Gesammiheit
der Wurzeln o, mit der Gesammiheit der Wurzeln wg identisch ist.

Da X,f eine ganz beliebige Transformation ist, bei der nur
specielle Lagen ausgeschlossen sind, so folgt:

Jede allgemeine Transformation einer Gruppe der angegebenen Art
gehirt einer, und zwar einer einzigen, einfachen oder halbeinfachen
Untergruppe desselben Ranges an, durch deren Zusammensetzung mit
der invarianten Untergruppe die gegebene Gruppe erzeugt wird. Desteht
die gegebene Gruppe aus r, diejenige einfache oder halbeinfache Unter-
gruppe, aus der sie gebildet ist, aus r' Gliedern, so enthdlt sie eine
(r —%)-fach ausgedehnte Mannigfaltigheit solcher Untergruppen. DBe-
stimmt man fir eine allgemeine Transformation die hindurchgehenden
zweigliedrigen Uniergruppen ohne vertauschbare Elemente, so wird von
deren Hauptelementen stets dieselbe Zahl der invarianten Untergruppe
angehoren; die iibrigen Hauplelemente liegen mit der gegebenen Trans-
formation in derselben einfachen oder halbeinfachen Uniergruppe.



Znsammensetzung von Transformationsgruppes. 11, 83

Die in § 12 gestellte Aufgabe, eine Gruppe zu bestimmen, fr
welche die r — I nicht verschwindenden Wurzeln sBmmtlich ungleich
sind, kann als eine naturgemisse Aufgabe nicht bezeichnet werden,
da ibre Losungen keinen charakteristischen Unterschied von demen
verwandter Aufgaben zeigen. Eine Gruppe, welche dieser Bedingung
geniigt, kann zerfallen, und sie kann mebrere invariante Untergruppen
wit vertanschbaren Elementen enthalten; die Zahl der letzteren kana,
soweit sie von einander unabhingig sind, hochstens ! betragen, und
niemals zu einer unendlichen Schaar solcher Untergruppen fithren.

Jede Gruppe, welche den beiden aufgestellten Bedingungen geniigt,
muss, wenn sie nicht einfach ist, invariante Untergruppen enthaiten;
soll sie nur eine einzige invariante Untergruppe besitzen, so missen
alle Hauptwurzeln der charakteristischen Gleichung vermittelst eines
einfachen Systems a,, zusammenhingen, und alle Nebenwurzeln miissen
sich aus einer einzigen unter ihnen herleiten lassen.

Um zu ibersehen, welche Schritte zur expliciten Darstellung der
gesuchten Gruppen jetzt noch zu thun sind, beachten wir zuvdrderst
den Fall, dass das System der a,, zusammengesetzt ist. Dieser Fall
fihrt sich sofort auf den Fall eines einfachen Systems zurlick, da
offenbar der Satz gilt:

Wenn fiir eine Gruppe, welche den gestellien Bedingungen geniigt,
das System a,. zusammengeselzt ist, so zerfallt die Gruppe nothwendig
in Bestandtheile, deren jeder nach den angegebenen Regeln zu bilden st

Lassen wir aber das System a,, einfach sein, so ist die Aufgabe,
die entsprechende einfache Gruppe zu finden, in den §§ 17 und 18
gelost. Dadurch wird die Beziebung zwischen den X, .- Xoyp,
X,, X, --- angegeben. Die gestelite Aufgube ist also auf folgende
zwei Aufgaben zurlickgefiihrt:

1. Nachdem eine einfache Gruppe gegeben ist, diejenigen Wurzeln
zu bestimmen, welche mit den Wurzeln der einfachen Gruppe als
Nebenwurzeln vereinbar sind, und welche aus einer einzigen sich ber-
leiten lassen.

. Wem X, - - X,y mit X,, X, - - eine gegebene einfache
Gruppe bestimmen, @, @z - - - weitere damit vereinbare Warzeln
sind, welche sich aus einer einzigen ergeben und auf keine verschwin-
dende Wurzeln fithren, und wenn dann jeder der letzteren Wurzeln eine
inf. Transformation zugeordnet ist, durch die Gleichung:

(-Xr xa) == Gy Xa,
so sollen fir die durch diese inf. Transformationen gegebenen Gruppen
die Coefficienten Ciu( a4y bestimmt werden.

Unter Zugrandelegung der wichtigsten einfachen Gruppen s0ll uns
die erstere Aufgabe in § 25, die zweite in § 26 beschiiftigen. Fir
l=1 sind beide Aufgaben bereits in § 7 gelost. Die in § 8 (Bd. 31, 5.282)

6.



84 W. Knuve.

angegebene Bildung ist dahin abzuindern, dass die Zahlen 2, 2. ..
jedesmal gleich Null zu setzen sind.

Die bisherige Untersuchung beruhte auf den Voraussetzungen, dass
die charakteristische Gleichung im allgemeinen % verschwindende
Wourzeln hat, und dass, wenn zu den entgegengesetzt gleichen Wurzeln
@, und — @, die inf. Transformationen nach der Formel

(XX)y=0ZX, (X,X)=—0oX
gehbren, % von Null verschiedene und unter einander unabhingige
Ausdriicke (X, X;) vorkommen. Bisher sind, nach der am Schluss
von § 20 getroffenen Festsetzung, noch die beiden Fille ausgeschlossen,
dass

a') 2 ot (r—v) w‘(v) b O
ist, und dass
b) die Determinante

. —1
f“’x @, ...w’( )

@, m2' e mz(‘—l) 0
=

w0, 0 - D
ist.

Wir wollen diese beiden Fille jetzt ebenfalls behandeln und zn-
nichst zeigen, dass sie auf dasselbe hinauskommen. Wenn also etwa
der zweite Fall eintritt, so giebt es gewisse Constanten g, - - - g, so
dass fiir jedes v ist:

g0, + g0, 4. - - o™ = 0.
Bilden wir nun die Gleichungen:

2 e (20, + ay0,0) =0,
2 e -9 (20,0 + a0,y =0- -,
multipliciren die erste mit g,, die zweite mit g, - - - und addiren,

so folgt:
9 cll'(r—t’)ml(y) = 0’

wenn nicht speciell die Gleichung besteht:

=2+ anpy tagts + -+ am=0.
Allgemein wird entweder

2 Cee (r—7») wt(v\ = O
2 Uy dy, == 0

oder
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sein missen. Damit die letztere Gleichung flir ¢ mm 1 - .. ] besteht,
muss die Determinaute der a,, gleich Null sein. Nun sind die Unter-
suchungen des § 13 unabbingig von der Gber die Determinante |@,]
gemachteu Voraussetzung; der dort bewiesene Satz, dass die Deter-
minante {a,x|==0 sein muss, gilt also auch in unserem Falle. Daher
muss im Falle des Verschwindens von | @, | mindestens ein Ausdruck
) . .
Zc“-(,.,, @™ gleich Null sein.
Umgekebhrt muss aber mit

2 EQ & (r—r) at{” = O,

auch fiir jedes andere x sein:

S oo =0,
und daraus folgt das Verschwinden der Determinante ||,
Die Voraussetzung

2 Cid (r—ry @M =
kann offenbar nicht fiir jedes v gewmacht werden, weil sonst die Gruppe
ihre eigene Hauptuntergruppe nicht sein kann. Es seien also

(X Xo), (XeX) - -
1 Paare, durch welche ! von einander unabhingige Ausdrilcke

y, Cod (rmr) X(r-r]

geliefert werden, und wo ist:

-y
y, Cost (rmry @ ‘%‘ 0, 2: Cax rery @40 4= U e v o

Hierzu mouen k — ! von einander unabhingige Paare

(XGXG’): (XFXP") e

E;’l Cad ir—r} Xf—-v

die Cawry Coa'—t) * ° * Caw(r—btn) Hicht sammtlichk verschwinden und
zugleich ist:

Y
Z, Cua’(rwv)wa(') ,;30’ E'Cﬁﬁ'(rﬁ)“’ﬁ(')mo' .

Hierbei bleibt es, wie frither, unentschieden, ob noch weitere
Paare der ersten und der zweiten Art vorkommen.
Wir setzen etwa:
(XaXa) == Xr-—k—i—h (X,:r X}'} i Xr«—bi—ﬁ rre
Dann folgt fir jede Wurzel wy:

m}(&—l) = (03‘“"2’ P NP 5% ‘06(" == (),

treten, fiir welche in



86 W. Kmzuine.

Ebenso mbgen der Einfachheit wegen die (X, X.), (X.X,)--.
nur durch X,, X,y - - - X,_i41 ausgedriickt werden. Zwischen je zwei
Wurzeln o, und o, miissen, entsprechend den frithern Sitzen, Coef-
ficienten a,, bestehen, und demnach sind mit @,, @, - - - noch weitere
Warzeln hinzuzunehmen, wenn nicht alle Coefficienten a,, fiir 1S
verschwinden, Somit ist durch X, --- X, ;;; und die simmtlichen
X, ... eine einfache oder halbeinfache Gruppe bestimmt.

Aus der Jacobi'schen Identitdt (¢, ¢, 0) folgt, dass alle Wurzeln

der charakteristischen Gleichung sich durch die @, @y - - - linear
homogen vermittelst rationaler Coefficienten darstellen lassen. Hierher
gehtren auch die @,, @z - - -, welche in Bezug auf die @, , @, - - - den

Charakter von Nebenwurzeln haben. Auch muss die Wahl der be-
treffenden ganzen Zahlen so geschehen, dass man durch Addition einer
Haupt- und einer Nebenwurzel nicht zu einer Hauptwurzel gelangt.
Demnach bleibt auch die Bestimmung der weiteren Coefficienten
Cia(ita)y Cedi+d) ungedndert; dagegen wird ¢y ety = O und tiberhaupt,
wenn @; und @, irgend zwei Nebenwurzeln sind, so muss (X;X,) =0
sein mit Ausnahme der (X, X, ), (XzXy)-- -

Aber auch die Annahme der letzteren ist nicht ganz willkiirlich,
wie die Relation (c , @, (z—{-a)') unter der Annahme, dass @, 4 @, eine
neue Wurzel ist, unmittelbar zeigt. Diese Relation, welche die Gestalt
annimmt:

Ceateta) (Kiera) Xitay) = Cttoye (Xo Xo)

lehrt, dass wenn (X, X,) von Null verschieden ist, dasselbe auch fiir
jedes (X(to) X(it-ay) der Fall sein muss, und dass diese sich nur durch
einen constanten Factor unterscheiden. Sollen also die Ausdriicke
(XzXy) und (X3 Xy) von einander unabhingig sein, so miissen die
Wurzeln @, und @z ebenfalls in dem oben bezeichneten Sinne von
einander unabhingig sein, so dass weder @, durch s noch @z durch
o, gefordert wird; der Fall der Gleichheit ist natiirlich nicht aus-
geschlosseu.

Somit ergiebt sich:

Den beiden Voraussetzungen, dass

1) die charakteristische Gleichung im allgemeinen k verschwindende
Wurzeln hat, und

2) k¥ Paare von Transformationen, welche je als Transformationen
erster Ordnung zu entgegengesetzt gleichen Wurzeln gehbren, durch ihre
Combination k von einander unabhingige Ausdriicke liefern, geniigt man
ausser durch die oben gebildeten Gruppen noch auf folgende Weise:

Man gehe von einer einfachen oder halbeinfachen Gruppe des Ranges
U aus, stelle fir dieselbe die charakieristische Gleichung auf und wihle
eine weitere Wurzel so, dass sie @) mit den gegebenen Wurzeln vereinbar
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ist, und b) keine Hauplwurcel nach sich zicht, Dieser Wursel fiige
man alle weileren Wurzeln bei, welche durch dieselbe gefordert werden.
Wenn nicht dic entgegengesetst gleiche hierunter vorkommt, so ist dicse
(sammé den weiler geforderten) hinsusunchmen. Joder solchen Wurzd
ordne an ene inf. Transformation als solche erster Ordnung bei.
Wenn hiernach die Transformationen Xo, Xoy - - - hinsugefiigt soerdew,
so gehorcht die Comlination dieser mit jeder Transformation der wr-
spriinglich gegebenen Gruppe gans den fridheren Geselzen; wman wihle
Jetst noch (X, Xo) als neue, von den frihern unablhingige inf. Trans-
formation, und selze fest, dass sic mit allen Transformationen dor
Gruppe vertauschbar sein soll.

Jetst bann man eine weilere Nebenwursel wy und alle dadurch
geforderten (nebst entgegengesetet gleichen) hinsufiigen, ihmen weilere
Transformationen Xz, X5 - - - 2uordnen und (X;Xy) als neuc Trans-
formation fesisetzen. U. s. w.

Weitere Nebenwurzeln kimnen gans wic vorhin hinsugefigt werden,

Unter den nach dieser Vorschrift gebildeten Gruppen erwihne ich
die beiden von Herrn Lie gefundenen Gruppen fir drei Variabele:

r, zr + Bp, yr — Bp, 4, Tp — Y4, y»

und
T, Py 4, X7, Y7, ¢, TP — Y4, Yp.
§ 23.
Bestimmung weiterer Gruppen, welche ihre eigenen Hauptuntergruppen
sind.

Dass die in den beiden vorangehenden Paragraphen angegebenen
Bildungen von Gruppen, welche ibre eignen Hauptuntergruppen sind,
nicht alle derartigen Gruppen erschopfen, hat sich fir l = 1 bereits
in den §§ 7 und 8 gezeigt und kann fiir ein grosseres ! leicht erkannt
werden. Um die aligemeine Ldsang vorzubereiten, dirfte es sich
empfehlen zunichst eine Annabme zu verfolgen, welche sich nach
Ausschluss der bisher zu Grunde liegenden, als die einfachste darstellt.

Wir gehen also wieder von ciner gauz aligemeinen inf. Trans-
formation X,f aus und stellen fir dieselbe die charakteristische Glei-
chung auf. Wenn dieselbe & verschwindende Wurzeln hat, so lehrt
§ 19, dass der Gruppe noch %k — 1 von X, und von einander unab-
biingige Transformationen X, - - - X,_44s angehbren, welche mit
X, und unter einander vertauscht werden konnen. Weitere r — &
von den X, --- X, z41 und von einander unabhingige inf. Trans-
formationen werden dann durch die nicht verschwindenden Wurzeln
bestimmt und mogen durch Doppelmarken ¢, %4 - - - bezeichnet wer-
den. Jetzt miissen k von einander unabhingige Ausdriicke (X, X,,)
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die X, ... X, 341 enthalten. Das ist nur mdglich, wenn die zu-
gehorigen Wurzeln @, und @, entgegengesetzt gleich sind. Indem
wir zu — @, die X,  zuordnen, haben wir bisher angenommen, dass
gerade L Ausdriicke (X, X,;) [von Null verschieden und] von einander
unabhingig sind. Wir verfolgen jetzt die Annahme, dass (X, X;) = 0,
aber (X, X,;) von Null verschieden ist. Dann folgt aus (r, ¢, ¢,),
pamlich aus der Gleichung:

e (X, X) =0,

dass (@ — @,)* kein Elementartheiler ist.
Es sei also

E—1
(1) (X‘oxto') =0, (X,X.,) =Zz Cooty (70 Xr—v
0

wo die Coefficienten ¢, () nicht simmtlieh verschwinden diirfen.

Unter den Vielfachen von — o, mogen als Wurzeln der charakte-
ristischen Gleichung vorkommen: — ®,, — 2@, - - - — mo,. Wir
setzen der Kiirze wegen

2;" i (r-my@ = M,

und wollen zunichst annehmen, jede der angegebenen Wurzeln gehore
nur zu einem einzigen Elementartheiler der Determinante. Ist nun
a irgend eine der Zahlen 1...m, so bilde man die Jacobi’sche Iden-

titat far (zo, ¢, (at)o’), welche zu den beiden Gleichungen fiibrt:

(@) oM = cypu @ Cartdd o T
+ s @ity Carti w@dd = Colaie (@i Claas o (@a »
2% 0 = Cy@os@etar Cambal @ = Colan (@imiy Caemd] o @y »

Setzen wir in dieser Gleichung zuniichst o = m, so wird M nur dann
nicht verschwinden, wenn ¢u.—y;ymo,) = O ist. Beriicksichtigen wir
dies und wihlen dann a der Reihe nach gleich m — 1, m — 2. ..,
so verlangt die Bedingung M <=0, dass allgemein cg,—y 0oy =0
ist. Addiren wir jetst die Gleichungen (2) fir a=m, m — 1...1
so folgt M == 0.

Wenn mehrere Elementartheiler der Determinante gleich © + a®,
sind, wenn also die Wurzel — qw, zu mehreren Reihen von inf.
Transformationen fiihrt, so Zindern sich die rechten Seiten von &
und (2%), aber das Resultat bleibt ungeiindert, wofern man auch die

Relationen (Lo, ¢ (57),') .- bildet. Somit folgt aus den gemachten
Voraussetzungen die Gleichung:

3) D ey O = 0.

)
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in gleicher Weise setzen wir Jjetzt flir den Augenblick der Kiirse

wegen
2 Coilir-m ﬁ’(:’ - 'N’

wo @, eine belicbige Wurzel der charakteristischen Gleichung fiir

X.f und @@ die entsprechende Wurzel fir X,_,f ist. Die Jacobi'sche

Identitdt (i, ¢, @;) liefert, wofern zu jeder Wurzel nur eine Reibe

von Traunsformationen gehort, die beiden Gleichungen:

4 N= Coatatay, Gatips' @ ™ Ol ayiomily Cla—ipaa, = Co aytamsl; Cla—ytyanr

(%) 0= Ciaota, Catinna ™ Cuala-n, Clamiy qapr

Man suche alle Wurzeln, welche aus @, durch Addition und Sub-
traction eines Vielfachen von ©, gewonnen werden. Unter diesen giebt
es eine, fiir welche man durch Addition, aber nicht durch Subtraction
von @, eine neue Wurzel erhilt. Giebt man w, gerade diesen Werth,
50 muss, damit N nicht verschwindet, ¢ty . = O sein. Jetet er-
setzen wir in (4) und (4%) @, durch @4 -+ ®,, wobei die linke Seite
von (4) ungeandert bleibt, und finden: cipry s i, == 0, wofern N
nicht verschwindet. In derselben Weise fahren wir fort und addiren
schliesslich die so erhaltenen Gleichungen (4), woraus sich ergiebt:
N == 0.

Es diirfte gut sein, die simmtlichen Voraussetzungen, auf denen
das gewonnene Resultat berubt, in folgenden Lehrsatz zusammen-
zufassen:

In ciner Gruppe sci X, eine allgemeine inf. Tramsformation,
X,y ooo Xo 1 scien mit X, und mil cinander vertauschbar; die
charaliteristische Gleichung habe unter anderen die Wurseln @, —a,, @,
denen fir X,., dic Wurzn o, — o, o entsprechen. Ferner
soll sein:

(X, X)=0X, (X, X))=—a X, (X, X,))=—0, X+ X,
(X X)=0, (X, X,)= 2’ o tr—n) X7
dann besteld die Gleichung:

(5) 2 Cuiiton 05 =0,
Diese Gleichung bleibt auch giltig, wenn man o durch w® ersetat.
Die Gleichung (5) ist an sich bemerkenswerth, sie wird aber be-
sonders wichtig durch mehrere Folgerungen, welche sich unmittelbar
aus derselben ergeben. Verbinden wir namlich mit (2) die Gleichung
(X‘e X“n') * O) wo (XrXx‘,) == (i Xx: (erxg') Y G)xXgr ist, &ﬁO
zeigt die Gl (5) unmittelbar, dass die Grappe zerfallt. Wollefx wir
also zu einer nicht zerfallenden Gruppe gelangen, so diirfen wir mit
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der Voraussetzung (X X)) =0, (X, X,) == 0 nicht (X, X.:)40
verbinden. Auf dieselbe Weise zeigt sich, dass fiir eine nicht zer-
fallende Gruppe mit (X, X,)=0, (X, X,)=3=0 nicht zugleich die
Beziehungen (X, X,;) =0, (X, X, ) =0, (X, Xs) 40 bestehen
kéunen. Ebensowenig geniiglt es, wenn p = r sein soll, weitere
(X, X)) als von Null verschieden voranszusetzen. Zundchst miissen
wir, wie wir hier — @, als mehrfache Wurzel vorausgesetzt haben,
auch die entgegengesetzt gleiche Wurzel @, als zweifache Wurzel an-
nehmen. Dann ist, wie bereits bemerkt:

©) G Coonwe  (Rudla)

Crag Clr—) 614, (X, X.)
Zugleich muss (X, X,;) als vou Null verschieden und von simmtlichen
(X,, X, unabhingig angenommen werden. Endlich ergiebt sich,
dass nicht nur kein X, , X,, ..., sondern auch kein X, vorkommen

kann; man hat nur (r, ¢+ %), (L—f—%)tl) zu bilden.
In der Jacobi'schen Identitit (r, ¢, %)

(D o (X X)) F Craw, (Ko X)) = Crictn (40 Comalen, Koo,
beachten wir den Coefficienten von X(i., und verbinden damit die
aus (7, ¢, %,) und (r, ¢, %,) folgenden Gleichungen, von denen die
erstere ist:

Cra %, Cooty(ix)y == Cogary (e#)s Cr a2
so ergiebt sich:

(8) c‘oxo(‘f'*‘x)o = 0, G‘L"o("'*")l = 0’
Aus der Jacobi'schen Identitit fiir (¢, ¢ «,):
(9) : ;y Co il (r—v) ﬁ’g) = Cy aatt), Clata,u @ — Cofo(a—0, Ce—toua

leiten wir in der schon ofters angegebenen Weise her:

(10) 2 :’ Cuil i~ (202 4+ @ 08) =0,
WO a,, eine ganze (positive oder negative) Zahl mit Einschluss der

Null ist. Ist also ¥ 6, (—n @) = 0, so muss auch fir jede Wurzel-

reihe @ sein: Ev Cuifr—vy @ = 0. Damit die Gruppe ihre eigene

Haupt- Untergruppe ist, miissen mindestens ! Paare ®, und — @, vor-
kommen, fiir welche

(X‘:. X‘s') = Z’ Cuy) (r—v) Xy
und zugleich

- : ;w Cuy’ (r—) 601’) + 0

ist. Zugleich lassen sich alle Wurzeln @, als homogene lineare Func-
tionen der @, mit rationaler Coefficienten darstellen.
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Ganz entsprechend der Gleichung (9) ist die folgende:

(11) Z’ Curier 9 DU = Co ity Conotuss 1, ™ G,y Ge=ohy Clumatyriy’s

welche sich aus dem Coefficienten von X, in (4, ¢, x,) ergiebt.
Jetzt leiten wir ans der Jacobi'schen ldentitit die Relationen
(65 ¢y ta)s (‘t, A (2;),,) .«. her, deren erste ist:

Y Coutimn O == Cugaa, Cany’s ™ 2 Cuir=n Groviag,
und addiren dieselben, so folgt:
(12) 2‘ Cooir—v) Crm—vig, ¢ = & Y Coiy ey O,

wo a eine positive ganze Zahl mit Ausschluss der Null ist, Hiermit
bringen wir noch (4, ¢, %) zusamwmen, nimlich:

( 13) 21 Coe fr—n) Cr—mixx, & Comtmtal, Cumtadony %, ™ €l wy(x=a)y Gk - o>
Die Gleichung (‘o: %, (¢4 z),'), nimlich:

€ xs ety (Kiebus, Xiow) + oo (Xer X)) + oy o (X X)) = 0
lehrt unmittelbar, dass unter den simmtlichen (X, X, ) hdchstens I
von einander unabhiingig sein kdnnen, Diese Zahl wird auch jedesmal
erreicht, wenn das System der a.. nicht dem System A) Squivalent
ist. Denn wenn weder @, 4+ @, noch @, — o, mit @, und o, eine
neue Wurzel ist, so wird die rechte Seite von (13) verschwinden.

Demnach muss Ev Co i (r-v) Cr—vyu,x, = O sein, wihrend entsprechend
E Coir—9) Co—vpre, Dicht gleich Null sein kann; und es kdnnen

(X, X.,) und (X, X,-) nicht durch Multiplication mit einem con-
stanten Factor in einander dibergefiihrt werden. Diese specielle Voraus-
setzung iiber die Wurzeln @, und @, kann aber immer gemacht werden,
wenn das System der a,, nicht in A) Ubergefithrt werden kann. Als-
dann ist also die Zahl & der verschwindenden Coefficienten ..., 241
mindestens gleich 2. Nur wenn das System a,, auf A) hinauskommt,
miissen wir es wenigsteus als mdglich hiustellen, dass die saimmtlichen
(X, X.;) auf weniger als I von eipander unabhingige iof. Trausfor-
mationen hinauskommen.

Man wihle jetzt ! von einander unabhingige Hauptwurzeln
@, @y ... und stelle die I Gleichungen auf:

Dann bestimmen diejenigen 7, welche diesen Gleichungen geniigen,
mindestens eine (I — 1)-fach ausgedehnte Maunigfaltigkeit. Diess ist
unmittelbar klar, wenn k> 21 ist. Sollte das aber nicht der Fall
sein, so werden auch die Gleichungen (14) nicht sammtlich von ein-
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ander unabhingig sein. So oft von diesen Gleichungen mehrere von
einander unabhiingig sind, muss anch die Zahl der von einander up.
abhingigen (X, X./), (X, X.,) ... zunehmen. .

Um das zun beweisen, beachte man (r — v, ¢, %) und
(r — v, (4 %), %), nimlich die Gleichungen:

Corms) ity Cromletn), 1 Cr—mimt, Cuxolt®ly == Clrr) (o) (bn)y Couty (i,
Clrn) (0, (0ly Cletmoms 1o T Clr—mny’ % Clmlo % 15 == C(r=3) ¢y Clatn iz, o, -
Da der Quotient ¢;—yj 2/, ¢ Cr~nr 4, VOR ¥ Unabhingig ist, so kbnnen
die vorstehenden Gleichungen nur dann von einander unabhingig sein,
wenn die Gleichung

Crpxi (a0 Cletao 2 o == Coyty b Clutahiy 14y
sowie diejenige Gleichung besteht, welche man hierans dureh Ver-
tauschung der Marken ¢ und x erhilt. Indem man X, und X, mit
passenden Factoren multiplicirt, kann man erreichen, dass

(15) Cogty (vl = Coyxy(upde = Copy (1),
ist, und man kann bewirken, dass entsprechende Gleichungen fiir
alle diejenigen Marken bestehen, zu denen man durch Addition und
Subtraction der Wurzeln @, und @, gelangt.

Die Waurzeln @, und e, seien durch die Zablen a,, und a,. ver-
bunden; aus o, erhalte man durch Addition und Subtraction von e,
die Wurzeln

B —Q@, * - Be—6,, y~-- COx'}—BCOL,
wo b — a = ax, ist; ebenso mogen die Wurzeln
0 — @, @ @+ Yo,

vorkommen, wo b’ — a' = @, sein muss. Sind fir X yu, Xit, - - -
constante Factoren passend gewihlt, so gelten folgende Relationen:
Cr—my et Gebiy, == Cr—n) 2% T Co—n) it
Cor—v) =)y (e—t)y == Cr—n) 2, %, Cr—9) ity

c(r—-v) (x420), (%4-2¢), == c(r— ) X%y X, + 2 Cor—v) oo

. . . . . . . . . . . . .

Indem man nun in (13) o, durch alle Wurzeln @, — ao,--- 0, be,
ersetzt und addirt, erhilt man die Gleichung:

2 Coyef r—v) {2 Clr—v) %, %, + . Cir—v) :,‘zc} =0
und entsprechend:

2 Cxxi r—3) {@ex Cosynyx, + 2Crvyii} = O.
Da a.xax. nicht = 4 sein kann, so miissen jedesmal, wenn die beiden
ersten Gleichungen (14) von einander unabhingig sind, auch (X, X.:)
und (X, X,,) wesentlich verschiedene inf. Transformationen darstellen.
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Ersetzt man in der ersten Gleichung (14) die Marke « durch &,
so erhilt man die erste Gleichung wieder bis auf einen constanten.
Factor. Bildet man die entsprechende Gleichung fiir die Marke : 4%,
so erhiilt man eine Gleichung, welche sich aus den beiden ersten
Gleichungen (14) homogen linear zusamwmeusetzt. Man kang also {

von einander unabhiingige inf. Transformationen Zm-. Xy 30 be-
stimmen, dass fir alle Marken ¢ ist:

(16) (2 Nr—» Xr-v; X:.) e T, Xu f-

Die Gleichungen (14) indern sich nicht, weun man X, durch
X, + 7. X, ersetzt. Nimmt man jetzt X, in der Schaar p X, 4 v X
willkiirlich an, so soll zuniichst 7 so gewdhit werden, dass wenn
gesetzt wird:

(Xm -Xt.’ + 7, Xq,‘) == Z’ Nr—vw X,

fir die Coefficienten 7, ... %—sq1 die Gleichungen (14) bestehen.
Diess giebt die Gleichungen:

2;’ € r-n Cr—nae T ¢ 2;’ Coty trm) Cirmmriye, = 0,
17 '
a9 Y Coi r-) Commimm, + Ne 27 Coiite—n) Cr-vimx, == 0.

Wir haben zu beweisen, dass diese ! Gleichungen auf eine einzige
binauskommen. Nun haben wir bereits bewiesen, dass wenn der
Quotient

Cr—ue, b Cr—mxx,
nicht fiir alle » denselben Werth hat, dann die Gleichungen (15) und
die entsprechenden fir ¢ 4 x u.s. w. bestehen. Wir suchen dann in
(4, 4> %,) den Coefficienten von X.,, welcher liefert:

: ;’ Coo(r-v) Cormnyx, 2, == Co,x, (x4eh, Clada)y o' %, + Coyx, (2413, Cladit o, %, +
= Gy =ty O -1}y 02, Cy -0, Clx o 0m,0

Daraus folgt in der bereits oben durchgefiihrten Weise:

E;’ Ci o) ir—v; (Qc(r'v) 2%, Gxo Cir—r)y, 4‘) - ().

Somit wird auch in diesem Falle die zweite Gleichung (17) aus der
ersten durch einfache Multiplication mit einem constanten Factor
erbalten.

Man wahle iberhaupt ! inf. Transformationen X, X, ... je
in den betreffenden Schaaren beliebig und bestimme die X, , X, ...
so0, dass die Gleichungen (17) und die entsprechenden far PR PR
erfillt sind. Um fir X4, die richtige Wahl zu treflen, lasse man
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(X, Xs)) = €y x (42, X(etn), sein. Hierbei ist das Verfahren einzu-
halten, welches im vorigen Paragraphen (8. 78) fiir einen Zhnlichen
Zweck eingeschlagen ist. Auch ist der Beweis, dass man hierdurch
fir jede Marke zu einer ganz bestimmten Transformation gelangt,
wenn auch die zugebdrige Wurzel auf mehrfachem Wege aus den ]
zuerst gewihlten Wurzeln @,, @, ... erhalten werden kann, ganz dem

dort gelieferten Beweis gleich: man hat die Relationen (1,, %, (+ 4 %))
und (¢, %, 4,) zn benutzen.

Jetzt vertreten die Wurzeln @,, @, . .. und alle daraus vermittelst
der Coefficienten a,. erhaltenen die frither definirten Hauptwurzeln
und sollen auch als solche bezeichnet werden, Zu ihmen gehdren inf.
Transformationen X, , X, ..., welche in der angegebenen Weise ge-
wihlt sein sollen. Diese bestimmen mit ! inf. Transformationen

Z Nr-y X,—y, fir welche die Gleichungen (14) erfiillt sind, und

welche jetzt als X, ... X, 41 bezeichnet werden sollen, eine einfache
oder halbeinfache Gruppe. Die iibrigen inf. Transformationen, durch
welche nach den obigen Festsetzungen die Gruppe bestimmt ist, und
zu denen die simmtlichen X, , sowie die (X, X“) gehoren, bestlmmen
eine invariante Untergruppe.

Gleichwie bei den Voraussetzungen des vorigen Paragraphen alle
Elementartheiler vom ersten Grade sind, so konnen sie hier héchstens
vom zweiten Grade sein; aber wenn auch fiir eine ganz allgemeine
inf. Transformation ein Elementartheiler vom zweiten Grade ist, so
wird derselbe in zwel Elementartheiler ersten Grades zerfallen, sobald
durch die gewihlte Transformation diejenigen Bedingungen befriedigt
werden, welche fiir X,... X, i, vorausgesetzt sind. Diese Folgerungen
ergeben sich aus den Entwicklungen des vorigen Paragraphen (8. 80).

Indem wir jetzt dazu iibergehen, die einzelnen Classen von
Grappen, welche den hier aufgestellten Bedingungen geniigen, kennen
zu lernen und nidher zu charakterisiren, ist es angebracht, nur den
Fall einer einzigen invarianten Untergruppe in’s Auge zu fassen. Wir
haben dann zwei Fille zu unterscheiden, von denen jeder in mehrere
Unterabtheilungen zerfillt: 1) mogen iberhaupt nur die Wurzeln
@, @y ... vorkommen, oder es sollen doch alle weiteren Wurzeln
aus ihnen vermittelst ganzzahliger Coefficienten gebildet sein; und
2) es sollen ausserdem noch Wurzeln vorkommen, welche sich aus den
Hauptwurzeln nicht vermittelst ganzzahliger Coefficienten bilden lassen.
Im ersten Falle mogen ausser den Hauptwurzeln ,, @y . .. noch
als Nebenwurzeln vorkommen m, @, + m.@. ... wo die m, ganze
Zahlen sind; jede solche soll mit @,, @ . .. bezeichnet werden. Wenn
dann zu @, und — @, gehoren X, , X, resp. X, , X,;, so nehmen
wir zuvorderst an, es sei (X, Xo/) = (Xo, X,,) = (X, Xo) = - - - =0.
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Dann gehdrt jede Nebenwurzel einem Elementartheiler ersten Grades
an, und wenn nur eine einzige invariante Untergruppe vorhanden
sein soll, so missen die Nebenwurzeln einfache Wurzeln sein. Da
fr jede Nebenwurzel @, nothwendig ((X,X.;) X,) == 0 ist, so muss
wegen (4, ¢, @) auch Cuqogq, == 0 sein, wie man erkenunt, indem
man zundchst @, so wiblt, dass @, — @, keine Wurzel ist, und indem
man dann in der angegebenen Relation die o, der Reibe uach durch
0, — @, 0 — 2@, ... ersetzt. Die Gleichung ¢, i, =0 gilt
auch noch, wenn @, 4 @, eine Hauptwurzel ist. Audererseits sei @,
eine Nebenwurzel, zu welcher man durch Addition zweier Haupt-
wurzeln @, und @, gelangt; dann lehrt die Jacobische ldentitit fur
(a, Lo', x") 2 Cany, == 0, Car) x, &= 0. Ebenso fOlgt Clatayal x, - Q. Die
bier gefundene Classe von Wurzeln kann demnach in folgender Weise
charakterisirt werden:

Man gehe von einer einfachen (oder halbeinfachen) Gruppe G,
vom Rauge ! aus; in dieser withle man X, ... X, .41 mit einander
vertauschbar, aber sonst ganz allgemein; die Haupttransformationen
der zweigliedrigen Untergruppen, denen X, angehdrt, bezeichnen wir
mit X, , X, ... . Man suche nach den Anweisungen von § 12 weitere
Waurzeln, welche mit den gegebenen Wurzeln vercinbar sind, und
richte die Wahl so ein, dass die Coefficienten ganzzahlig sind. Ausser-
dem hat man eine gewisse Anzahl verschwindender Wurzeln hinzu-
zufiigen, Jeder Nebenwurzel @, ordne man eine inf, Transformation
X, so zu, dass (X, X,) = w, X, ist; fir @, == @, ersetze man X,
durch X,. Die zu den weiteren verschwindenden Wurzeln gehrigen
inf. Transformationen mogen mit X, ;... X, 441 bezeichnet werden.
Dann bestimmen die X, ... X, i1, X,, X« eine invariante Unter-
gruppe, deren Transformationen mit einander vertauschbar sind. Wenn
o, + @, = @y ist, so wird (X, X,) durch X; ausgedriickt und ¢, oy
verschwindet nicht. Hier kann o, oder wy gleich einem w, sein.
Ganz entsprechend wird (X, X)) durch X, ... X, _sprund (X, X, o)
durch X, dargestellt, ohne dass die Coefficienten verschwinden.

Wollte man die Nebenwurzeln als eiufach voraussetzen und dabei
annehmen, dass (X, X,) von Null verschieden ist, so milssen sich
alle (X, X,) durch eine einzige inf. Traunsformation darstellen lassen.
Wenn auch die Nebenwurzeln zu Elementartheilern zweiten Grades
gehoren, so hat man zu denjenigen Transformationen, durch welche
die (X, X,) dargestellt werden konnen, hochstens zwei hinzuzufiigen,
um alle (X, X.) und (X, X,) darstellen zo kOpnen. In beiden
Fillen miissen noch bestimmte weitere Bedingungen erfillt sein; ob
aber Gberhaupt diesen Voraussetzungen Gruppen entsprechen, kann
ich noch nicht angeben.
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Wir nehmen jetzt an, es kiimen auch solche Nebenwurzeln vor,
deren Ausdruck gebrochene Coefficienten erfordert; und dabei wollen
wir die Entwicklungen nur in dem Falle durchfiibren, wenn -alle
Nebenwurzeln diese Eigenschaft haben. Indem wir die X, ... X, ,,
und die X, in der festgesetzten Weise bestimmen, ist durch diese
eine einfache oder halbeinfache Gruppe gegeben, in welcher alle Coeffi-
cienten ¢ als bekannt vorauszusetzen sind. Zugleich wird durch
diese Transformationen nebst den X, und den (X, X,) eine Unter-
gruppe bestimmt. Daraus folgt, dass die (X, X.;) sich durch I von
einander unabhingige inf, Transformationen, aber nicht durch weniger
darstellen lassen. Man kann also

Copi) (r—t—m) == Cyy i) (rmi—v) == €0 (r—9)
machen fir =0 ...7—1; ebenso
Xty X,) = 0 X,
und fiir ,
@, + WDy == 03 2 Cx,2, = Ciox, 2, = C,m, 3,

Machen wir zaerst die Voraussetzung, dass die Nebenwurzeln
nicht nur zu Elementartheilern ersten Grades gehdren, sondern sogar
einfach sind, so folgt aus (i, ¢,/, &), nimlich aus der Gleichung:

€y a (a0 Ca—d wa T Casato Caty e = 0,

dass €4+ =0 ist. Die Relation («, (¢ — &), ¢,) lehrt, dass alle
(X Xo) sich entweder aus den (X, X, allein oder mit Hinzufiigung
einer einzigen weitern Grosse ergeben. Es eriibrigt nur noch die
Caps, fir ©e - @g = @, zu bestimmen, worauf hier nicht niher ein-
gegangen werden soll. Um ein Beispiel anzufiihren , bestimme man eine
Gruppe durch die Transformationen Y, Y,, Y, X, X,, X5, X,, X_1,2,
indem wir festsetzen:

(YY) =Y, (XYo)=(T.X.)= X, (Y, X)) = —27,,
(Y, Yp)=2Y_,, (Y X,) = —2X,, (YX_3)=2X_s,
(X0Y2)=—2X2: (Xp Yp) =2X o, (¥YX)) =—X,
XX )=X,, (Y, X))=2X,, (Y=X)=X,, X,X4)=2

w0 Z eine ausgezeichnete eingliedrige Untergruppe ist. Im vor-
liegenden Falle zerfilit die sechsgliedrige invariante Untergruppe in
zwei dreigliedrige; ob das allgemein stattfindet, mdge offen gelassen
werden,

Wir nehmen jetzt an, auch die Nebenwurzeln gehorten zu Ele-
mentartheilern zweiten Grades. Indem dann zu @, die inf. Transfor-
mationen X, und X, und zn — e, die X,; und X, zugeordnet
werden, muss (X, X, /) =0 sein. Wir bilden die Jacobi’sche Identitit
fir (¢, ¢,, &,) und ersetzen @, hier der Reihe nach durch alle Wurzeln,
zu denen man aus einer solchen durch Addition und Subtraction von
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@, gelangt. Dann zeigt sich, dass wemn ((X, X)) X.) nicht ver
schwindet, auch kein ¢, 4 (e, verschwindet, wofern @, 4 @, eine
neue Wurzel ist Figt man hierza eine passend gewahlte Relation
(%0s @, %), s0 erkennt man, dass @berhaupt, wenn irgend einmal
€ya@tal, You Null verschieden ist, diess jedesmal filr g, ce4p, €in-
treten muss, wofern nur @, -+ @, eine neue Warzel ist.

Ganz entsprechend zeigen wir unter Anwendung von (a,, &, ¢,),
dass mit (X, X.) 4= 0 fir 0, 4 o3 = o, such ¢, 4, vou Null ver
schieden sein muss, und dass umgekehrt das Nicht- Verschwinden
eines Coefficienten ¢, ;, dasselbe far (X, X, ) nach sich zieht.

Man kann immer eine Hauptwurzel @, und zwei Nebenwurzeln
©, und @; so auswihlen, dass @, 4+ @, eine neue Nebenwurzel o,
und @, + @5 + @, eine weitere Hauptwurzel ., dass aber @, + oy
keine neue Wurzel ist. Daun lehrt die Relation (34, a,, 8,) ¢ ¢ea,y, Cropn, =0,
dass entweder (X, X,,) oder (X, X,) gleich Nuil sein muss. Somit
werden wir hier auf zwei sich gegenseitig ausschliessende Moglich-
keiten gefiihrt, nimlich ob die Coefficienten ¢, 4 o1y, oder ob die
€a+ von Null verschieden sind. Der letztere Fall liefert allerdings
Elementartheiler ersten Grades.

Umgekehrt kann man aber den Fall, dass derartige Doppelwurzeln
vorhanden sind, immer in der angegebenen Weise bebandeln, wenn
man wur die X, so wihlt, dass (X, X,.) stets gleich Null ist.

In der ersten Classe bilden bereits die X, fiir sich eine invariante
Untergruppe, und zwar eine solche, deren Transformationen simntlich
mit einander vertauschbar sind; dagegen enthilt die invariante Unter-
gruppe fiir die zweite Classe keine invariante Untergruppe von ge-
ringerer Gliederzahl unter sich. Wollten wir annehmen, dass sowohl
“die (X, Xj) wie die (X, X,,) immer gleich Null sind, so wirden
wir zu vollstindig getrennten invarianten Untergruppen gelaugen.

Jede der beiden angegebenen Moglichkeiten schliesst wieder die
beiden Fille ein, dass auch alle (X,, X.), (X, X.;) sich bereits
durch die (X, X,) darstellen lassen oder neue inf. Transformationen
bediirfen. Im ersten Fall ist % ==2!, im zweiten =24 1 oder
=21+ 2. Es unterscheiden sich ndmlich die (X, X /) nur durch
einen constanten Factor, die (X, X,) dagegen lassen sich durch eine
unter ihnen und die (X, X} ausdriicken.

Als Beispiele fibre ich zwei zehngliedrige Gruppen vom Range
Eins an, von denen zehn inf. Transformationen mit X, X, X/,
Y, Y, Y, U, U, V, V' bezeichnet werden mogen. In beiden
Gruppen soll sein:

(XOX,}—*—“——f.)X,, (X,,X")aszx,', (.XoY:)““"gYn (xo 1’1')‘“‘217(7
X, 0)y=—U, (X U0)=U, X V)=—V, (X, V)=V,

”
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(Y, X)=—2Y,, (Y,X)=2Y/, (Y,U)=— v, (LO)=v,
(X, X,)=X,, (Y,X,')=(X,Y,')=Yo,
(Xil V) =—V, (Xll 0)y=-0U, X, V)=V, (X, U)=0.
Hierzu treten in dem einen Falle:
(Y, 0)=7, (X, V)=-7, FQB=-7V, (XU)=V,
(UV)y=U'V)=(UV)=({UO'V)=0.
Im zweiten Falle dagegen ist:
(XU = (Y, 0) = (Y, U) = (L, U) =0,
(CYV)=2Y,, (UV)=2Y/, UV)=1Y, (UV)=7%,.
Die nicht hingeschriebenen Combinationen geben ein verschwin-
dendes Resultat. Die erste Gruppe ldsst sich in vier Variabeln

z, y, %, v, wenn denselben die Differentialquotienten p, ¢, 7, s ent-

sprechen, in folgender Weise darstellen:

Xy=p, Yy=¢q, U=r, V=35, Xy =22p+2yq+ru+sv,
Y, =2zq + 2ys, X,'=a*p+ 2xyq + (ur + vs) xr 4 yus,
Y/ =aq+ zus, U =ys-+ar, V' = xs.

Die zweite driicken wir in drei Variabeln entsprechend aus:

Xi=p, Y,=4q, U=r, V=229, Xy =22p + 2yq + 2,

Y, = 224, X, = 2p 4 2zyq + z27,
Y = 2%¢, U = zr, V' = 2zzq.
§ 24.

Zusammensetzung aller Gruppen, welche ihre eigenen Haupt-
untergruppen sind.

In einer Gruppe, welche ihre eigene Haupt-Uutergruppe ist, sel
X, f als eine inf. Transformation ganz allgemeiner Art vorausgesetzt.
Fiir diese habe die charakteristische Gleichung % verschwindende
Waurzeln, so dass nach einem frither bewiesenen Satze k — 1 weitere
Transformationen X, ; ... X, ;4 vorkommen miissen, welche mit
X, und unter einander vertauschbar sind. Zu jeder nicht ver-
schwindenden Wurzel e, gehoren bestimmte Transformationen X, ... X,

fir welche die Gleichungen bestehen:
(X, X) =, X,
(Xr Xc.} == ), X‘, -+ Creyey Xxo e (Xr Xla) = @, Xla + et

Die r auf diese Weise gefundenen inf. Transformationen werden der
Untersuchung zu Grunde gelegt. Da die durch die (X, X,) bestimmte
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Gruppe mit der gegebenen zusammenfallen soll, so miissen zu gewissen
Wurzeln die entgegengesetzt gleichen vorkommen, und wenn X, , X.....
zu —@, gebdren, so miissen fir gewisse Paare entgegengesetst gleicher
Warzeln die Beziehungen bestehen:

(1) (X Xp) = DV egiyen Kmns

wo wenigstens einige der Coefficienten nicht verschwinden. Da aber
nach den Entwicklungen, welche im Anfang des vorigen Paragraphen
im Anschluss an die Gleichungen (2) — (4) durchgefiihrt sind und
welche sich unmittelbar Gbertragen lassen, zugleich mit der Gleichung

Ev Cipipir—ny © == 0 anch ¥ €y pir—v) O = O
sein muss, wo @_...@% ! irgend zusammengehOrige Wurzeln fir

X, ... X, 441 sind, so muss es miglich sein, die @, und — @, und
die Marken a und b so zu wiihlen, dass

(2) 2’ c‘a éirv-v) ‘D“’) ‘*’ 0
ist.

Aus dieser Gleichung ergeben sich weitere Folgerungen. Die
Relation (i, ¢, ¢,), zu der man fir den Fall, dass —2@,... Wurzeln
sind, noch (q,, Wy (2;)5') ... fugt, sowie iberhaupt die Relationen
(ta) &, &) fir ¢=0...5—1, liefern das Resultat, dass

1) nicht alle Coefficienten ¢, ¢~ gleich Null sind, und dass

2) fiir c=0...b—1: D 6y iimm @ =0 ist.

Ebenso diirfen, wenn » < a ist, die Coefficienten ¢, ., (—, nicht
sammtlich verschwinden, aber es muss 2 Copdir w @) == ) scin,

Die Jacobi’sche Identitit fir (r, «, ¢,) liefert:

Crigie (X‘:-»x X))+ c"c-—l‘cfﬁ(x‘r-—ﬁ X)Aorm- 0.
Nimmt man hier an, (X, , X.)... (X, X) seien gleich Null, aber
(X.._, X,;) nicht, so folgt ¢ ., ==0; dann kann also @, keinem
Elementartheiler (¢ 4+ 1)«= Grades angehoren. Wenden wir diess auf
die oben gemachte Voraussetzung an, so folgt:

1) @, kann zu keinem (a -+ 2)-fachen Elementartheiler gehoren;
2 esist (X, X )=+ == (X, X/} == 0.

Ebenso folgt, dass nur (@ + @,)**!, nicht aber (@ + w,)*+* ein
Elementartheiler sein kann, und zugleich (X, X ) == - - - = 0 ist.

Die Jacobi'sche Identitat fir (7, &, &) liefex:t far ¢ +b==b+41,
wofern b die kleinere der Zahlen a und b ist, die Gleichung:

Cricsm (X‘tml X‘;) =Gy "B*»l (X‘c X‘%-—I)’
T
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woraus sich ergiebt, dass alle (X, X,), fir welche ¢ + 6 =} ist,
von Null verschieden sind und sich von (X, X.;) nur durch einen con-

stanten Factor unterscheiden. Hieraus folgt denn, dass in (1) und
(2) die Nummern a und b einander gleich sind. In gleicher Weise
sind ﬁberhaupt wenn mF+n=c-4 5 und 2a > c+ b > a ist, die
(X Xi) und (X, X)) ausser durch einen constanten, von Null ver-

schiedenen Factor nur um solche Grossen (X‘e X.,) verschieden, fiir
welche o -+ 6 <m -+ n ist.

Die Relationen (15, ¢, &) vnd (&, £, &) zeigen entsprechend
der Gl. (12) des vorigen Paragraphen, dass fir b < c¢<a

E; czgt;(r-—v) c(f—»’)lclb =0

c:‘. :; {r—7) c(r—v) gt

ist, dass dagegen

sich von
S’;. Ci, s;(r-v) 03?)

pur durch einen constanten Factor unterscheidet. Daraus folgt, dass
sich (X, X.) nicht durch (X, X/) ... (X,_; X.;) darstellen lasst,
dass iiberbaupt die simmlichen Ausdriicke (X,() X/) gerade a1
wesentlich von einander unabhingige Functionen der X.,... X, 4, sind.

Wir fassen die vorstehenden Resultate in folgender Weise zu-
sammen:

Damit die Gruppe ihre eigene Haupt- Untergruppe ist, muss ihre
charakteristische Gleichung fir eine ganz allgemeine inf. Transformation
mindestens ein Paar enigegengesetzt gleicher Wurzeln haben. Wenn k
der Coefficienten ., ¥r_1 . .. Yrzp1 identisch verschwinden und damit
alle Unterdeterminanten v — & -+ 1% Grades der charakteristischen
Determinante, so migen mit der einmal angenommenen allgemeinen inf.
Transformation X.f die weiteren X,y . . . X, 311 vertauschbar sein.
Zugleich mibge eimer Wurzel o, fir X, die Wurzel o fir X,_, ent-
sprechen. Zugleich migen 2u o, & 4+ 1 inf. Transformationen gehiren,
so dass die Gleichungen erfiillt sind:

(XX,)=0X, + X,

217
(X" X‘a—l) =oX, ,+ Xis o (X X) = 0X,
und ebenso mogen zu — @, die Transformationen gek(')'renv:
XX)=—eX 4+ X _,,
XX, _ i) = — 0. X, ot T Xy o (X X)) = — 0. X,
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Endlich diirfen X, und X wicht mit cinander verlauschbar wnd
sollz'c,é.;{,,v, o von Null verschieden sein.

Dann muss je einer der s @, und — o, gehirigen Elemen
theiler den Grad a + 1, aber keiner derselben dar/’m&ahmta;
reichen. Ferner ist (X‘?X,;)-O, wenn @ + 6 < a ist, aber
(X‘eX‘;)qEO fir o+62>0a; st v+ 3=m4u, 50 isl bis auf
einen von Null verschiedenen Factor das (X, X.) gleich (X, X))
vermehrt um Ausdriicke von solchen (X, o X.), fir welche o+o0<m-+n
ist.  Alle diese (X‘QX‘;) stellen & + 1 von einander unabhingige Aus-
driicke dar. Aber wenn ¢ + ¢ < 2a st, so ist

2’ cﬁe 1;(rv-v) (0::) Lad 0,
wenn @, @y ... @50 irgend cinander entsprechende Wurzeln fiir
X Xoot oo X sind.

Wenn eine Wurzel den im voranstehenden Lehrsatze aufgeziblien
Bedingungen geniigt, so mdge sie als Hauptwurzel bezeichnet werden.
Dazu ist erforderlich, dass auch die entgegengesetzt gleiche Grosse
eine Waurzel ist, und dass, wenn zur ersten die Transformationen
X, X, ... X, gehoren, zur zweiten die X,:, X, ... X/ geloren,
und dass diejenige Transformation, welche man durch Combination
von X, und X erhilt, mit keinem X, ... X, vertauscht werden
kann. Es ergiebt sich unmittelbar, dass wenn @, eine Hauptwurzel
ist, dasselbe von — @, gilt.

Wir suchen jetzt alle von einander unabhingigen Hauptwurzeln.
Dabei betrachten wir mehrere Hauptwurzeln, z. B. @, @, @1 nur
dann als unabhingig, wenn die Gleichungen

E;’ (ac,fyr-n T+ beuy xy ir—n + €CE r-m) o = 0,

2.' (¢, &ir—n + benyayr—n F CC1 p-m) O =0,

. s a e . . « s 0w D

fir alle Wurzeln @,, ®; ... und constante Werthe 4,5, ¢ nur dann
erfillt werden konnen, wenn a, b, ¢ gleich Null sind. Da die Gruppe
ibre eigene Haupt-Untergruppe ist, so missen, wenn i die Zahl der
von einander unabhingigen Hauptwurzeln ist, zwischen den r — k
Wourzelreihen noch % — | lineare Bedingungen bestehen. Somit ist
1 gleich dem Range der Gruppe.

Wir machen die Voraussetzung, dass alle Hauptwurzeln zu Ele-
mentartheilern vou demselben Grade gehdren, indem wir hoffen, dass
diese Vorausseizung selbst in den Fillen, wo sie nicht nothwendig



102 W. Krurine.

ist, ups fir die Bildung der Gruppen den ndthigen Anhalt liefert.
So seien @,, @y, &, + @, drei Hauptwurzeln und alle drei seien
(a + 1)-fache Wurzeln im Siune der Gleichungen (1). Dann bilde
man fir ¢ < a die Jacobi’sche Identitit (Lq, %, (¢t + x){):

a

D { gttt (Ko Kietart) F otocbn] iy (Xig X +
0
et g (K )y =0,
Da ®, und @, unabhiingig sind und demnach (X, X, ) nicht durch
(X, X)) und solche (XzeXg'a) dargestellt werden kann, fir welche
@ + 6 < 2a ist, so muss
®3) Cng et § = G g v = 0 (fir ¢ < )
sein. Ebenso folgt fiir b und ¢ < a, dass ist:
ch(t+x); t; = 0.
Die vorstehende Entwicklung gilt auch fiir ¢ = a, wenn o, - @,
keine Hauptwurzel ist; dann folgt:
cxa (r.+x)'a t; =
Ebenso, wenn ., — @, @z + 0, — @, — ©, Nebenwurzeln sind,
zu denen etwa die Marken ¢ und b gehdren, so liefert die Relation
(l,a, o, (¢ + t.);,') in gleicher Weise:
cac(,,.i.‘); ,(" = 0.
Hieraus folgt der bereits frither erwihnte Satz:

Wenn eine r- gliedrige Gruppe des Ranges 1 einfach oder auch nur
halbeinfach sein soll, so muss die charakieristische Gleichung fiir eine
allgemeine inf. Transformation r — 1 von Null verschiedene ungleiche
Wurzeln haben, welche paarweise entgegengesetzt gleich sind, und die
ou entgegengesetzt gleichen Wurzeln gehirigen Transformationen diirfen
wicht vertauschbar sein. )

Die Jacobi’sche Identitit fiir (v, ¢y, %) liefert die Gleichung:
Crig tm—1 (X‘m—-l X"n) +e ‘m ‘m—2 (X‘m—z X“u) + Crogug—s (X‘m-—s X"n)+m
SECTISNIN 0.0 ONIN L VPRI G. 65, CRIN L SUPANIN 0. O, CHIR L o
“ )-'-'= RPN (T AP (T I
+F it o A s K02 T )
F Co g teF g1 (c’ () mpn—1 CHOmpn—2 X(‘+")m+n—2 +
+ et -1 (A Ompn—s Kletmgns T )

Hierin nehme man den Coefficienten von X4, . , Indem man
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zundchst m - n = a sein lisst, wird der rechis stehende Coefficicnt
gleich Null; nun setze man ma=a, n =0 und erhilt
Cgy ottty = 03
mit Bericksichtigung dieser Gleichung folgt fir mema— 1, 1 == }:
Cuygmieraigy = 0
und so fahre man fort, indem man fir m 4 n==a der Beihe nach
n=2,3... sein lisst. Daraus folgt, dass fir m4-nea—1
der Coefficient

Cop®gmmoy hiyy = U
Sein Imuss.

Jetzt setze man in dieser selben Gleichung:
Crigtmey Sty Tt ¥mpn—1 + ¢ xg g1 Cog ¥y ¥ - g =
== Co % (Figpn Ot tmigin i impna1

m-+ n=a-—1, wodurch die rechte Seite verschwindet, und lasse
wiederum, wie eben, n der Reihe nach die Werthe 0,1 ... a—1
annehmen, woraus sich ergiebt, dass auch fir m + 1 ==g ~ 2 der
(}oefﬁciex{t Cogy X ety . = 0 ist. So kann mau beliebig fortfuhren
und erhiiit allgemein: .
(5) Co Xy e+ ®hgjon = 0.

Indem man diese Gleichung beriicksichtigt und den Coefficienten
von Xitmgp-y (4) sucht, erhilt man die Gleichung:

(6) Creg tg1 Copy1 %5 F¥)mpn—3 + Cragsgy Cug g i Figypn-3 -
= CrgeOpgn—t “FOmin—z Cm %o (- mra—t’

Indem man in der Gleichung (6) m + n==a- 1 setzt und der
Reihe nach n=1,2,...a nimmt, dann m+4-n==2a seiu lisst a. 8. f,,
erkennt man, dass alle Cipuptmgqy durch eine einzige dargestellt
werden honnen vermittelst eines nicht verschwindenden Factors. Nun
enthalt aber (X, X |) wegen der Moglichkeit, X, | durch cine
lineare Function von X ;» Xi_, --- Xi zu ersetzen und wegen
der Unabhingigkeit von (X, X.) --. (X, X(_,) poch a— 1 will-
kiirliche Grossen, wihrend (X, X. ,) nur a — 2 willkiirliche Con-
stanten enthilt. Folglich kann man (X, Xy ) nicht durch (X, X)) ...
( X, X,;__g) und ( Xitn, X“sz,) o Xioim, Xitny _z) vermittelst fester
(onstanten darstellen. Bildet man also (Lm, K s (L+$¢)a') fir m-4-n==qa
und m > 0, u > 0 so folgt:

Cigg g itigmt (X“‘i“"a~l X("*’"fa) + o e (X‘:r-l X‘xs) +e

+ Gty e xpy (X Xig) - =05



104 W. Kicuane

go dass fir m -+ n = a aueh ¢,y (+0,_, = O sein muss. Folglich gilt
allgemein die Gleichung:
(7) Cop g (¥ qn—1 = 0.

Jetzt bleibt der Beweis ungeiindert. Man bestimme in (4) den
Coefficienten von Xite),,, 5, Welcher das Resultat liefert:

Crig tmet St #n T Omgn—3 + Cragryq o 2an (+Oymin-3 =
= sz *p () gpn—2 cr(z+x)m+u_2 (+%)fn—3°

In (¢m, %y (z-{—x)a’) lasse man m,n>1 und m4nu=a-4 1 sein
und wende wieder die vorangehende Betrachtung an. Auf diesem
Wege kann man beliebig fortfahren und gelangt zu dem Resultat
Q) Cupzg ), = 0, fir T>m+1n—a,
wihrend erst ¢, x, (+ripqn_g YOR Null verschieden sein kann. Ordnet
man also jeder Hauptwurzel o, die inf. Transformationen X, ... X, |
zu und fiigt die entsprechende (X, X.;) hinzu, so erhilt man eine
Untergruppe vom Range Null.

Die Jacobi’'sche Identitiit fiir (r, r — v, ¢) liefert:

c(r——v)tc ey crzc_l (79 St (f'rzc 7t Clr—) o] =29

Cir—v) tote—y Cr te—1 te—3 + Clr—v) fete—2 Cr gty T

(9) = Crogeeq Clr—) ey 43 + Croceg Cor—v)ee_p 13

Clr—v) 7 c"‘c—l IS + Cir—y) Leteg crzc__z IS + . + Clr—) ety Cri, =
= Cp 737, c(r—v) 1% + crtc = Cir—v) 2% + A + Cr i z,c(rwv) Gt

Solcher Gleichungen giebt es —“&{—D—-

der unabhingig und gestatten alle ¢,, ., durch ¢, ., ... ¢rys linear
homogen auszudriicken, wobei die Coefficienten Functionen der ¢y—s) .4,
sind,

Jetzt bestimme man die 7, ... %—z41 aus den Gleichungen:

Dieselben sind von einan-

k-1 E—1 E—1

Z« Nr—eCir-0)q a1 = 0> ZQ Nr—eCi—@higiaz == 0" *; 2" Tr—eCr-01at =
0 0

[+]
2’ NrgCir-grrgrgy =0 - -

Diese Gleichungen sind nicht nur mit einander vereinbar, sondern
die %, welche denselben geniigen, bilden mindestens eine (I — 1)-fache

(10)
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Unendlichkeit. Wenn nimlich die vorstehenden Gleichungen alle von
einander unabhiugig sind, so muss & mindestens gleich (a1} sein,
und jede Verminderung der letzteren Zahl hat auch eine entsprechende
Vergeringerung der von einander unabhiingigen Gleichungen (10) xur
Folge (man vergleiche die entsprechenden Entwickelungen des vorigen
Paragraphen). Sobald aber die obigen Gleichungen erfiilit werden,
bleiben sie fiir dieselben # erfillt, wenn man X, durch X oder
durch X, .. ersetzt, wie sich aus den Gleichungen (4) ergiebt.
Mit der ersten Reibe (10) ist aber auch wegen (9) fir jedes ¢ und »
(¢ > b) die Gleichung erfullli:

E Hr-p Clr'-eh‘. = 0.
Auch #ndert sich das Resultat nicht, wenn man X, ersetzt durch
eine lineare Function von X, ... X, also etwa durch
Xt,z + % X‘a-—l + . + "24{“””x4,,'

Indem wir also wieder die ! Hauptwurzeln @, @« ... so bestimmen,
dass die iibrigen Hauptwurzeln sich aus den zwischen diesen ! be-
stehenden Coetficienten a.x ergeben, depken wir X, , X, ... will-

kiirlich als eine A zu @,, resp. @, ... gehorige inf. Transformation
gewihlt; jetzt suchen wir a Coefficienten 3, .. . 7o-1 80, dass fir

(X Xt s X+ -+ 1 X)) = 2 T Xr-g

die 17,-, den obigen Gleichungen (10) geniigen. Dies gicbt, wenn
¢==0-..-a—1 genommen wird, die Gleichungen:

Z" € iy ir-0) Cr—gig T Tt 2 LA L L D
+ 7 Z;Clah!l'*e) Cr @ege = 0,
E 9; Cop Glr—) Cir—grxg % -+ N1 2(‘ Cug by gtr=g1 Clr—qrog 2, - om0,

(1)

Hier haben wir zu zeigen, dass wenn die a Gleichungen erftllt sind,
welche man aus der ersten Gleichung fiir ¢ =0...a—1 erhilt
zugleich auch alle ibrigen Gleichungen erfilllt werden. Dieser Nach-
weis ergiebt sich ganz entsprechend dem fiir a == 1 gefilbrten Beweise
des entsprechenden Satzes. Daraus folgt, dass man zur Bildung der
Gruppen folgenden Weg einschlagen kann:

Wenn jede Transformation einer k-gliedrigen Untergruppe angehrt,
deren Transformation mit einander vertauschbar sind, so wable man
in einer solchen Untergruppe ! eingliedrige Untergruppen X,... X, i1
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dass fiir jede als a - 1'* zu einer Hauptwurzel gehorige inf, Trans-
formation X, die Gleichungen bestehen:

(XX )=02X, fir v=0.-..1—1.

Nachdem unter den Hauptwurzeln ! beliebig ausgewihlt sind
@, ... und ihpen X, , X, ... ohne weitere Beschrinkung zu-
geordnet sind, bestimme man in der Schaar

> TP I SRR &
die X‘; so, dass (X, X) nur durch die I gewihlten inf. Transforma-
tionen X, ... X, ;. dargestellt wird; entsprechend bestimme man
X . Wenn o, + o, eine weitere Hauptwurzel ist, so lege man

a
X4y, durch die Forderung fest, dass (X,aX,‘a) bis auf einen con-

stanten Factor gleich X, sein soll, und fahre in gleicher Weise
fort, bis man alle Hauptwurzeln erschopft hat. Alle diese Forderungen
konnen erfiillt werden und fiihren zu einer einfachen oder halbeinfachen
Gruppe, welche eine Untergruppe der gegebenen Gruppe und mit ihr
von demselben Range ist. Sucht man die Wurzeln der charakteristischen
Gleichung bei beiden Gruppen fiir dieselbe eingliedrige Untergruppe,
so sind alle fiir die Untergruppe gefundenen Wurzeln auch Waurzeln
fiir die gegebene Gruppe selbst; und alle weiteren Wurzeln fiir letztere
Gruppe lassen sich durch die Wurzeln der ersteren linear darstellen,
wobei die Coefficienten rationale Zahlen sind. Alle weiteren inf. Trans-
formationen, welche die gegebene Gruppe bestimmen, sind die X, fiir
¢=0-...-a—1, wo o, irgend eine Hauptwurzel sein soll; ferner die
X4, WO @, eine Nebenwurzel darstellt, sowie k—1 mit X, ... X, ;1
und unter einander vertauschbare Transformationen X, ;... X, 444,
welche den Bedingangen gentigen: (X,—;_p X, ) = [ta—1 - - . 4, £5], WO
¢ alle Werthe von O bisk — 1 annimmt und die eckige Klammer eine
lineare Function bezeichnet. Besteht also die gegebene Gruppe aus
r, die oben angegebene einfache oder halbeinfache aus » Gliedern, so
kbonnen r — 7" von einander und von den + Transformationen der
letzteren Gruppe unabhingige inf, Transformationen so gewihlt werden,
dass sie eine invariante Untergruppe bestimmen; es sind dies die
Xy yoo- Xy Xop oo Xy Xy . X, sq1. Diese 'Untergruppe ist
aber vom Range Null. Dies kann man einmal in derselben Weise
zeigen, wie im vorangehenden Paragraphen geschehen, indem man
nimlich die einzelnen Moglichkeiten kurz charakterisirt. Dieser Weg
lehrt dann unmittelbar, weun man die am Schlasse des § 22 gestellten
Aufgaben als gelost betrachtet, eine grosse Zahl von Coefficienten ¢
kennen. Man kann aber auch die charakteristische Gleichung direct
bilden. Diejenigen inf, Transformationen, durch welche die einfache
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osier halbemfache Gruppe bestimmt wird, mdgen die Marken 4, x. 4...,
die der invarianten Untergruppe die Marken o, o, ... erhalten,
wihrend die Marken «, 8, y ... dber alle Nummern 1...r ausge

debnt werden sollen. Daun ist D% 7. cuqu = 05 folglich zerfallt die

Determinante
| Sror—tne]

yye=leey
in die Factoren @7 )

| S —dus | S =000
(e9) (¢x)-
Der zweite Factor ist aber, da gy == 0 ist, identisch mit der charakte-
ristischen Determinante fiir die einfache oder halbeinfache Gruppe.
Die Coefficienten der verschiedenen Coefficienten von © in dieser
Determinante lassen sich durch ! von einander unabhiingige Functionen
Py, nu, m2. . .) darstellen. Durch dieselben ! Functionen milssen sich
auch die verschiedenen Coefficienten von & in dem Factor

! |
i E; NaCapg — Opg @ %

ausdriicken lassen. Also sind die Coefficienten der einzelnen Potenzen
von @ in dieser Gleichung blosse Functionen von 73, %, 71 .. . und
daher hat die charakteristische Gleichung fiir die invariante Unter-
gruppe selbst nur verschwindende Wurzeln, da man in deren Deter-
minante die Summation « nur auf ¢, 6 ... erstrecken darf,

Somit sind wir zn dem wichtigen Satze gelangt:

Jede Gruppe, welche ihre eigene Hauplundergruppe ist, Lann zu
sammengesclst werden aus einer einfachen oder halbeinfachen Gruppe
desselben Ranges mit ciner invarianten Untergruppe vom Range Null.

Nun haben wir freilich in § 9 gestehen miissen, duss es uns noch
nicht mbglich ist, alle Gruppen des Ranges Null in expliciter Form
anzugeben. Aber davon wird die Darstellung der hier in Betracht
kommenden Gruppen nicht berithrt. Sobald die einfachen Gruppen
angegeben und die beiden am Schluss von § 22 aufgestellten Aufgaben
gelost sind, erfordert die explicite Darstellung aller Gruppen von der
verlangten Beschaffenheit nur die Bestimmung von sehr wenigen Con-
stanten,

Die durchgefiihrten Untersuchungen zeigen, so weit digjenigen
Gruppen in Betracht kommen, welche ihre eigenen Hauptuntergruppen
sind, wie berechtigt es ist, nach dem Vorschlage des Herrn Lie die
Gruppen als zusammengesetzte und einfache zu unterscheiden, jenach-
dem sie eine invariante Untergruppe besitzen oder nicht. Zwar zeigt
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sich ein wesentlicher Unterschied zwischen einfachen Gruppen und
Primzahlen, sowie zwischen zusammengesetzten Gruppen und zusam-
mengesetzten Zahlen, aber die Analogie tritt doch beidemal so deut.
lich zu Tage, dass es nicht nothwendig sein diirfte, dieselbe hier noch
im Einzelnen darzulegen.

Nachdem durch die Entwicklungen der vier letzten Paragraphen
alle Moglichkeiten erschopft sind, ist auch ein Satz bewiesen, der
bereits in § 20 ausgesprochen wurde, nimlich der Satz, dass, wemn
von den Coefficienten der charakteristischen Gleichung der letzte nicht
verschwindende gerade ¢,;(x) ist, wo ! der Rang der Gruppe ist,
dann alle Hauptwurzeln einfach sind; dass dann ferner unter Bei.

behaltung der friihern Bezeichnung 2‘0,"(,._,,@‘(”) == 0 und die Det.

| @, =0 ist, sowie alle Transformationen der invarianten Unter-
gruppe vertauschbar sind. In diesem Falle, und nur in diesem, kann
man eine Transformation, welche der einfachen Gruppe angehdren
soll, ganz allgemein wihlen, wihrend in jedem andern Falle eine
Transformation besondern Bedingungen geniigen muss, wenn sie der
einfachen Gruppe angehbren soll.

§ 25.
Zusammenhang der Nebenwurzeln unter einander und mit den
Hauptwurzeln.

Wie schon Ofters bemerkt, konnen ! der Hauptwurzeln als @,...0,
so gewihlt werden, dass alle andern durch das System der zwischen
den gewihlten bestehenden Coefficienten @, gefordert werden. Wie
in § 12 und § 20 weiter gezeigt ist, miissen dann alle weiteren
Woaurzeln homogene lineare Functionen der ! Wurzeln o, ..., mit
rationalen Coefficienten sein, also in der Form erscheinen:

(1) myey + my@y + -+ - 4 Moy,

Um die Coefficienten m, zu bestimmen, hat man ! ganze Zahlen
9y - - . g. anzunehmen und dann das Gleichungssystem zu l6sen:

2
@) g = Dimaday (x=1.-.1).
1

Eine Wurzel (1) kann niemals fiir sich allein vorkommen, sondern
mit derselben sind stets weitere Wurzeln nothwendig verbunden. Wie
in §13 auf eine Hauptwurzel, konnen wir hier auf die Wurzel (1)
die Transformation b, anwenden, wo die b,, allmihlich nach folgen-
den Regeln berechnet werden:

8
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. 41
fiir o= x st b, = Deboae, — 1,
2

Rl

{3) L flr ¢ > x ist b;‘ “‘Z"b‘e"?‘ + ous
H

el
fiir ¢ < x ist by ==2éb,¢a(,..
1
Diese Transformation fihrt nach einer bestimmten Zuhl von Wieder-
holungen auf die identische Substitution. Dabei gilt folgender Satz:
Die Summe aller verschiedenen Wuszeln, welche man aus einer
belicbigen durel die geniigend wiederholte Anwendung der Substitution
b erhilt, ist gleich Null.
Es sei
m, ==2 m,b,,, m,” mZtm"bn ce e Ry e «m::""”b,”
wo uf’ = m, vorausgesetzt wird. Die Addition liefert, wenn wman
m, 4 m 4 - mE = M, setzt:

M =DM, (fare=1...0).

Soll dies Gleichungssystem erfilllt sein, ohne dass alle M, ver-
schwinden, so muss die Determinante

;bn"s by - b ;
|
H

by bp—s--- ba |
¢ bu by “°ba”*$I
fir s =1 verschwinden, was nach § 13 auf das Verschwinden der
Determinante {q,,{ hinauskommt und nicht moglich ist.

Noch einige andere Bemerkungen fiber die Substitution b,, dirften
hier angebracht sein. Die reciproke Transformation B,, wird erhalten,
wenn man die Reihenfolge 1...1 durch die entgegengesetzte Reihen-
folge 1...1 ersetzt. Demnach gelten zur Bestimmung der B,,, indem
man mit ¢ ==/ beginnt, folgende Regeln:

x-4-1
t=x:B,= YeB,a, — 1,

i

x 41

¢ < x:Bu”B eBsqa{n'i“auy

$

241
t> x: B, = De¢B, a4

4
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Wenn die m, dureh die Transformation b,, umgedindert werden in
m,, und wenn dann zu m, die ganzen Zahlen g, gehdren, so werden
auch die g, in g, umgewandelt durch eine ganz dbnliche Substitution,

Wird gesetst:
G = 2 gzl hun

so gelten fir deren Bildung folgende Regeln:

—1

¢ > % :h¢g= E;a‘eh@z’
1

+—1
t=%:th,= D0aghy, — 1,
1

-1

< % Z}Iqx = E?a;ehgx + Qexs
1

deren reciproke Substitution wieder durch Vertauschung der Marken
1,2...1mit 1,1 —1,...1 erhalten wird.

Im Allgemeinen erhilt man ein anderes System von Transforma-
tionen, wenn man bei der Bildung der Coefficienten b,, eine andere
Reihenfolge der Marken einschliigt; ebenso, wenn man nicht alle !
Marken 1...1 beriicksichtigt, sondern aus denselben eine kleinere
Anzahl beliebig auswihlt. Alle Wurzeln aber, welche man auf diese
Weise erhilt, hingen in der Weise zusammen, dass, wenn man aus

Zm,w‘ auf irgend eine der hier angegebenen Weisen Zm,’m, her-

leitet, auch wiederum mitZ’m"w, nothwendigZ’m‘azt verbunden ist.
Das Gesetz, nach welchem hier neue Wurzeln erhalten werden,

beruht darauf, dass mit der Wurzel Zm, @, auch die Wurzel

E]m.co‘ + @, Z—}mzaz,, oder E’m‘ @, + gty

vorkommt. Wenn hier aber g, von 0, 41 verschieden ist und a,
irgend eine zwischen O und g, gelegene ganze Zahl ist, so muss die

charakteristische Gleichung auch eine Wurzel Zm‘ @, - ax@x haben.

Dies giebt wieder Veranlassung zu neuen Wurzeln, aber wihrend die
friher gefundenen Wurzeln nothwendig mit einander verbunden sind,

wird durch die Wurzel >:m. o, 4 0,6, nicht die Wurzel Zm‘ @,

nicht mitverlangt. Hiernach sind die Nebenwurzeln, wenn nicht alle
9. gleich 4+ 1 oder O sind, in der Weise zn unterscheiden, dass jedes-
mal diejenigen als besonders zusammengehdrig betrachtet werden,
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welche einander wechselseitig bedingen. So ist fiir [ == 1, wenn die

Hauptworzeln +-2 und —2 sind, wit der Wurzel 2m 41 die

—2m — 1 in eine Reihe zu stellen; diese Wurzelu bedingen fir

» > 0 noch die Wurzeln 4 (2m — 1), 4 (2m — 3), 43, -+ 1; aber

gie letzten Wurzeln verlangen nicht das Vorkommen der Waurzel
m-4 1.

Wenn alle m, dasselbe Zeichen haben und einige m, ihrem ab-
soluten Werthe nach grosser als Eins sind, so zeigt man unmittelbar,
dass Wurzeln vorkommen, in denen kein m, einen grdaseren, aber
einige einen kleineren Werth annehmen. Hieraus folgt:

Wenn die m,, welche nach (2) durch das System g, . . . g; gefunden
werden, ganze Zahlen sind, so gelangt man durch Aufsuchung aller
Wurzeln, welche mit der Wurzel 2 m,o, verbunden sind, s solchen,
welche Hauptwurzeln gleich sind.

Nun ist freilich in den beiden vorangehenden Paragraphen schon
angegeben, was man zu thun habe, wenn man von Nebenwurzeln
durch Addition einer Hauptwurzel wieder zu einer Hauptwurzel gelangt.
Aber in dem angefithrten Beweise ist, wie schon bemerkt, noch eine
Liicke, und diese wird durch die beiden folgenden Sitze ausgeftillt:

Wenn fiir cine allgemeine Transformation X, [ dic o, eme cinfache
Wurzel der charalteristischen Gleichung ist und zugleich bei der fridhern
Bezeichnung D* ¢.cp—vy @ nicht verschwindet, so kamn 2@ keine
Wurszel der charakieristischen Gleickung fir X, sein.

Die Summe zweier einfachen Hauptwurzeln Lann niché gleich ciner
Nebenwurgel sein, die Summe einer Haupt- und einer Nebenwurzel
kann Leine einfache Hauptwurzel ergeben.

Der Beweis des zweiten Satzes folgt unmittelbar aus der Jacobi'
schen Identitdt (1, x, («4#)); fir den Beweis des ersten nehme man
an, es kimen die Wurzeln 20,, 3@, . .. a@, vor. Dann bilde man die
Jacobi'schen Identititen (1, ¢, 2v), (& ¢ Bo) (e 1)), deren
beide ersten fiir a > 3 sind:

2 e cu’(r—nmc{,’ = ctﬂt) (3130(34;({‘25),
3 e w @8 = iy e Can e T Cosoiza Cnas o,
so dass sich durch Addition aller ergiebt:

E cu’(r-v,m‘(', =0, (c. h,).

Daraus folgt: Wenn die Coefficienten m, simmtlich ganze Zahlen
sind, so Lat mau dicjenigen Hauptwurzeln aufzusuchen, welche durch
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die gegebene Wurzel gefordert werden; alle diese miissen in diesem
Falle mindestens Doppelwurzeln sein. Hiernach ist vollstindig erwiesen,
was fiber die Behandlung dieses Falies im vorigen Paragraphen gesagt ist.

Um nach der im § 22 (8. 81,82) angegebenen Methode Gruppen zu
bilden, hat man die Constanten g, .. .g, so zu wihlen, dass sich als
Losungen der I Gleichungen (1) nicht lauter ganzzahlige Werthe m, ... m,
ergeben; wenn nach der Wahlvon g, ... g; die m, . . . m; ganze Zahlen
werden, so wird man auf die im letzten Paragraphen angegebene
Bildung gefiihrt, Wenn speciell die Determinante der a., gleich Bins
ist, so wird jede Wahl der Constauten g, ganzzahlige m, zur Folge
haben; in diesem Falle ist also nur diejenige Zusammensetzung mog-
lich, welche im letzten Paragraphen angegeben ist; oder:

Wenn fiir eine r-gliedrige einfache Gruppe vom Range l die Deter-
minante der a.. gleich Eins ist, so halen die hiermit zusammengesetzten
Gruppen, welche thre eigenen Hauptuntergruppen sind, folgende Figen-
schaften:

1) die Zahl der wverschwindenden Wurzeln der charakteristischen
Gleichung ist mindestens gleich 21;

2) soll eine Tramsformation der zusammengesetzten Gruppe zugleich
eimer einfachen Gruppe des Ranges 1 angehiren, so muss sie mindestens
1 beschrinkenden Bedingungen geniigen.

Um mit der vierzehngliedrigen einfachen Gruppe vom Range zwei
eine r-gliedrige Gruppe zusammenzusetzen, in welcher p = r ist, hat
man mindestens sechs Nebenwurzeln, welche Hauptwurzeln gleich sind,
und zwei verschwindende Wurzeln beizufiigen, so dass die Zahl der
Glieder mindestens 22 betrigt.

Die obigen Gesetze iiber- die g, sollen jetzt auf die vier einfachen
Groppen angewandt werden, welche in § 17 angegeben sind. Von
der Ausfithrung der Beweise wird man bei ihrer Einfachheit absehen
kénnen.

Mit einer einfachen Gruppe des Ranges I von der Zusammen-
setzung der allgemeinen projectiven Gruppe des l-dimensionalen Raumes
soll eine Gruppe zusammengesetzt werden, in welcher p = r ist. Wenn
die Hauptwurzeln sind + @,, -+ (@,— @), und wenn eine Nebenwurzel
durch die g, ... ¢ bestimmt wird, so erhilt man weitere Wurzeln,
welche sich gegenseitig bedingen, indem man zu dem Systeme
hinzuftigt: G182~ 90
(=90 =9, 95— - 9—9)s G1—G2» — 25 Gs~Gs* - Gi— o)

G g GGy, — ),
+ und wenn man in jedem dieser Systeme alle moglichen Umstellungen
vornimmt. Wenn also alle g, ... g, unter einander und von Naull ver-
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schieden sind, so ist die Zahl der einander gegenseitiy bedingenden
Waurzeln gleich (14 1) - 1! == (1-4-1)! Wenn aber « unter ihnen gleich,
und keine gleich Null ist, so erhalten wir

1 u n n!

wHl—a g+ ogr = {!-:) i
und wenn § gleich Null und alle iibrigen von einander verschieden
. i 2 n b3 A1)
sind, so ist die Zahl i + (1—§) FEOT ™ ¥ Wenn end-
lich 8 gleich Null und die fibrigen in Schaaren von «,, &,... gleichen
zerfallen, so ist die Zahl der einander gegenseitig bedingenden Wurzeln

o+

@ tal - (BFLT

Wir konnen annehmen, von den Zahlen g, ... g, sei keine negativ;
ist dann etwa g, > 1, so muss auch diejenige Wurzel vorkommen, zu
der die Constanten (g, —2, g,—1, g;—1---g—1) gehoren. Hier-
durch gelangen wir zu einer zweiten Reihe von Wurzeln,

Damit die Coefficienten m, ...m; ganzzahlig werden, ist noth-
wendig und hinreichend, dass g, + g, + - - - -+ s durch I - 1 theilbar
ist. Zugleich erkennt man, dass, wie auch immer die g, ... g, gewiblt
sind, immer unter den Nebenwurzeln folgende vorkommen:
entweder [(l1+1) solche, welche den Hauptwurzeln gleich sind, fir

29%0,

gleich

oder
f_:_] (0, +0e,+--+a), "f' ((O‘-{»-u—{—w;) — @y,
f-;ﬂ-l (@4 F@) —a,--- H‘ ;@) — o
fiir
Slg=1,
oder
(- @1 @+ ) + 2@yt F)),
e (=) @20, 20)
fir
29-:{5&
oder

A (= 1=2) @+ 0yt 03) + B+ on) oo

2+1
T (=2 @) + 3@t -+ @) -
i (—@=De + 3@t Fe)) -

for 2_9-1—’3 u. § W.

Mathematiache Anoslen. XXXIV.
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Soll daher ans dieser Gruppe eine zusammengesetzte gebildet
werden, welche ihre eigene Hauptuntergruppe ist, so muss deren
Gliederzahl mindestens 12 4+ 31 4 1 betragen. Es giebt nur eine einzige
so gebildete Gruppe von dieser Gliederzahl, da die beiden in Betracht
kommenden Systeme (1,0,0...0) und (1, 1,1... 1) entgegengesetzt
gleiche Wurzeln liefern.

Um mit der einfachen Gruppe B), nach deren Typus die Gruppe
der allgemeinen projectiven Transformationen eines eigentlichen (27 —1)-
dimensionalen Gebildes zweiter Ordnung in einem (20)-dimensionalen
Raume gebildet ist, eine Gruppe zusammenzusetzen, nehmen wir die
Waurzele @, . . . @; so an, dass sich die 27> Hauptwurzeln in der Form
+ @,, + ©, + o, darstellen. Wenn dann fiir eine weitere Wurzel
gy - - - g; die bestimmenden Constanten sind, so miissen dieselben ent-
weder simmtlich gerade oder simmtlich ungerade sein. Dann kommt
man zu allen einander wechselseitig bedingenden Wurzeln, indem man
einmal die g, . ..g, beliebig permutirt und dann beliebig vielen unter
ihnen das entgegengesetzte Vorzeichen giebt. Wenn also unter ihnen
B gleich Null sind und die fibrigen sich in Schaaren von ¢, «,...
gleichen zerlegen, so ist die Zahl der einander bedingenden Wurzeln
gleich

12-f

Um zu erkennen, welche Systeme (g,"...g/) dem gegebenen
System untergeordnet sind, hat man folgendes zu beachten: zunichst
miissen die g, .. .9/ mit den g, ., .g. zugleich gerade oder ungerade
sein; ferner darf die Summe aus den absoluten Betrigen der g, nicht
grosser sein, als die der g., und endlich darf kein g’ dem absoluten
Betrage nach grosser sein als das absolut grosste der g.. So kommen
mit (6, 0, 0) folgende vor: (4,2,0), 2,2,2),(4,0,0), (2,2,0), (2,0,0).
Wenn die g, sammtlich gerade sind, so miissen jedesmal auch die

Waurzeln + @, als Nebenwurzeln vorkommen; fiir ungerade g. sind
daogtot---to
2

unter den Nebenwurzeln jedesmal die 2¢ Ausdriicke:

enthalten.
Ganz dhnlich werden die Resultate fur die mit einer einfachen

Gruppe C) zusammengesetzten Gruppen, wenn die Hauptwurzeln fir
+ o, +
t,%2=1-..] unter der Form 4 o,, :—?i,—’lw—”- vorausgesetzt werden.

Man kann die ! ganzen Zahlen g, ...g; ~beliebig wihlen; mit ihnen
darf man jede Permutation und jede Aenderung der Vorzeichen vor-
nehmen. Die Zahl der sich gegenseitig bedingenden Wurzeln bleibt
dieselbe wie vorher. Fiir ein untergeordnetes System g, ...g/ ist die
Summe der absoluten Betrige dieselbe oder um eine gerade Zahl kleiner:
auch darf keine unter ihnen ihrem absoluten Betrage nach grosser sein
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als die grisste der gegebenen. Jenachdem g, 4 g, + - - - -+ g; gerade
oder ungerade ist, werden einzelne Nebenwurzel Haoptwurzeln gleich
oder nicht '

Zur Bestimmung der Hauptwurzeln in der einfachen Gruppe D)
(projective Gruppe eines eigentlichen (21— 2)-dimensionalen Gebildes
zweiter Ordoung in einem (21— 1)-dimensionalen Raume) kann man
! Grbssen =, ... x, wihlen und dann alle Hauptwurzeln in der Form
=+ =z, + =z, darstellen. Um eine Nebenwurzel zu bestimmen, wihle
man ! ganze Zahlen A, ...k, welche entweder simmtlich gerade oder
simmtlich ungerade sind. Dann orduet man der Wurzel x, + x, die

Zahl X (b, + 1), der Warzel z, — z, die Zahl | (h, —h,) zu; die

Nebenwurzel selbst ist dann — »: bz, +hyx, - -+ hx). Unm

zu den sich gegenseitig bedingenden Wurzeln zu gelangen, kann man
einmal die h, ...k beliebig permutiren, zweitens bei je zweien das
Vorzeichen in das entgegengesetzte verwandeln. Betreffs der h, hat
man zu unterscheiden, ob sich verschwindende unter ibuen befinden
und ob mehrere ihrem absoluten Betrage nach gleich sind. Wenn
kein h, gleich Null ist und alle in Schaaren von a, a, . .. zerfallen,
welche ihrem absoluten Betrage nach gleick sind, so ist die Zahl der
cinander gegenseitiy bedingenden Wurzeln gleich

Iyt

alay!- !

wenn aber zugleich § verschwinden, so ist diese Zahl gleich
e
AT NERNY-3

Um die untergeordneten Systeme (k,"...A") zu finden, hat man
folgende Regeln zu beachten:

a) die neuen Zahlen miissen mit den friheren zugleich entweder
simmtlich gerade oder ungerade sein;

b) die Summe der absoluten Betrige der neuen darf nicht grosser
sein, als die der gegebenen, und die neue Summe darf sich iberhaupt
von der frithern nur um Vielfache von vier unterscheiden ;

¢) keine einzelne Zahl h,' darf ibrem absoluten Betrage pach
grosser sein als die grosste der hy.

Demnach werden die Hauptwurzeln wieder unter den Nebenwurzeln
vorkommen, wenn alle /i, gerade sind und ibre Summe durch vier
theilbar ist. Ueberbaupt kommen unter den Nebenwurzeln, wenn alle

&, = + 1 sind, entweder alle diejenigen : (6@, + &,0, +-- -+ &)

vor, fir welche die Zahl der positiven &, gerade ist, oder diejf:nigen,
fir welche diese Zahl negaliv ist, oder alle -+ %, oder endlich die

e o

8.
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Auf die weiteren einfachen Gruppen gehen wir nicht ein. Dje
vorstehenden Entwicklungen wiirden geniigen, um eine Reihe wichtiger
Satze diber die Zusammensetzung der Gruppen mit Leichtigkeit anf-
zustellen. Daranf gehen wir jedoch nicht ein. Nur die einfachste
Folgerung, welche daraus unmittelbar ersichtlich ist, soll hier erwihnt
werden. indem wir den Satz aussprechen:

Soll eine Gruppe vom Range I ihre eigene Hauptuntergruppe sein,
so muss thre Gliederzahl mindestens 31 befragen, und die einzige, be;
der dies der Fall ist, zerfillt in | Kegelschnitisgruppen; dagegen kann
keine Gruppe V' Ranges von 31 4 1 Gliedern ihre eigene Hauptunter-
gruppe sein. Soll eine Gruppe vom Range 1, ohne zu zerfallen, ihre
eigene Hauptuniergruppe sein, so muss sie mindestens 1(142) Glieder
haben. Um eine zusammengeselzte, wicht zerfallende Gruppe der be-
zeichneten Art zu bilden, hat man zu der betreffenden einfachen Gruppe
mindestens 1 -+ 1 Glieder hinzuzufiigen.

Dieser Satz bildet die Erweiterung des schon von Herrn Lie
bewiesenen Satzes, dass keine viergliedrige Gruppe ihre eigene Haupt-
untergruppe sein kann.

§ 26.
Explicite Form der Gestaltung gewisser zusammengesetzter Formen.

Wir stellen uns die Aufgabe, fiir gewisse zusammengesetzte Gruppen
alle Coefficienten ¢ vollstindig zu bestimmen. Jede solche Gruppe soll
folgenden Bedingungen geniigen:

a) sie soll nicht zerfallen,

b) sie soll eine einzige invariante Untergruppe besitzen und deren
Transformationen sollen mit einander vertanschbar sein,

¢) die einfache Gruppe, aus der sie hergeleitet ist, soll eine der
vier Gestalten A) — D) besitzen.

Diese Aufgabe ist nicht nur fiir sich von besonderem Interesse,
da diejenigen Gruppen, welche den genannten Bedingungen geniigen,
eine hervorragende Wichtigkeit beanspruchen diirften, sondern ihre
Losung ist auch fir alle weiteren Gruppen, welche ihre eigenen Haupt-
untergruppen sind, (somit nicht die andern einfachen Gruppen in
Betracht kommen) unbedingt nothwendig. Konnen wir aber die be-
zeichnete Aufgabe fiir alle einfachen Gruppen als geldst voraussetzen,
so ist die Losung der allgemeinen Aufgabe, alle Gruppen anzugeben,
welche ihre eigenen Hauptuntergruppen sind, nur unbedeutenden
Schwierigkeiten nunterworfen.

Wir gehen von der Gestaltung A) aus, welche sich bei der all-
gemeinen projectiven Gruppe des l-dimensionalen Raumes findet. Die
inf. Transformationen, durch welche die Gruppe bestimmt wird, seien
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Yo, Xo, X, X0y filr 0, ba=0...). Zwischen ihnmen mdgen
folgende Beziehungen statifinden:
(YoY,) =0, (YoX)) = — X, (Y, X)) = 0, (Y, X_ ) X,
N (Y;X.b) == 0; (Yaxc-»é} —— Xcﬂh {YDXI—wO} fand Xs-—h
O XX )= Yt DV, XX = — Yo+ ¥,
(XaXop) = — Koy, (LXo-d)=2X,, (X X, ) X_,.
Vorldufig lassen wir jede andere Wurzel durch ein System von !
ganzen Zahlen g, ... g, bestimmt sein, wobei 2, B. der obigen Marke
a 3n*a§pl'icht: Gy 5 Jam == Pougpy S0 5 ) o e 1, o o — 2 Wens
jetzt zu den Marken (¢, ...g) und (g, —1... . —2...9,— 1),
aber nicht zu (g, + 1...g.+2... 5+ 1) eine Wurzel gehort, so
gelten in Folge der Jacobi'schen ldentititen
@mum”434m¢@p4””%w&“%~nyn
die Gleichungen:

c(“?(ﬂ."'!mw:"l“‘9¢"3"'3‘"l) cf"""“&'a"‘l"‘?a‘g“'w*I}tvx"'.fd s

Ciatigml - ggme2eegymUigy—2 gy —b- -9y —3)
Clma)igy =2 gy gy —2j(g =1 gy = B gy —1) = 2(9"“" l);

DY 4
=
( ) c‘“"n’f'&"?"'-’fa""‘“'91*2”9‘1"3‘“-%"‘;”'94!“37

« 5
Clm ) g = 3o gy gy~ By = T gg =4 gy —3) 3(.‘70: -2 ’

- « s B « .

\Cia) (g, = dg Lo Gy —0g = PP} c(’“)(flx"9‘““‘)%'9@'5'"“) s .

Aehnliche Gleichungen gelten fiir die Marken (a—1), aber es ist
nicht nothig, dieselben herzusetzen.

Aus dem vorigen Paragraphen wissen wir, dass unter den sich
gegenseitig bedingenden Systemen (g, . . g;) sich immer mindestens eins
befindet, dessen Zahlen entweder simmtlich positiv oder simmtlich
negativ mit Ausschluss der Null sind. Wir betrachten ein System
(gy - - - g von positiven Zahlen und nebmen an, dieselben seien pach
der Grosse geordnet, so dass
, Hh2929 2%
1st.

Nun bilden wir die Jacobi'sche Identitit fiir

(@, + 1D, @ ---9)
und fiir

((""1): (""‘II}’ {9 “‘3: g:."""a» 93“2“'g3 "’2))’

welche liefern:
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Clltge-9) @e—tge—2--gynp) O 1,92~ 2 901} o1 —Bsa—3-- 51 p)
+ Gl 99 Lgi~2 15—} Co=Bga—1- g =) M =38 —50-g~2) = O,
C(— 1y (gr=3. g3+ -5; =D gr=2, 921+ 7;=1) Cor—Biget--gp—D— D) 13
+ Co—8,0:-3 g ~B (= Dgs—b a2+ gy — 1) Clgr—s, o~y =D L) 17 == 0.
Bezeichne ich den Werth von
€I (g2, gyt -+ gy =AM g =5, 92~3+ - g1 — B Cl— I} gr—3, 823+ 9y — DGR gr—1oo-g; ~ 1)
mit m, so folgt aus den vorstehenden Gleichungen:
9,9y —1) = mg,.
Nun hat fiir g, =g,=g das m den Werth g— 1, und in jedem

andern Falle den Werth 2(g,— 1); letzterer gentigt aber der vorstehen-
den Gleichung nicht, folglich muss g, = g, sein. Ebenso folgt

Go=gy="' =G
Da die Behandlung des Falles, in welchem alle g, negativ sind, keinen
wesentlichen Unterschied macht, so ergiebt sich der Satz:

Soll mit der einfachen Gruppe (A) eine Gruppe der beseichnelon
Art zusammengesetzt sein, so ergeben sich bis auf eine sofort hervor-
tretende Ausnakme alle Nebenwurzeln aus einem Systeme (9, . . . ¢1), in
welchem alle Nummern g, . . . g, etnander gleich sind.

Aus dem gegebenen Systeme leite ich alle vorkommenden auf
einem ganz bestimmten Wege her und bestimme durch diesen Weg
auch die jeder Nebenwurzel zukommende Marke. Ich lasse etwa die
gy = g, ==+--== g; simmtlich negativ = — g sein und bezeichne die
zugehbrige inf. Transformation als Z,. Zu der hierdurch bezeichneten
Whurzel addire ich diejenige Hauptwurzel, deren Marke o, ist, fir
welche also — 2 auf der a,'n Stelle steht, wihrend auf allen andern
Stellen — 1 steht. Derjenigen Nebenwurzel, zu der ich durch a-malige
Addition dieser Wurzel gelange, gebe ich die Marke «,¢, und setze
dieselbe Marke an Z zur Bezeichnung der entsprechenden Transforma-
tion. Auf das System «, 4, wende ich das Hauptsystem d, an, was
¢ — «,-mal angeht. Dasjenige System, 2u welchem ich durch «,-fache
Auwendung dieser Operation gelange, bezeichne ich mit (¢,a,, #,a,).
Fiir dasselbe ist g, = — g~ 20, + &, gy, = — g -+ &, + 2¢a,,
wihrend jedes andere g, = — g 4 @, + «, ist. Folglich kann die
Reihenfolge der Operationen {g,] und [a,] beliebig vertauscht werden,
wenn nur die erste iiberhaupt «,-, die zweite «,-mal ausgefithrt wird.
Ebenso wende man auf (¢, a,, «,a,) die Operation {a,] etwa ay-mal
an, wo «, hochstens gleich ¢ — &, — @, sein kann, und bezeichne das
entsprechende Sytem mit («,a,, @,a,, @;a;). Auf diesem Wege fihrt
man fort. Dann ist es gestattet in (e,ay, ¢,0, . .. &,a,) die Reihen-
folge der einzelnen Operationen beliebig zu vertauschen, Auf diesem
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Wege gelangt man 2 jedem mit (—g, —g -+ —g) nothwendig
verbundenen Systeme and zu jedem nur einmal. Somit werden hier-
durch auch alle iuf. Transformationen erhalten, welche zu Nebenwurxeln
gehdren, und jede solche soll mit Z e,  may--a,s,) Dezeichnet werden.

.. 4 .
Die Zahl der Nebenwurzeln betrigt (¥ ). Da jede sgebarige int.

Transformation noch mit ¢inem constanten Factor multiplicirt werden
kann, -so ist es immer mdglich, folgende Gleichungen zu bekommen:

(Xa.» Z(t.m. “1‘1"‘“'%)) - (“"‘{“1)Z{aﬂ;.a:a.-"(ﬂ.-é-iltw-a.a.):
fiir
a+---+a<g,
worunter auch die Gleichung fallt:

(Xor Zig,or. wsoroetyn)) = (Lot oo -eayay, ) F00 b2y, ay . . . s,
(Xoys Zwoararayay) =0 {05 @+ - 4 a, =g,
(X«a,s Z(“mu%aa”'c,a,ma,a,)) ==

=g—ay—ty— &+t 1) Lo, om0~ ey aye)

(Xot) Zgo manoayan) =0 fr b2a,,4,.. .0,
(X\fh-"k)‘ Z(ma;, iy a,ay)) = («+ I)Z(m,+na;.(aw-na;---u,a*}-

Die vorstehenden Gruppen konnen in keinem Raume von ! Dimen-
sionen vorkommen, dagegen stets in einem solchen von I+ 1 Dimen-
sionen. Speciell fiir g == 1 konnen wir folgende inf. Transformationen
zu Grunde legen:

DPas Pit1s Tig41Pas TaPigr; LoPa; XitPigr = LaPay
wo a,b=1...1 zn setzen sind. Fiir jedes beliebige y konuen ge-
wahlt werden:

9 Zigapiir + U+ D ZaDay Py L9Tis1Pi4a-F 230y 4+ -+zipi),
D%y By x:"s zre .- z:p,_“,

bei welcher Wahl allerdings die obigen Coefficienten eine kleine Ver-
inderung erleiden. Werden zwei derartige invariante Untergruppen
vorausgesetzt, so erhilt man in I 4 2 Verinderlichen eine ganz dho-
liche Darstellung.

Um die Coefficienten ¢ fir die einfache Gruppe B) anzugeben, ist
es am einfachsten, wie in § 6 geschehen, bestimmte inf. Transforma-
tionen zn benutzen und diese mit Doppelmarken zu versehen. Aber
zur Bildung zusammengesetzter Gruppen empfiehlt es sich, diejenigen
inf. Transformationen zu Grunde zu legen, welche den Wurzeln
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-+ @4y + @, + @, entsprechen. Dann kdnnen wir dieselbe in 2141
Variabeln anf folgende Weise darstellen:

Xi = P1, X1+¢ == Ditay XI-—G == Pl—a, Xa == 2y P1+a + 2.%;.“1)1’
X, = P (x,?+42x1+¢ 23;.4) + 2z, 2(»’01+a Dria + Z1—g Pi—a),

Xops = 21 uprys — 2214 P14 fiir |a] <|B],
X g = 4214 {xtp; + 2 (@ymProm + f‘bml’i—m)]
— e (— 2 4 Daign Tm)s
Y, =zp +2(xx+mpx+m+fb‘x~mpx-m) y Ya=ZrraPria— Z1—aPr-a,

wo @, b als Marken an einem X auch negativ sein konnen.

Es sei (g, ...¢) ein System von lauter positiven Marken, durch
welches bei der eingefilhrten Wahl der @, ... ®, eine Nebenwurzel
bestimmt ist; diese Nebenwurzel soll zudem alle andern liefern. Wir
setzen ferner voraus, dass g, >g, > --->¢; sel. Dann bilden wir

die ldentititen (- 1, —1-2, (g, --,gz)) und

L1+2,9—4,9—2,9---9)
durch deren Multiplication sich ergiebt:

CLig—4, g—2--) (=2, go2-+) C(—1) (9,2, 92—2+-) {g1—4, fa—2-+")
XK ~2 =2 ) 91, -} C—1=B @1, 92+ ) (=2 o2 ) ==
= 02027} (91 92+ Cl=1) gy fae ) (91—~ 907+)
< C143) (g g2+ ) (212 020 ) Cl=1=2) (1—2sga- ) (= ty ga—B oo}

Hier hat das erste Product der linken Seite (aus zwei Factoren ge-
bildet) den Werth: 2(g, — 1), das zweite: 2(g,4-g,); auf der rechten
Seite hat das erste Product den Werth g,, das zweite 2(g, 4 g, —2).
Demnach kann die obige Gleichung nicht erfiillt werden oder alle g,
konnen nur die Werthe 0, 1, 2 annehmen. Im Gegensatze zu den
einfachen Gruppen der Form A) giebt es daher nur sebr wenige Arten
von Gruppen, welche aus der Form B) durch Zusammensetzung erbalten
werden kbnnen; diese Formen vollstindig anzugeben, bietet keine
Schwierigkeit. )

Fir die einfache Form C) waren die Coefficienten ¢ in § 17 noch
von willkiirlichen Constanten abhingig gemacht. Diese konnen wir
so wahlen, dass folgende Beziehungen gelten, wobei festgesetzt ist,
dass a,b... stets positiv, aber m,n ... sowoh! positiv wie negativ
sind:
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(Y. X¢) = ”2Xss (Ya Yb} “"6: (Y,XW.):-»QX._.,
(Y X"b) =0, (Y' X‘;‘*“!) - x“‘ﬂ'
3 ]

(Y; X;?_.: X:g;_.) (X X)) =YX,
(Fepp ey = Yot Yoy (Xere Xy = 1o X,
3 3
(X Xoer)=Xora,  (Xoo Kota) =— Xowpwr
3 3 3

2

(Xx_j—_: X—_gj;_z = X, (X?i‘:! X‘:ft" = X""“"
¥ 3 i ¥

¢
In 21— 1 Variabeln kann man diese Gruppe folgendermassen
darstellen:

X, == P1y Xl__';}_g“pxﬁﬁ mepz-«g'f"??;xgﬁ
] F]

3 $ 3

Y, =2pz, + (z FZiaPra
1 143 2 1-:-1-?!;:3 gzbgpl,:w)p

3
Yo =Duafite— PiaBicay Xa=—Pi%i o Priefi-e,
FRE ] I H Ty
X .o =plx§“+g+ P;._cxl.;.,,a
2 EE
——— —

XM i e Zy-aPrys)

T R ] F
Xn—b = "*‘i’pij'“wxi""pifﬁ’

Yy ) 3 P
X-——a ==,xl+a ,_,.(,P;"l"x;.}.;p;_a'!"xx-wpx»—b’

T 'y PR

= (.271 2;’5,_” ,,_,) [p‘x, +P52 H- 1-- +
+2( x+- M—u «{»x,”,p,,,,)]
X pa=puge (5~ 2 A ie) —
A 3 T 3
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Es sei gestattet, eine Darstellung n in Z(H—i Variabeln hier bei-
zuftigen
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Um zu zeigen, dass betreffs der Zusammensetzung mit Gruppen
von der Form C) dasselbe Gesetz gilt, wie fir B), kénnen wir fast
genau dasselbe Beweisverfahren einschlagen. Indem wir also fiir die
gy - - - ¢ dieselbe Voraussetzung machen wie vorher, bilden wir die

Jacobi'sche Identitdt fiir (—-l , 2 , Gy - g;)) und fiir

(l’ 11‘27 91_37 92~—1,gs,..g,).

Da (9,41, g,—1...) nicht vorkommen kann, muss (¢,—1) (9,4 9>)
entweder gleich g,(g, +9¢,—2) oder gleich 2g,(g, +g,—4) sein, was
beides nicht moglich ist.

Einfache Gruppen von der Gestaltung D) konnen fiir jedes ! in
21 — 2 Variabeln vorkommen; man erlangt dieselben aus der oben
angegebenen Darstellung von B) indem man sowohl z, wie p, ver-
schwinden lisst. (Fiir =3, wo die Formen D) und A) #quivalent
sind, kommt die letztere Darstellung auf die allgemeine projective
Transformation der Geraden eines dreidimensionalen Raumes hinaus.)
Ueber die Zusammensetzung brauchen wir nach den vorangehenden
Untersuchungen nichts mehr beizufiigen.

Braunsberg, im October 1838.



