C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Mathematische Annalen

Ort: Leipzig

Jahr: 1893

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Werk Id: PPN235181684_0042

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN235181684_0042

LOG Id: LOG_0034
LOG Titel: Ueber die vollen Invariantensysteme
LOG Typ: article

Ubergeordnetes Werk

Werk Id: PPN235181684
PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN235181684
OPAC: http://opac.sub.uni-goettingen.de/DB=1/PPN?PPN=235181684

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

s
»

w0 0
'S

W W
[~
b

§17.

Mathematische Annalen. XLIL

Ueber die vollen Invariantensysteme.
Von

Davip HipBerr in Konigsberg i./Pr.

Beite
Einleitung. . . . . . . ... e e e e e e e e .. . 814
I, Der Invariantenkdrper,
Ein algebraischer Hilfsgatz . . . . . . .. e e e e .. 818
Die Invarianten J,Jy, ..y J, « . . . .. e e e ... 817
II. Das Verschwinden der Invarianten.

Ein allgemeines Theorem tiber algebraische Formen . . . . . 820
Der grundlegende Satz Uber die Invarianten, derén Verschwmden das

Verschwinden aller tibrigen Invarianten zur Folge hat. . . . . . . 826

Das Verschwinden der simmtlichen Invarianten einer bin#ren Grundform 827

Anwendungen auf besondere bin#re Grundformen und Grundformen-
gysteme . . . . . . . .. L e e e e e . . 880

Systeme von simultanen Grundformen. . . . . . . . .. .. ... . 838

III. Der Grad des Invariantenkdrpers.
Darstellung des asymptotischen Werthes der Zahl @(o) . . . . . . . 885
Berechnung des Grades k des Invariantenkdrpers fiir eine binkire Grund-
form mter Ordoung . . . . . . . . .. e e e e e e e e 836
Die typische Darstellung einer bin#ren Grundform e e e e e e .. 841

.© Das System von » binfiren Linearformen . . . . . . Ve s e e . . . 845
. . IV, Der Begriff der Nullform.
Die Substitutionsdeterminante als Function der Coefficienten der trans-
formirten Grundform. . . . + ¢« v ¢ i ¢ v 0 4 e 0. IR
Die Entscheidung’, ob die vorgelegte Grundform eine von 0 verschiedene
Invariante besitzt oder micht . ... . . . . . Cee e B

Eine obere Grenze fiir die Gewichte der Inva.m.nten J,, . J ..

V. Die Aufstellung der Nullformen,

reihen gind . . . . .. .. ... .
Die kanonisehe Nullform e e e e e e e . e



314 Davip Hiuserr.

§18. Die Aufstellung der kanonischen Nullformen. . . . . . . .. . . .. 362

§19. Die quaterniéren cubischen Nullformen. . . . . . . . ... . .. . . 366

§20. Das Verschwinden der Invarianten einer Nullform und die Ordnung
dieses Verschwindens . . . . . .. ... ............ 368

VI. Die Aufstellung des vollen Invariantensystems.

§21. Die drei Schritte zur Erlangung des vollen Invariantensystems . . . . 372
§22. Die Ableitung des vollen Invariantensystems aus den Invarianten
O 371
Einleitung.

Meine Abhandlung ,,Ueber die Theorie der algebraischen Formen‘‘ *)
enthilt eine Reihe von Theoremen, welche fiir die Theorie der alge-
braischen Invarianten von Bedeutung sind. Insbesondere in Abschnitt V
der genannten Abhandlung habe ich mit Hilfe jener Theoreme fiir be-
liebige Grundformen die Endlichkeit des vollen Invariantensystems be-
wiesen. Dieser Satz von der Endlichkeit des vollen Invariantensystems
bildet den Ausgangspunkt und die Grundlage fiir die Untersuchungen der
vorliegenden Abhandlung.**) Die im Folgenden entwickelten Methoden
unterscheiden sich wesentlich von den bisher in der Invariantentheorie
angewandten Mitteln; bei den nachfolgenden Untersuchungen némlich
ordnet sich die Theorie der algebraischen Invarianten unmittelbar unter
die allgemeine Theorie der algebraischen Functionenkdrper unter: so
dass die Theorie der Invarianten lediglich als ein besonders bemerkens-
werthes Beispiel fiir die Theorie der algebraischen Functionenkérper
mit mehr Veréinderlichen erscheint — gerade wie man in der Zahlen-
theorie die Theorie der Kreistheilungskorper lediglich als ein besonders.
bemerkenswerthes Beispiel aufzufassen hat, an welchem die wichtigsten
Sétze der Theorie der allgemeinen Zahlenkorper zuerst erkannt und
bewiesen worden sind. ,

Die im Folgenden angewandten Methoden reichen fiir Grund-
formensysteme mit beliebig vielen Veréinderlichen und Verinderlichen-
reihen aus, gleichviel ob dieselben simmtlich denselben linearen Trans-
formationen unterliegen oder ob sie in irgendwie vorgeschriebener
Weise theilweise verschiedenen linearen Transformationen unterworfen
werden sollen; dennoch werde ich bei der folgenden Darstellung der
Kiirze und Anschaulichkeit wegen meist nur binire oder ternire Grund-
formen mit einer einzigen Veréinderlichenreibe zu Grunde legen.

*) Math. Ann. Bd. 36, S. 473.

**) Vergl. die 3 Noten des Verfassers: ,,Ueber die Theorie der algebraischen
Invarianten.* Nachrichten v. d. kgl. Ges. d, Wiss, zu Gottingen 1891 (Lst® Note)
und 1892 (2'¢ und 3'¢ Note).
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Unter ,,Invariante’* ohne weiteren Zusatz verstehen wir im Fol-
genden stets eine ganze rationale Invariante d. h. eine solche ganze
rationale homogene Function der Coefficienten @ der Grundform oder
des Grundformensystems, welche sich nur mit Potenzen der Substitu-
tionsdeterminanten multiplicirt, wenn man die Coefficienten a durch
die entsprechenden Coefficienten & der linear transformirten Grund-
formen ersetzt. Diese Invarianten besitzen, wie bekannt, die folgenden
elementaren Higenschaften:

1. Die Invarianten lassen die linearen Transformationen einer
gewissen continuirlichen Gruppe zu.

2. Die Invarianten geniligen gewissen partiellen linearen Diffe-
rentialgleichungen.

3. Jede algebraische und inshesondere jede rationale Function
von Dbeliebig vielen Invarianten, welche in den Coefficienten a der
Grundformen ganz, rational und homogen wird, ist wiederum eine
Invariante.

4. Wenn das Product zweier ganzen rationalen Functionen der
Coefficienten @ eine Invariante ist, so ist jeder der beiden Kactoren
eine Invariante.

Die Sitze 1. und 2. gestatten die Umkehrung. Nach Satz 3.
bildet das System aller Invarianten einen in sich abgeschlossenen
Bereich von ganzen Functionen, welcher durch algebraische Bildungen
nicht mehr erweitert werden kann. Der Satz 4 sagt aus, dass in
diesem Functionenbereiche die gewdhnlichen Theilbarkeitsgesetze giiltig
sind, d. h.: jede Invariante lisst sich auf eine und nur auf eine Weise
‘als Product von nicht zerlegbaren Invarianten darstellen.

Zur Berechnung der Invarianten und zur weiteren Eutwicklung
der Theorie bediirfen wir eines Hilfssatzes*), welcher eine fundamen-
tale Eigenschaft des sogenannten Q-Processes betrifft und kurz wie
folgt ausgesprochen werden kann:

Wenn man irgend eine ganze rationale Function der Coefficienten
b der linear transformirten Grundform bildet und auf diese den Q-
Process so oft anwendet, bis sich ein von den Substltutlonscoefﬁclenben
freier Ausdruck erg1ebt 80 ist der so entstehende Ausdruck eine
Invariante.

An diese elementaren Sitze aus der Inva.nantentheorxe schhesst.

*) Vergl. meine oben citirte Abhandlung S. 524; der Satz stimmt im. Wesenf-.
lichen mit einem von P. Gordan und F. Mertens bewiesenen Satze tibor
Neuerdings hat Story in den Math. Ann, Bd. 41, S.469 einen Dﬁerenmﬁom'f;:
process [ ] angegeben, welcher sich direct aus Dxﬁ‘erenhatlonen nach den? ‘3{& ki
cienten o zusammensetzt und welcher den Q-Process zu ersetzen in’ Stan#te Teti-
dieser Process ist eine Verallgemeinerung des in meiner Inauguraldmsarbahon ftie
binére Formen aufgestellten Processes [ ], vergl. Math. Aun. Bd. 80,-8:20; -,

21°
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sich der bereits erwihnte Satz iiber die Endlichkeit an, welcher wie
folgt, lautet:

5. Es giebt eine endliche Anzahl von Invarianten, durch welche
sich jede andere Invariante in ganzer rationaler Weise ausdriicken
Tasst. Wir bezeichnen diese endliche Anzahl von Invarianten kurz
als ,,das volle Invariantensystem*.

Die zusammengestellten 5 Sitze regen die Frage an, welche der
aufgezihlten Eigenschaften sich gegenseitig bedingen und welche ge-
trennt von einander fiir ein Functionensystem moglich sind. In meiner
_oben citirten 1%ten Note ,,Ueber die Theorie der algebraischen In-
varianten “*) habe ich unter anderem an einem Beispiele gezeigt, dass
es ein System von unbegrenzt vielen ganzen rationalen homogenen
Functionen giebt, welchem die Eigenschaften 2, 3, b zukommen, ohne
dass der Satz 4 fiir dasselbe gilt.

Schliesslich sei erwihnt, dass aus den allgemeinen Theoremen
meiner anfangs citirten Abhandlung ,,Ueber die Theorie der alge-
braischen Formen* noch 2 weitere Endlichkeitssitze fiir die Invarianten-
theorie folgen, nimlich der Satz von der Endlichkeit der irreduciblen
Syzygien und der Satz von der Syzygienkette, welche im Endlichen
abbricht.

I
Der Invariantenkorper.
§ 1

Ein algebraischer Hilfssatz.

Die rationalen Invarianten einer Grundform oder eines Grund-
- formensystems bestimmen einen Functionenkbrper und die ganzen
. gationalen Invarianten sind die ganzen algebraischen Functionen dieses
. Punctionenkdrpers; um diese Thatsachen einzusehen, brauchen wir den
folgenden einfachen Hilfssatz:

~ Wenn irgend m ganze rationale und homogene Functionen f,,..., fix
der n Verinderlichen z,, ..., 2, vorgelegt sind, so kann man stets
aus denselhen gewisse x ganze rationale und homogene Functionen
Fy,..., F, der niamlichen Veriinderlichen zusammensetzen, zwischen
denen keine algebraische Relation mit constanten Coefficienten statt-
findet und durch welche sich jede der vorgelegten Functionen f,,...,fa
als ganze algebraische Function ausdriicken lisst.

Zum Beweise bezeichnen wir die Grade der Functionen f,, . .., fx
in den Verdnderlichen z,, . .., #, beziehungsweise mit »,, ..., 7, und
ausserdem das Product dieser Gradzahlen mit »: dann besitzen die
m Functionen ' :

*) S. 233,
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» 2
=H0" o fa=f"
simmtlich den Grad ». Besteht nun zwischen diesen m Functionen
keine algebraische Relation mit constanten Coefficienten, so besteht
auch zwischen den urspriinglichen Functionen f,,...,fn keine solche
Relation und diese Functionen bilden daher selbst schon ein System
von HFunctionen der verlangten Beschaffenheit. Im anderen Falle be-
steht eine Relation von der Gestalt

G(fl,y R fﬂ:) =0,
wo G eine ganze rationale homogene Function von f}, . . ., f, bedeutet.
Wir fihren nun eine lineare Transformation der m Functionen aus,

indem wir setzen:
”
fi = 0y ft + - +“1m fm)

f == Om1 fll' + - + ammf

wo die Determinante der Substitutionscoefficienten e, .. ., tnm von
0 verschieden ist und wo ausserdem fiir die @, ..., @, solche
Zahlenwerthe gewihlt sein mogen, dass in der linear transformirten
Function H(f", ..., fn) der Coefficient der hichsten Potenz von f}
gleich 1 wird. Dann ist offenbar f,, eine ganze algebraische Function
von f\", ..., fa—1 und folglich sind auch die Functionen f, ..., fn
und somit auch die urspriinglich vorgelegten Functionen f,, ..., fi
simmtlich durch die m — 1 Functionen f£", ..., fa1 ganz und
algebraisch ausdriickbar. Besteht nun zwischen diesen m — 1 Fune-
tionen f,”, ... fm—1 keine algebraische Relation, so bilden diese
m — 1 Functionen ein System von Functionen der verlangten Be-
schaffenheit. Im anderen Falle behandeln wir die zwischen diesen
m — 1 Functionen bestehende homogene Relation in der n#mlichen
Weise wie vorhin die Relation G =0, und so gelangen wir schliesslich
durch Fortsetzung dieses Verfahrens zu einem Systeme homogener
Functionen F}, ..., F, vom nimlichen Grade » in den Verinderlichen
Zyy « .. &n, welches die im Satze verlangte Beschaffenheit besitzt.

§ 2
Die Invarianten J, o}, ... J..

Es seien 4,, ..., ¢, die Invarianten eines vollen Invarianten-
systems; dieselben sind ganze rationale homogene Functionen der
Coefficienten der Grundform und so folgt unmittelbar aus dem in § 1
bewiesenen Hilfssatze der Satz: ‘

Ist eine beliebige Grundform oder ein Grundformensystem vorgelegt,
s0 lassen sich stets gewisse x Invarianten J,, .. 2, J, bestimmen, swischen
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denen keine algebraische Relation stattfindet und durch welche jede andere
Invariante gane und algebraisch ausgedriickt werden kann.

Die Zahl % ist beispielsweise im Falle einer einzigen biniren
Grundform n' Ordnung gleich n — 2 und im Falle einer terniren

Grundform xtr Ordnung gleich ~;— (n+1)(n+2)—8.

Die nach dem obigen Verfahren sich ergebenden Invarianten
iy ..., Jy sind simmtlich von dem nimlichen Grade in den Coeffi-
cienten der Grundform; dieser Grad werde mit v bezeichnet,

Es gilt ferner der Satz:

* Man kann ou den Invarianten Jy, ..., J, stets eine Invariante J
hinsufigen, derart, dass eime jede andere Invariante der Grunmdform
sich rational durch die Invarianten J, J,, ..., Jx ausdriicken ldsst.

Umn diese Invariante J zu finden, wihlen wir irgend 2 Invarianten
des vollen Invariantensystems aus, etwa 7,,4, von den Graden v, be-
ziiglich v, und setzen dann

i =mim,
iy =1 fifd7,
wo die Exponenten e, a,, §,, ,, ¥ ganze positive den Bedingungen

v + v, = f,v, 4 Byv, + pv,
@B, —ef =1
geniigende Zahlen sind. Um solche Zahlen zu finden, bestimme man
zunéichst 3 ganze positive Zahlen 9, d,, , so dass die Bedingung
) . 0, v, + 0,7, = yv
- erﬁﬂlt Jst und a.ueserdem die Zahlen 0, und 8, Zu einander prim sind.
Bann bestimma man 2 ganze positive Zah]en fy und B,, so dass
o ‘ 0,8, — 0,8y =1
= mrd die 5 Zah]en o, =20 +f,, e,=20,+B,, By, B, y sind
* dann, wie man leicht siebt, von der ver]angten Beschaffenheit.
' D1e Formeln
o by = F i) ey,
by =0 ~higy) @ J —ey
lehren, dass 4. und 4, sich rational durch i, 4, J, ausdriicken lassen.
Da die beiden Invarianten ¢, ,’ von dem ni#mlichen Grade in den
Coefficienten der Grundform sind, so ist auch jede lineare Combination
1 =04 -ty
eine Invanante In diesem Ausdrucke kdnnen nach einem bekannten
Satze aus der Theorie der algebralschen Functionen die Constanten
€1y Cy 80 bestlmmt werden, dass sowohl 4,” als auch 4, rationale Fune-
tionen von ¢”, J,, . J, sind. Hieraus folgt, dass simmitliche
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Invarianten der Grundform sich rational durch 2", J},...,Jx, i3, %,y tm
ausdriicken lassen. Wahlt man nun aus den Invarianten ¢, i;,4,,...,%,
wiederum 2 Invarianten aus, etwa ¢”, ¢;, so lisst sich in eben der-
selben Weise wie vorhin eine Invariante " bestimmen, derart, dass
sowohl 77 als auch 4; rationale Functionen von ™, J|,..., J; und
somit simmtliche Invarianten rationale Functionen von ", J,, ..., J,,
%4y b5y + + -» im sind.  Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangen
wir schliesslich zu einer Invariante #™ = J von der im Satze ver-
langten Beschaffenheit.

Nach den eben bewiesenen S#tzen ist jede Invariante eine rationale
Function von J, J,, ..., Jx und eine ganze algebraische Function von
J, ...y Jx; €8 ist aber auch umgekehrt jede von J, J,, ..., Jy rational
und von J,, ..., Jx ganz und algebraisch abbéngende Function ¢
nothwendigerweise eine Invariante der Grundform. Denn da die Fune-
tion ¢ rational von den Invarianten J, J,, ..., Jx abhingt, so ist die-
selbe nothwendig eine rationale Function von den Coefficienten der

Grundform: wir setzen ¢ = % , Wo g und % ganze rationale Functionen

von den Coefficienten der Grundform.ohne einen gemeinsamen Factor
sind. Ferner geniigt ¢ einer Gleichung von der Gestalt

Fop Gt Gy =0,

wo Gy, ..., G ganze rationale Functionen von J,, ..., J, sind.
.

Setzen wir in diese Gleichung i=—%— ein und multipliciren dieselbe

¢

dann mit k!, so ergiebt sich, dass =- eine ganze rationale Function
b ] h

von den Coefficienten @ler Grundform ist. Da aber g und & zueinander
prim sind, so ist & nothwendigerweise eine Constante d. h. ¢ ist eine
ganze rationale Function der Coefficienten der Grundform und mithin
eine ganze rationale Invariante. Hieraus folgt der Satz:

Die Invarianten J, J,, ..., J. bestimmen einen Functionenkirper, '
in welchem die ganzen algebraischen Fumctionen genmau das System der
ganzen rationalen Invarianten ausmachen; dieser - Functionenkorper
werde im folgenden kurz der Invariantenkorper der Grumdform genamnt. .

Es giebt nun nach einem fundamentalen von L. Kronecker auf-
gestellten Satze in einem jeden Functionenkdrper stets eiuve endliche
Anzahl ganzer Functionen derart, dass jede andere gzﬂme Functign .
des Korpers als lineare Verbindung jener endlichen Anzahl dargestihlh -
werden kann, wobei die Coefficienten der linearen Verbindung:gawis -
rationale Functionen des Korpers sind, und die allgemeindyyon -
L. Kronecker - entwickelte Theorie der algebraischen Functiomep:ddbrt
zugleich, wie man die ganzen algebraischen Functionen eines;Kprpers
bestimmen kann. Um hiernach aus den Invarianten.J, Jy,: s, " das
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volle Invariantensystem 4,, . . ., i, wieder zurlickzugewinnen, berechne
man zuniichst die Dlscnmmante D der Gleichung k'» Grades flir J.
Die Invarianten der Grundform d. h. die ganzen algebraischen Func-
tionen des Invariantenkorpers sind dann sdmmtlich in der Gestalt
(P L N A L e )
v= D

darstellbar. Wenden wir das Theorem I in Abschnitt I meiner oben
citirten Arbeit*) auf die aus den Functionen l',, Fyy « « .y & zu bilden-
den unendlichen Reihen an, so erkennen wir in der That dass es eine
endliche Zahl j,, ..., ju von Invarianten giebt, derart, dass jede
: andere Invariante ¢ in der Gestalt

' i=Ayjy + -+ Aujx
da.rgestellt werden kann, wo 4,,..., Ay ganze rationale B‘unctiox}en
von J;,...,Jx sind. Die Invananten Jiyeveyduy Jiyee oy ju sind
gomit die Invananten eines vollen Invanantensystems

Nach Kenntniss der Invarianten J,d,, . .., Jy erfordert also die
Aufstellung des vollen Invariantensystems nur noch die Losung einer
elementaren Aufgabe aus der arithmetischen Theorie der algebraischen
Functionen.

II.
Das Verschwinden der Invarianten. .

§ 3.
Ein allgemeines Theorem fiber algebraische Formen.

. ...Da alle Invarfanten der Grundform ganze ﬂgebralsche Functioner
By .., Jy 8ind, so folgt unmittelbar die weitere Thatsache:
;Wenn man den Coefﬁmenten der Grundform solche besonderen Werthe
,erthezlt dass die. x Invarianten dis ..y JIx gleich O werden, so ver-
: schwmden zugleich’ auch sammitliche ubngen Invarianten der Grundform.
" Es ist nun von grosster Bedeutung fiir die ganze hier zu ent-
wmkelnde Theorie, dass die in diesem Satze ausgesprochene Eigen-
schaft des Invariantensystems J,, . . ., J auch umgekehrt die urspriing-
liche in § 2 zu Grunde gelegte Elgenschaft dieser Invarianten bedmgt
Um den Nachweis hiervon zu fithren, entwickeln wir zunichst ein
Theorem, wéches sich als drittes allgemeines Theorem aus der Theorie
der a]gebrarschen Functionen den beiden Theoremen I und III memer
oben citirten Arbeit**) zugesellt. Dieses Theorem lautet:
Es scien m ganze rationale homogene Fumctionen f,, . .., fa der
n Verdnderlichen a, .. ., z, vorgelegt und ferner seien F, F', F”, ...

*) Mathematische Annalen Bd. 36, S, 474,
**) Vgl. Math. Ann. Bd, 36, S, 474 und 492.
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irgend welche ganze rationale homogene Functionen der nimlichen Ver-
dnderlichen x, ..., z, von der Beschaffenheit, dass sie fiir alle die-
Jenigen Werthsysteme dieser Verénderlichen verschwinden, fiir welche die
vorgelegten m Functionen f,, . . ., fn simmtlich gleich O sind: dann ist
es stets moglich, eine gamse Zahl r zu bestimmen derart, dass jedes
Product TI™ von r belichigen Functionen der Reihe F, F', F”, . .. dar-
gestellt werden kann in der Gestalt

MY =afy + &fy + -+ + Gnfm,
WO Ay, Ay, ..., an geeignet gewdhlte ganze rationale homogene Fumnc-
tionen der Verdnderlichen z,, . . ., z, sind.

Im folgenden Beweise dieses Theorems nehmen wir zunichst an,
dass die Formenreihe F, F', F, . .. nur aus einer endlichen Anzahl
von Formen besteht.

Der Beweis zerfillt in 2 Theile: in dem ersten Theile zeigen
wir die Richtigkeit des Theorems fiir den besonderen Fall, dass die
vorgelegten m Formen f{, ..., f,, nur eine endliche Anzahl gemein-
samer Nullstellen besitzen. Um diesen Nachweis zu filhren, nehmen
wir an, dass das Theorem fiir Formen mit einer gewissen Anzahl
gemeinsamer Nullstellen bereits als giiltig erkannt worden ist und
zeigen dann, dass dasselbe auch fiir solche Formen gilt, welche noch
eine weitere gemeinsame Nullstelle besitzen.

Die gemeinsamen Nullstellen der Formen f,, ..., fu seien

:c,=(x1, x2=a2,~--,wn=“1n
=P, Ty =1P,, ..., Tn = P4,
x,=u,,x2=a¢2,.,.,x,.=x,..

Wir setzen nun an Stelle der Veriinderlichen z,, ..., z, bezliglich
die Ausdriicke &, 2,E,, ..., 2, &, &, ein, wodurch die Formen
fis» « - +» fm in binéire Formen von den Ordnungen »,, ..., v, in den
Verinderlichen &, £, iibergehen; dann bilden wir die Ausdriicke

s Fi=uwufi 4+ ufo + - - - + thmfm,
F2=”1fl+”2f2+"'+"’mfm:

WO Uy «++y Umy ¥y, ..., Uy bindre Formen mit unbestimmten Coef-
ficienten und von solchen Ordnungen in den Verinderlichen §,, &,
sind, dass Fy und F, in eben diesen Veriinderlichen homogen werden.
Die Resultante der beiden bindren Formen F,, F, in Bezug auf die
Verénderlichen &, & wird gleich einer ganzen rationalen Function
der in den Formen u,, ..., %n, v, ..., v, auftretenden unbestimmten
Coefficienten, und die Potenzen und Producte dieser unbestimmten
Coefficienten erscheinen mit Formen multiplicirt, welche nur die
n — 1 Verénderlichen z,, ..., z,—, enthalten; diese Formen mbgen



322 Davip Hiuserr.

mit f}', ..., fw bezeichnet werden. Aus den Eigenschaften der Re-
" sultante zweier binirer Formen wird leicht erkannt, dass die Formen
fi's « .y fw nur die folgenden gemeinsamen Nullstellen besitzen:

.’L’l == a‘7 x2 = a,, ee oy Zp—1 = “"—1)

Ty =%y, Ty =%Kyy o ¢.y Tp—1 = %p—1
und dass dieselben ausserdem simmtlich gleich linearen Combinationen
der Formen f,, ..., fu sind, d. h, es ist

f;~0

f,,. =0,

Wenden wir das eben angegebene Eliminationsverfahren nunmehr

auf die Formen f, ..., f,,’, an, so gelangen wir zu einem Systeme

von Formen £,", ..., fo der » — 2 Veréinderlichen z,, . . ., Z»_s;
welche nur die gemeinsamen Nullstellen

(firevoslm)-

x! = 0!1, x2 =a2, e ey Zp—g = Up-2,

- Ty ==y, Ly ==Ky, ..0p Tng== Ny 3
besitzen und welche simmtlich nach dem Modul (f‘, <+« fw) und
folglich auch nach dem Modul (f,,. .., fn) congruent O sind. Durch

weitere Fortsetzung des Verfahrens ergiebt sich schliesslich ein System

von biniren Formen £, ,..,f (?;_2;) der Verdnderlichen z,, z,, welche
m

nur die gemeinsamen Nullstellen
x,-#a,, x2=a2,

. Ty == 2y, Ty =%,
besitzen und welche simmtlich congruent 0 sind nach dem Modul (£,,...,fn)-
Wii wihlen eine von diesen biniren Formen aus und setzen dieselbe
gleich (a3, — @, 2y)e2 @,,, WO @, eine ganze positive Zahl bedeutet
und g@,, eine fir z, = a,, ¥, = a, nicht verschwindende binire Form
_ ist. Hierbei ist angenommen, dass die Grissen a,y @, nicht beide
gleich 0 sind.
In glelcher Weise finden wir, falls a,, o nicht zugleich O sind,
dass es eine ganze Zahl ¢,; und eine fiir #, = &, , @, = a; nicht ver-
schwindende bindre Form ¢, der Verinderlichen «, , z, giebt, derart, dass

(“s“’,"’“txs)e" 3 =0 (fl’ veer fr)
ist und es sei schliesslich g,;,, eine ganze Zahl und @,_;,, eine fiir
Lyt = Oy—1, %y == a, nicht verschwindende binire Form der Ver-
dnderlichen z,_;, @, derart, dass die Congruenz

bostent, Tt T I 90w S0, (fiy o o)
eS e 3 N ]
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Da nach Voraussetzung eine jede Form der Reihe F, F',F",...
fir r, = @, 2, = @,, ..., Z» = &, verschwindet, so kanu allgemein

FO9_FY® (p—e2,)+ F® (egzy—ayzg)+-- -+ F,,‘ﬂl,,. (CnZn—1—0Cn—1Tn)

gesetzt werden, wo FY , FP, ..., ,fﬂl,,. Formen der » Verénder-
lichen z,, ..., 2, sind, und hieraus folgt mit Hilfe der obigen Con-
gruenzen, dass, wenn zur Abkiirzung

0=201t+ 03+ "+ 01

D=0, Pi3--. Pu-t,n
gesetzt wird, die Congruenz
OO =0, (f,,... fn)
besteht, wo ® eine fir 2, =«,, 2, =a,, . .., Z» = @, nicht ver-
schwindende Form und TT® das Product von irgend ¢ Formen der
Reihe F, F', F”, ... bezeichnet.

Die Formen ®, f,, .. ., f besitzen eine geringere Anzahl gemein-
samer Nullstellen als die Formen f,, . . ., f, des urspriinglichen Systems.
Nehmen wir also an, dass das Theorem fiir ein Formensystem mit
weniger gemeinsamen Nullstellen bereits als richtig erkannt ist, so
folgt, dass es eine Zahl » giebt, derart, dass

MI=0 (@,f,...,fn)
wo TI® ein Product aus irgend » Formen der Reihe F, F', F”, ...
ist, und hieraus folgt dann mit Hilfe der obigen Congruenz

M =0 (fi,...,fn),
wo TTe+") ein Product aus irgend ¢ 4 r Functionen der Reihe
F, F', F”, ... bedeutet. Somit ist bewiesen, dass das Theorem unter
der gemachten Annahme auch fiir das Formensystem f,, .. ., fn gilt.

Nun gilt das Theorem in dem Falle, wo die vorgelegten Formen

keine gemeinsame Nullstelle haben. In der That, bei dieser Annahme

haben auch die bindren Formen £, ..., f&0
m

Nullstelle; es ist daher jede binire Form von z,, z,, deren Ordnung
oberhalb einer gewissen Grenze liegt, inshesondere also auch die Form
¢ und die Form ¢ fiir geniigend grosse Exponenten ¢, und ¢, con-
gruent O nach dem Modul (£}, ..., fn). Ebenso zeigt man, dass die
Formen P, ..., #%* bei geniigend grossen Exponenten gy, ..., ¢
congruent O sind, nach dem Modul (£}, ..., fin). Hieraus folgt, dass
eine jede Form der Verinderlichen z,, ..., #,, deren Ordnung die
Zahl ¢, + @, -+ - - -  @n iibersteigt, congruent O ist, nach eben jenem
Modul, und damit ist die obige Behauptung bewiesen.

[n dem zweiten Theil wird nun das Theorem allgemein be-
wiesen und zwar nehmen wir zu diesem Zwecke an, dass dasselbe fiir

und

keine gemeinsame
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beliebige Formen von # — 1 Veriinderlichen bereits als richtig erkannt
ist und zeigen dann, dass es auch fiir » Verinderliche gilt.

Setzen wir 2, = ¢x,, so gehen die Formen fiseeisfmy By F',. ..
in Formen der » — 1 Veriinderlichen Zyy « .., Tp liber, deren Coef-
ficienten ganze rationale Functionen des Parameters ¢ sind. Diese
Formen von # — 1 Veriinderlichen bezeichnen wir beziiglich mit
915+ 99my G, G',.... Wenn wir jetzt dem Parameter ¢ irgend einen
bestimmten endlichen Werth ertheilen, so ist offenbar, dass jede Form
der Reihe G, G, ... fiir solche Werthe der Veriinderlichen Loy.ou Ty
verschwindet, fiir welche die m Formen 915 - - -y gm sammtlich gleich

"0 sind. Es sei nun das Theorem fiir den Fall von #— 1 Versinderlichen
bewiesen und es sei fiir diesen Fall auch bereits erkannt, dass man
die Zahl r jedenfalls unterhalb einer Grenze wihlen darf , welche nur
vou den Ordnungen und der Anzahl der Formen Jiyeendmy G, G, ...
und nicht von deren Coefficienten abhiingt: dann wissen wir folgendes:
Es giebt eine Zahl » = 6,,, so dass ein jedes Product TT(+ von G,
Formen der Reihe G, G/, ... fiir jeden speciellen Werth von # eine
Darstellung von der Gestalt

b012) — b1 9, + b?gg + oot bugn

gestattet, wo b, ..., b, ganze rationale homogene Functionen der
n — 1 Verénderlichen ,, ..., z, sind. Betrachten wir in dieser
Formel die Coefficienten u der Formen b,, ... » bm als unbestimmte
Grossen und vergleichen dann auf der linken und rechten Seite die
Coefficienten der niimlichen Potenzen und Producte der Veriinderlichen
Zyy . + +y Zn, 80 erhalten wir ein System von linearen nicht homogenen
Gleichungen zur Bestimmung der Coefficienten w. Die Coefficienten in
diesen linearen Gleichungen sind ganze rationale Functionen des Para-
meters ¢ und wir wissen ausserdem, dass dieses System von linearen Glei-
chungen fiir jeden besonderen endlichen Werth von ¢ Losungen besitat.

Es gilt nun der folgende leicht zu beweisende Hilfssatz:

Wenn ein System von linearen Gleichungen von der Gestalt

CiyUy + - Crplp = ¢,

Cqrthy -+« - cupthp = ¢,

vorgelegt ist, wo ¢\, ¢y, ..., ¢, ¢, .. ., ¢, ganze rationale Func-
tionen eines Parameters ¢ sind, fiir jeden besonderen Werth von ¢
Auflésungen besitzt, so kann man fiir die Unbekannten Upy ooy Up
stets rationale Functionen von ¢ bestimmen, derart , dass nach Ein-
setzung derselben die obigen Gleichungen beziiglich des Parameters ¢
identisch erfiillt sind.

Wenden wir diesen Hilfssatz auf die oben erhaltenen Gleichungen
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an und setzen dann ¢— —:l,‘so ergiebt sich nach Fortschaffung der
. ]

Nenner eine Congruenz von der Gestalt

Y MM =0, (fy,...,[n)

WO 3y, eine bindre Form der beiden Veriinderlichen #,, x, ist, und wo
TT@) ein Product von irgend ¢,, Formen der Reihe F, F”, . .. bedeutet.
In gleicher Weise erhalten wir eine Congruenz von der Gestalt
Y3 T =0, (fise-esfm)

WO ;4 eine binéire Form der beiden Verinderlichen z,, , ist und wo
Ti») ein Product von ¢;; Formen der Reihe F, F', ... bedeutet, und
es sei schliesslich @,-,,, eine ganze Zahl und ¢, ,, eine Form der
beiden Veréinderlichen ,_;, , derart, dass die Congruenz

'pu—l,n n(a"—l'”) =0 (fl 3 oy fm)
besteht. Da es nun offenbar nur eine endliche Anzahl von Werth-
systemen giebt, fir welche die Formen y,,, Vigy e os Unetms frs e v oy [m
simmtlich verschwinden, so ist dieses Formensystem ein solches, fiir
welches die Richtigkeit des Theorems bereits feststeht; es kann daher
eine Zahl  gefunden werden, so dass die Congruenz

M =0 (1[),2, 1/113,..., ¢n—l,n: fj’-"7fm)
besteht. Mit Hilfe der obigen Congruenzen ergiebt sich hieraus
metN =0, (f,.. o fm)
wo ¢ die grésste der Zahlen 6,,, 6,4, . . ., 6,1, bezeichnet

Da biniire Formen itberhaupt nur eine endliche Anzahl von Null-
stellen besitzen konnen, so gilt das Theorenr nach dem ersten Theil
des Beweises fiir den besonderen Fall # = 2 und somit auch allgemein
fir Kormen von n Verinderlichen. Enthéilt nun die vorgelegte Reihe
F, F’, ... unendlich viele Formen, so bestimme man — was nach
Theorem I meiner oben citirten Arbeit stets moglich ist — eine Zahl
derart, dass eine jede Form der Reihe F, F”, . .. gleich einer linearen
Combination der u Formen F, F”,... F®-Y wird. Ist dann das Pro-
duct von irgend r der Formen F, F’,... F®—1 nach dem Modul
(fis-..fm) congruent O, so gilt offenbar das nimliche auch fiir jedes
Product von r Formen der unendlichen Reihe ¥, F’,... und somit
ist das Theorem vollstindig bewiesen.

Nach dem eben bewiesenen Theorem ist insbesondere die rte
Potenz irgend einer von jenen Kormen F, F', F”, ... congruent O
nach dem Modul (f,, f;, ..., fn) — eine Thatsache, welche fiir den
speciellen Fall zweier nicht homogenen Verinderlichen bereits von
E. Netto™) ausgesprochen und bewiesen worden ist.

*) Vergl. Acta Mathematica Bd. 7, S. 101,
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§ 4.
Der grundlegende Satz iiber die Invarianten, deren Verschwinden das
Verschwinden aller iibrigen Invarianten zur Folge hat.

Wir nehmen jetzt die am Anfang des vorigen Paragraphen untex-
brochenen Entwickelungen iiber die Theorie der Invarianten einer
Grundform oder eines Grundformensystems wieder auf und beweisen
den folgenden grundlegenden Satz:

Wenn irgend p Invarianten I1,, ..., I, die Eigenschaft besitzen,
dass das Verschwinden derselben stets nothwendig das Verschwinden

aller dibrigen Invarianten der Grundform gur Folge hat, so sind alle
Invarianten ganse algebraische Fumctionen jener u Invarianten I,,..., L.

Nach Voraussetzung sind die g Invarianten I, . .., I, Functionen
der Coefficienten der Grundform von der Beschaffenheit, dass allemal,
wenn man diesen Coefficienten solche besonderen Werthe ertheilt,
welche die p Invarianten I, ..., I, zu ‘O machen, nothwendig simmt-
liche Invarianten der Grundform verschwinden, und daher giebt es
dem allgemeinen in § 3 bewiesenen Theorem zufolge eine Zahl r derart,
dass jedes Product TT(" von irgend r oder mehr Invarianten der Grund-
form in der Gestalt

M=l 4 a1, 4 - -+ auly

darstellbar ist, wo a,, a,, ..., @, ganze rationale homogene Func-
tionen der Coefficienten der Grundform sind. Nunmehr bezeichnen wir
wie frither mit 4,, ..., %, die Invarianten eines vollen Invarianten-

systems und ferner mlt v die grosste von den Gradzahlen dieser In-
rianten: "dann stellt sich offenbar- eine’ jede beliebige Invariante
ydé‘er Grundform, deren Grad > vr ist, als Summe von Producten
: 'I’W") dar und es wird somit

‘ ' ) i=a/ +a, L+ -+ a/l,
wo ay, a2, . « +y @y wiederum ganze rationale homogene Functionen der
Coefficienten der Grundform sind. Nach den Entwickelungen des Ab-
sqhmttes YV meiner oben citirten Abhandlung ,, Ueber die Theorie
der algebraischen Formen‘‘*) kionnen in dieser Formel die Ausdriicke
a,y ayy .., @& durch Invarianten beziiglich ¢, 4,, ..., i, ersetat
werden, so dass sich eine Gleichung von der Gestalt

te=t' L+ L+ W,

ergiebt. Die Invarianten 4,, i,, ..., i. sind simmtlich von niederem
Grade in den Coefficienten der Grundform als die Invariante ¢; sie
konnen ihrerseits wiederum in der némlichen Weise durch lineare

*) Vgl. Math. Ann. Bd, 86, 8. 827,
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Combination der Invarianten I,, I,, ..., I, erhalten werden und dieses
Verfahren ldsst sich so lange fortsetzen, bis wir zu Invarianten ge-
langen, deren Grad < v» ist. Wir denken uns simmtliche linear
unabhiingige Invarianten, deren Grad < vr ist, aufgestellt und be-
zeichnen dieselben mit j,, j,, ..., j,. Fiir eine beliebige Invariante ¢
der Grundform besteht dann ein System von w Glelchungen der
folgenden Gestalt

Gy = G + G 4 - - - 4 G,
m=G”J Gt 4 60

i = G""’m + Géwbz +.- e Gf:"yw,

wo G, GV, ..., GS” ganze rationale Functionen der invarianten
I,,..., I, bedeuten. Durch Elimination von j,j,, ..., j, folgt die
Gleichung .

G ~i G L GY

G G‘” i@
Vo

G G("’) e G —i
welche zeigt, dass ¢ eine ganze algebraische Function von I,,..., I, ist.
Es ist hiernach offenbar fiir das Studium der Invarianten einer
Grundform von grosster Wichtigkeit, die nothwendigen und hin-
reichenden Bedingungen dafiir zu kennen, dass fiir diese Grundform
die Invarianten simmtlich gleich O sind; wir werden somit, wenn wir
die N Coefficienten der Grundform in bekannter Weise als die Coordi-
naten eines Raumes von N — 1 Dimensionen deuter, auf die Aufgabe
gefuhrt, dasjenige algebraische Gebilde Z in diesem Raume zu unter-
suchen, welches durch Nullsetzen aller Invarianten bestimmt ist. Be-
zeichnet wie frilher x die Anzahl der algebraisch unabhingigen
Invarianten, so giebt es den friiheren Betrachtungen zufolge genau
» Invarianten I,, ..., I,, durch deren Nullsetzen das algebraische
Gebilde Z bereits vollig bestimmt ist; aus dem eben bewiesenen Satze
folgt nun nothwendig g > d. h. es ist nicht mbglich, eine noch
kleinere Zahl von Invarianten anzugeben, durch deren Nullsetzen das
Gebilde Z ebenfalls schon bestimmt wird, '

§ 5.
Das Verschwinden der si..mtlichen Invarianten einer bindren Grnntfﬂpm -

-Der eben in § 4 bewiesene Satz bildet den Kern der ganz(e‘iﬂ;}zist:
zu entwickelnden Theorie der algebraischen Invarianten. Wn'»wemden
denselben zun#chst auf ‘die Theorie der bindren Formen an; ffﬁr, diese
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lgest sich das algebraische Gebilde Z ohne besondere Schwierigkeit
allgemein angeben, wie der folgende Satz lehrt: :

Wemn alle Invarianten einer bindren Grumdform von der Ord-
mng n=2h+1 beztiglich n = 2h gleich Null sind, so besitzt die
Grundform eimen h -+ 1-fachen Linearfactor und umgekehrt, wenn die-
selbe einen h -+ 1-fachen Linearfactor besitzt, so sind simmtliche In-

varianten gleich Null. . . .
Um den ersten Theil dieses Satzes zu beweisen, bilden wir fiir

die vorgelegte Grundform
- f==aowi’+(?) a2y ay e aaad
die folgenden Ueberschiebungen

Fy = [ay8,—0,"] e I

F, = [aya,—4a, “3+3“22]x12(“-4) +--

e e e e e .o - -

A =[aoan, __(21h) o aans + -+ ( A )ahz]xi( WL
Wir stellen dann die Bedingungen dafir auf, dass die Formen
f, Fy, ..., Fy beziiglich f, F,..., F,_, simmtlich die nimliche
Linearform als Factor gemein haben, was etwa auf folgende Weise
geschehen kann. Es sei M das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
der Zablen n, 2(n —2), 2(n—4),...,2(n—2hk) und man setze

Mammne=22m(n—2)=-...=2m(n—25),
beztiglich
Memmn=2m(n—2) =+ .=2m_s(n—2h+2);
@ nachdem 7 eine ungerade oder gerade Zshl ist. Dann bilde man
Hig beiden Formen
U= uf™ b uy F™ 4. 5o B,
V=of"+ o, F™ . 0, B,

bezfiglich
U=uf" 4w, F™ 4 oy Fo1

-1y !
Veof" o, F™ . vy, Fo,
WO 4, 5. .., % und v, v, ..., v; unbestimmte Parameter sind. Die
Resultante dieser beiden Formen U , V, ist von der Gestalt
B, V)=d, P+ -+ I Py
wo-P,..., P, gewisse Potenzen und Producte der unbestimmten

Pa}rameter %, v und wo J;, ..., J, Invarianten der Grundform sind.
Die Gleichungen ' :



Ueber die vollen Invariantensysteme. 329

Jy=0,...,d,=0

stellen die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen daftir dar,
dass die Formen f, F}, ..., Fj beziiglich die Formen f£, F,, ..., F}_,
simmtlich die nimliche Linearform als Factor enthalten. Denn wenn
das letztere nicht der Fall wiire, so konnte man stets den Parametern
#, v solche numerische Werthe ertheilen, dass die beiden Formen
U, V keinen gemeinsamen Factor enthielten und dieser Umstand
wiirde der Bedingung R (U, V) =0 widersprechen. Wir trans-
formiren jetzt die bindre Grundform f mittelst der Substitution

Y =0 Ty + ayZ,,

Yo =B, + B,2,
wo f,z, + B,, diejenige Linearform bezeichnet, welche eben in jenen
Formen als gemeinsamer Factor enthalten ist und wo «;, a, so ge-
wihlt sind, dass die Determinante e, 8, — «,f8, von Null verschieden
ausfiillt. Die Coefficienten der transformirten Form g bezeichnen wir -
mit by, by, ..., bs. Da nun die transformirte Form g und ihre Ueber-
schiebungen simmtlich den Factor y, besitzen, so miissen ihre Coef-
ficienten nothwendig folgende Gleichungen befriedigen:

by =0,
body — b =0,

bobar — () bibascs + - - £ 4 (2")b,.=0
beziiglich
bo = 0, .
bobz - b12 =0,

toburcs — (T %) bbb -k L () b,

Figen wir im Falle eines geraden # noch die Glelchung Fy=0
hinzu, so folgen fiir ein ungerades sowie fiir ein gerades n die Glei-
chungen :
by=0,b,=0,...,0p=0

und hieraus ergiebt sich, dass die Form g den Factor y, wenigstens
h 4 1-fach -enthilt. Es ist selbstverstindlich, dass in besonderen
Fillen die Berechnung der Bedingungen da.fiir, dass f, F, ..., F)
einen gemeinsamen Factor haben, sich erheblich abkiirzen lasst.

Der zweite Theil des Satzes wird unmittelbar als richtig erkannt,
wenn wir die Grundform so transformiren, dass dadurch die ersten
h + 1 Coefficienten by, b,, .. ., by simmtlich gleich O werden. In der
That, wenn €,41, €4, - - +, €s beliebige ganze positive Zahlen bedeuten,

Mathematische Annalen. XLII, %
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so lautet das allgemeinste Glied, welches aus den tibrigen Coefficienten
..., by gebildet werden kann, wie folgt

ex4-1 } eh4-2 5.
s el LN

es ist aber fiir dieses Glied das doppelte Gewicht nothwendig grosser
als das n-fache des Grades; jedes Glied einer Invariante enthiélt daher
nothwendig mindestens einen der Coefficienten by, b;, ..., by als
Factor und hat folglich fiir unsere besondere Grundform den Werth 0.
: Die vorhin aufgestellten Invarianten I, ..., I, beztiglich I,,..., I, F}
bilden, wie eben gezeigt worden ist, ein System von Invarianten der
Grundform f von der Art, dass das Verschwinden dieser Invarianten
-dothwendig das Verschwinden aller Invarianten der Grundform zur
Folge hat, und nach dem in § 4 bewiesenen Satee sind mithin simmt-
liche Invarianten der Grumdform f ganze algebraische Functionen jener
eben gefundenen. Zu der Herstellung dieses Systems von Invarianten
haben wir lediglich Resultantenbildungen verwands.

Z?H-I ’ bh+2 ’

§ 6.
Anwendungen auf besondere bindre Grandformen und Grundformen-
systeme.

Die allgemeinen bisher von uns erhaltenen Resultate finden in
allen besonderen berechneten Fillen die schonste Bestitigung, wie
folgende Beispiele zeigen:

Fir die biniire Form 5% Ordnung erfiillen die 3 Invarianten
4, B, C von den Graden beztglich 4, 8, 12 die Bedingungen des

in §4 bewiesenen Satzes. Denn das gleichzeitige Verschwinden der-
lbefij:;bedingt nothwendig das Auftreten eines dreifachen Linearfactors
fund dieser Umstand wiederum hat, wie der in § b bewiesene Satz
‘lehrt, zur Folge, dass alle Invarianten der bindren Form gleich Null
sind. Es miissen daher alle Invarianten ganze algebraische Functionen
von 4, B, C sein und in der That enthilt das volle System nur noch
eine weitere Invariante nimlich die schiefe Invariante R, deren Quadrat
bekanntlich eine ganze rationale Function von A4, B, C ist.

Die bindre Form 6t Ordnung besitzt 4 Invarianten 4, B, C, D
von den Graden beziehentlich 2, 4, 6, 10, deren gleichzeitiges Ver-
schwinden nothwendig das Auftreten eines vierfachen Linearfactors
bedingt. Dieser Umstand hat wiederum zur Folge, dass alle Invarianten
der Form gleich Null sind; in der That ist entsprechend unserem in
~ § 4 bewiesenen Satze die noch #brige schiefe Invariante K der Grund-
form eine ganze algebraische Function von 4, B, C, D, nimlich
gleich der Quadratwurzel aus einer ganzen rationalen Function dieser
4 Invarianten.
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Wir betrachten ferner eine binire Grundform f von der 5t Qrd-
nung und eine lineare Grundform I. Wenn die 6 simultanen In-
varianten 4, B, C, (f, 1%), (h,1%, (¢,1?),, zugleich verschwinden,
wo h=(f,f), und ¢ = (f, f), gesetzt ist, so folgt: entweder tritt
die Linearform ! 3-fach als Factor in f auf oder die Form f enthilt
irgend einen 3-fachen Factor, wihrend die Coefficienten der Linear-
form 1 gleich 0 sind, oder die Coefficienten der Form f sind simmt-
lich 0. In allen diesen 3 Fillen sind, wie man leicht erkennt,
simmtliche Simultaninvarianten der beiden Grundformen gleich 0 und
somit hat also das Verschwinden der genannten 6 Simultaninvarianten
das Verschwinden aller iibrigen Simultaninvarianten zur Folge. Hieraus
folgt nach dem in § 4 bewiesenen Satze, dass alle Simultaninvarianten
der beiden Grundformen f und ! ganze algebraische Functionen der
genannten 6 Invarianten sind.

Da die in Rede stehenden Simultaninvarianten mit dem System
der Invarianten und Covarianten einer 'einzigen biniren Grundform
5tr Ordnung identisch sind, so folgt, dass sich simmtliche 23 in-
variante Formen einer biniren Grundform 5t Ordnung als ganze alge-
braische Functionen der 3 Invarianten 4, B, C und der 3 Covarianten
f, b, © ausdriicken lassen. Beriicksichtigen wir noch, dass alle In-
varianten und Covarianten der biniren Grundform 5t Ordnung rationale
Functionen von f, k, ¢, (f, h),, (f; h), sind, so kann nach unseren
allgemeinen in Abschnitt I ausgefiihrten Entwicklungen aus diesen
Angaben allein das bekannte System jener 23 invarianten Formen
berechnet werden. Man hat zu dem Zwecke nur ndthig, alle diejenigen
Functionen aufzustellen, welche ganze algebraische Functionen von
A, B, C, f, h, i und zugleich rationale Functionen der Covarianten
f, k i, (f h)n (f, )3 sind.

Um die simultanen Invarianten zweier binéiren cubischen Formen
f, g aufzustellen, bilden wir eine lineare Combination %f 4 1g der-
selben und entwickeln die Discriminante dieser Form nach den un-
bestimmten Parametern % und 4, wie folgt:

D(xf+ 4g) = Dyx* + D %34 + Dyx?4% + D, %%+ D a4

Die 5 Invarianten D,, D,, D,, Dy, D, sind offenbar nur dann simmt-
lich gleich null, wenn die cubischen Formen f und g beide den nim:
lichen Linearfactor zweifach enthalten und dieser Umstand wiederam.
hat zur Folge, dass auch alle iibrigen Simultaninvarianten null sindi
Unserem Satze zufolge miissen daher alle simultanen Invariantex et
beiden cubischen Formen f und g ganze algebraische Functianen ’zﬁﬁ
D,, D,, D,, D;, D; sein. Das volle Invariantensystem enthalfHuti-
ausser diesen 5 Invarianten nur noch 2 weitere Invarianten:: *néﬁffwh
die Ueberschiebung (f, g); und die Resultante E der b{élden ‘Forhien;
S A

Y
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man findet in der That durch Rechnung bestitigt, dass diese beiden
Invarianten ganze algebraische Functionen jener 5 Invarianten sind.

Um das simultane System einer cubischen Form f, einer quadra-
tischen Form g und einer linearen Form ! zu untersuchen, bezeichnen
wir mit d,, d,, r beziiglich die Discriminanten von f und g und die
Resultante beider Formen; ferner bilden wir die Invarianten (f]13),,
(k, 1%),, (9,1%, und (h,g),, wo h die Hesse’sche Covariante von f
bezeichnet. Wenn diese 7 Simultaninvarianten simmtlich gleich 0
sind, so nehmen, wie man ohne Schwierigkeit zeigt, die 3 Grund-
formen nothwendig die Gestalt an

f=cp'q, g=c'p’, l=2¢"p,

wo P, q lineare Formen und ¢, ¢’, ¢” gleich O oder von O verschiedene
Constante sind. Da nun fiir diese besonderen Grundformen offenbar
simmtliche Simultaninvarianten gleich O sind, so folgt mit Hilfe des
in § 4 bewiesenen Satzes, dass simmtliche Simultaninvarianten der
38 Grundformen ganze algebraische Functionen jemer T Simultan-
invarianten sind, oder, was auf das Niamliche hinausléduft, dass simmt-
liche simultane Invarianten und Covarianten einer cubischen Form f
" und einer quadratischen Form g ganze algebraische Funciionen ‘der
4 Tnvarianten d,, d,, 7, (k,g), und der 3 Formen f, k, g sind.

Wir behandeln endlich noch ein allgemeineres Beigpiel, nidmlich
das System von » bindren linearen Formen

h=az+by, ,=a2+Dby,...,L=az4by.
_.‘Da..s' volle Invariantensystem besteht aus den Determinanten
_ P abe —axhs (G,k=1,2,..., ).
Wiifbilden die beiden bindren Formen v — 1t Ordnung

e . o =a,£t + a, k24 .o+ F ayp, -
w = blgy-—-l + bzgv—ln + e + b,nv—l
und berechnen die Functionaldeterminante derselben

(@, ¥ =D &%~ + P E Sy + - - - + poyay™
Die Coefficienten py, py, .. P2s—¢ sind als ‘lineare Combinationen
der Determinanten p;; selber Invarianten der linearen Grundformen,
und man erkennt leicht, dass, wenn diese Invarianten p,, p,, ..., Pev-s
simmtlich Null sind, nothwendig entweder alle Coefficienten der Form ¢
oder diejenigen von 4% verschwinden oder beide Formen bis auf einen
numerischen Factor mit einander iibereinétimmep. -In allen diesen
Fillen sind simmtliche Determinanten p;; gleich Null und: hieraus
folgt mit Hiilfe unseres Satwes, dass die Determinanten p; ganze
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algebraische Functionen von p, py, . . ., ps,—( sind*), woraus zu-
gleich die Unabhingigkeit der letzteren 2v — 3 Invarianten geschlossen
werden kann.

§ 7
Systeme von simultanen Grundformen.

Um die in § 5 fiir eine bindre Grundform erhaltenen Resultate
auf ein System simultaner bindrer Grundformen auszudehnen, verfahren
wir, wie folgt: wir betrachten die beiden biniiren Formen von der
némlichen Ordnung »

f=ayz* 4 (?12) Q2" 2y - anz?,
g =byz" + (’f) by 1@y + - bazy

und bilden dann eine lineare Combination Af -4 pg derselben, wo 1
und p 2 Parameter bedeuten. Wenn nun die Invarianten von Af4-ug
fiir alle Werthe 4 und y verschwinden, so muss nach dem in § 5

bewiesenen Satze die Form Af 4 pg nothwendigerweise einen —‘} +1

bezfiglich -’-‘-—-'iat—l—-fachen Linearfactor besitzen, was fiir Werthe auch
die Parameter A und p annehmen mdgen und hiersus folgt leicht,
dass f und g selber die nimliche Linearform als -;‘— + 1 beziiglich

n4t " . .
'——-%-—--fachen Factor enthalten miissen, ein Umstand, welcher seiner-

seits zur. Folge hat, dass auch simmtliche Simultaninvarianten der
beiden Formen f und g gleich O sind d. h.

Wenn J,, . . ., Ju solche Invarianten der einen Grundform f sind,
durch welche sich alle tibrigen Invarianten dieser Grundform game und
algebraisch ausdriicken lassen, so gelangt man von diesen Invarianten
Ji, R durch wiederholte Anwendung des Aronhold’schen Processes

b06a+18a+ +b”8a

m emem System von Simultaninvarianten, welches die Eigenschaft be-
. sitet, dass jede Simultaninvariante der beiden Formen f und g eine
gange algebraische Function der Simultaninvarianten dieses Systems ist.
- Durch diesen Satz tritt eine neue fundamentale Eigenschaft dea
Amnholdschen Processes zu Tage.

) Das n&mhehe Resultat habe ich auf einem vollig anderen Wege erhalten
in- memer«é.rboiﬁ: »Ueber Biischel von biniren Formen mit vorgeschriebener
thoﬁal&ebermmanta“ Mathematische Annalen Bd. 83, 8, 238,
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Der besondere Fall-n = 3 ist bereits oben behandelt worden. Im
Fall zweier biquadratischer Grundformen haben wir die beiden In-
varianten ¢ und j in Betracht zu ziehen und setzen

(Af 4 pg) = 64 + 4 dp + 40,

JAf + ug) =402 + 18 + jy Ap? 4 jypd.
Es folgt dann aus entsprechenden Griinden wie vorhin, dass jede
Simultaninvariante der beiden Formen f und g eine ganze algebraische
Function der 7 Invarianten 4y, 4, i,, jy, Jy, Jo Js i8t und diese
7 Simultaninvarianten sind algebraisch von einander unabhingig, da
die Zahl % fiir das betrachtete Grundformensystem den Werth 7 besitzt.

Setzt man an Stelle der biniren Form g die n'* Potenz einer
Linearform, so gewinnen wir das folgende Resultat:

Aus den Invarianten dJ, . .., J, der bindren Grundform f er-
giebt sich durch wiederholte Anwendung des Processes

Zy" — zy @, !

aaro aa

ein System von Covarianten, welckes die Ezgensckaft besitzt, dass alle
tibrigen Covarianten der Grundform ganse algebraische Functionen der
Covarianten des erhaltenen Systems und der Invarianten J,, ..., J, sind.

Beispielsweise erhdlt man fiir die biniire cubische Grundform f
durch ein- und zweimalige Anwendung jenes Processes auf ihre Discri-
minante D die beiden Covarianten ¢ = (f, &), und £2; in der That ist
die Hesse’sche Covariante h = (f, f), eine ganze algebraische Function
von D, t und f, da ja ihre dritte Potenz eine ganze rationale Function
dieser invarianten Bildungen wird. Wenden wir ferner auf die In-
varianten 7 und j einer biquadratischen biniren Form j jenen Process
an, so gelangen wir zu den Covarianten f und & = (f, f), und in der
That ist das Quadrat der allein noch iibrigen Covariante ¢ = (f, k),
eine ganze rationale Function von ¢, j, f und A.

Simmtliche Ueberlegungen lassen sich leicht auf die Theone der
Combinanten von zwei oder mehr bindren Grundformen iibertragen.
So zeigt sich, dass die Combinantinvarianten der beiden Kormen f
und g dann und nur dann simmtlich verschwinden, wenn unter den
Formen des Formenbiischels 4f 4 g sich zwei Formen befinden, von
denen die eine einen r-fachen Linearfactor besitzt und die andere
diesen n#mlichen Linearfactor n 4 1 — - fach enthdlt und hieraus
folgt der Satz:

Eine jede Combinantinvariante eswéier bindrer Formen f, g ist
eine ganse algebraische Function der Invariamten ihrer Functional-
determinante (f, g),.

. Die Ausdehnung der bisherigen Entwicklungen auf die Theorie
der Formen mit mehr Veréinderlichen ist ohne weiteres nur in dem
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Maasse moglich, als man die Besonderheit derjenigen Formen an-
zugeben weiss, welche die Eigenschaft besitzen, dass alle ihre In-
varianten O sind. So ist beispielsweise im Falle einer ternéiren Form
dritter Ordnung das Verschwinden aller Invarianten die Bedingung
fiir das Auftreten eines Riickkehrpunktes in der durch Nullsetzen der
Form dargestellten Curve. Wenn wir nun 2 ternire cubische Formen
linear combiniren und die beiden Invarianten

S@Af+ pg) = Sgdt + - - - + S,ut,
TAf+ pg)=Tois + - - - + Tgp®
bilden, so folgt durch die entsprechende Schlussweise, dass alle simul-
tanen Invarianten der beiden Formen f und g ganze algebraische
Functionen der 12 Invarianten S;,... S,, T,,..., T sind und da
die Zahl x ebenfalls gleich 12 ist, so erkennen wir zugleich, dass
diese 12 Invarianten von einander algebraisch unabhingig sind.
Auch die ternére biquadratische Form kann noch auf dem nim-
lichen Wege durch Rechnung behandelt werden, wogegen die Erledigung

der entsprechenden Probleme fiir héhere Félle neuer und allgemeinerer
Methoden *) bedarf. ’

111.
Der Grad des Invariantenkorpers.
§ 8.

Darstellung des asymptotischen Werthes der Zahl ¢(o).

In § 2 ist ein System von Invarianten J, J|, ..., J, bestimmt
worden, von der Beschaffenheit, dass alle ibrigen Invarianten der
Grundform sich ganz und algebraisch durch J,, ..., J, und rational
durch J, Jy, ..., J, ausdriicken lassen. Die irreducible Gleichung,
welcher J gentigt, ist von der Gestalt

Tt Gt Gydt o - G =0,

wo G, @,, ..., Gi ganze rationale Functionen von J,, ..., J, sind.
Der Grad k dieser Gleichung ist zugleich der Grad des Invarianten-
korpers.

Um zundchst fiir eine bindire Grundform f von der n‘e Ordnung
die Zahl % zu bestimmen, betrachten wir die Anzahl (o) derjenigen
Invarianten der Grundform f, deren Grad in den Coefficienten der
Grundform die Zahl ¢ nicht iiberschreitet und zwischen denen keine
lineare Relation mit constanten Coefficienten stattfindet. Die Berech-
nung dieser Zahl @(o) kann auf 2 verschiedenen Wegen geschehen

*) Vgl. die Abschnitte IV und V dieser Arbeit.
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und die Vergleichung der auf beiden Wegen gefundenen Resultate fiir
den Grenzfall ¢ = oo ergiebt dann den gesuchten Werth von %.
Nach § 2 ist jede Invariante ¢ in der Gestalt

NI 4 ¥ 24 ... 41,
D

darstellbar, wo I, ..., I:, D ganze rationale Functionen von J,, ..., J}
sind. Aus dieser Darstellungsweise konnen wir eine obere und eine
untere Grenze fiir die Zahl ¢ (o) ableiten. Beachten wir namlich dass
im vorliegenden Falle die Zahl x den Werth » — 2 hat und bezeichnen
wir mit v, v,, ..., ¥s_g, 0 die Grade der Invarianten J, J, .. ., Jag,

D und mit 4(6) die Anzahl der Systeme von positiven ganzen Zahlen
" &, &, ... Ens, welche der Ungleichung

Vi€ + v A vaabae h
geniigen, so finden wir leicht
o)+ 4 —v) + 4(6—2v) 4 -+ + i(6 — [k —1]») < ¢(0),
9 (6) < A(6-+0)+ A(6+3—)+ A (048 —20) -+ A (0-+0— [k—1]v).
Nun gilt fiir die eben definirte Zahl 4(¢) die Formel

Q=

i(o) 1 1
=
g=c 6" 2 n—2l vivy...9, 4

und somit folgt aus obiger Ungleichung

@) _ 1 k

o= 0'“—2 n— 2! ViV . . .V

n—32

§ 9.
Berechnung des @rades % des Invariantenkoérpers fiir eine binédre
Grundform #'e Ordnung.

Wir kénnen eben diesen Grenzwerth noch auf einem anderen
Wege, nimlich mit Hilfe derjenigen Methode bestimmen, welche von
Cayley und Sylvester zur Abzihlung der lnvarianten von vorge-
schriebenen Graden benutzt worden ist. Bekanntlich ist die Anzahl
der linear unabhiéngigen Invarianten vom Grade ¢ in den Cofficienten

. N 1
der binéren Grundform n'r Ordnung gleich dem Coefficienten von #* "
in der Entwicklung des Ausdruckes

(1=t (1 —¢ot2) ... (1 — o
f(r) = : Q1 __.rﬂ) :1 _'73) e (1(_1_ ',n) ) *)'

N

*) Vgl. Fad di Bruno, Theorie der biniiren Formen Leipzig 1881, S. 194,
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Dieser Ausdruck kann in die Gestalt
) =fo(r) +rofi(r) + r2fo(r) + - - - + rofu(r)

gebracht werden, wo f£,(r), f,(r), .. ., fa(r) rationale Functionen von
r bedeuten, welche durch die Identitit
" a1 — (u——r)(u—r’)...(u—r")
wh+wfi + + 7 A= @a—rm...0—r)
definirt sind. Zur Ausfuhrung der Rechnung bedarf es der Unter-
scheidung zwischen ungerader und gerader Ordnung .
Es sei erstens die Ordnung n eine ungerade Zahl. Da es in
diesem Falle nur Invarianten von geradem Grade giebt, so erhalten
wir offenbar die gesuchte Zahl ¢(6), wenn wir den Coefficienten

von #* in den Ausdruck f, 4 7*f, 74 f, + .-,

” » » » ﬁ)"'r’fl""rsﬁz"‘""':
n Py n ” fo+ 7% 4 2 f, +

r2n

(4
-n
w T ” fo+rfi+rfo 4+ -
bestimmen und die Summe dieser Coefficienten bilden oder, was auf
das Nimliche hinausliuft, wenn wir die Coefficienten

a
=n

von r* rin 3 L, in £,
2 (n—8 3 7o
»w 2, r3n—2) 302 R
[
3 (—4)

» 4 rin—4), r3n—a), 1w T2y

g
2

2 3 :
w 7 , 7 y veey T 9 Fas

2
simmtlich zu einander addiren. Verstehen wir nun unter &, eine

primitive n'¢ Einheitswurzel, so ist, wie man sieht, die Summe der

(4
Coefficienten von 7=, 73», ¢3» .. 4 in f; gleich dem > Theil der
Summe der ersten —;— n Coefficienten in der Entwicklung des Ausdruckes
15 0) = £o0) + fo(ear) + Fo(E0) + -+ - o+ Fo(e27).

Verstehen wir ferner unter &,_; eine prlmltlve n — 2'¢ Einheitswurzel,
so ist die Summe der betreffenden Coefficienten in f, gleich dem

7 — 2ten Theile der Summe der ersten —(n — 2) Coefficienten in der
Entwicklung des Ausdruckes

i () = £(r) + fi (en2r) + fi(eas?) 4 - - - £ (3537).
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Endlich werde )
fn—l (r) = fn—l (r)
2

2

gesetzt. Wenn wir jetzt fiir den Parameter » in den Ausdriicken
fos fiy - -+ f,_, beziiglich die Grossen

n—1

1.8:5...n 1-8.5.0em
n n—2 1:8:5..n
¢ , ¢ Vet

einsetzen, so erkennen wir, dass die gesuchte Zahl ¢(¢) gleich der

Summe der ersten -;- 1.3.5...n Coefficienten in der Entwicklung

des Ausdruckes
1:8:5eem 1:8:5.eem

=36 4o () e

wird.

Aus einem bekannten Satze von Abel lidsst sich leicht die folgende
Thatsache ableiten:

Wenn die Coefficienten einer Potenzreihe

P)=ay+at + ayt*+---
von der Beschaffenheit sind, dass, unter x eine ganze Zahl verstanden,
der Ausdruck

“o+“1+‘h+“'+“¢
o#

fiir unendlich wachsende ¢ sich einer endlichen Grenze nahert, so ist
diese endliche Grenze

1
Ty :I—_{x (1 — ¢ BB
Mit Hilfe dieses Satzes findet man

L 9(0) =1 _ L [a—thip)
—w (S n—2 n—2)! ,_ ’
o (?1.3.5.,..'7») =1

Falls nun % > 3 ist, kann

1.8:5-e;8 1-3veenp

O =5 1 (”*"_) + oty hi (t‘ ‘) oo fo (95 K )
2

gesetzt werden, wo %'(f) eine solche rationale Function von ¢ bedeutet,
dass der Ausdruck (1—¢)*2 A'(f) in der Grenze fiir {=1 verschwindet.
Ferner ist fiir einen beliebigen Index 7

@ —-t)'—’f.‘(r)==[2. ER NPy 1.3.9;(.7.).'»]“.[”. 1.3.6._..3;_]’
| -

n— 2 n— 24 »n
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wo zur Abkiirzung

[M] =1+ ¢4 824 - o o 2
gesetzt ist und wo die Zeichen g;(r) rationale Functionen von 7 be-
deuten, welche durch die Identitdt

w—r)—r) - (u—r)=go(r)w + g ()W + -+ galr)
definirt sind. Nun fiihrt eine einfache Rechnung zu folgender Formel
L [1 — tr—2 h(8)]

t=1

AN(@®) dye(f)] 1.8.5...n
_2 1 -"i(‘)[ at ]¢=1—[ ar Jpea m—zg N
o n—2¢ N3(1) ’
”—
2

wo die Summe iiber die Zahlen ¢ =0,1,2,... ! zu erstrecken

ist und wo zur Abkiirzung
1.3.5...n 1.8.5...n 1.3.6...0°
N(t)=[2' n— et ][3 n— 21 ][” " — 24 ]
gesetzt ist und hieraus folgt durch geeignete Umformung der Summe
rechter Hand
L[ —#r=2h@®)

Y n!(1.8.5...n)"2 2(— 1y (’:) "= 22)”—3

n—1
2

wo die Summe wiederum iiber die Zahlen ¢ =0,1, 2, ...

erstrecken ist.
Die Vergleichung mit der am Schlusse des § 8 erhaltenen Formel
liefert das Resultat

i wZ’t D GE=Y

(G=0,1,2,.., 251

zu

Die eben fiir den Grad & des Invariantenkorpers gewonnene Formel
wird im Falle einer biniiren Grundform 5t Ordnung leicht bestitigt.
Da némlich die 3 Invarianten A4, B, C beziiglich von den Graden
4, 8, 12 sind, so haben wir v, = 4, v, =8, v, = 12 zu setzenzund
es ergiebt sich dann % = 2. In der That geniigt die schiefe Invariante
R einer Gleichung 2t Grades und durch diese 4 Invarianten 4, B,
C, R ist der Invariantenkérper vollig bestimmt.

Es sei zweitens die Ordnung » eine gerade Zahl. Wir erhalten
dann in entsprechender Weise wie vorhin die gesuchte Zahl ¢(0),
wenn wir die Coefficienten

*) Diese Formel, sowie die entsprechende filr eine gerade Ordnung » habe
ich bereits in den Berichten der Gesellschaft der Naturfoncher und Aerste, Halle
* 1891 mitgetheilt,
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1.2 2.2 3.2 P .
2 ] 2 2 .
von 7%, r °, r °, r °, , T in fy,
n »n n n’
o SETY G G o(5-1
n T, T y T y T y ren T » [is
” n n
o 2G) G- G o(3-3)
w r, r y 7 y 7 ’ y T » f2s
1 2 3 '
w 1, 7, % e, 9 T

” (_ —l)
simmtlich zu einander addiren. Mit Hilfe der primitiven Einheits-

n n
wurzeln &, , &, g von den Graden 55— L. gelangen

2 8
wir entsprechend wie vorhin zu den Functionen fy, £/, ..., 6”

und wenn wir in diesen Functionen fiir den Parameter » beziiglich die
n n
¥ 9!

n ”
d n1 ot} . . .
Grdssen {2, ¢2® |, ... ¢ einsetzen, so erkennen wir, dass die

gesuchte Zahl ¢(o) gleich der Summe der ersten o %! Coefficienten

in der Entwicklung des Ausdruckes
5! 3!

sy =i\t 4+ A=l )+ +f(__1)(t”_')

5} - —1

ist und hieraus folgt dann durch dieselbe Schlussweise, wie vorhin

(o) — f\n—2
Ly = gyt L, [(L— 0= (o)
Falls nun % > 4 ist, kann wiederum

=1

lea

w|3

: A 2

1 31 AN
h@)=—4f\t" |+ - fn(tg )+"'+f(3_,)<t2'>+h ®)
E) 77! :

- gesetzt werden, wo h'(f) eine solche rationale Function von ¢ bedeutet,
dass der Ausdruck (1 — ¢2?A'(!) in der Grenze flir ¢ = 1 ver-

schwindet. Ferner ist fiir einen beliebigen Index ¢ unter Benutzung
der oben erklirten Abkiirzungen
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9:(r)
(L =&~ fi(r)= " ’:l n,
P 2 3. 2 . e n- 2
-1 5 -é-—t

Bezeichnen wir den Nenner des Ausdruckes rechter Hand mit N(¢),
so wird

L [1 — typ5 h(t)]

(1)[dN(” ],=1 - [dﬁg)l:, _'i%_i,- N(1)

=2 n—f2i N (1) :
2.1 (2 )"—22(_1)‘( )(2 )

wo die Summe iiber die Zahlen ¢=0, 1,2, .., %’-—-1 zu er-

strecken ist.
Die Vergleichung mit der am Schlusse des § 8 erhaltenen Formel
liefert das Resultat

sy = 2 C (G-
(i==0, 1,2, -+ 4 2 —1) .

Die eben gewonnene Formel wird im Falle einer bindiren Grund-
form 6ter Ordnung leicht bestitigt. Da némlich die 4 Invarianten der-
selben 4, B, C, D beziiglich von den Graden 2, 4, 6, 10 sind, so
haben wir v, = 2, v, =4, vy = 6, v, = 10 zu setzen und es ergiebt
sich dann £ = 2. In der That geniigt die schiefe Invariante R einer
Gleichung 2t Grades und durch die 5 genannten Invarianten ist der
Invariantenkorper vollig bestimmt. ‘

§ 10.
Die typische Darstellung einer binéiren Grundform.

Die in § 8 und § 9 angewandten Methoden fiihren zugleich zu
einem neuen Beweise fiir die Moglichkeit einer typischen Darstellung
der biniren Grundform.

Um dies zu zeigen, nehmen wir erstens an, es sei die Ordnung
der bindren Grundform n eine ungerade Zahl, Die linearen Covarianten
der Grundform sind dann simmtlich von ungeradem Grade in den
Coefficienten der Grundform und es bezeichne ¢,(6) die Anzahl der
linearen Covarianten, deren Grad in den Coefficienten der Grundform
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die Zahl ¢ nicht iiberschreitet und zwischen denen keiue lineare
Relation mit constanten Coefficienten stattfindet. Um die typische
Darstellung der Grundform auszufiihren, bedarf es zweier linearer
Covarianten ! und m, welche nicht durch eine Relation von der Gestalt
Al+ Bm =20

mit einander verbunden sind, wenn man unter 4 und B geeignet ge-
wihlte Invarianten versteht. Die Existenz zweier solcher linearer
Covarianten kann, wie folgt, bewiesen werden: nehmen wir an die
Grundform besitze tiberhaupt keine lineare Covariatite, so hitte offenbar
9, (0) fir alle ¢ den Werth 0. Gibe es andererseits eine lineare
Covariante [ von der Art, dass alle iibrigen Covarianten der Grund-
form gleich A4 [ sind, wo A4 eine Invariante bedeutet, so wire noth-
wendigerweise, wenn 4 den Grad von ! bezeichnet

¢ (6) =096 — 4)

91(9) =1
o= 97(6) ‘

und folglich

Nebmen wir endlich die Existenz zweier linearer Covarianten [ und m

von der gewiinschten Beschaffenheit an und bezeichnen wir mit

Pis Pyy « - Pr die iibrigen im vollen Formensysteme vorkommenden

linearen Covarianten, so ist jede dieser Covarianten in der Gestalt
o A, -Z‘B'm

darstellbar, wo A4;, B;, C; Invarianten sind und es ist folglich eine
jede lineare Covariante p der Grundform in der Gestalt
Al 4+ Bm

P=706..C,
darstellbar. Bezeichnen wir jetzt den Grad der linearen Covariante m
mit u und den Grad der Invariante C, C, ... C, mit p, so ergiebt
sich fiir ,(6) die Ungleichung

pe—)+o@—m<P@) <90 —i+9) +90E—u+7)

und folglich ist

9:(9) __ <

. g=a ‘P(G) 2.
Um nun zu entscheiden, welchen Werth der Ausdruck L %(%)

: o=
in Wirklichkeit besitzt, wenden wir wiederum die Cayley-Sylvester’-
schen Abzéhlungssiitze an. Diesen Siitzen zufolge ist die Zahl der
linearen Covarianten vom Grade ¢ gleich dem Coefficienten von
1
=(no—-1) .
r? in der Entwicklung des Ausdruckes f, und wir erhalten daher
die gesuchte Zahl @,(¢), wenn wir die Coefficienten
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1
%(n—l) % 8n—1) % (Bn—1) 3(@n—1) '
von 7 , T , T g oy T in f,,
1
%(a-—l )—1 -}(3 n—1)—$ % (Bn—1)—5 $@n—1)—0
» 7 y T s T PR 4 w [
1
11y 1 an—1)-6 1 sn—1-10 L (on—1)—20
2 2 2 2
w T , , 7 R » f2
\ F@=D
y 70 , , r s e T ” f("_l)
KN

simmtlich zu einander addiren. Die Ausfiihrung der Rechnung er-

giebt dann unter der Voraussetzung #>3 fiir den Ausdruck L i:—,’—((%
o=w

den Werth 2, und hiermit ist der gewiinschte Nachweis gefiihrt.

Ist zweitens die Ordnung » eine gerade Zahl, so bezeichnen
wir mit ¢,(6) die Anzahl der quadratischen Covarianten, deren Grad
in den Coefficienten der Grundform die Zahl ¢ nicht tiberschreitet und
zwischen denen keine lineare Relation mit constanten Coefficienten
stattfindet. Um die typische Darstellung der Grundform auszufiihren,
bedarf es dreier quadratischer Covarianten I, m, p zwischen denen
keine Relation von der Gestalt

Al+ Bm 4+ Cp=0

besteht, wo A4, B, C Invarianten sind. Wir erkennen wiederum
durch die némliche Schlussweise wie vorhin, dass es 3 solche Co-

varianten nothwendig giebt, falls der Quotient %’((0—6)) in der Grenze

fir 6 = oo den Werth 3 annimmt. Dies trifft unter der Voraus-
setzung % > 4 in der That zu, wie eine der vorigen entsprechende
Rechnung zeigt.

Die bisherigen Resultate dieses Abschnittes III sind auf rein
arithmetischem Wege abgeleitet worden und nur am Anfange des § 8
ist die aus algebraischen Betrachtungen bekannte Thatsache benutzt
worden, dass die Zahl x der algebraisch unabhéngigen Invarianten
einer bindren Grundform nte Ordnung den Werth % — 2 hat. Auch
diese Thatsache ergiebt sich, wie im Folgenden kurz gezeigt werden soll,
mit Hilfe unserer Methode ohne Benutzung eines Eliminationsverfahrens.

Die Ueberlegungen des § 8 zeigen, dass der Quotient Lf)

[
in der Grenze fiir ¢ = oo einen endlichen von O verschiedenen
Werth annimmt. In § 9 ist gezeigt worden, dass der Ausdruck

%—(% bis auf einen von O verschiedenen Zahlenfactor gleich der

O=xn

Summe
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‘
\ n—3 . -1
2(—- 1)y (':) (—Z— — z) (z=0, 1,2, ,"—2— bezgl. .—:4 — 1)

ist. Aus diesen Thatsachen kann % = n — 2 geschlossen werden,
sobald der Nachweis dafilr gefiihrt ist, dass jene Summe eine von O
verschiedene Zahl darstellt. Um diesen Nachweis zu fiihren, bestim-
men wir die Anzahl der Covarianten I, m, ..., p, welche in den
Veriéinderlichen von der Orduung » sind und zwischen denen keine
lineare Relation von der Gestalt
Al4+Bm+ ...+ Ep=0

besteht, wo 4, B, ..., E Invarianten sind. Diese Anzahl findet man
gleich dem Ausdrucke L %(( )) ,
rianten 2‘ Ordnung bezelchnet deren Grad in den Coefficienten
der Grundform die Zahl ¢ nicht iberschreitet und zwischen denen
keine lineare Relation mit constanten Coefficienten stattfindet. Be-
rechnen wir diesen Grenzwerth mit Hilfe der Cayley-Sylvester'schen
Abzihlungssitze entsprechend, wie dies oben fiir die Fille » =1 und
v=2 geschehen ist, so erhalten wir einen Ausdruck, in welchem
wiederum jene Summe

Ser(E-9)

auftritt. Tréigt man in diesen Ausdruck an Stelle jener Summe den
Werth O ein_und legt dann der Zahl » einen gentigend grossen Werth
bei, so fillt, wie die Rechnung zeigt, der Werth des neu erhaltenen
Ausdruckes grosser als v - 1 aus, und dieser Umstand widerspricht
der Thatsache, dass die Anzahl der Covarianten I, m,..., p von der
vter Ovdnung hochstens gleich » 4 1 sein darf. Dle Annahme, dass
jene Summe den Werth O hat, trifft folglich nicht zu und damit ist
sugleich der gewiinschte Nachweis erbracht.

Mit Hilfe der typischen Darstellung einer biniéren Grundform ist
von A. Clebsch*) der folgende Satz bewiesen worden:

Wenn fiir 2 bindre Formen von irgend einer Ordnung # > 4 mit
numerischen Coefficienten die entsprechenden Invarianten simmtlich
die nimlichen Werthe haben und ansserdem eine gewisse im Nenner
der typisch dargestellten Coefficienten auftretende Invariante N von O
verschieden ist, so gehoren die beiden Formen zu der némlichen Classe.

Dabei bezeichne ich 2 bindire Formen als zugehorig zur nimlichen
Classe, wenn man dieselben durch eine lineare Substitution von nicht
verschwindender Determinante in einander transformiren kann. Wenn
wir die Werthe fiir die Invarianten J}, . . ., J,_s iiberdies derart wihlen,
dass die Discriminante [ der Gleichung fiir J von O verschieden ist,

wo @,(¢) die Anzahl der Cova-

*®) Theorie der binéren Formen,
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so giebt die Zahl k an, wie viel Werthe von J mit jenen Werthen
von J,, ..., Js—g vereinbar sind, und hieraus folgt:

Der Grad k des Invarianienkorpers giebt zugleich im allgemeinen die
Zahl der von einander verschiedenen Classen von bindren Formen an,
deren Imvarianten J,, . .., J,_s gleich gegebenen Grossen sind.

§ 11.
Das System von » bindren Linearformen.

Die Methoden dieses Abschnittes III lassen sich auch auf Systeme
“von simultanen bindren Grundformen anwenden. Als einfachstes Beispiel
diene das System der » bindren Linearformen

a2+ by, az+4by, ..., ez by,
welches bereits in § 6 behandelt worden ist. Das volle Invarianten-
system besteht aus den Determinanten p:;. Ausserdem geniigt jede
dieser Invarianten der Differentialgleichung .
oJ J J
al‘gﬁ"‘%%*"“‘f‘avg—b"—‘—'o

und umgekehrt jede dieser Differentialgleichung gentigende Function J
von der Gestalt
J =2 Cal'a)*...a)” bb" ... b"
rntrt-o o tr=84+s4+--+s=0

ist eine Invariante der Linearformen vom Gewichte ¢. Hieraus kann
bewiesen werden, dass die Anzahl der Invarianten vom Gewichte g,

zwischen denen keine lineare Relation mit constanten Coefficienten
stattfindet, gleich ist

1(@) =v[¥(0)*(e) —v(e—1) ¥(e+ 1),
wo ¥(o) die Anzahl der positiven ganzzahligen Losungen der Glei-

chung

ntr+ooodrn=0¢
bedeutet und daber den Werth i:—,’—t;”—_‘—};—;—'— besitzt. Durch Einsetzung
dieses Werthes finden wir ‘

(o) = (e+1) (e+2)*)o+3) - - - (e+7—2) (e+r—1) |
ne) = =T (r—2)1

In § 6 ist ein System von Invarianten py, p,, . . ., Pes—s aufgestell’ .
worden, durch welche sich alle {ibrigen Invarianten der Gmn’dfoﬁ
ganz und algebraisch ausdriicken lassen, Ferner werde eire liieare
Function p der Invarianten p;; mit constanten Coefficienten- bestimmt

Mathematische Annalen, XLIL, 28
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derart, dass alle Invarianten p;; rationale Functionen von p, p,, p,, .
. +y P2y—g sind. Da in Folge dessen die Invarianten p, p,, »,,..., P2s—st
ein Invariantensystem von der in § 2 behandelten Art bilden, so kénnen
wir mit Hilfe der in § 8 angewandten Methode den Grad % des durch
diese Invarianten bestimmten Invariantenkorpers berechnen. Es ergiebt
sich auf diese Weise
2v —4)!
k=@t L A0 = O o

Auch kaun zugleich gezeigt werden, dass die 2v — 3 Invarianten
Pos Dys -« -, Day—s algebraisch von einander unabhingig sind.

Gehen wir zuriick auf die Bestimmungsweise der pg, py,. .., Pev—s
in § 6, so erkennen wir, dass die fiir & gefundene Zahl zugleich die
Anzahl der Biischel von bindiren Formen angiebt, deren Functional-
determinante eine vorgeschriebene bindre Form von der 2v — 4ten
Ordnung ist.*)

Endlich sei noch erwidhnt, dass die Function 3(¢) nichts anderes
ist, als die sogenannte ,,charakteristische Function® desjenigen alge-
braischen Gebildes, welches man erhilt, wenn man

Pir = aibr — axb; Lk=12....v)

setzt und hierin die Grossen p;; als die Verinderlichen, a;, b; als
willkiirliche Parameter auffasst. Somit zeigt das eben behandelte Bei-
spiel zugleich, wie die in der vorliegenden Abhandlung entwickelten
Principien sich mit denjenigen auf allgemeinen Moduln beziiglichen
Methoden in Verbindung bringen lassen, welche ich in Abschnitt 111
und IV meiner Abhandlung ,,Ueber die Theorie der algebraischen
Formen“ auseinandergesetzt habe. In Uebereinstimmung mit den
dort gemachten allgemeinen Angaben**) ist der Grad 2v — 4 der
charakteristischen Function in Bezug auf ¢ die Dimension des alge-
braischen Gebildes, wihrend der Coefficient der (2v — 4)'e» Potenz von
¢ nach Multiplication mit (2v—4)! in der That die Ordnung jenes
algebraischen Gebildes liefert.

*) Vgl. meine Arbeit: ,Ueber Biischel von bin#ren Formen mit vor-
geschriebener Functionaldeterminante‘, Mathematische Annalen Bd. 33, S. 227,
sowie die dort ausfiihrlich citirte Litteratur dieses Problems.

*#) Vgl. meine Abhandlung ,,Ueber die Theorie der algebraischen Formen*.
Mathematische Annalen Bd. 36, S. 520.
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Iv.
Der Begriff der Nullform.

§ 12.

Die Substitutionsdeterminante als Function der Coefficienten der
transformirten Grundform.

Nach den Auseinandersetzungen in Abschnitt I und II ist es zur
Aufstellung und Untersuchung des vollen Invariantensystems einer
Grundform vor Allem erforderlich, ein endliches System von solchen
Invarianten zu kennen, deren Verschwinden nothwendig das Ver-
schwinden simmtlicher Invarianten der Grundform zur Folge hat. Die
Aufgabe, ein System solcher Invarianten zu finden, ist in § 5 fiir eine
bindre Grundform f gelost, jedoch auf einem Wege, welcher bei Be-
nutzung der bisherigen Hilfsmittel keiner Ausdehnung auf Grund-
formen von mehr Verdnderlichen fahig ist. Zwar die Existenz eines
solchen Systems von Invarianten, deren Verschwinden das Verschwin-
den aller iibrigen zur Folge hat, folgt unmittelbar aus dem Theorem I
in Abschnitt I meiner Arbeit ,,Ueber die Theorie der algebraischen
Formen “*); aber dieses allgemeine Theorem giebt durchaus kein Mittel
in die Hand, ein solches System von Invarianten' durch eine endliche
Anzahl schon vor Beginn der Rechnung iibersehbarer Processe auf-
zustellen in der Art, dass beispielsweise eine obere Grenze fiir die Zahl
der Invarianten dieses Systems oder fiir ihre Grade in den Coefficienten
der Grundform angegeben werden kann. Die hierin liegende Schwierig-
keit wird nun vollstindig tberwunden durch die nachfolgenden Ent-
wicklungen, bei deren Darstellung wir uns der Kiirze halber auf den
Fall einer einzigen Grundform beschrinken, obwohl die Methoden und
Résultate von allgemeinster Giiltigkeit sind.

Es sei eine ternéire Grundform f von der n'* Ordoung in den

Verinderlichen 2,, 2,, #, vorgelegt, deren. N = -1- (n41) (n42) Coef-

ficienten a,, a,, ..., ay simmtlich besbmmte numerische Werthe
besitzen: dann besteht zunichst unsere Aufgabe darin, zu entschelden,.’
ob es noch irgend eine Invariante J giebt, welche fiir die vorgelegte:
besondere Grundform f von O verschieden ist oder ob alle Invarianten:.
von f gleich O sind. Um diese Entscheidung zu ermdglichen, stp
formiren wir die Form f der 3 Verinderlichen z,, %,, #; mittéls
linearen Substitution

%) Math, Ann, Bd. 36, S, 474,
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%, = 0y Yy + @Y, + #1393 &y % Gy3
Ty = Gy Yy + 0y + Cp¥s, O = |y oy &g
@y = 0y, Yy + @Y, -+ %5393, O3y O &gg

wo die Substitutionscoefficienten «,,, ¢, - - -, @33 unbestimmte Grossen
sind. Die Coefficienten der transformirten Form g(yy, ¥», ¥5) bezeichnen
wir mit b, b,, . . ., by; dieselben sind ganze rationale Functionen vom
nten Grade in oy, @,,, ..., & Mit bestimmten numerischen Coefficienten.
Nehmen wir nun an, es gebe eine Invariante J, welche fiir die be-
sondere Grundform f verschieden von O ist, so wire

J(g) =& JI(f),

wo p das Gewicht der Invariante J bedeutet und J(f) eine von O
verschiedene Zahl ist. Nach der Division durch diese Zahl lebrt die
Jetztere Gleichung, dass die Substitutionsdeterminante & einer Gleichung
geniigt, deren erster Coefficient gleich 1 ist und deren ibrige Coef-
ficienten ganze rationale Functionen von b, b,, . . ., by sind, d. h. die
Substitutionsdeterminante & ist unter jener Annahme eine ganze alge-
braische Function der Coefficienten b,, b,, . .., by. .

Es ist nun sehr wesentlich, dass der hierin ausgesprochene Satz
auch umgekehrt gilt. Um dies zu zeigen, nehmen wir an, es sei d
eine ganze algebraische Function von by, b,, .. .by und geniige etwa
der Gleichung :

& + Gy (b))t + -+ - + Gy (b) =0,

wo @, G,, ..., G, ganze rationale Functionen von b, b,, ..., by
mit numerischen Coefficienten sind. Diese Gleichung muss identisch

erfillt sein, weénii wir fiir die Substitutionsdeterminante & und fiir die
= Byyaesy byy ihte Absdriicke in den @, @, . . ., @5 eintragen. Da nun
" ¥ Fomogen" vom 3t Grade und die by, . ., by homogen vom nt° Grade
in"deii’ @y, &y, . . ., 0 8ind, 30 konnen wir offenbar annehmen, dass
n dér obigen Gleichung diejenigen Coefficienten G, gleich O sind,

fir welche 3:— eine gebrochene Zahl ist, und dass die #brigen Func-
tionen G, in den Grossen b,, b,, ..., by homogen vom Grade f’f— gind.

Wir denken uns ferner fiir den Augenblick in der.Form f die- Coef-
ficienten a,, @,,..., ay als unbestimmte Grossen, und b,, b,,..., b
dementsprechend als Functionen nicht nur der Substitutionscoefficientén
@)1y @5y « ..y &gy, sondern zugleich als linear von ay, a,, . .., ay ab-
héingig. Die linke Seite der obigen Gleichung, nimlich der Ausdruck

02 + G (B)31 + - - + Gy (D)

wird nunmehr erst dann identisch fiir alle Werthe von e, a;,, ..., ¢
verschwinden, sobald wir wieder statt der Grossen Gy Qgy o0y ON die
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betreffenden numerischen Coefficienten der besonderen Grundform f ein-
getzen. Indem wir auf diesen Ausdruck p-mal den Process
2 0 0
Jay  daye Doy
0 0 0
Q= Oy Cotgy 0 gy
0 d 0
3 Qgy a Oge 3 Ogg
anwenden, erhalten wir zufolge des in Abschnitt V meiner Abhand-
lung ,,Ueber die Theorie der algebraischen Formen“*) bewiesenen
Satzes einen Ausdruck von der Gestalt

Co + Jy(a) + Jy(@) + - - - + Jp(a),

wo Oy eine von 0 verschiedene Zahl bedeutet und J, (a), J,(a), . .., Jp(a)
Invarianten der Grundform f mit den unbestlmmt gedachten Coeffi-
cienten @y, a,, ..., ay, sind. Dieser Ausdruck muss nun O sein, so-
bald man fiir die Grossen a,, a,, .. ., ay die betreffenden numerischen
Coefficienten der Form f einfiihrt und daraus folgt, dass nicht simmt-
liche Invarianten J,, J,, ..., J, fir die besondere Grundform f
verschwinden konnen. Wir sprechen dieses Resultat in folgendem
Satze aus:

Eine Grundform mit bestimmten numerischen Coefficienten besitst
dann und nur dann eine von O verschiedene Invariante, wenn die Sub-
stitutionsdeterminante 0 eine gance algebraische Function der Coefficien-
ten der lincar transformirien Form ist.

§ 13.

Die Entscheidung ob die vorgelegte Grundform eine von 0 verschiedene
Invariante besitzt oder nicht.

Nonmehr soll der Weg angegeben werden, wie man durch end-
liche und von vornherein {ibersehbare Processe entscheiden kann, ob
"0 eine .ganze algebraische Function der Grossen b, b,, ..., by ist
oder nicht. Zunichst lehrt der in §1 bewiesene Hilfssatz, dass es
stets moglich ist, aus den Grissen b,, b,, ..., by mittelst geeigneter
numerischer Coefficienten ¢,,, ¢y, ..., ¢rx solche r lineare Ausdriicke

By =c¢y b, + ¢ ebz + + e b, . it

B = Cr1 bz + Cre b?. + + crNbN
zu bilden, durch welche alle Grossen b,, by, « .« «, by sich

*) Mathematische Annalen Bd. 36, S.524.
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algebraische Functionen ausdriicken lassen und zwischen denen keine
algebraische Relation stattfindet. Die » Ausdriicke B, ..., B, sind
dann ebenso, wie die Grossen b,, ..., by ganze rationale homogene
Functionen nte Grades von «,,, a,,, .. ., ¢4y mit numerischen Coeffi-
cienten und da zwischen irgend 10 solchen Functionen von e, e,
.« ., oy stets eine algebraische Relation bestehen muss, so hat »
jedenfalls hochstens den Werth 9.

Um zu untersuchen, unter welchen Umstinden die Zahl » < 9
ausfallt, denken wir uns in der transformirten Form g(y,, ¥,, y;) fiir
die Verinderlichen der Reihe nach irgend 8 Werthsysteme

Yi=9"%=9" o= ?'/1(8);
Vo=0 Ya=19" =009,
Ys =9 Ys="13" -+, Y5 == 95®
eingesetszt; wir gelangen so zu 8 linearen Ausdriicken g/, 9", ..., g®

von der Art der Ausdriicke B. Zwischen g und diesen 8 Ausdriicken
bestehe die algebraische Relation

G(g,9,...,98) =0,

wo angenommen werden kann, dass nicht auch die Differential-
quotienten der ganzen rationalen Function G nach den g, g',...,9®
fiir alle @, @y,, . . ., o identisch verschwinden. Durch Differentiation
der obigen Identitit nach den ¢y, a,,, ..., @5 erhalten wir

2G ag 0G 99’ , .. 0G 9g"®
_a—g_ Ooyy + ’ + +

. ®)
26 o9 | 96 09" .4 2¢ 39°

ay aass ag ’ a Olys 5?(8’ a (27
und hieraus folgt
. 29 . 29 29®
Doy 0oy 0oy
. e = 0
o9 09 . _29%
I ™ Doy

Beriicksichtigen wir die Gleichungen
a9 of .
"a-&";=?lk'a§;{‘, (6, k=1,2,38)

so liefert die Entwicklung der obigen Determinante nach den Elementen
der ersten Verticalreihe eine Relation von der Gestalt

3
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Dy, g‘ +D21!/2 ax, + Dy, 4, aa:
+D12.'/1 ax + Dy,y, af + Dy, aa;:
+ Dy, 3x +D033/2 Bx + Dy, aif =0,

wo Dy, Dy, . .., Dy; ganze rationale Functionen der Gréssen «,,, a,,

co Bags Yr Y25 Yss oo o 9O, 9,®, y;® sind.  Wir nehmen an, dass
die Unterdeterminanten D,,, D,,, ..., Dy nicht simmtlich identisch
fiir alle diese Parameter verschwinden und legen den letzteren dann solche
numerische Werthe bei, dass Wemgstens eine jener Unterdeterminanten
von O verschieden ist. Da die y,, y,, ¥, lineare Functionen von
%y, %,, g sind, so ergiebt sich hiernach aus der obigen Relation
eine lineare Diﬁ'erentialgleichunq fir £ von der Gestalt

'ax +1, Bz +zg af=.=0

‘wo 1, l,, 5 lineare homogene Functionen von z,, %,, z; sind. Wenn
jedoch die obige Annahme nicht zutrifft und somit alle Unterdeter-
minanten der obigen Determinante identisch verschwinden, so stelle
man mit irgend einer dieser Unterdeterminanten die entsprechende
Ueberlegung an: man gelangt dann wiederum zu einer linearen Dif-
ferentialgleichung fir f.

Die gewonnene lineare Differentialgleichung fiir f kann durch
Anwendung einer geeigneten linearen Transformation der Verdnder-
lichen leicht niher untersucht werden; es ergiebt sich dann das
Resultat:

Die Zahl » ist im allgemeinen nur dann < 9, wenn die vorgelegte
Form f die besondere Eigenschaft bat, lineare continuirliche Trans-
formationen in sich selbst zu gestatten,

Wir kehren nun zu der am Anfange dieses Paragraphen angestellten
Betrachtung zuriick und bestimmen, falls » < 9 ist, irgend 9 —r
Functionen B, ..., B, vom Grade % in e, &, ..., @y und mit
numerischen Coefficienten derart, dass zwischen den 9 Funetionen
By, ..., B, ebenfalls keine algebraische Relation stattfindet. Dass dies
unter den obwaltenden Umstdnden immer moglich ist, ldsst sich leicht
mit Hilfe einer bekannten Eigenschaft der Functionaldeterminante
zeigen. Nunmehr werde die irreducible Gleichung aufgestellt, welche
zwischen &, B,, ..., B, bestebt; dieselbe sei von der Gestalt ~ ™

[y0% 4+ F %=1 -+ 4 T =0,

wo g, Fyy, .00, Tn ganze rationale Functionen von By, ,’W
deunten. Nehmen wir an, es sei 0 eine ganze algebrmsche Funétion
der Grossen b, b,, ..., by, so héngt & nothwendig _augh. ganz ux;;l
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algebraisch von B, ..., B, ab und geniigt folglich einer Gleichung
von der Gestalt 4
o¢ 4 E gt ... + E, =0,

wo E,, ..., E, ganze rationale Functionen von B,, . . ., B, sind. Die
linke Seite dieser Gleichung muss aber die linke Seite der vorigen
Gleichung als Factor enthalten und hieraus kann leicht geschlossen
werden, dass [, gleich einer von O verschiedenen Constanten ist und
dass die tbrigen Coefficienten I,..., I, lediglich ganze rationale
Functionen der Ausdricke B, ..., B, sind. Um also die gewiinschte
- Entscheidung zu treffen, ist -es nur ndthig festzustellen, ob die
irreducible, zwischen 9, B, ..., B, bestehende Gleichung von der
soeben genannten Beschaffenheit ist oder nicht.

§ 14,
Eine obere Grenze fiir die Gewichte der Invarianten o, ..., J..

Wir konneun zugleich fiir den Grad = jener irreduciblen Gleichung
eine obere Grenze finden und zwar mit Hilfe der folgenden Betrachtung:

Es seien % - 1 Fermen H,, ..., Hy;, gegeben, welche simmt-
lich vom Grade m in den % homogenen Verinderlichen u,, ..., u;
sind. Wir bilden alle Potenzen und Producte Rte Grades der Grissen
H,, ..., Hyyy und betrachten die Gleichung

2001’3:"",0H1-H’lﬂ:’. .. H”H‘l = 0.

(14 8+ + spa= R). -

- Judém wir auf der linken Seite nach Ausfuhrung der Mnlt:phcatxon
* siwmiftliche Potenzen und Producte der Verdnderlichen u,, ..., u,
* gleich O setzen, ergiebt sich zur Bestimmung der

(B+1) (BA2)...(B+H)
1.2...h

Coefficienten C,, s, ..., 6iD System von

(mR<+1) (mR+2) .. fmR4+R—1
h—1

linearen homogenen Glelchungen, diese Glelchungen werden stets
Losungen haben, sobald

(R+1)...(R+h) > (mB41)...(mB+h—1)
1.2...h 1.2...h—1

und folglich um so mehr, sobald
(B+1)* > h(mB4-h—1)y1

ist. Diese Ungleichung wird jedenfalls dann erfiillt sein, wenn wir
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R = k(m-+1y~! nehmen. Hierans folgt, dass zwischen den Funec-
tionen H,, ..., Hyys nothwendig eine Relation bestehen muss, deren
Grad kleiner oder gleich der Zabl h(m- 1) ist.

Wir wenden diesen Satz auf die 10 Formen 0%, B3, ..., B3 an,
von denen jede homogen vom 3n*n Grade in den 9 Veriinderlichen
@y Opy - .oy Ogg ist; wir setzen also 4 =9 und m = 3n. Auf diese
Weise ergiebt sich, dass der Grad x der oben aufgestellten Gleiching
jedenfalls die Zahl 9% (3n--1)® nicht iibersteigt. Hieraus folgt unter
Anwendung des in § 12 eingeschlagenen Beweisverfahrens der Satz:

Wenn die Substitutionsdeterminante 0 eine ganze algebraische Func-
tion der Coefficienten der linear transformirten Grumdform ist, so giebt
es nothwendig eime von O verschiedene Invariamte, deren Gewicht die
Zahl 9n(3n- 1) nicht iibersteigt.

Dieser Satz fithrt dann mit Hilfe der in '§ 4 und § 12 bewiesenen
Sitze unmittelbar zu folgendem Satze:

Sémmiliche Invarianien einer terndren Gmndform n‘“ Ordnung
lassen sich als ganze algebraische Fumctionen derjenigen Invarianten
ausdriicken , deren Gewicht < In(3n+1)% ist.

Hiernach kénnen auch die in Abschnitt I béhandelten Invarianten
Jys ..., dy stets so angenommen werden, dass die Gewichte derselben
unterhalb einer gewissen nur von % abhingigen Grenze liegen und
aus der oberen Grenze fiir die Gewichte folgt dann unmittelbar eine
obere Grenze fiir die Grade der Invarianten J|, ..., Jy.

Um die in diesem Abschnitt IV gefundenen Resultate und die
spaterhin aus denselben zu ziehenden Folgerungen kiirzer aussprechen
zu konnen, fithren wir den Begriff der Nullform ein.

Eine Grumdform wird eine Nullform genannt, wenn ihre Coeffi-
cienten solche besonderen numerischen Werthe besitzen, dass alle In-
variamten fir dieselbe gleich O sind.

Ist eine Nullform f vorgelegt, so lehren die obigen Betraehtungen,
dass fiir gewisse endliche, durch Ij=0 bestimmte Werthe von
B,, ..., B, die Determinante & unendlich grosse Werthe annehmen
muss. Da. nun fiir endliche B, ..., B, auch die Grossen b, ..., by
simmtlich endliche Werthe haben mussen, g0 kann — in rlchhg zu
verstehendem Sinne — die Nullform f auch aols eine Form bezeichnet
werden , welche die Bigenschaft besitet, endliche Coefficienten 2u behalten
bet Anwendung gewisser linearer’ Substitutionen von unendlich grosser
Deierminante. Diese Eigenschaft der Nullform findet in dem folgenden
Paragraphen ihren genauen algebraischen Ausdruck. .
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V.
Die Aufstellung der Nullformen.

§ 15.
Eine der Nullform eigenthiimliche lineare Transformation.

- Aus den Betrachtungen des Abschnittes IV geht hervor, wie man
" " durch eine-endliche Anzahl rationaler Operationen ein System von
- Invarianten J|, ..., J, mit den in Abschnitt I aufgefiihrten Eigen-
- - schaften finden kann, Was die practische Berechnung eines solchen
Systems in bestimmten Fillen ‘angeht, so wird dieselbe offenbar wesent-
lich erleichtert werden, wenn man von Vornherein anzugeben weiss,
welche Bedeutung das Verschwinden simmtlicher Invarianten fiir die
vorgelegte Grundform besitzt. Diese Bedeutung ist fiir eine binsre
Grundform in § 5 ermittelt worden und ich habe dann auch auf Grund
dieser Kenntniss ein System von Invarianten aufgestellt, durch welche
sich alle ilibrigen Invarianten der bindren Grundform ganz und alge-
braisch ausdriicken lassen. Versucht man auf diesem im binéiren
Gebiete eingeschlagenen Wege oder durch Rechnung auch im Falle
von mehr Veriinderlichen die Nullformen aufzustellen, so stdsst man
auf wesentliche Schwierigkeiten und es ist mir nur fiir eine cubische
und eine biquadratische ternidre Grundform durch mithsame Rechnung
. - gelungen, die Nallformen auf solche Weise zu finden. -Im - gegen:
- .wirtigen Abschnitte wird mittelst einer.neuen- und allgetireinen Methode
disAufgabe, alle Nullformen zu finden, vollstindig gelost werden: Bei
'&Q‘kﬂnmleklung dieser Methode werde ich wiedérum der Ktrze -halber
& éinzige ternire Form zu Grunde legen. Die Methode beruht auf
der folgenden Hilfssatze:
" Wenn eine ternire Nullform f von der x‘r Ordnung mit den
Coefficienten a,, ..., ay vorgelegt ist, so ldsst sich stets eine lineare
Substitution von der Gestalt finden

Py, TPy, TPy
(@) = | 4 PByy, TPy, Py |,
> 4 Py, T Pyy, TPy

WO @, Wy, s ganze Zahlen und P, Byy, . . ., Py gewdhnliche nach
ganzen positiven Potenzen der Verinderlichen z fortschreitende Reihen
sind und fiir welche die Coefficienten b,, ..., by der transformirten
Nullform ¢ in der Grenze fiir v = O simmtlich endlich bleiben,
wihrend die Determinante der Substitution
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Py, Py, TPy,
0= | 1Py, TPy, TPy | =
L §1331 ) LT S/Bsz y TH %33

fir © = O unendlich wird.
Zum Beweise transformiren wir die vorgelegte Nullform f mittelst
der linearen Substitution

Ty = 0y Yy + @Yy + 3Ys, ' @1y Cpp U3
Ty == 0y Yy + Gg0Yy + @39, 0= } Ggy Cyy oy
Xy = 03 Yy + 0%y + 5393,

WO 0y, Oygs « « +y tt33 Unbestimmte Parameter sind. Es entsteht so eine
Form g, deren Coefficienten b,, ..., by ganze rationale Functionen
nten Grades von @y, ,, ..., &5, mit bestimmten numerischen Coeffi-
cienten sind. Wir construiren dann in der Weise, wie gegen Ende
des § 13 dargelegt worden ist, 9 algebraisch von einander unabhingige
Functionen B,, ..., By, durch welche sich alle Functionen b, ..., by
ganz und algebraisch ausdriicken und bilden auch wie dort die irreducible
Gleichung, welche zwischen d, B,, ..., B, besteht; dieselbe ist von
der Gestalt .

' Ogy Olgy Ogg

Fo0% 4+ [ 0%t 4 .o 4 T, =0,

wo Iy, I'y, ..., Iz ganze rationale homogene Functionen von B, ..., By
sind und wo insbesondere der erste Coefficient [, nothwendigerweise
ein Ausdruck ist, welcher einige der Grossen B,, ..., B, wirklich
enthilt. Denn im entgegengesetzten Falle wire & ecine ganze alge-
braische Function von b,, ..., by und dann kénnte f nicht, wie
vorausgesetzt worden ist, eine Nullform sein.

Nunmehr bestimme man 9 Zahlen B,", . . ., By’ derart, dass, wenn
man dieselben beziiglich fir B, ..., B, einsetzt, der Ausdruck T,
verschwindet, dagegen wenigstens einer der iibrigen Coefficienten
Myy..., [, jener irreduciblen Gleichung von O verschieden bleibt.
Ferner bestimme man 9 Zahlen B,%, ..., B,% derart, dass, wenn
man in jene irreducible Gleichung

B, -Bl +B°°t

B = B9° + B °°t
einsetzt, dieselbe dann in eine Gleichung zwischen & und ¢ iibergeht,

welche ebenfalls irreducibel ist *) Diese Gleichung zwischen d und ¢
sei folgende

*) Dass eine solche Bestimmung der B,%, ..., B, stets mdglich ist, 'habe
ich in meiner Abhandlung ,,Ueber die Irreducibilitit ganzer rationaler Functionen
mit ganzzahligen Coefficienten*, Crelle’s Journal Bd. 110 gezeigt.
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F00% o014 ... 4 Te=0,
wo [, I,% ..., s ganze rationale Functionen von ¢ bedeuten.
Nunmehr betrachten wir die folgenden 9 Gleichungen
("‘m “m “33) = B, + B,%¢,
9(“11, Cygr e ooy “33) = B + B oot

Da zwischen den 9 Functionen B,, ..., B, keine algebraische Relation
besteht, so verschwindet die Functionaldeterminante derselben

0B, 0B,
L Jdayy
aBl « v e a'BQ
Oagy 0oy

nicht identisch fiir alle «,,, &,,, ..., ¢y, und folglich sind durch jene
9 Gleichungen die 9 Grossen e, @,,. .., @, als algebraische Func-
tionen von ¢ definirt. Ein System zusammengehoriger Zweige dieser
algebraischen Functionen werde in der Umgebung der Stelle { =0
durch die folgenden Entwickelungen

1
Op = t"ikP._k (tm) (7«, k = ], 2, 3)
dargestellt, wo m eine positive ganze Zahl, »;; rationale Zahlen und
1

P, gewdhnliche nach ganzen positiven Potenzen des Argumentes ¢
fortschreitende Reiben sind. Die Determinante der 9 entwickelten

Grossen
1 1
0= t""Rk(t'”) =t Q t"‘)

ist von der némlichen Gestalt und stellt einen Zweig der algebraischen
Function 8(¢) dar, welche durch jene Gleichung

M08 + Mo0%14 .. .4 Tg=0
definirt ist. Da diese Gleichung nun irreducibel ist, so konnen simmt-
liche tibrigen = — 1 Zweige der algebraischen Function d(f) aus dem

1
eben gewonnenen Zweige 0 = ¢* Q (t”‘) durch analytische Fortsetzung
erhalten werden. Diese weiteren z — 1 Zweige seien

v =rg(F),

1
8" =V¢@7,

1
olm-1) — ta("—l) Q(’"”( (ﬂ—l)>
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und zwar moge der urspriingliche Zweig o tibergehen in die Zweige
8%, 8", . .., 0@ beztiglich auf den Wegen W', W", ..., Win-1 ynd
diese # — 1 Wege seien in der complexen Ebene der Verinderlichen
t so gewdhlt, dass die Unstetigkeitspunkte der algebraischen Func-
tionen ¢z (f) und 0(f) simmtlich ausserhalb dieser Wege liegen. Nun
verschwindet [,® fiir {==0, wihrend die iibrigen Coefficienten " U pi
fir # = 0 nicht simmtlich gleich 0 sind, und daher muss wenigstens
einer der = Zweige 0, 0', ..., 0@-D fiir {=0 den Werth co an-
nehmen; es sei dies etwa der Zweig 0’ =1 Q. Da Q' eine nach
1

ganzen positiven Potenzen von #” fortschreitende Reihe ist und '
hierbei eine ganze positive Zahl bedeutet, so muss v’ nothwendig eine
negative Zahl sein. Nunmehr verfolgen wir die Werthe derjenigen
zusammengehdrigen Zweige, welche durch das System von Potenzreihen

L
o == 1'% Py (tm> (6 k=1,2,3)

dargestellt sind, auf dem Wege W' und gelangen dadurch zu einem
anderen System von zusammengehdrigen Zweigen der algebraischen
Functionen a3 (f); das System dieser Zweige werde in der Umgebung
der Stelle £ == 0 durch die Potenzreihen

1
05;?1, == t'”‘ .P glk (b‘m')

dargestellt. Bezeichnet M eine positive ganze Zahl, welche sowohl
durch m als auch durch die Nenner der rationalen Zahlen »/} theilbar
ist, so liefert die Substitution ¢=t¥ ein System von Potenzent-
wicklungen fiir die algebraischen Functionen a;; von der Gestalt

Qi = 7 §Bﬂc (’7) (i; k=1, 2} 3)

wo die g; ganze Zahlen sind, und dies System ist von der im Satze
verlangten Beschaffenheit; denn fiir ¢ = O erhalten die Grossen
By, ..., By die Werthe B,°, ..., B,® und folglich bleiben auch die
Grossen b,, ..., by, da dieselben ganze algebraische Functionen von
By, ..., By sind, simmtlich fiir 7 = 0 endlich. . ]

Die Umkehrung des eben bewiesenen Satzes ist unmittelbar ein-
zusehen. In der That, wenn man fiir die Grossen oy, &, . .., @y
Potenzreihen von der genannten Eigenschaft angeben kann, $o ist
jedenfalls & nicht eine ganze algebraische Function von by, ..., by
und folglich ist die Grundform f eine Nullform. ‘

«
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8 16.

Ein Hilfssatz iiber lineare Substitutionen, deren Coefﬂcienten
Potenzreihen sind.

Um den in § 15 gefundenen Satz auf die Berechnung der Null-
formen anzuwenden, brauchen wir einen Hilfssatz iiber die Normirung
von linearen Substitutionen, deren Coefficienten Potenzreihen einer
Veréinderlichen = sind. Dieser Hilfssatz lautet:

Wenn eine Substitution von der in § 15 bezeichneten Art

™ Py, TPy, TPy,
() = Py, TPyy, 7Py |,
™ PByyy T Pyyy T Py

0 =1"Q

gegeben ist, wo w,, u,, us, 4 ganze Zahlen und PB,,, Py,, ..., Py
gewohnliche nach ganzen positiven Potenzen der Verdnderlichen 7 fort-
schreitende Reihen sind, so lassen sich stets 2 andere lineare Substi-
tutionen bestimmen

By Bz Bis u Y2 Vi
B) =By B By ), @) =|7a 72 7u]
Bsi By By Vsr V32 Va3

welche von folgender Beschaffenheit sind:

1) Die Elemente der beiden Substitutionen (8) und (y) sind ge-
wohnliche nach ganzen positiven Potenzen von t fortschreitende
Reihen, etwa

Bir = (Bi)o + Bix)y T + (Bir)e o>+ - - -,

. vYir = (Pir)o + @)y * + Qi)+ -+,
deren constante Glieder den Bedingungen

Bi)e (Biado (Bis)o e 120 1sdo
(Ba)e (Ba2do (Bas)o (2o (722)o (Pas)o
(Bs)o (Bszdo (Bsa)o (#s1)o (a2)o (¥33)o
geniigen. ‘

2) Die aufeinander folgende Anwendung der Substitutionen (8),
(@), (7), liefert eine Substitution von der Gestalt

mit der Determinante

= 0 0
@) () (B) = (0 ™ 0 |},
0 0 <

wo 4, 4,, A3 gewisse ganze Zahlen sind,
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Zum Beweise setzen wir

Pix = (Pix)o + (Pir)y 7 + (Bix), ©* +

QL = (Q)o (D)! + (Q)z 72 S
hierbei darf (Q), verschieden von O angenommen werden, da man im
anderen Falle die Zahl g um eine oder mehrere Einheiten grosser
wihlen kann. Ausserdem nehmen wir noch g, >p, >p, an. Ist
dann g, 4 g, + g, = 4, so wird die Determinante

Bido (PBiade (Big)o
(Bade Baz)o  (Bag)y
(Bsido (Bazdo (Bagdo

gleich einer von O verschiedenen Constanten sein und folglich liefert
die Umkehrung der Substitution

1 P Pis
(PB)=1Ps B %23
Psr Bsx Pss

eine Substitution ()~*, deren Elemente wiederum gewdhnliche nach
ganzen positiven Potenzen von z fortschreitende Reiben sind. Man
erhilt somit unmittelbar 2 Substitutionen von der im Satze verlangten
Beschaffenheit, wenn man setzt

1 00

B={010]), H=®"
001

Uy =24y, p,=1,, gy=14,.

Ist andererseits g, 4~ g, + g3 < g, so muss jene Determinante
| (Bix)y| den Werth O haben und wir kénnen dann 3 nicht simmtlich
verschwindende Zahlen ¢, &,, & finden, so dass
& (P1do + & (Pady + &Pes)y =0 (=1,2,3)
wird, Nunmehr haben wir 3 Fille zu untersuchen.
1) Es sei ¢ == 0; wir setzen ¢ = 1. Dann ist

81 ';Mx—,“asz zl‘x—!‘ses
(6)=10 1 0

0 0 1
eine Substitution von der Determinante & = 1, deren Elemente gazrw ’
ratxona.le Functionen von z sind, und es wxrd . :

o Pry, T 51312, ' Pis ) m“ i
(@) =(a) (&) = (”’"’ PBags T Pogy TPy o
v Pyy, T Pygy 7 Py
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wo u,” eine ganze Zahl > g, ist, und wo P, Pie, Pis wiederum nach
ganzen positiven Potenzen von v fortschreitende Reihen sind.
2) Es sei ¢ =0 und &, 4= 0; wir nehmen & =1 an. Dann ist

1 0 0
(5) = O 82 TH2— s 83)

00 1

wiederum eine Substitution von der Determinante &, — 1, deren Ele-
mente ganze rationale Functionen von 7z sind und es wird

o Py, Py, Py
(a') = ((x) (8) = ;F‘z’ %él; g.“:’ qség, zﬂa’ %'23

o Pay, T Pyy, 74 Py

wo u,” eine ganze Zahl > u, ist und wo P35, Pi, Pis nach ganzen
positiven Potenzen von 7 fortschreitende Reihen sind.
3) Es sei & =0, =0, und &==0; wir setzen & == 1. Dann ist

(Bsdo =0, (Pa)o =10, (Pyg)g=0

und folglich kénnen wir setzen

Py, Py, TPy
(@) = (&) = Py, Py, TPy

v Par, o4 Pae, T4 Pas

wo wy eine Zahl > u, ist und wo Ps,, Pae, Pos wiederum nach ganzen
.Eosmven Potenzen von z fortschreitende Reilien ‘sind. -

. Ist nun die Exponentensumme By’ s+ pg besiiglich p1+y2 -Hz, ,
(bf-i- fi, + g’ = @, so ist nach dem vorhin Bewiesenen fiir die Substi-
tution (') unser Satz richtig und folglich gilt derselbe, wenn wir die

Gleichung :
@) @) (B) =) () {(5) B}

beriicksichtigen, auch fiir die Substitution (). Ist jedoch jene
Exponentensumme < u, so wiederhole man das eben auf (a) an-
gewandte Verfahren nunmehr fiir die Substitution («’). Da bei jedem
weiteren Schritte die beziigliche Exponentensumme sich wenigstens
um eine Einheit vermehrt, so wird man nach einer endlichen Zahl »
von Wiederholungen des beschriebenen Verfahrens zu einer Substitu-
tion (a) gelangen, fiir welche die Exponentensumme gleich g ist.
Damit ist der Beweis fiir unseren Hilfssatz erbracht, .

’

»
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§ 17.
.Die kanonische Nullform.
Die Elemente der Substitution

(1311)0 (612)0 (131 3)0
(50) = (ﬂzl)o (ﬁzz)o (1323)0
(631)0 (ﬁsz)o (ﬂsa)o

sind constante Zahlen und da iiberdies die Determinante |(Bi),] = 1
ist, so gestattet diese Substitution die Umkehrung. Wir transformiren
nun die vorgelegte Nullform f mittelst dieser Umkehrung und erhalten
so eine Nullform f* = (B,)~'f, deren Coefficienten wiederum Constante
sind. In Folge der in § 16 aufgestellten Formel ist

™ 0 O
L (o 0 )f:l =L (@)@ BF]-
= 0 0 = = .
Andererseits ist

LI @®F = LM@ L BF})]=L (@) @f].

Nach § 15 liefert die Anwendung der Substitution (@) auf f eine Form,
deren Coefficienten fiir 7 =0 sémmtlich endlich bleiben und da (y)
eine Substitution ist, deren Elemente nach ganzen positiven Potenzen
fortschreitende Reihen sind, so ist auch () (¢)f eine Form, deren
Coefficienten fiir 7 = O simmtlich endlich bleiben, Somit folgt dann
die nimliche Eigenschaft auch fiir die Form

w Q0 0
O tz’ O f’=—"f(’51‘ wi, 'tz'wz, 'Uz' 373).
0 0 b

Da die Determinante der Substitution («) fiir z = 0 unendlich wird,
so ist die Summe 4, -}- 4, 4 4; nothwendig eine negative Zahl,

Umgekehrt, wenn es fiir eine Form f mit numerischen Coeffi-
cienten 3 ganze Zahlen A,, 4,, 4, von den genannten Eigenschaften
giebt, so ist die Form f offenbar eine Nullform; wir wollen eine Null-
form von dieser besonderem Art eine kanonische Nullform nennen und
sprechen dann die folgende Definition aus:

Eine terndgre Form [ = Zn n,n %™ T,™ 2™ von der Ordnumg n
moge eine nkanonische Nullform® heissen, wenn sich 3 ganze Zakhlen
Ay, Ay, Ay, deren Summe negativ ist, finden lassen von der Art, dass
jeder Coefficient Qpn,n, den Werth O hat, fir welchen die Zahl
Ay Aymy -+ Aymg megativ ausfillt, wakrend die ubrzgen Cocfficienten
beliebige numerische Werthe besitaen.

Mathematisoho Annalen. XLII. ) 24
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Die vorigen Entwickelungen lehren dann den Satz:

Eine jede Nullform kann mittelst einer geeigneten linearen Sub-
stitution von der Determinante 1 in eine kanonische Nullform transformirt
werden.

Verstehen wir unter einer Classe von Formen die Gesammtheit
aller derjenigen Formen, welche durch lineare Substitution mit nicht
verschwindender Determinante ineinander transformirt werden konnen,
80 spricht sich der eben gewonnene Satz, wie folgt aus:

In jeder Classe von Nullformen giebt es eine kanowische Nullform.

Die Aufgabe, alle Nullformen aufzustellen, ist somit auf die Frage
 pach den kanonischen Nullformen zurtickgefithrt, und diese Frage ver-
- langt lediglich die Construction aller Systeme ganzer Zahlen 4,, 4,, 4;
von der oben genannten Beschaffenheit.

.

‘ § 18.
Die Aufstellung der kanonischen Nullformen.

Um die am Schlusse des vorigen Paragraphen gestellte Aufgabe
zu losen, nehmen wir in einer Ebene ein gleichseitiges Dreieck A BC
mit der Seitenlinge n als Coordinatendreieck an und bestimmen dann
die Coordinaten eines Punktes P dieser Ebene, wie folgt: wir ziehen
durch P je eine Parallele zu den Seiten AC, BA, CB, welche die
Dreieckseiten BC, CA, AB beziiglich in den Punkten 4’, B’, C’
treffen mogen. Die Abschnitte § = PA4’, §, = PB’, § = P(’ seien
dann die Coordinaten des Punktes P. Theilen-wir jetzt jede der
i+ 3 Dreieckseiten in n glelche Theile und ziehen :dant dorchs diese Theil-
punkte zu jeder Seite je % — 1 Parallelen, ‘8o zerfallt das Coordinaten-
dreieck in lauter glexchseltlge Dreiecke von der Seitenlirge 1. Jedem
* g0 entstehenden im Innérén oder auf den Seiten des Coordinatendreiecks
- gelegenen Eckpunkte & — n,, &, = n,, & = n, entspricht dann ein
Glied @y n,n, Z,™ @, 2™ der terniren Form von der n'* Ordnung und
es entspribht auch umgekehrt einem jeden Gliede der terniren Form
je ein-Eckpunkt der construirten Dreiecke.

Sind nun w,, u,, u, beliebige reelle Constante, deren Summe
u, -+ 4, + ug von O verschieden ist, so stellt die Gleichung

U &+ by + us gy =0
eine Gerade dar, welche nicht durch den Mittelpunkt M des Coordi-
natendreieckes hindurchgeht, Wir bestimmen alle diejenigen Eckpunkte
n,, My, My, welche ausserhalb und mit dem Mittelpunkte M auf der
nimlichen Seite von Jener Geraden wu§; + 4y 8, + usf; = 0 gelegen
sind und setzen dann in der terndren Form nt Ordnung alle diesen
Eckpunkten ny, n,, ng entsprechex;den Coefficienten an,n,», gleich 0,
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dagegen die iibrigen Coefficienten gleich irgendwelchen numerischen
Werthen. Die so erhaltene Form werde mit f, ., bezeichnet; dieselbe
ist eine kanonische Nullform. Um dies einzusehen, bestimmen wir 3
rationale Zahlen w,", u,’, u, von nicht verschwindender Summe und
von der Beschaffenheit, dass alle ausserhalb und mit M auf ein und
der ndmlichen Seite von jenmer Geraden u, &, + u,&, + u €, = 0 ge-
legenen Eckpunkte auch ausserhalb und mit M auf der nidmlichen
Seite von der Geraden u,'E, + u,’E, + u, £, = O liegen und umgekehrt.
Das dies immer moglich ist, sieht man leicht ein, wenn man die
3 Fille unterscheidet, dass anf jener Geraden u, &, + u,&, 4 u36; =0
keine, eine oder mehrere der betrachteten Eckpunkte gelegen sind und
man dann die %, u,’, u,” geniigend wenig von u,, %,, 4 verschieden
annimmt. Dann bestimmen wir eine positive oder negative ganze
Zahl u derart, dass die Producte wu,’, uu,’, uuy ganze Zahlen mit
negativer Summe sind. Setzt man diese ganzen Zahlen beziiglich gleich
Ay, 4y, A5, so erweist sich mittelst derselben in der That die vorhin
construirte Form f, ,,,, als kanonische Nullform, da in f, 4,4, alle die-
jenigen Coefficienten @, n,» gleich O sind, fiir welche
A Aym., (

ausfillt. 1t At o+ Aoty <O

Sind ferner v,, v,, v, reelle Constante, deren Summe verschwindet,
so stellt die Gleichung v, &, + v,§, 4 v;E; = O eine Gerade dar, welche
durch den Mittelpunkt M geht. In diesem Falle bestimmen wir alle
diejenigen Eckpunkte w, , u,, u;, welche auf jener Geraden v &, + v,§,
+ vyE, = 0 liegen sowie alle diejenigen, welche ausserhalb und mit
dem Coordinateneckpunkt 4 auf der némlichen Seite jener Geraden
v, & + v, &, + v E; = O gelegen sind 'und setzen dann in der terniren
Form n'r Ordnung alle diesen Eckpunkten #,, n,, m; entsprechenden
Coefficienten a,,.,» gleich O, dagegen die iibrigen gleich beliebigen
Werthen. Die so erhaltene Form werde mit f, ,,,, bezeichnet; dieselbe
ist wiederum eine kanonische Nullform. Um dies einzusehen, verschieben
wir die Gerade v, &, 4 v,§, + v,E, = O parallel mit sich und in der
Richtung von A weg derart, dass dabei kein Eckpunkt von -der Ge-
raden {iberschritten wird, welcher nicht schon zu Anfang auf der
Geraden lag. Ist dann die neue Lage der Geraden durch die Glei-
chung u &, + u, &, + uy;E; = O dargestellt, so stimmt die Form f,,,
offenbar mit £, ., iiberein und ist daher nach dem Vorhergehenden
eine kanonische Nullform.

Bei der Definition der kanonischen Nullform f,,,,,, hitten wir an
Stelle der dem Punkte 4 zugewandten Seite der Geraden v, §, + v,§,
+ v383 = 0 auch mit gleichem Rechte die andere Seite in Betracht
ziehen konnen. Die 8o entstehende kanonische Nullform ist der ersteren
umkehrbar eindeutig zugeordnet,

24*
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Die kanonischen Nullformen f, .. sind nun lediglich specielle
Fille der zuletzt behandelten kanonischen Nullformen f;,,0,. Um dies
zu beweisen, nehmen wir an, dass die Punkte M und 4 auf der
namlichen Seite der zu betrachtenden Geraden u & - u,& 4 u3§; =10
liegen und ziehen dann zu dieser Geraden durch M eine Parallele; die
Gleichung dieser Parallelen sei v, & 4 v, £, + v3 & = 0, wo die Summe
v, + v, 4 v = O ist. Man erhilt nun die Form f, .. aus der Form
feroan» Wenn man in letzterer alle diejenigen Coefficienten gleich 0 nimmt,
welche durch die zwischen beiden Parallelen gelegenen Eckpunkte dar-
gestellt werden.
~ Liegen die Punkte M und A nicht auf der nimlichen Seite der
Geraden u, &, -4 u,&, + ug€; = 0, so ist noch zuvor eine Vertauschung
der Coordinaten nothwendig.

Nach dem Vorstehenden ist es zur Aufstellung einer vollsténdigen
Tabelle der kanonischen Nullformen nur ndthig, die kanonischen Null-
formen f, ., zu ermitteln und wir erhalten somit zur Construction
jener Tabelle die folgende Regel:

Man ziehe durch den Mittelpunkt M irgend eine gerade Linie und
bestimme dann diejenigen Eckpunkte, welche auf dieser Geraden oder
auf der dem Punkte A zugewandien Seite ausserhalb dieser Geraden
gelegen sind. Die diesen Eckpunkten n,, m,, ng entsprechenden Coeffi-
clenten Qu,mn, n der terniren Form n'® Ordnung setze man gleich O,
wahrend man die wbrigen Coefficienten belicbig lasse.

Da man auf die -angegebene Art alle kanonischen Nullformen
- erhdlt, so folgt, dass die Anzahl der verschiedenen Arten von Null-
formen tibereinstimmt mit der Anzahl der wesentlich verschiedenen

llungen, welche ein durch'M gehender Strahl den- betrachteten

: Lg.kpunkten gegenllber einnehmen kann, Dabei diirfen' Jedoch die-
' jenigen Stellangen unberiicksichtigt bleiben, fir welche die ent-
- gprechenden Formen specielle kanonische Nullformen sind.

=3

Um die gefundene Regel an einigen Beispielen zu erliutern, habe
ich die obenstehenden und die auf Seite 365 folgenden Figuren entworfen,
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denen man sofort die ternéren kanonischen Nullformen bis zur 6ten
Ordnung entnimmt. Man erhilt dann die folgende Tabelle, in welcher
der Kiirze halber z, =1, z, =, o3 = y gesetzt ist, ferner a eine

’?
n=Jg-

z

willkfirliche Grosse und (xy), einen homogenen Ausdruck s» Grades

in z, y mit willktirlichen Coefficienten bedeutet.
7= 2 1) (xy)z)
2) ax + 2(xy),.
n = 3. ay* + (zy)s. -
n=4. 1) (xy); + (2Y),,
i 2) {az + z(@y), + (2y)s)-




366 Davip HinserrT,

Cm=5. 1) az® + 5y + @Y
2) z {z(xy), + z(2Y), + (£Y)a}»
3) 2 {a + (zy), + (¥). + (zy)s}-

n="=6. 1) 23(zy), + (@y)s + (@),
2) x {aax? + 2(2y), + = (zy); + (2Y); }-

Zu bemerken ist, dass im Falle n = 2 die beiden kanonischen
Nullformen durch lineare Transformationen in einander iibergefiihrt
werden kOnnen, so dass in diesem Falle thatsichlich nur eine Null-
form existirt.

Nach Berechnung der Nullformen kann man leicht angeben,
welche Ausartung diejenigen ebenen Curven aufweisen, die durch Null-
setzen dieser Nullformen definirt sind. So erhdlt man aus dieser
Tabelle fiir eine cubische ternire Form das oben in § 7 S. 335 an-
gegebene Resultat bestitigt. Ferner finden wir beispielsweise, dass
fiir eine biquadratische Form f simmtliche Invarianten dann und nur
dann verschwinden, wenn die Curve f= 0 entweder einen 3-fachen
Punkt besitzt oder wenn sie in eine cubische Curve und eine Wende-
tangente derselben. zerfilit,

§ 19.
Die quaterniren cubischen Nullformen.

Die dargelegte zur Aufstellung aller ternidren Nullformen dienende
Methode lisst sich unmittelbar auf den Fall von Formen und Formen-
systeme mit beliebig vielen Verdnderlichen und Verénderlichenreihen
ausdehnen.

Um beispielsweise die quaterniiren Nullformen von der 3. Ordnung
aufzustellen, construiren wir im Raume ein regulires Tetraeder mit
der Kantenlinge 3, theilen dann jede Kante in 3 gleiche Stiicke und
ziehen durch die Theilpunkte zu jeder der 4 Seitenflichen je 2 Parallel-
ebenen; dieselben zerschneiden das Tetraeder in lauter regulire Tetraeder
nmit der Kantenlinge 1. Je einem Eckpunkte (n,, n,, 3, n,) dieser
" Tetraeder entspricht ein Glied der quaterniren cubischen Form. Um
alle kanonischen Nullformen zu ermitteln, haben wir alle méglichen
Sfellamgen sufzusuchen, welche eine durch den Mittelpunkt M des
Tetracders. gehende Ebene gegeniiber den bezeichneten Eckpunkten
einnehmien kann. Zu dem Zwecke benutzen wir das urspriingliche
Tetraeder zu einer &hnlichen Coordinatenbestimmung im Raume, wie
vorhin das gleichseitige Dreieck in der Ebene. Dann wird eine jede
den Mittelpunkt M = &4 1,1,1) enthaltende Ebene durch eine Glei-
chung von der Gestalt u, &, + u,z‘;z + u,&; + u &, = 0 dargestellt, wo
%, + 4y + uy + uy = 0"ist::~ Wir nehmen u; > u, > 43 > u, an und
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nennen kurz einen Punkt (,°, &,° &% £,°) des Raumes links oder rechts
von der Ebene u, & + u,€, + w3 &3 + %, &, =0 gelogen, je nachdem
u £,0 + w0 4 uy £ 4w, E,0 > oder <O ist, Aus der Gleichung
4y -+ t, + ug + u, = 0 und den angenommenen Ungleichungen folgt
w; > 0. Wir unterscheiden nun die beiden Fille 1) u,<0, 2) u, > 0.
Im Falle 1) erkennen wir leicht, dass die 9 Punlte (3, 0, 0, 0),
(2: 11 O: O); (2: O» 1) 0): (21 07 0? 1)’ (l’ 2’ 0’ O)’ (1’ 0’ 2’ O)’ (1> 1; 1) 0))
(1,1,0, 1), (1,0, 1, 1) nothwendigerweise links von jener Geraden liegen
und die Gleichung 5§, — &, — & — 3& = O stellt auch wirklich eine
Ebene dar, auf deren linker Seite gerade jene 9 Punkte liegen, wihrend
simmtliche tibrigen 11 Eckpunkte rechts von derselben gelegen sind.
Im Falle 2) haben wir 2 Unterfille 2a) und 2b) zu unterscheiden,
je nachdem gy < O oder g > O ist. Im Falle 2a) liegen nothwendiger-
weise die 8 Eckpunkte (3,0, 0, 0), (2, 1,0;0), (2,0, 1,0), (20,0, 1),
(1,200, (1,1,1,0), 1,1,0, 1), (0,8,0,0) links von jener Ebene
und die Gleichung 5§, -4 &, — 3&; — 3, =0 stellt auch wirklich
eine Ebene dar, auf deren linker Seite jene 8 Punkte liegen, withrend
simmtliche tibrigen 12 Eckpunkte rechts von derselben gelegen sind.
Der Fall 2b) fithrt zu einer Ebene, auf deren linker Seite diejenigen
10 Eckpunkte, fiir welche , == O ist und auf deren rechter Seite die
ibrigen 10 Eckpunkte gelegen sind. Wenn wir nun der Kiirze wegen
=1, &, =2, 23 =y, x, = # setzen und unter a eine willkiirliche
Grosse unter (zyz), und (y2), homogene Ausdriicke s Grades von
%, 4, # beziiglich y, # mit beliebigen Coefficienten verstehen, so erhalten
wir folgende Tabelle der Nullformen:

1) 2+ (wy»z)g,
2a) (Y2, + (y2) + z(y2), + 2*(y2),,
2h)  az + 2(wys), + #(xya),.

Da aber, wie leicht zu sehen, die Nullform 2b) durch Anwendung
einer geeigneten linearen Substitution in eine Gestalt transformirt
werden kann, welche in der Form 2a) als Specialfall enthalten ist,
so folgt, dass es nur 2 wesentlich verschiedene Arten von Nullformen
giebt. Indem wir ferner die Ausartungen detjefligen cubischen Fliichen
ermitteln, welche durch Nullsetzen dieser Nullformen dargestellt werden,
finden wir den folgenden Satz: '

Fiir eine quaternire cubische Form f verschwinden dann und nur
dann simmitliche Invarionten, wenn die durch f = O dargestellte Fliche
entweder eimen Doppelpunkt besilet, fir welchen die 2% Polare eine
doppelt geziihlte Ebene ist oder wenn dieselbe einen Doppelpunkt besitet,
fiir welchen die 2* Polare aus 2 getrennten Ebenen besteht, deren
Schrittlinic ganz auf der Fldche liegt. ’
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Auch die Theorie der quadratischen und bilinearen Formen mit
beliebig vielen Verdnderlichen kann auf dem eingeschlagenen Wege
behandelt werden.

Ferner lassen sich durch die nunmehr gewonnenen Hilfsmittel alle
diejenigen Sitze auf Formen mit 3 und mebr Veriinderlichen aus-
dehnen, welche in Abschnitt 1I lediglich fiir bindre Formen abgeleitet
sind. Insbesondere erweist sich der in § T gefundene Satz iiber eine
fundamentale Eigenschaft des Aronhold’ schen Processes als allgemein
giiltsg.

Die gewonnenen Resnltate iiber ternire Nullformen gestatten die
folgende geometrische Deutung: wenn wir die ternire Form f durch
* einen Punkt in einem Raume von N — 1 Dimensionen darstellen, so
ist in diesem Raume durch das Nullsetzen aller Invarianten ein
algebraisches Gebilde bestimmt, dessen irreducible Bestandtheile zufolge
der obigen Entwicklung von vornherein angegeben werden konnen;
zugleich sieht man, dass diese Gebilde simmtlich rational d. h. von
solcher Art sind, dass man ihre Punkte erhalten kann, indem man
die Coordinaten derselben gleich rationalen Functionen von Parametern
einsetzt,

Fassen wir alle Invarianten der terndren Grundform zu einem
Modul zusammen, so haben wir durch die obigen Entwicklungen zu-
. gleich alle diejenigen irreduciblen Moduln bestimmt, welche in jenem
Modul enthalten sind.

§ 20.

.. Dag Verschwinden der Invarianten einer Nullform und die Ordnung
dieses Verschwindens,

.. Die Thatsache, dass fir eine kanonische Nullform simmtliche
‘Tuyarianten O sind, kann auch direct aus der obigen Definition der

*Kanonischen Nullform abgeleitet werden und auf diesem Wege erhalten
* wir_zogleich einen bemerkenswerthen Aufschluss iiber die Vielfachheit
des Verschwindens der Invarianten einer beliebigen Nullform.

Eine Invariante der Grundform

f= 2 Oy 1oy 1 B4 Tp™ L™
ist namlich eine ganze rationale Function der Coefficienten a, ,,.,,,
deren Glieder sémmtlich den gleichen Grad ¢ und die gleichen Gewichte
p= % ng besitzen. Schreiben wir dieselbe also in der Gestalt

7= c]]annm

wo C den Zablencoefficient des betreffenden Gliedes bezeichnet, so
gelten fiir die Exponenten e, 5, die folgenden 3 Gleichungen
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1

2, By bn,nan, = 3 NG,
g

N Cn, nyny = ?”g)
1

By bnnym = 3 NG,

wo die Summe iiber alle Systeme von Zahlen %,, n,, ng zu erstrecken
ist, deren Summe # betrigt. Es mbdge nun 1,, 1,, 4, ein System
von 3 Zahlen sein, durch welche eine kanonische Nullform der oben
gegebenen Definition gemiss bestimmt wird. Die Summe dieser 3
Zahlen sei gleich — A4, wo A eine positive von O verschiedene Zahl
bedeutet. Aus den letzteren Gleichungen folgt dann

1 1
2 (Aymy + Aymy + Agny) n,nn, = 5 2g(4 + 4+ &) = — 5 dng.

Lassen wir in der Summe linker Hand alle diejenigen Glieder weg,
deren Werthe > O sind, so erhalten wir

! 1
2 (Aymy + Aymy + A3n;) €nnyn, S — 3 Ang

oder
’ 1
2 (14 4 ym, + 2305]) nnm, = 5 Ang,

wo die Summe 2 tiber alle Systeme von Zahlen %,, n,, n; zu er-

strecken ist, fiir welche 4,n, 4 4,n, + A;n, negativ ausfillt. Be-
zeichnet ferner A den grissten der absoluten Werthe von 1,, 1,, 4,,

80 1st
[Ay 0y 4 Aymy 4 Aymy| < A

und hieraus ergiebt sich
Z Y’ 2
€n,mamy Z 3_./9\_ ’

d. h. in jedem Gliede CIIa/%m™ einer Invariante erreicht oder iiber-

steigt die Summe der Exponenten derjenigen Coefficienten an n,», ,
welche fiir eine kanonische Nullform gleich O sind, eine gewisse positive

Zahl —g\— und daher verschwinden fiir eine kanonische Nullform nicht nur

alle Invarianten, sondern auch simmtliche nach den @ n,n, genommenen
Differentialquotienten derselben bis 2u einer gewissen Ordnung G hin,

wo G die grosste ganze, den Werth —;% nicht iibersteigende Zahl be-

deutet und mithin eine Zahl ist, welche zugleich mit dem Grade g
selbst {iber alle Grenzen hinaus wichst. Da nun jede beliebige Null-
form nach dem obigen Satze in eine kanonische Nullform transformirt
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werden kann, so gilt die eben gefundene Ezgenschaft fiir eine jede Null-
forn und auf diesen Umstand lasst sich ein neuer Beweis fiir die
Endlichkeit des vollen Invanantensystems griilnden, auf welchen ich
jedoch hier nicht niher eingehe.¥)

VL
Die Aufstellung des vollen Invariantensystems.

: § 21.
" Die drei Schritte zur Erlangung des vollen Invariantensystems.

Um nach der in Abschnitt I und I entwickelten Methode das
volle Invariantensystem zu erhalten, hat man der Reihe nach die
folgenden 3 Aufgaben zu losen:

1. Man stelle ein System S, von Invarianten auf, durck welche
sich alle #brigen Invarianten der Grundform als ganze algebraische

" Functionen ausdriicken lassen,

2. Man stelle ein System S, von Invarianten auf, durch welche
sich alle tibrigen Invarianten ratlonal ausdriicken Iassen

3. Man berechne ein vollstindiges System S; von ganzen alge-
braischen Functionen in dem durch die Systeme S, und S, bestimmten
Invariantenkdrper. Die Functionen dieses Systems S, sind Invarianten
und bilden, zusammengenommen mit den Inva.nanten S;, das ge-
suchte volle Invarianiensystem.

& Von diesen 3. Aufgaben ist die erste die schwzengste Nach. dem
i § 4 bewiesenen Satze erbilt man ein System S,, indem man solche
. Invarianten ermittelt, deren Verschwinden nothwendig das Verschwinden
, sjler Invariahten-zur Folge hat, und hierzu wiederum gemigt es nach
‘dem in § 14 bewiesenen Satze , alle diejenigen Invarianten in Betracht
. zu ziehen, deren Gewicht eine gewnsse Zahl nicht iibersteigt, Was
-endlich d1e wirkliche Berechnung eines solchen Systems S, in be-

stimmten Fallen angeht, so wird dieselbe wesentlich durch d1e in § 18

gewonnene Kenntniss der Nullformen erleichtert; denn mittelst dieser

Kenntniss kann in jedem besonderen Falle oﬁ‘enbar leicht entschieden

werden, ob irgend welche bereits gefundenen Invarianten von der Be-

schaffenheit sind, dass ibr Verschwinden nothwendig das Verschwinden
sammtlicher Invarlanten zur Folge hat.

Die Avfstellung eines Systems S, ist mit Hilfe einer typischen
Darstellung oder durch eine geeignete in jedem besonderen Falle an-

*) Diesen Beweis habé ich dargelegt in meiner 3tz oben citirten Note S. 7
derselbe gebraucht nicht das Theorem I meiner Arbeit: Ueber die Theorie der
algebraischen Formen, Math. Ann. Bd. 86, S. 474.
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zustellende Rechnung mbglich. Wir wollen jedoch im folgenden
Paragraphen zeigen wie auch ohne die Kenntniss eines Systems S,
das volle Invariantensystem aufgestellt werden kann.

§ 22.

Die Ableitung des vollen Invariantensystems aus den Invarianten
Iy ooy Jue

Es sei 4,, ... %, ein System S, von Invarianten, durch welche
sich alle iibrigen ganz und algebraisch ausdriicken lassen. Der in §1
bewiesene Hilfssatz lehrt dann, aus diesen Invarianten ein System
von % Invarianten J|, ..., J, berechnen, durch welche sich eben-
falls alle Invarianten der Grundform ganz und algebraisch ausdriicken
lassen, und zwischen denen keine algebraische Relation stattfindet.
Ist dies geschehen, so wihle man aus den Functionen b, ... by
eine gewisse Zahl ¢ von Functionen aus — es seien dies etwa b,, ..., b,
so dass zwischen o, ..., Jx, b, ... b, keine algebraische Relation
stattfindet und dass simmtliche iibrigen Functionen b.y1, boye, ..., by
algebraische Functionen von J,, ..., J%, ¥, ..., b sind*). Nun gilt,
wenn p, das Gewicht der Invariante J; bezeichnet, die Gleichung

ond(ay,...,ay)=4d(by, ..., bx)

und da infolgedessen die Grosse 0 eine algebraische Function von
Jy, by, ..., by ist, so lassen sich nach einem bekannten Satze in dem
Ausdrucke

B=1c0+ cry1boyr + Copsbega + - -+ +cnbn

die Constanten ¢, ¢,1, Cr42, - . . Cy derart bestimmen, dass simmt-
liche Grossen 0, b.y1, bets, . . ., by rationale Functionen von
B,d,, ..., Jdx, b,... b sind Die Function B geniigt einer
Gleichung von der Gestalt

B¢+ RB+'+...4+ R,=0,

wo R,, ..., R, rationale Functionen von J,, ..., Jx, b, ..., b;
sind, ‘

Wir betrachten jetzt J,, ..., Jx, b, ..., b, als die unabhiingigen
Veriinderlichen und bestimmen dann in dem durch B definirten Func-
tionenkorper ein Fundamentalsystem d. h. ein System von ganzen
algebraischen Functionen B,, ... By des Korpers derart, dass jede
andere ganze Function des Korpers sith in der Gestalt ‘

G,B, 4+ G,B,+ -+ GuBy

*) Die Zahl » hat in dem vorliegenden Falle einer terniiren Grundform
nter Ordnung den Werth IV — 8 und die Zahl ¢ hat den Werth 9.
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darstellen ldsst, wo &,, G,, ..., Gx ganze rationale Functionen von
Jiy ooy Jxy byy ooy by sind.  Die Functionen B, geniigen, da sie
ganze algebraische Functionen von J,, ..., J,, by, ..., b sind, je
einer Gleichung von der Gestalt

Bp4T,Bpt4-o 4 Tu=0, (s=1,2,...,M),

wo [y, ... Mus ganze rationale Functionen von J,, ... J,, b;,...b.
sind, und da diese Functionen andrerseits rational von B, J,, ..., Jy,
by, ... by abhdngen, so gehen dieselben, wenn man an Stelle der
Grossen by, ... by ihre Ausdriicke in a,,... an, @y, 0, ..., €y
"einsetzt, {iiber in ganze rationale Functionen von a,, . . . a,
Cy1y gy o o oy Ogae

Bezeichnen wir, wenn irgend ein von e, @,,, ... 03 ganz
und rational abhéingender Ausdruck A vorgelegt ist, allgemein das
von diesen Grossen o, @;,, ... 033 freie Glied mit [4], so sind
offenbar die Ausdriicke [B,],...,[Bnm] simmtlich Invarianten der Grund-
form. In der That [B,] geniigt der Gleichung

[B‘]“ + [rlJ] [BJ:IM-l +---+ [rua] =0

und da nun lediglich die Grossen b,, ..., b, noch die Substitutions-
coefficienten a,,, @5, ..., &3 enthalten, so ist klar, dass die Aus-
dritcke [,], ... [T1s), - - . [Tus] ganze rationale Functionen der
Invarianten J,, ... J, sind. Hieraus folgt wegen der in der
Einleitung genannten KEigenschaft 3. des Invariantensystems, dass
[By], - . [Bm] Invarianten sind.

Andrerseits ist eine jede Invariante J der Grundform f wegen der
Gleichung

d‘PJ(q“ <., an) =dJd(by,. - bN)

eine rationale Function der Grossen 0, b,, ..., by und da sie ausser-
dem ganz und algebraisch von J,, ... J. abhingt, so ist sie eine
ganze algebraische Function des betrachteten Korpers und als solche
nothwendig in der Gestalt

J=G1B1+"'+GMBM

darsfellbar, wo ‘G, ,++» Gy ganze rationale Functionen von Jj, .. ., J«
byy... by sind. Aus dieser Formel erhdlt man '

. J =[G,] [B] +-- 4+ [(Ga] [Bn],

wo [G4], ..., [Gm] ganze rationale Functionen von Jj,.. ., J, sind.
Diese Gleichung sagt aus, dass J,, ... Jx, [B,], ... [Bu] ein
System von Invarianten bilden, durch welche sich eine jede andere
Invariante der Grundform f ganz und rational ausdriicken ldsst.
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" Die auseinandergesetzte Methode zur Aufstellung des vollen In-
variantensystems erfordert lediglich rationale und von vornherein fiber-
sehbare Processe und die nihere Ausfihrung liefert auch zugleich eine
nur von % abhidngige obere Grenze fiir die Gewichte der Invarianten
des vollen Invariantensystems. Hiermit sind, glaube ich, die wich-
tigsten allgemeinen Ziele einer Theorie der durch die Invarianten
gebildeten Functionenkdrper erreicht.

Kénigsberg, den 29. September 1892,




