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Beitriige zur Begrindung der transfiniten Mengenlehre.

Von

Grorg Caxtor in Halle a./S.
(Erster Artikel.)

»Hypotheses non fingo.*

sNeque enim leges intellectui aut rebus damus
ad arbitrium nostrum, sed tanquam scribae fideles
ab ipsius naturae voce latas et prolatas excipimus
et describimus.

pVeniet tempus, quo ista quae nunc latent, in
lucem dies extrahat et longioris aevi diligentis.*

§ 1.
Der Michtigkeitsbegriff oder die Cardinalzahl.

Unter einer ,Menge‘ verstehen wir jede Zusammenfassung M von
bestimmten wohlunterschiedenen Objecten m unsrer Anschauung oder
unseres Denkens (welche die ,Elemente' von M genannt werden) zu
einem Ganzen. '

In Zeichen driicken wir dies so aus:

1) M= {m}.

Die Vereinigung mehrerer Mengen M, N, P, ..., die keine gemein-
samen Klemente haben, zu einer einzigen bezeichnen wir mit

@y (M,N,P,...).

Die Eléemente dieser Menge sind also die Elemente von M, von N,
von P ete. zusammengenommen.

,Theil* oder ,Theilmenge einer Menge M nennen wir jede andere
Menge M,, deren Elemente zugleich Elemente von M sind.

Ist M, ein Theil von M,, M, ein Theil von M, so ist auch M/,
ein Theil von M.

Jeder Menge M kommt eine bestimmte ,Michtigkeit’ zu, welche
wir auch ibre ,Cardinalzahl‘ nennen.

JDMichtigkeit* oder ,Cardinaleahl' von M nemnen wir den Allgemein-
begriff, weleher mit Hiilfe unseres activen Denkvermigens dadurch aus
der Menge M hervorgeht, dass von der Beschaffenheit ihrer verschiedenen -
Elemente m und von der Ordnung ihres Gegebenseins abstrahirt wird.

Mathemajische Annalen, XLVI, 31
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482 G. Canror.

Das Resultat dieses zweifachen Abstractionsacts, die Cardinalzahl
oder Michtigkeit von M, hezeichnen wir mit

3) M.

Da aus jedem einzelnen Elemente m, wenn man von seiner Be-
schaffenheit absieht, eine ,Bins¢ wird, so ist die Cardinalzahl M selbst
eine bestimmte aus lauter Einsen zusammengesetzte Menge, die als
intellectuelles Abbild oder Projection der gegebenen Menge M in unserm
Geiste Existenz hat.

Zwei Mengen M und N nennen wir ,dquivalent® und bezeichnen
dies mit
4) McoN oder Ncoo M,
wenn es moglich ist, dieselben gesefamdissig in eine derartige Beziehung
2u einander zu seleen, dass jedem Element der einen von ihmen ein und
nur ein Element der andern entspricht.

Jedem Theil M, von M entspricht alsdann ein bestimmter dqui-
valenter Theil N, von N und umgekehrt.

Hat man ein solches Zuordnungsgesetz zweier équivalenten Mengen,
so lisst sich dasselbe (abgesehen von dem Falle, dass jede von ihnen
aus nur einem Elemente besteht) mannigfach modificiren. Namentlich
kann stets die Vorsorge getroffen werden, dass einem besonderen Ele-
mente 7, von M irgend ein besonderes Element #, von N entspricht.
Denn entsprechen bei dem anfinglichen Gesetze die Elemente s, und

n, noch nicht einander, vielmehr dem Elemente m, von M das Ele-

" ment n, von N, dem Elemente n, von N das Element m, von M,

so nehme man das modificirte Gesetz, wonach m, und 2, und ebenso
m, und n, entsprechende Elemente beider Mengen werden, an den
iibrigen Elementen jedoch das erste Gesetz erhalten bleibt. Hierdurch
ist jener Zweck erreicht.

Jede Menge ist sich selbst dquivalent:
) Mceo M.
Sind swei Mengen eimer dritten Gquivalent, so sind sie auch unier
einander dquwalent:
(6) aus Mco P und N oo P folgt Moo N.

Von fundamentaler Bedeutung ist es, dass swei Mengen M und

N dann und nur dann dieselbe Cardinalzahl haben, wenn sie dqui-

|

valent sind:

M - aus Moo N fogt M=N,
und _
) aus M= N folgt Mco N,

Die Aequivalens von Mengen bildet also das nothwendige und wntrig-
liche Criteriwm fir die Gleichheit ihrer Cardinalzahlen.
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In der That bleibt nach der obigen Definition der Machtigkeit

die Cardinalzahl M ungeéindert, wenn an Stelle eines Elementes oder
auch an Stelle mehrerer, selbst aller Elemente m von M je ein anderes
Ding substituirt wird.

Ist nun M ~o N, so liegt ein Zuordnungsgesetz zu Grunde, durch
welches M und N gegenseitig eindeutig auf einander bezogen sind;
dabei enispreche dem Elemente m von M das Element » von N. Wir
kéonnen uns alsdann an Stelle jedes Elementes m+ von M das ent-
sprechende Element » von N substituirt denken, und es verwandelt
sich dabei M in N ohne Aenderung der Cardinalzahl; es ist folglich

M= N.
Die Umkehrung des Satzes ergiebt sich aus der Bemerkung, dass
zwischen den Elementen von M und den verschiedenen Einsen ihrer
Cardinalzahl M ein gegenseitig eindeutiges Zuordnungsverhiltniss

besteht. Denn es wichst gewissermassen, wie wir sahen, M so aus
M heraus, dass dabei aus jedem Elemente m von M eine besondere

Eins von M wird. Wir konnen daher sagen, dass
9) Mo M.

Ebenso ist N co N. Ist also M = N, so folgt nach (6) M cv N.
Wir heben noch den aus dem Begriff der Aequivalenz unmittelbar
folgenden Satz hervor:
Sind M, N, P, ... Mengen, die keine gemeinsamen Elemente
haben, M', N', P’, . .. ebensolche jemen entsprechende Mengen, und ist

' Mc~oM, NN, Pco Py, ..,
so st auch immer
(M,N,P,..)co (M, N, P, ...).

§ 2.
Das ,Grosser‘ und ,Kleiner* bei Machtigkeiten.
Sind bei zwei Mengen M und N mit den Cardinalzahlen a = M

und b = N die swei Bedingungen erfiillt:

1) es giebt keinen Theil von M, der mit N dquivalent ist,

2) es giebt einen Theil N, von N, so dass Ny co M,
so ist zunidichst ersichtlich, dass dieselben erfillt bleiben, wenn in
ihnen M und N durch zwei denselben #quivalente Mengen M’ und N’
ersetzt werden ; sie driicken daher eine bestimmie Beziehung der Cardinal-
cahlen o und b zu einander aus.

31%
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Ferner ist die Aequivalenz von M und N, also die Gleichheit von
a und b ausgeschlossen; denn wire M oo N, so hitte man, weil
N, co M, auch N, c0 N und es misste wegen M co N auch ein
Theil M, von M existiren, so dass M, co M, also auch M, co N
wire, was der Bedingung 1) Wldersprlcht

Drnttens ist die Bezichung von o zu b eine solche, dass sie dieselbe
Bezichung von b zu o unmiglich macht; denn wenn in 1) und 2) die
Rollen. von M und N vertauscht werden, so entstehen daraus zwei
Bedingungen, die jenen contradictorisch entgegengesetzt sind.

Wir driicken die durch 1) und 2) charakterisirte Beziehung von
a 2ub so aus, dass wir sagen: a ist kleiner als b oder auch b ist
grosser als a, in Zeichen:

1) a<b oder b>a.

Man beweist leicht, dass

@ wenn a < b, 6 < ¢, dann immer a <c.

Ebenso folgt ohne Weiteres aus jener Definition, dass, wenn 1’1 Theil
einer Menge P ist, aus a < P immer auch o < P wnd aus P < ¥

immer auch Pl < b sich ergiebt.
Wir haben gesehen, dass von den drei Beziehungen

=5, a<h, b<a

jede einzelne die beiden anderen ausschliesst.

Dagegen versteht es sich keineswegs von selbst und diirfte an dieser
Stelle unseres Gedankenganges kaum zu beweisen sein, dass bei irgend
zwei Cardinaleahlen o und b eine von jenen drei Bezichungen nothwendig
realisirt sein wmiisse.

Erst spiter, wenn wir einen Ueberblick iiber die aunfsteigende Folge der
transfiniten Cardinalzahlen und eine Einsicht in ihren Zusammenhang gewonnen
haben werden, wird sich die Wahrheit des Satzes ergeben:

A. ,,Sind o und b 2wei beliebige Cardinalzahlen, so ist entweder a =6 oder
a<<b oder a >b%

Auf’s Einfachste lassen sich aus diesem Satze die folgenden ableiten, von
denen wir aber vorldufig keinerlei Gebrauch machen diirfen:

B. ,,Sind 2wei Mengen M und N so beschaffen, dass M mit einem Theil N,
von N und N mit einem Theil M, von M Gquivalent ist, so sind auch M wnd N
dquivalent.'

C. ,Ist M, etn Theil einer Menge M, M, ein Thesl der Menge M, und sind
die Mengen M und M, dquivalent, so st auch M; den Mengen M wnd M,
dqutvalent.

D. ,Ist bei 2wei Mengen M und N die Bedingung erfillt, dass N weder
mit M selbst, noch mit einem Theile von M aqm/valent ist, s0 giebt es einem Theil
N, vom N, der mit M dquivalent ist." -

- B. ,Sind swes Mengen M und N niché dquivalent, und gicbt es einen Theil
N; von N, der mit M dquivalent. ist, so ist kein Theil von M mit N dquivalent.
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§ 3.
Die Addition und Multiplication von Méachtigkeiten.

Die Vereinigung zweier Mengen M und N, die keine gemein-
schaftlichen Elemente haben, wurde in § 1, (2) mit (M, N) bezeichnet.
Wir nennen sie die , Vereinigungsmenge von M und N°*.

Sind M’, N’ zwei andere Mengen ohne gemeinschaftliche Elemente,
und ist M co M', N ~o N’, so sahen wir, dass auch

(M,N)co(M',N").
Daraus fo]gt dass die Cardinalzahl von (M, N) nur von den Cardinal-

zahlen M = a und ¥ =5 abhiéngt.
Dies fithrt zur Definition der Summe von a und b, indem wir setzen:

1) W+ b= (M, N).
Da im Michtigkeitsbegriff von der Ordnung der Elemente abstrahirt
ist, so folgt ohne Weiteres .
@) a4+b=5b-+4a
und fiir je drei Cardinalzahlen a, b, ¢
3 o+ G+ =(a+b)+ ¢
Wir kommen zur Multiplication,

Jedes Element m einer Menge M lisst sich mit jedem Elemente
n einer andern Menge N zu einem neuen Elemente (m, ) verbinden;
fir die Menge aller dieser Verbindungen (m, ») setzen wir die Be-

zeichnung (M . N) fest. Wir nennen sie die ,Verbindungsmenge von
M und N¢. Es ist also
4) (M.N)={(m,n)}.
Man iiberzeugt sich, dass auch die Michtigkeit von (M . N) nur von
den Michtigkeiten M = o, N = b abhiéngt; denn ersetzt man die
Mengen M und N durch die ihnen #quivalenten Mengen

M ={m} uwd N = {n}
und betrachtet man m, m' sowie n, n' als zugeordnete Elemente, so
wird die Menge

(M’ .N)=_{(m,n )}
dadurch in ein gegenseitig éindeutiges Zuordnungsverh#ltniss zu (M. N)
gebracht, dass man (m, #) und (m’, »') als einander entsprechende
Elemente ansieht; es ist also

(5) (M".N)co (M. N).
Wir definiren nun das Product a . b durch die Gleichung

(6) a.p = (M R .N) W Laa ,"{ﬁuui,uf: -
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Eine Menge mit der Cardinalzahl a . b ldsst sich aus zwei Mengen
M und N mit den Cardinalzahlen a und b auch nach folgender Regel
herstellen: man gehe von der Menge N aus und ersetze in ihr jedes
Element n durch eine Menge M, oo M; fasst man die Elemente aller
dieser Mengen M, zu einem Ganzen S zusammen, so sieht man
leicht, dass

(D Sco(M.N),
folglich _
S=a.b.
Denn wird bei irgend einem zu Grunde liegenden Zuordnungsgesetze

der beiden #quivalenten Mengen M und M, das dem Elemente m von
M entsprechende Element von M, mit m, bezeichnet, so hat man:

®) S = {mn}>

und es lassen sich daher die Mengen S und (M . N) dadurch gegen-
seitig eindeutig auf einander beziehen, dass m, und (m, n) als ent-
sprechende “Elemente angesehen werden.

Aus unseren Definitionen folgen leicht die Satze:

(9) a.b=".q,
(10) a.(b.¢c)=(a.b).c,
(11) ab +¢)=ab 4 ag,
weil

(M.N) o (N. M),
(M.(N.P)) o ((M.N).P),
(M. (N, P)) co (M.N),(M.P)).

v Y Addition und Multiplication von Mdchtigkeiten unterliegen also allgemein

AL / dem commulativen, associativen und distributiven Gesetze.
6 Le CRaare

§ 4.
~ Die Potenzirung von WMéchtigkeiten.

Unter einer ,Belegung der Menge N mit Elementen der Menge M*
oder einfacher ausgedriickt, unter einer ,Belegung von N mit M*¢ ver-
stehen -wir , ein Gesetz, durch welches mit jedem Elemente n von N
je ein besﬁmmtes Element von M verbunden ist, wobei ein und
dasselbe Element von M wiederholt zur Anwendung kommen kann,
Das mit # verbundene Element von I ist gewissermasgen eine ein-
deutige Function von » und kann etwa mit f(n) bezeichnet werden; sie
heisse , Belegungsfuniction von n‘; die entsprechende Belegung von N

. werde f(N) genannt. -
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Zwei Belegungen f,(N) und f,(N) heissen dann und nur dann
gleich, wenn fiir alle Elemente n von N die Gleichung erfiillt ist:

(1) fi(n) = fy(n),
so dass, wenn auch nur fiir ein einziges besonderes Element »n == n,
diese Gleichung nicht besteht, f,(IN) und f,(N) als verschiedene Be-
legungen von N charakterisirt sind.

Beispielsweise kann, wenn m, ein besonderes Element von M ist,
festgesetzt sein, dass fiir alle »

- f(n) =m,
sei; dieses Gesetz constituirt eine besondere Belegung von N mit M.
Eine andere Art von Belegungen ergiebt sich, wenn m, und m,
zwei verschiedene besondere Elemente von M sind, n, ein besonderes
Element von N ist, durch die Festsetzung:

f(ny) = my,
f(n) = m,
fiir alle », die von n, verschieden sind,
Die Gesammtheit aller verschiedenen Belegungen von N mit
M bildet eine bestimmie Menge mit den Elementen f(V); wir nennen

sie die ,Belegungsmenge von N mit M*‘ und bezeichnen sie durch
(N|M). Es ist also:

@) (N |3 = {f()} -
Ist M o M’ und N ~v N, so findet man leicht, dass auch
@) (N M) oo (N[ ).

Die Cardinalzahl von (N |) hingt also nur von den Cardinalzahlen
ﬁ = ¢ und N = b ab; sie dient uns zur Definition der Potenz ab:

j@%; ~ (D).

ZpHr drei beliebige Mengen M N und P beweist man lelch die Stze:
(5) (| M).(P| M) oo (N, P) | M),

6 (P1M). (P|N)) o (PI(M. N)),

M (PI(N| M) o (P-N) | M),

aus denen, wenn Pe¢ gesetzt wird, auf Grund von (4) und im Hin-
- blick auf § 3, die fiir drei beliebige Cardinalzahlen a, b und ¢ giiltigen
. Batze sich ergeben:
(8) ab . o = abte,
) - at . b= (a.b),
(10) e (ad)e = qb-c,
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Wie inhaltreich und weittragend diese einfachen auf die Machtigkeiten aus-
gedehnten Formeln sind, erkennt man an folgendem Beispiel:

Bezeichnen wir die Miichtigkeit des Linearcontinuums X (4. h. des Inbegriffs
X aller reellen Zahlen «x, die > ¢ und <1 sind) mit o, so iiberzeugt man sich

leicht, dass sie sich unter anderm durch die Formel
1) - o= 2%
darstellen lasst, wo dber die Bedeutung von X, der § 6 Aufschluss giebt,
In der That ist 2™ pach (4) nichts anderes als die Michtigkeit aller Dar-
stellangen
f

der Zahlen @ im Zweiersystem. Beachten wir hierbei, dass jede Zahl z nur

eipmal zur Darstellong kommt, mit Ausnahme der Zahlen m—-% + L <1, die

zweimal dargestellt werden, so haben wir, wenn wir die ,,abzihlbaret Ges&mmthelt
der letzteren mit { s,} bezeichnen, zunichst

= T T
Hebt man aus X irgend eine ,abzihlbare* Menge {t,,} heraus und bezeichnet
den Rest mit X, so ist
X=({t} X)=({taa}r {tss}s X0}
({sh =) {&} X)),

{tava} oo {sh {t] v {b), Zioo X,
Xoo({s) X

mithin
also (§1) _
M= X =y,
Aus (11) folgt durch Quadriren (nach §6, (6))
D'O===2x°-2 =2R°+&°==2x"==p
und hieraus durch fortgesetzte Multiplication mit o
(18) o' = 0,

wo » irgeud eine endliche Cardinalzahl ist.
Erhebt man beide Seiten von (11) zur Potenz R,, so erhilt man

s\-‘o = (‘)RO)R‘) — 2&0‘1*0.
Da aber nach § 6, (8) Rg- R, = X, g0 ist

(1) o™ =a.

Die Formeln (13) und (14) haben aber keine andere Bedeutung als diese: ,,Das
v-dimensionale sowohl, wie das N,-dimensionale Coptinuum haben die M#chtigkeit
des sindimensionalen Continuums.“ Es wird also der gamsze Inhalt der Arbeit
im 84t Bande des Crelle’schen Journals, pag. 242 met diesen wenigen Stricken aus
den Grundformeln des Rechnens mit Michtigheiten rein algebraisch abgeleitet.
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§ b.
Die endlichen Cardinalzahlen.

Es soll zunfichst gezeigt werden, wie die dargelegten Principien,
auf welchen spiter die Lehre von den actual unendlichen oder trans-
finiten Cardinalzahlen aufgebaut werden soll, auch die natiirlichste,
kiirzeste und strengste Begriindung der endlichen Zahlenlehre liefern.

Einem einzelnen Ding ¢,, wenn wir es unter den Begriff einer
Menge E, = (¢,) subsumiren, entspricht als Cardinalzahl das, was wir
,Bins‘ nennen und mit 1 bezeichnen; wir haben:

n 1=E,.

Man vereinige nun mit E, ein anderes Ding e,, die Vereinigungsmenge
heisse E,, so dass

@ B = (E,, ¢) = (€0, €1)-
Die Cardinalzahl von E, heisst ,Zwei‘ und wird mit 2 bezeichnet
®3) 2=F,.

Durch Hinzuftigung neuer Elemente erhalten wir die Reihe der

Mengen
E,=(E, &), EBy=(E,),¢), ...,

welche in unbegrenzter Folge uns successive die iibrigen, mit 3, 4,
5, . . . bezeichneten, sogenannten endlichen Cardinaleahlen liefern. Die
hierbei vorkommende hiilfsweise Verwendung derselven Zahlen als
Indices rechtfertigt sich daraus, dass eine Zahl erst dann in dieser
Bedeutung gebraucht wird, nachdem sie als Cardinalzahl definirt
worden ist. Wir haben, wenn unter » — 1 die der Zahl » in jener:
Reihe néchstvorangeshende verstanden wird,

(4) v=UFE,,,

® B, = (By-1; &) = (e, €y, - - - &)
Aus der Summendefinition in § 3 folgt:

(6) ﬁw = iv——l + 1 )

d. h. jede endliche Cardinalzahl (ausser 1) ist die Summe aus der néichst
vorhergehenden und 1.

Bei unserm Gedankengange treten nun folgende drei Sitze in den
Vordergrund:

A. ,, Die Glieder der umbegrenzien Reihe endlicher Cordinalzahlen

1,2,3,...v, ..

sind alle umter eimander verschieden (d. h. die in § 1 aufgestellte
Aequivalenzbedingung ist an den entsprechenden Mengen nicht erfiillt)«.
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B. ,,Jede dieser Zahlen v ist grosser, als die ihr vorangehenden
wnd Kleiner, als die auf sie folgenden (§ 2).%

C. ,,Es giebt keine Cardinalzahlen, welche ihrer Grisse nach
ewischen zwei benachbarten v und v + 1 ligen (§ 2).¢

Die Beweise dieser Sttze stiitzen wir auf die zwei folgenden D
und E, welche daher zunichst zu erhirten sind.

D. ,,Ist M eine Menge von solcher Beschaffenheit, dass sie mit
Leiner von thren Theilmengen gleiche Mdchtigkeit hat, so hat auch die
Menge (M, e), welche aus M durch Hinzufiigung eines einzigen neuen
Elementes e hervorgeht, dieselbe Beschaffenheit, mit keiner won ihren
Theilmengen gleiche Mdichtigkeit au haben.

E. ,, Ist N eine Menge mit der endlichen Cardinalzahl v, N, irgend
eine Theilmenge von N, so ist die Cardinaleahl von N, gleich einer der
vorangehenden Zahlen 1,2,3,...v — 1.4

Beweis von D. Nehmen wir an, es hiitte die Menge (M, ¢)
mit einer ihrer Theilmengen, wir wollen sie IV nennen, gleiche Michtig-
keit, so sind zwei Fille zu unterscheiden, die beide auf einen Wider-
spruch fiihren:

1) Die Menge N enthilt e als Element; es sei N = (M, e);
dann ist M, ein Theil von M, weil N ein Theil von (M, ¢) ist. Wie
wir in § 1 sahen, lisst sich das Zuordnungsgesetz der beiden #qui-
valenten Mengen (M, ¢) und (M, e) so modificiren, dass das Element e
der einen demselben Element e¢ der andern entspricht; alsdann sind
von selbst auch M und M, gegenseitig eindeutig auf einander bezogen.
Dies streitet aber gegen die Voraussetzung, dass M mit seinem Theile
M, nicht gleiche Machtigkeit hat.

2) Die Theilmenge N von (M, ¢) enthilt e nicht als Element, so
ist N entweder M oder ein Theil von M. Bei dem zu Grunde liegen-
den Zuordnungsgesetze zwischen (M, ¢) und N moge das Element e
der ersteren dem Elemente f der letzteren entsprechen. Sei N=(M,, f);
dann wird gleichzeitig die Menge M in gegenseitig eindeutige Be-
zichung zu M, gesetzt sein; M, ist aber als Theil von N jedenfalls
auch ein Theil von M. Es wire auch hier M einem seiner Theile
dquivalent, gegen die Voraussetzung.

Beweis von E. Es werde die Richtigkeit des Satzes bis zu
einem gewissen v vorausgesetzt und dann auf die Giiltigkeit fir das
nichstfolgende v 4 1 wie folgt geschlossen.

Als Menge mit der Cardinalzahl v + 1 werde E, = (¢, ¢, ... 6,)
zu Grunde gelegt; ist der Satz fiir diese richtig, so folgt ohne Weiteres
(§ 1) auch seine Giiltigkeit fiir jede andere Menge mit derselben
Cardinalzahl v - 1. Sei E’ irgend ein Theil von E,; wir unterscheiden
folgende Kille:

1) E’ enthilt ¢, micht als Element, dann ist E ‘entweder E,_,
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oder ein Theil von E,_,, hat also zur Cardinalzahl entweder v oder
eine der Zahlen 1,2,3,...» — 1, weil wir ja unsern Satz als richtig
fir die Menge F,_; mit der Cardinalzahl v voraussetzen.

2) E’ besteht aus dem einzigen Element ¢,, dann ist E' = 1.

3) E’ besteht aus e, und einer Menge E”, so dass E' = (E", ¢,)
E” ist ein Theil von E,_;, hat also vorausgesetztermassen zur Cardinal-
zahl eine der Zahlen 1,2,3,...» — 1.

Nun ist aber "= E" - 1, daher hat E' zur Cardinalzahl eine
der Zahlen 2,3, ... v.

Beweis von A, Jede der von uns mit E, bezeichneten Mengen
hat die Beschaffenheit, mit keiner ihrer Theilmengen #quivalent zu
sein. Denn nimmt man an, dass dies fiir ein gewisses » richtig sei,
so folgt aus dem Satze D dasselbe fiir das nichstfolgende » - 1.

Fiir v =1 erkennt man aber unmittelbar, dass die Menge E, = (¢, ¢,)
keiner ihrer Theilmengen, die hier (¢,) und (e,) sind, &quivalent ist.

Betrachten wir nun irgend zwei Zahlen w und v der Reihe
1,2,3,... und ist u die frilhere, v die spitere, so ist E,_, eine
Theilmenge von E, ;; es sind daher FE,_; und E,_; nicht quivalent;

die zugehdrigen Cardinalzahlen g = E,_; und v — E,_; sind somit
nicht gleich.

Beweis von B. Ist von den beiden endlichen Cardinalzahlen
w und » die erste die frithere, die zweite die spitere, so ist u < v.
Denn betrachten wir die beiden Mengen M = E,_; und N = E, 4,

so ist an ihnen jede der beiden Bedingungen in §2 fir M < N
erfilllt. Die Bedingung 1) ist erfiilll, weil nach Satz E eine Theil-
menge von M == E,_; nur eine von den Cardinalzahlen 1,2,3,...u—1
haben, also der Menge N = F,_; nach Satz A nicht dquivalent sein
kann, Die Bedingung 2) ist erfiillt, weil hier I selbst ein Theil
von N ist.

Beweis von C. Sei a eine Cardinalzahl, die kleiner ist als » - 1.
Wegen der Bedingung 2) des § 2 giebt es eine Theilmenge von E, mit
der Cardinalzahl a. Nach Satz E kommt einer Theilmenge von E, nur
eine der Cardinalzahlen 1,2,3,...v zu.

Es ist also a gleich einer von den Zahlen 1,2,8,...v.

Nach Satz B ist keine von diesen grosser als ».

Folglich giebt es keine Cardinalzahl a, die kleiner als » + 1 und
grosser als v wire. —

Von Bedeutung fiir das Spitere ist folgender Sata:

F. ,Ist K irgend eine Menge von verschiedenen endlichen Cordinol-
zahlen, so gicht es umler ihmen eine x,, die Keiner als die dbrigen,
also die kleinste von allen ist“
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Beweis. Die Menge K enthdlt entweder die Zahl 1, dann ist
diese die kleinste, %, = 1; oder nicht. Im letzteren Falle sei J der
Inbegriff aller derjenigen Cardinalzahlen unsrer Reihe 1,2,3, ...,
welche kleiner sind, als die in X vorkommenden. Gehort eine Zahl »
zu J, so gehdren auch alle Zahlen < » zu J. Es muss aber J ein
Element », haben, so dass », 4 1 und folglich auch alle grosseren
Zahlen nicht zu J gehoren, weil sonst J die Gesammtheit aller end-
lichen Zahlen umfassen wiirde, wihrend doch die zu K gehorigen
Zahlen nicht in J enthalten sind. J ist also nichts anderes als der
Abschnitt (1,2,3,...v,). Die Zahl v, 4+ 1 = %, ist nothwendig ein
Element von K und klemer als die tbrigen,

Aus F schliesst man auf:

G. ,,Jede Menge K — {x} von verschiedenen endhchen Cardinal-
sahlen ldsst sich in die Reihenform
. K = (o, %y, %3, .. .)
bringen, so dass
Aty <y < Mg

§ 6.
Die Kkleinste transfinite Cardinalzahl Alef-null.

Die Mengen mit endlicher Cardinalzahl heissen ,endliche Mengen,
alle anderen wollen wir transfinite Mengen‘ und die ihnen zukommen-
den Cardinalzahlen ,transfinite Cardinalzahlen* nennen.

Die Gesammtheit aller endlichen Cardinalzahlen v bietet uns das
n#chstliegende Beispiel einer transfiniten Menge; wir nennen die ihr
zukommende Cardinalzahl (§1) , Alef-null’, in Zeichen w,, definiren also -

(1) 8y = {v}.
Dass x, eine tramsfinite Zahl, d. h. Fkeiner endlichen Zahl p gleich ist,
folgt aus der einfachen Thatsache, dass, wenn zu der Menge {v}
ein neues Element ¢, hinzugefiigt wird, die Vereinigungsmenge ({v}, ¢)
der urspriinglichen {»} #quivalent ist. Denn es lisst sich zwischen
beiden die gegenseitig eindeuntige Beziehung denken, wonach dem
Elemente ¢, der ersten das Element 1 der zweiten, dem Element v der
ersten das Element v - 1 der andern entspricht. Nach § 3 haben
wir daher: .
@) . Ny + 1 = .
In §5 wurde aber gezeigt, dass w -+ 1 stets von p verschieden ist,
daher ist &, keiner endlichen Zahl p gleich.

. Die Zahl &, ist grosser als jede endliche Zahl w:

3 &y > @
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Dies folgt im Hinblick auf § 3 daraus, dass g = (1,2, 3,...u), kein
Theil der Menge (1,2, 3, ... u) dquivalent der Menge {v} und dass
(1,2,3,...u) selbst ein Theil von {v} ist.

Andrerseits ist n, die kleinste transfinite Cardinaleahl.

Ist o irgend eine von &, verschiedene transfinite Cardinalzahl, so
ist immer
4) N < a.
Dies beruht auf folgenden Sitzen:

A. ,Jede transfinite Menge T hat Theilmengen mit der Cordinal-
2ahl Ny

Beweis. Hat man nach irgend einer Regel eine endliche Zahl
von Elementen ¢, ¢,, ... %y aus 7 entfernt, so bleibt stets die
Mbglichkeit, ein ferneres Element ¢, herauszunehmen. Die Menge
{¢,}, worin v eine beliebige endliche Cardinalzahl bedeutet, ist eine

Theilmenge von T mit der Cardinalzahl ny, weil {#,} co {»} (§ 1).

B. ,, Ist S eine transfinite Menge mit der Cardinaleahl &y, S, trgend
eine transfinite Theilmenge von 8, so ist auch S, = &, %

Beweis. Vorausgesetzt ist, dass S cv {v}; bezeichnen wir, unter
Zugrundelegung eines Zuordnungsgesetzes zwischen diesen beiden
Mengen, mit s, dasjenige Element von S, welches dem Elemente » von
{v} entspricht, so ist

S = {Sy} .
Die Theilmenge S, von S besteht aus gewissen Elementen s, von S

und die Gesammtheit aller Zahlen » bildet einen transfiniten Theil K
der Menge {v}. Nach Satz G, §5 ldsst sich die Menge K in die

Reihenform bringen

K — (),

wo
sty < %

folglich ist auch " : - igh
8y = {84}

Daraus folgt, dass S, ~v S, mithin §I =N, —
Aus A und B ergiebt sich die Formel (4) im Hinblick auf § 2.
Aus (2) schliesst man durch Hinzufiigung von 1 auf beiden Seiten
No+2.==No+1==Na:
und indem man diese Betrachtung wiederholt,
(5) Ro "+' V == No.
Wir haben aber auch

(6) Ny + Ry = Ny.
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Denn nach (1) § 3 ist &) 4 », die Cardinalzahl ({a,,} {bs }) weil

(o = Bl =

Nun hat man offenbar
{/”} = ({27)_ 1}, {2”}):
({2’” - ]} » {2”}) (O ({av}; {b"})1

g, ==

Die Gleichung (6) kann auch so geschrieben werden:

also

Ry« 2 ==n,
und, indem man zu beiden Seiten wiederholt », addirt, findet man, dass
M R+ ¥ =1 Ry = R.
Wir haben aber auch
®) Ny - Ny = N,
Beweis. Nach (6) des § 3 ist &, - nr, die der Verbindungsmenge
{(e, )}

zukommende Cardinalzahl, wo @ und » unabhingig von einander zwei
beliebige endliche Cardinalzahlen sind. Ist auch 4 Reprisentant einer
beliebigen endlichen Cardinalzahl (so dass {1}, {u} und {v} nur
verschiedene Bezeichnungen fiir dieselbe Gesammtheit aller endlichen
Cardinalzahlen sind), so haben wir zu zeigen, dass

{w, )} o {3}
Bezeichnen wir g - v mit ¢, so nimmt ¢ die simmtlichen Zahlen-
werthe 2,3, 4, ... an, und es giebt im Ganzen ¢ — 1 Elemente (u, »
fiir welche w -+ v = ¢, némlich diese:

(1)@‘"1)} (2) 9“‘2>: "'(9"’]v 1)‘
In dieser Reihenfolge denke man sich zuerst das eine Element (1, 1)
gesetzt, fiir welches ¢ = 2, dann die beiden Elemente, fiir welche

¢ =3, dann die drei Elemente, fiir welche ¢ = 4 u. s. w., so erhilt
man simmtliche Elemente (u, v) in einfacher Reihenform :

L1); 0,2),ED; 4,3),&2),631); (1,4),3),...,

und zwar kommt hier, wie man leicht sieht, das Element (g, ») an
die ite Stelle, wo
(9) l=“+(l"+v_1)2(!"+’”—2)‘

A nimmt jeden Zahlwerth 1,2, 3, ... einmal an; es besteht also ver-
moge (9) eine gegenseitig eindeutige Beziehung zwischen den beiden
Mengen {i} wnd {(g,)}. —
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Werden die beiden Seiten der Gleichung (8) mit x, multiplicirt,
so erhilt man x,% = n,2 = §, und durch wiederholte Multiplication mit

n, die fiir jede endliche Cardinalzahl v giiltige Gleichung:
(10) N = N,.

Die Sitze E und A des §  filhren zu dem Satze iiber endliche
Mengen : .

C. ,, Jede endliche Menge E ist so beschaffen, dass sie mit keiner |
von thren Theillmengen dguivalent ist.* {

Diesem Satz steht scharf der folgende fiir framsfinite Mengen
gegeniiber:

D. ,,Jede transfinite Menge T ist so beschaffen, dass sie Theilmengen f
T, hat, die thr dquivalent sind.*

Bewels Nach Satz A dieses Paragraphen giebt es eine Theil-
menge S = {#,} von T mit der Cardinalzahl x,. Sei 7= (S, U),
so dass U aus denjenigen Elementen von 7' zusammengesetzt ist, welche
von den Elementen f, verschieden sind. Setzen wir §; = {fu},

= (8,, U), so ist T, eine Theilmenge von 7 und zwar die durch
Fortlassung des einzigen Elementes ¢, aus 7' hervorgehende. Da
S v S, (Satz B dieses Paragraphen) und U o U, so ist auch (§ 1)
TeolT,y.

In diesen Sitzen C und D tritt die wesentliche Verschiedenheit
von endlichen und transfiniten Mengen am Deutlichsten zu Tage, auaf
welche bereits im Jahre 1877 im 84sten Bande des Crelle’schen Journals
pag. 242 hingewiesen wurde.

Nachdem wir die kleinste transfinite Cardinalzahl n, eingefiihrt
und ihre nichstliegenden Eigenschaften abgeleitet haben, entsteht die
Frage nach den hoheren Cardinalzahlen und ihrem Hervorgang aus .

Es soll gezeigt werden, dass die transfiniten Cardinalzahlen sich
nath ihrer Grosse ordnen lassen und in dieser Ordnung, wie die
endlichen, jedoch in einem erweiterten Sinne, eine ,wohlgeordnete
Ménge* bilden.

© Aus N, geht nach einem bestimmien Gesetze die ndchsigrissere
Cardinalzahl »,, aus dieser nach demselben Gesetze die ndchsigrissere
8, hervor und so geht es weiter.
Aber auch die unbegrenzte Folge der Cardinalzahlen

Noy By, Ryy oo oy Nyy oo
erschopft micht den Begriff der transfiniten Cardinalzahl. Es wird
die Existenz einer Cardinalzahl nachgewiesen werden, die wir mit n,
bezeichnen und welche sich als die zu allen n, niichstgrossere answeist;
aus ihr geht in derselben Weise wie x, aus x, eine nichstgrossere
Ro+1 hervor und so geht es ohne Ende fort.
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Zu jeder transfiniten Cardinaleahl o giebt es eine nach einheitlichem
Gesetz aus ibr hervorgehende ndchstgrossere; aber auch zu jeder un-
begrenzt aufsteigenden wohlgeordneten Menge {a} von transfiniten
Cardinalzahlen « giebt es eine ndchstgrossere, einheitlich daraus
hervorgehende.

Zur strengen Begriindung dieses im Jahre 1882 gefundenen und
in dem Schriftchen ;,Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeits-
lehre, Leipzig 1883%, sowie im XXI. Bande der Math. Annalen aus-
gesprochenen Sachverhaltes bedienen wir uns der sogenannten ,Ord-
nungstypen’, deren Theorie wir zun#ichst in den folgenden Paragraphen
auseinander zu setzen haben. —

8§ 1.
Die Ordnungstypen einfach geordneter Mengen.

Eine Menge I/ nennen wir ,einfach geordnet', wenn unter ihren
Elementen m eine bestimmte , Rangordnung® herrscht, in welcher von
je zwei beliebigen Elementen m, und m, das eine den ,niedrigeren’, das
andere den ,hdheren‘ Rang einnimmi und zwar so, dass wenn von
drei Elementen m,, m, und m,; etwa m, dem Range nach niedriger
ist als m,, dieses niedriger als m,, alsdann auch immer m, niedrigeren
Rang hat als m,.

Die Bezichung zweier Elemente m, und m,, bei welcher m, den
niedrigeren, m, den hoheren Rang in der gegebenen Rangordnung hat,
soll durch die Formeln ausgedriickt werden

1) my << My, My > M, .

So ist beispielsweise jede in einer unendlichen Geraden definirte Punkt-
menge P eine einfach geordnete Menge, wenn von zwei zu ihr ge-
horigen Punkten p, und p, demjenigen der niedrigere Rang zugewiesen
wird, dessen Coordinate (unter Zugrundelegung eines Nullpunktes und
einer positiven Richtung) die kleinere ist. —

Es leuchtet ein, dass eine und dieselbe Menge nach den ver-
schiedensten Gesetzen ,einfach geordnet‘ werden kann. Nehmen wir
zum Beispiel die Menge R aller positiven rationalen Zahlen £ (wo p
und g theilerfremd seien), die grosser als O und kleiner als 1 sind, so
hat man einmal ihre ,natiirliche’ Rangordnung der Grosse nach. Dann
lassen sie sich aber auch etwa so ordnen (und in dieser Ordnung

wollen wir die Menge mit R, bezeichnen), dass von zwei Zahlen g—‘
1

und %:, bei denen die Summen p, 4 ¢, und p, 4 g, verschiedene Werthe
haben, diejenige Zahl den niedrigeren Rang erhilt, fiir welche die
betreffende Summe die kleinere ist, und dass wenn p, 4+ ¢, = p, + ¢,,

-alsdann die kleinere der beiden rationalen Zahlen die niedrigere sei.
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In dieser Rangordnung hat unsere Menge, da zu einem und dem-
selben Werth von p - ¢ immer nur eine endliche Anzahl von ver-

schiedenen rationalen Zahlen © gehort offenbar die Form

)
Rt)=(71772;"‘,rv;"‘)=(‘._1;'7%ai ““; '{1; % %a%;‘ . '),
wo
ry < Fypr. —

Stets also, wenn wir von einer einfach geordneten Menge M
sprechen, denken wir uns eine bestimmte Rangordnung ihrer Elemente
in dem erklirten Sinne zu Grunde gelegt. —

Es giebt zweifach, dreifach, v-fach, a-fach geordnete Mengen, von
diesen sehen wir aber vorliufig in unserer Untersuchung ab. Daber
sei es uns auch erlaubt, im Folgenden den kiirzeren Ausdruck ,geord-
nete Menge¢ zu gebrauchen, wihrend wir die ,einfach geordnete
.Menge ¢ im Sinne baben. —

Jeder geordneten Menge M kommt ein bestimmter ,Ordnungstypus’
oder kiirzer ein bestimmter ,Typus’ zu, den wir mit

@) ‘ u
bezeichnen wollen ; hierunter verstehen wir den Allgemeinbegriff, welcher
sich aus M ergiebt, wenn wir nur von der Beschaffenheit der Elemente
m abstrahiren, die Rangordnung unter ihnen aber beibehalten.

Darnach ist der Ordnungstypus M selbst eine geordnete Menge,
deren Elemente laufer Einsen sind, die dieselbe Rangordnung unter
einander haben, wie die entsprechenden Elemente von M, aus denen
sie durch Abstraction hervorgegangen sind.
""" Zwei geordnete Mengen M und N nennen wir Ghnlich’, wenn sie
sieh gegenseitig eindeutig einander so zuordnen lassel, dass wenn m,
-uid m, irgend zwei Elemente von M, #, und n, die entsprechenden
E{emente von N sind, alsdann immer die Rangbeziehung von m, zu m,
inflerhalb M dleselbe ist, wie die von =, zu #, innerhalb N. Eine
solche Zuordnung éhnlicher Mengen nennen wir eine ,Abbildung der-
selben auf einander. Dabei entspricht jeder Theilmenge M, von M
(die offenbar auch als geordnete Menge erscheint) eine ihr &hnliche
Theilmenge N, von N.

Die Aehnlichkeit zweier geordneten Mengen M und N driicken
wir durch die Formel aus:

3) ‘ McoN.

Jede geordnete Menge ist sich selbst ihmlich.
Sind zwei geordnete Mengen einer dritten dhnlich, so sind sie auch
einander Ghnlich.
Mathemstische Annalen, XLVI : 32
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4 Eine einfache Ueberlegung zeigt, dass zwei geordnete Mengen dann
| und nur dann densclben Ordnungstypus haben, wenn sie Ghnlich sind,
so dass von den beiden Formeln

4) M=N, McoN

immer die eine eine Folge der andern ist.
Abstrahirt man an einem Ordnungstypus J/ auch noch von der

Rangordnung der Elemente, so erhilt man (§ 1) die Cardinalzahl M
der geordneten Menge M, welche zugleich Cardinalzahl des Ordnungs-
typus M ist.

Aus M = N folgt immer M — N, d. h. geordnete Mengen von
gleichem Typus haben immer dieselbe Michtigkeit oder Cardinalzahl;
die Aehnlichkeit geordneter Mengen begriindet stets ihre Aequivalenz.
Hingegen konnen zwei geordnete Mengen #quivalent sein, ohne &hnlich
zu -sein.

Wir werden zur Bezeichnung der Ordnungstypen die kleinen
Buchstaben des griechischen Alphabets gebrauchen.

Ist @ ein Ordnungstypus, so verstehen wir unter
(5) a
die zugehorige Cardinalzahl.

Die Ordnungstypen endlicher einfach geordneter Mengen bieten
kein besonderes Interesse. Denn man itberzeugt sich leicht, dass fir
eine und dieselbe endliche Cardinalzahl v alle einfach geordneten
Mengen einander #hnlich sind, also einen und denselben Typus haben.
Die endlichen einfachen Ordnungstypen sind daher denselben Gesetzen
unterworfen wie die endlichen Cardinalzahlen, und es wird erlaubt
sein, fiir sie dieselben Zeichen 1, 2,3, ..., »,... zu gebrauchen, wenn
sie auch begrifflich von den Cardinalzablen verschieden sind.
| Ganz anders verhilt es sich mit den #ransfiniten Ordnungstypen;
denn zu einer und derselben transfiniten Cardinalzahl giebt es unzihlig
viele verschiedene Typen einfach geordneter Mengen, die in ihrer
Gesammtheit eine besondere , Typenclasse® constituiren.

Jede dieser Typenclassen ist also bestimmt durch die transfinite
Cardinalzahl o, welche allen einzelnen zur Classe gehdrigen Typen
gemeinsam ist; wir nennen sie daher kurz Typenclasse [a].

Diejenige von ihnen, welche sich uns naturgemiss zuerst darbietet,
und deren vollstindige Erforschung daher auch das nichste besondere
Ziel der transfiniten Mengenlehre sein muss, ist die Typenclasse [N},

welche alle Typen mit der - kleinsten transfiniten Cardinalzahl w,
umfasst.

Wir haben zu unterschexden von der Cardinalzahl o, welche die
_ 'Bypenclasse [a] bestimmt, diejenige Cardinalzahl o, welche threrseits
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durch die Typenclasse [a] bestimmt ist; es ist die Cardinalzahl, welche
(§ 1) der Typenclasse [a] zukommt, sofern sie eine wohldefinirte Menge
darstellt, deren Elemente die simmilichen Typen ¢ mit der Cardinalzahl
a sind. Wir werden sehen, dass o von a verschieden und zwar immer
grosser als a ist. —

Werden in einer geordneten Menge M alle Rangbeziehungen ihrer
Elemente umgekehrt, so dass iiberall aus dem ,niedriger® ein ,hoher¢
und aus dem ,hdher® ein ,niedriger wird, so erhdlt man wieder eine
geordnete Menge, die wir mit
®) M
bezeichnen und die ,inwerse’ von M nennen wollen.

Den Ordnungstypus von *M bezeichnen wir, wenn o = M ist, mit

) *o.
Es kann vorkommen, dass *& = «, wie z. B. bei den endlichen
Typen oder bei dem Typus der Menge R aller rationalen Zahlen, die
grosser als O und kleiner als 1 sind, in ihrer natiirlichen Rangordnung,
den wir unter der Bezeichnung # untersuchen werden.

Wir bemerken ferner, dass zwei #hnliche geordnete Mengen ent- .
weder auf eine einzige Weise oder auf mehrere Weisen auf einander
abgebildet werden konnen; im ersten Falle ist der betreffende Typus
sich selbst nur auf eine Weise #hnlich, im andern auf mehrere Weisen.

So sind nicht nur alle endlichen Typen, sondern die_Typen der
transfiniten ,wohlgeordne n‘, welche uns spiter beschiéftigen
werden und die wir transfinite Ordnungszahlen nennen, von der Art,
nur_eine einzige Abbildung auf sich selhsh zuznlagsen. Dagegen ist
jener Typus 7 sich selbst auf unzihlig viele Weisen #hnlich.

Wir wollen diesen Unterschied an zwei einfachen Beispielen ver-

éﬁgﬂ@chen.
’ Unter o verstehen wir den Typus einer wohigeordneten Menge
e (E1y gy v vny byyans)
in_welcher , , '
&y << ypy

und wo » Reprisentant aller endlichen Cardinalzahlen ist.
Eine andere wohlgeordnete Menge

(fnfzr- '-sﬁ:- --)
ﬁ'<fv+1

vom n#mlichen Typus w kann offenbar auf jene nur so ,abgebildet’

werden, dass ¢, und f, entsprechende Elemente sind. Denn das dem

Range nach niedrigste Element ¢, der ersten muss bei der Abbildung

dem niedrigsten Element f, der zweiten, das dem Range nach auf ¢, nichst-

folgende e, dem auf f, niichstfolgenden f, u. s. w. zugeordnet werden.
s2*

mit der Bedingung
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Jede andere gegenseitig eindeutige Zuordnung der beiden #qui-
valenten Mengen {e,} und {f,} ist keine ,Abbildung¢ in dem Sinne,
wie wir ihn oben fiir die Typentheorie fixirt haben.

Nehmen wir dagegen eine geordnete Menge von der Form

{37'})

wo v' Reprisentant aller positiven und negativen endlichen ganzen
Zahlen mit Einschluss der O ist und wo ebenfalls

€y < ev’+l .
Diese Menge hat kein dem Range nach niedrigstes und kein
hochstes Element. Ihr Typus ist nach der Summendefinition, die im
§ 8 gegeben werden wird, dieser:

*0 + o.
Er ist sich selbst auf unzihlig viele Weisen ahnlich,
Denn betrachten wir eine Menge von demselben Typus

{fi’})
ﬂ'<f"+la

so konnen die beiden geordneten Mengen so aufeinander abgebildet
werden, dass, unter v, ¢ine bestimmte der Zahlen 2’ verstanden, dem
Elemente ¢y der ersten das Element f, i,  der zweiten entspricht. Bei
der Willktirlichkeit von », haben wir also hier unendlich viele Ab-
bildungen.

Der hier entwickelte Begriff des ,,Ordnungstypus® umfasst, wenn
er in gleicher Weise auf ,mehrfach geordnete Mengen* {ibertragen
wird, neben dem in § 1 eingefitlhrten Begriff der ,Cardinalzahl oder
Michtigkeit, alles ,,Anzahlmissige®, das iiberhaupt denkbar ist und
ldsst in diesem Sinne keine weitere Verallgemeinerung zu, Er enthilt
nichts Willkiirliches, sondern ist die naturgem#sse Erweiterung des
Anzahlbegriffs. Fs wverdient besonders betont su werden, dass das
Gleichheitskriterium (4) mit absoluter Nothwendigkeit aus dem Begriffe
des Ordnungstypus folgt wnd daher keinerlei Abinderung suldsst. i
dem Verkennen dieses Sachverhaltes ist die Hauptursache der schweren
Irrthtimer zu erblicken, welche sich in dem Werke des Herrn
G. Veronese ,,Grundziige der Geometrie® finden (Deutsch von
A. Schepp, Leipzig 1894).

.Auf pag. 30 wird dort die ,,Anzahl oder Zahl einer geordneten
Gruppe* ganz in Uebereinstimmung mit dem, was wir ,,Ordnungs-
typus einer einfach geordneten Menge* genannt haben, erkldrt. (Zur
. Lehre vom Transfiniten, Halle 1890, pag. 68—75, Abdruck aus der
..-: Zischr. f. Philos. u. philos. Kritik, vom Jahre 1887).

WO
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Dem Kriterium der Gleichheit vermeint aber Herr V. einen Zusatz
geben zu miissen. Er sagt pag. 31: ,,Zahlen, deren Einheiten sich ein-
deutig und in derselben Ordnung entsprechen und von denen die eine
nicht ein Theil der andern oder einem Theil der andern gleich ist, sind
gleich./¥)

Diese Definition der Gleichheit enthilt einen Cirkel und wird
daher zu einem Nonsens.

Was heisst denn in seinem Zusatz ,.einem Theil der andern wicht
gleich“?

Um diese Frage zu beantworten, muss man vor allem wissen,
wann zwei Zahlen gleich oder nicht gleich sind. FEs sefet also seine
Definition der Gleichheit (abgesehen von ihrer Willkiirlichkeit) eine
Definition der Gleichheit voraus, die wiederum eine Definition der Gleich-
heit voraussetzt, bei welcher man von neuem wissen muss, was gleich
und ungleich ist, u. 8. w., u. S. w., i mfinitum,

Nachdem Herr V. auf solche Weise das unentbehrliche Fundament
fir die Vergleichung von Zahlen so zu sagen freiwillig preisgegeben hat,
darf man sich tiber die Regellosigkeit nicht wundern, in welcher er
des Weiteren mit seinen pseudotransfiniten Zahlen operirt und den
letzteren Eigenschaften zuschreibt, die sie aus dem einfachen Grunde
picht besitzen konnen, weil sie, in der von ihm fingirten Form, selbst
keinerlei Existenz, es sei denn auf dem Papiere, haben. Auch wird
hiermit die auffallende Aehnlichkeit verstindlich, welche seinen Zahl-
bildungen mit den hochst absurden ,,unendlichen Zahlen* Fontenelle’s
in dessen ,,Géometrie de L’Infini, Paris 1727% anhaftet.

Kiirzlich hat auch Herr W. Killing in dem ,,Index lectionum*
der Akademie in Miinster (fiir 1895—96) seinen Bedenken gegen die
Grundlage des Veronese’schen Buches dankenswerthen Ausdruck
gegeben. -

§ 8.
Addition und Multiplication von Ordnungstypen.

Die Vereinigungsmenge (M, N) zweier Mengen M und N ldsst
sich, wenn die letzteren geordnet sind, selbst als eine geordnete Menge
auffassen, in welcher die Rangbeziehungen der Elemente von M unter
einander, ebenso die Rangbeziehungen der Elemente von N unter
einander dieselben wie in M resp. N geblieben sind, dagegen alle
Blemente von M niedrigeren Rang als alle Elemente von N haben.
Sind M’ und N’ zwei andere geordnete Mengen, M oo M', N o N,

*) In der italienischen Originalausgabe (pag. 27) lautet diese Stelie wortlich:
»Numeri le unitd dei quali si corrispondono univocamente e nel medesimo ordine,
e di cui I'uno non & parte o uguale ad una parte dell’ altro, sono uguali.*
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so ist auch (M, N) cv (M’, N'); der Ordnungstypus von (M, N)

hingt also nur von den Ordnungstypen M = «, N = g ab; wir
definiren also:

(1 a4 p=(M, N).
In der Summe « - B heisst « der , Augendus‘, B der , Addendus‘.
Fiir drei beliebige Typeu beweist man leicht das associative Gesetz

) e+ (B+7) = (e+8) + 7.
Dagegen ist das commutative Gesetz bei der Addition von Typen im
Allgemeinen nicht giiltig. Wir sehen dies bereits am folgenden ein-
fachen Beispiel.

Ist o der im § 7 bereits erwihnte Typus der wohlgeordneten Menge

Ea(el’eﬁf"‘,eV)"'), &y << €y
so ist 1 4+ ® nicht gleich @ + 1.
Denn ist f ein neues Element, so hat man nach (1)

1+ o=(f E),
o+ 1=(Ef).

(FE)=(fier, e s ..)
ist aber der Menge FE #hnlich, folglich
14+ 0=w.

Dagegen sind die Mengen F und (E, f) nicht shunlich, weil erstere
kein dem Range nach hochstes Glied, letztere aber das hichste Glied
f bat. © 4 1 ist also von o = 1 4 o verschieden. :

Aus zwei geordneten Mengen M und N mit den Typen « und §
Jasst sich eine geordnete Menge S dadurch herstellen, dass in N an Stelle
jedes Elementes » eine geordnete Menge M, substituirt wird, welche
denselben Typus « wie M hat, also

Die Menge

3 M, = e,
und dass iiber die. Rangordnung in
(4) S={M.}

folgende Bestimmungen getroffen werden:

1) je zwei Elemente von S, welche einer und derselben Menge M,
angehdren, behalten in S dieselbe Rangbeziehung wie in M,

2) je zwei Elemente von S, welche zwei verschiedenen Mengen
M, und M, angehbren, erhalten in S die Rangbeziehung, welche
n, und #, in N haben.

Der Ordnungstypus von S hingt, wie leicht zu sehen, nur von
den Typen « und' § ab; wir definiren:

(5) ‘ ‘ a-fe=0.
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In diesem Producte heisst o der , Multiplicandus‘ und g der , Multi-
plicator <.
Unter Zugrundelegung irgend einer Abbildung von M auf M, sei
m, das dem Elemente m von M entsprechende Element von M,.
Wir konnen dann auch schreiben
(6) 8 = {m.}.
Nehmen wir eine dritte geordnete Menge P = {p} mit dem Ord-
nungstypus P = y binzu, so ist nach (5)

o= {mn}! f-y= {;‘7}: (¢-8) y= {(mn)p}:
- (Bry) = {mpy}-
Die beiden geordneten Mengen {(m.),} und {m,)} sind aber &hnlich

und werden auf einander abgebildet, indem man ihre Elemente (m,),
und M ng) als entsprechende ansieht.

Es besteht folglich fiir drei Typen «, 8 und y das associative
Gesete

(7) (@:-B)-y=c-(B-7).
Aus (1) und (5) folgt auch leicht das distributive Gesets
8) - (fty)=ea-f+ta-y

jedoch nur in dieser Form, wo der sweigliedrige Factor die Rolle
des Multiplicators hat,
Dagegen hat bei Typen das commutative Gesetz ebensowenig bei
der Multiplication wie bei der Addition allgemeine Geltung.
Beispielsweise sind 2. ® und o . 2 verschiedene Typen; denn
nach (5) ist

2.0=(e,fi5 6 o558, )=a; ;
. dagegen 1ist

@2 =(e, €y euybyy.nss [inlare orforees)

offenbar von @ verschieden.

Vergleicht man die in § 3 gegebenen Definitionen der Elementar-
operationen fiir Cardinalzahlen mit den hier aufgestellten fiir Ordnungs-
typen, so erkennt man leicht, dass die Cardinalzahl der Summe zweier
Typen gleich ist der Summe der Cardinalzahlen der einzelnen Typen
und dass die Cardinalzahl des Products zweier Typen gleich ist dem
Product der Cardinalzahlen der einzelnen Typen,

Jede aus den beiden Elementaroperationen hervorgehende Glei-
chung zwischen Ordnungstypen bleibt also auch richtig, wenn man
darin simmtliche Typen durch ihre Cardinalzahlen ersetzt.



504 G. Caxronr.

§9.

Der Ordnungstypus » der Menge R aller rationalen Zahlen, die grisser
als 0 und kleiner als 1 sind, in ihrer natiirlichen Rangordnung.

Unter R verstehen wir, wie in § 7, das System aller rationalen
Zahlen Z (p und ¢ als theilerfremd gedacht) die > 0 und < 1, in

threr natwlwhen Rangordnung, wo die Grosse der Zahl ihren Rang
bestimmt, Den Ordnungstypus von R bezeichnen wir mit :

(1) n=R.

Wir haben aber dort dieselbe Menge auch in eine andere Rangordnung
gesetzt, in welcher wir sie R, nennen, wobei in erster Linie die Grosse
von p -+ ¢, in zweiter Linie, ndmlich bei rationalen Zahlen, fiir welche

p - q denselben Werth hat, die Grosse von g selbst den Rang be-
stimmt, R, hat die Form einer wohlgeordneten Menge vom Typus o:
(@) Bys=(r), 7y ey ?uens)y WO 7, <7y,

3 By= w.

R und R, haben, weil sie sich. nur in der Rangordnung der Elemente

unterscheiden, dieselbe Cardinalzabl, und da offenbar B, = n,, so
ist auch
(4) B=75=nx,.
Der Typus 5 gehort also in die Typenclasse [x,].

Wir bemerken zweitens, dass in B weder ein dem Range nach
niedrigstes, noch ein dem Range nach hochstes Element vorkommt,

Drittens hat R die Eigenschaft, dass swischen je zweien seiner
Elemente dem Range nach andere liegen; diese Beschaffenheit driicken
wir mit den Worten aus: R ist ,iiberalldicht®.

Es soll nun gezeigt werden, dass diese drei Merkmale den Typus ]
von R kennzeichnen, so dass fo]gender Satz besteht:

»Hat man eine elnfach geordnete Menge M, welche die drei Be-
dingungen erfiillt:

1) "= Ro-

-'2) M hat kein dem Rauge nach niedrigstes und kein hdchstes
Element

.3) M ist tiberalldicht,
8o ist der Ordnungstypus von M gleich 7:

M = 7.
Beweis. Wegen der Bedingung 1) lisst sich M in die Form
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einer wohlgeordneten Menge vom Typus @ bringen; in einer solchen
Form zu Grunde gelegt, bezeichnen wir M mit M, und setzen

(5) My = (my, My, ..oy My, ).
Wir haben nun zu zeigen, dass
(6) Mo R.

D. h. es muss bewiesen werden, dass sich M auf R abbilden lisst, so
dass das Rangverhiltniss je zweier Elemente in M dasselbe ist, wie
das Rangverhiltniss der beiden entsprechenden Elemente in E.

Das Element r, in R mdge dem Elemente m, in M zugeordnet
werden.

r, hat eine bestimmte Rangbeziehung zu r, in R; wegen der
Bedingung 2) giebt es unzéhlig viele Elemente m, von M, welche zu
m, dieselbe Rangbezichung in M haben, wie 7, zu», in R; von thnen
wahlen wir dasjenige, welches in M, den kleinsten Index hat, es sei
m,, und ordnen es dem 7, zu.

ry hat in R bestimmte Rangbeziehungen zu 7, und 7,; wegen
der Bedingungen 2) und 3) giebt es unzdhlig viele Elemente m, von
M, welche in M zu m, und m, dieselben Rangbeziehungen haben,
wie 7y zu 7, und 7, in R; wir wihlen dasjenige von ihnen, es sei
m,,, welches in M, den kleinsten Index hat, dieses ordnen wir
dem 73 zu,

Nach diesem Gesetze denken wir uns das Zuordnungsverfahren
fortgesetzt; sind den v Hlementen

Tyy Toy Faye ooy Py
von R bestimmte Elemente
Myy Mgy Mgy o o oy My,

von M als Bilder zugewiesen, welche in M dieselben Rangbeziehungen
unter einander haben wie die entsprechenden in R, so werde dem
Elemente 7,41 von R das in M, mit dem kleinsten Index versehene
Elexent m,,_, von M als Bild zugewiesen, welches zn

My s Mgy Myyy o o oy My,

dieselben Rangbeziehungen in M hat, wie r,4y zury,7,,...,7, in R,
Wir haben auf diese Weise allen Elementen 7, von E bestimmte
Elemente m,, von M als Bilder zugewiesen und die Elemente m,,
haben in M dieselbe Rangordnung wie die entsprechenden Elemente
ry in R.
Es muss aber noch gezeigt werden, dass die Elemente m,, alle
Elemente m, von M umfassen oder, was dasselbe ist, dass die Reihe

1, 6 b5, 00 ey ity v
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nur eine Permutation der Reihe
1,2,3,...,7,.
ist.

Dies beweisen wir durch eine wollstindige Induction, indem wir
zeigen, dass wenn die Elemente m,, m,, ..., m, bei der Abbildung
zur Geltung kommen, dasselbe auch bei dem folgenden Elemente m,y,
der Fall ist.

Sei 4 so gross, dass unter den Elementen

My, My, My, ooy My
die Elemente
Myy Mgy ooy My,
(welche vorausgesetztermassen zur Abbildung gelangen) vorkommen.
Es kann sein, dass sich auch m,; darunter vorfindet; dann kommt
My4q bei der Abbildung zur Geltung.
Findet sich aber myy, nicht unter den Elementen

mi’ m‘u mtn .y mll;
so hat m,4; zu diesen Elementen innerhalb M eine bestimmte Rang-
stellung; dieselbe Rangstellung zu r,, EYRRRYES! in R haben unzihlig
viele Elemente von R, unter ihnen sei das in R, mit dem kleinsten

Index versehene 714,.
Dann hat m,,,, wie man sich leicht tiberzeugt, auch zu

ml, m‘” m‘,’ ey m‘a_}_a__l
dieselbe Rangstellung in M, wie 7144 zu
Yiy Yoy oo oy Yato—1
in R. Da my, m,, ..., m, bereits zur Abbildung gelangt sind, so ist
Myy1 das mit dem kleinsten Index in M, versehene Element, welches
diese Rangstellung zu
My Muy ooy Mgy oo -
hat. Folglich ist nach unserm Zuordnungsgesetze
m‘1+6 == My+1 - .

Es kommt also auch in diesem Falle das Element s,y bei der
Abbildung zur Geltung und zwar ist 7:4, das ihm zugeordmete Ele-
ment von R. '

So sehen wir, dass durch unsern Zuordnungsmodus die: _qame

Menge M auf die ganse Menge R abgebildet W.ll‘d M und..R. smd
abnhche Mengen w. z. b. w. . ‘

Aus dem soeben bewiesenen Satze ergeben sich- beiépfefswexse die
folgenden: . B .
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»% ist der Ordnungstypus der Menge aller negativen und positiven
rationalen Zahlen, mit Einschluss der Null, in ibrer natiirlichen
Rangordnung.« -

»N ist der Ordnungstypus der Menge aller rationalen Zahlen,
welche grosser als ¢ und kleiner als b sind, in ihrer natilrlichen
Rangordnung, wo @ und b irgend zwei reelle Zahlen sind, a < b.¢

»M ist der Ordnungstypus der Menge aller reellen algebraischen
Zahlen in ihrer nattirlichen Rangordnung.‘

,»M ist der Ordnungstypus der Menge aller reellen algebraischen
Zahlen, welche grosser als ¢ und kleiner als b sind, in ihrer natir-
lichen Rangordnung, wo a und b irgend zwei reelle Zahlen sind,
a < b

Denn alle diese geordneten Mengen erfiillen die drei in unserm
Satze fiir M geforderten Bedingungen (M. v. Crelle’s Journal Bd. 77,
pag. 258).

Betrachten wir ferner nach den in § 8 gegebenen Definitionen
Mengen mit den Typen % + +, n9, (14+n)%, (n+1n, A+n+1D7
so finden sich auch bei ihnen jene drei Bedingungen erfillt. Wir
haben somit die Sitze:

M N+ ne1,
(®) N =17,
®) (A+n)n =1,
(10) n+1Dy=1,
(11) (A4 =1.

Die wiederholte Anwendung von (7) und (8) giebt fiir jede end-
liche Zahl »:
(12) n-v=r1,
(13) =1 )
Dagegen sind, wie man leicht sieht, fiir » > 1, die Typen 1+ 1,
n+1, vy, 1419 +f sowobl unter sich, wie auch von % ver-
schieden. Andrerseits ist
(14) . ot l4ge=n,
dagegen 7 + v 4 ¢ fiir » > 1 von % verschieden.

Endlich verdient hervorgehoben uu werden, dass

(15) g m= .
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§ 10.

Die in einer transfiniten geordneten Menge enthaltenen
Fundamentalreihen.

Legen wir irgend eine einfach geordnete transfinite Menge M
zu Grunde. Jede Theilmenge von M ist selbst eine geordnete Menge.
Fir das Studium des Typus M scheinen diejenigen Theilmengen von
M, denen die Typen @ und *» zukommen, besonders werthvoll zu sein;
wir nennen sie ,in M enthaltene Fundamentalreihen erster Ordnumg
und zwar die ersteren (vom Typus w) ,steigende, die anderen (vom
Typus *e) ,fallende.

Da wir uns auf die Betrachtung von Fundamentalreihen erster
Ordnung beschrinken (in spiteren Untersuchungen werden auch solche
hiherer Ordnung zur Geltung kommen), so wollen wir sie hier einfach
,Fundamentalrethen‘ nennen.

Eine ,steigende Fundamentalreihe‘ hat also die Form

(D {a,,} v WO ay << @y,
eine ,fallende Fundamentalreihe‘ ist von der Form
(2 {b}, wo b, > by

v hat iberall in unseren Betrachtungen (sowie auch %, 4, u) die Be-
deutung einer beliebigen endlichen Cardinalzahl oder auch eines end-
lichen Typus resp. einer endlichen Ordnungszahl.

Zwei in M enthaltene steigende Fundamentalreihen {a,} und {a;}
nennen wir, zusammengehdrig’, in Zeichen

® {n} | {5}
wenn sowohl zu jedem Elemente a, Elemente a; existiren, so dass
a < @z,
wie auch zu jedem Elemente a, Elemente a, vorhanden sind, so dass
. ay << 8y . )
Zwei in M enthaltene fallende Fundamentalreihen {b,} und {3,}
heissen ,zusammengehirig’, in Zeichen
@ . {o} | (B}
wenn zu jedem Elemente b, Elemente b, vorhanden sind, so dass
. b, > b3,
und zu jedem Elemente b, Elemente b, existiren, so dass
by > b,
- Eine steigende Fundamentalreihe{a,} und eine fallende {b»} nennen
wir dann ,eusammengehirig’, in Zeichen
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® {a} 1 {P}
wenn 1) fiir alle » und g
ay << by
und 2) in M hichsiens ein Llement m, (also entweder nur eines oder
gar kein solches) existirt, so dass fiir alle v
a, <ty << by.

Es bestehen dann die Sitze: )

A. ,,Sind swei Fundamentalreihen zusammengehirig mit einer
" dritten, so sind sie auch unler eimander zusammengehorig.

B. ,,Zwei gleichgerichtete Fundamentalreihen, von denen die eine
Theilmenge der andern ist, sind stets susammengehdrig.'

Existirt in M ein Element m,, welches zu der steigenden Funda-
mentalreihe {a,,} eine solche Stellung hat, dass

1) fiir jedes »

ay << My,

2) fiir jedes Element m von M das < m,, eine gewisse Zahl »,

existirt, so dass
ay>m, fir vSo,

so wollen wir m, ,Grenzelement - von {a,} in M*' und zugleich ein
,Hauptelement von M* nennen.

" Ebenso nennen wir auch my, ein ,Hauptelement von M und zugleich
\Grenzelement von {b,} in M, wenn die Bedingungen erfiillt sind:

1) fiir jedes v
by, > m,,

2) fiir jedes Element m von M, das > m,, existirt eine gewisse
Zahl v,, so dass
. by <m, fir v,

Eine Fundamentalreihe kann nie mehr als ein Grenzelement in
M haben; M aber hat im Allgemeinen viele Hauptelemente.

Man tiberzeugt sich von der Wahrheit folgender Sitze:

C. ,,Hat eine Fundamentolrethe ein Grenzelement in M, so haben
alle mit <hr zusammengehirigen Fundamentalrethen dasselbe Grene-
element in M.

D. ,,Haber zwei Fundamenialreihen (gleichgerichlete oder ver-
schiedengerichicte) ein und dasselbe Grenselement in M, so sind sie su-
samimengehdrig .

Sind M und M’ zwei dhnliche geordnete Mengen, so dass
(6) M=W ’
und legt man drgend eine Abbildung der beiden Mengen zu Grunde,
so gelten, wie man leicht sieht, folgende Sitze:



510 G. Caxror.

E. ,Jeder Fundamentalreihe in M entspricht als Bild eine Funda-
mentalreihe in M’ und umgekehrt; jeder steigenden eine steigende, jeder
fallenden eine fallende; zusammengehiorigen Fundamentalreihen in M
entsprechen als Bilder zusammengehorige Fundamentalreihen in M’ und
umgekehyt.'

E. ,,Gehirt zu einer Fundamentalreihe in M ein Grenzelement in M,
so gehort auch zu der entsprechenden Fundamentalreihe in M’ ein
Grenzelement in M und wmgekehrt; und diese beiden Grenzelemente sind
Bilder von einander bei der Abbildung.

G. , Den Hauptelementen von M entsprechen als Bilder Houpt-
elemente von M und wumgekehrt.

Besteht eine Menge M aus lauter Hauptelementen, so dass jedes
ihrer Elemente ein Hauptelement ist, so nennen wir sie eine ,insich-
dichte Menge.

Giebt es zu jeder Fundamentalreihe in M ein Grenzelement in M,
go nennen wir M eine ,abgeschlossene Menge'.

Eine Menge, die sowohl ,insichdicht’, wie auch ,abgeschlossen‘ ist,
heisse eine ,perfecte Menge*.

Hat eine Menge eins von diesen drei Pridicaten, so kommt das-
selbe Pridicat auch jeder &hnlichen Menge zu; es lassen sich dieselben
Pridicate daher auch den entsprechenden Ordnungstypen zuschreiben,
und es giebt somit ,insichdichte Typen‘, ,abgeschlossene Typen‘, ,perfecte
Typen‘, desgleichen auch ,iiberalldichte Typen' (§ 9).

So ist z. B. 5 ein ,insichdichter’ Typus; wie in § 9 gezeigt, ist er
auch ,iberalldicht‘, aber nicht ,abgeschlossen’.

® und *o haben keine Hauptelemente (Haupteinsen); dagegen
haben @ 4 v und » -+ *o je ein Hauptelement und sind ,abgeschlossene
Typen.

Der Typus o -3 hat zwei Hauptelemente, ist aber nicht ,ab-
geschlossen‘; der Typus ® -3+ v hat drei Hauptelemente und ist
yabgeschlossen’.

§ 11.
Der Ordnungstypus ¢ des Linearcontinuums X.

Wir wenden uns zur Untersuchung des Ordnungstypus der Menge
X = {a} aller reellen Zablen z, die >0 und <1 sind, in ihrer

natiirlichen Rangordnung, so dass bei zwei beliebigen Elementen %
und « derselben

(1). z<<z, falls z <.
Die Bezeichnung dieses Typus sei

) b- Py
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Aus den Elementen der rationalen und irrationalen Zahlenlehre
weiss man, dass jede Fundamentalreibe { z,} in X ein Grenzelement

%, in X bat, und dass auch umgekehrt jedes Element z von X Grenz-
element von zusammengehorigen Fundamentalreihen in X ist. Somit
ist X eine ,perfecte Menge’, ¢ ein , perfecter Typus‘.

Damit ist ¢ aber noch nicht ausreichend charakterisirt, wir haben
vielmehr noch folgende Eigenschaft von X ins Auge zu fassen:

X enthdlt die in § 9 untersuchte Menge R vom Ordnungstypus g
als Theilmenge und zwar im Besondern so, dass swischen je swei be-
liebigen Elementen %, und z, von X Elemente von R dem Range
nach liegen.

Es soll nun gezeigt werden, dass diese Merkmale zusammengenom-
men in erschopfender Weise den Ordnungstypus ¢ des Linearcontinuums
X kennzeichnen, so dass der Satz gilt:

wHat eine geordnete Menge M eim solches Geprdge, dass sie
1) ,perfect’ ist, 2) in ihr eine Menge S mit der Cardinaleahl S = x,
enthalten ist, welche su M in der Bezichung steht, dass swischen je
zwes beliebigen FElementen m, und m, von M KElemente von S dem
Range nach liegen, so ist M = 6.«

Beweis. Sollte S ein niedrigstes oder ein hdchstes Element haben,
so wiirden sie wegen 2) auch denselben Charakter als Elemente von M
tragen; wir konnten sie alsdann von S entfernen, chne dass diese
Menge dadurch die in 2) ausgedriickte Beziehung zu M verliert.

Wir setzen daher S von vornherein ohne niedrigstes und hdchstes
Element voraus; S hat alsdann nach § 9 den Ordnungstypus 7.

Denn da S ein Theil von M ist, so miissen nach 2) zwischen je
zwei beliebigen Elementen s, und s, von § dem Range nach andere

Elemente von § liegen. Ausserdem haben wir nach 2) 5 = N, -
Die beiden Mengen S und R sind daher einander ,dhnlich,
(2) . Socv R, .

Wir denken uns irgend eine ,Abbildung’ von R auf § zu Grunde
gelegt und behaupten, dass dieselbe zugleich eine bestimmte ,Abbildung*
von X auf M ergiebt, und zwar in folgender Weise:

Alle Elemente von X, die gleichzeitig der Menge R angehbren,
mogen als Bilder denjenigen Elementen von M entsprechen, welche
zugleich Elemente von § sind und bei der vorausgesetzten Abbildung
von B auf S jenen Elementen von R entsprechen.

Ist aber x, ein nicht zu R gehdriges Element von X, so ldsst
sich dasselbe als Grenzelement einer in X enthaltenen Fundamental-
reihe {x,} ansehen, welche durch eine in R enthaltene mit ihr

zusammengehdrige Fundamentalreihe {rx,} ersetzt werden kann, Der
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letzteren entspricht als Bild eine Fundamentalreihe {s;,} in S und M,
welche wegen 1) von einem Elemente m, in M begrenzt wird, das
nicht zu S gehtrt. (F, § 10). Dieses Element m, in M (welches
dasselbe bleibt, wenn an Stelle der Fundamentalreihen {z,} und {7y}

andere von demselben Elemente z, in X begrenzte gedacht werden,
[B, C, D, § 10]) gelte als Bild von z, in X. Umgekehrt gehort zu
jedem Elemente m, von M, welches nicht in S vorkommt, ein ganz
bestimmtes Element 2, von X, welches nicht zu R gehdrt und von
welchem m, das Bild ist.

Auf diese Weise ist zwischen X und M eine gegenseitig ein-
deutige Beziehung hergestellt, von der zu zeigen ist, dass sie eine
,Abbildung‘ dieser Mengen begriindet.

Dies steht von vornherein fiir diejenigen Elemente von X und M
fest, welche gleichzeitig den Mengen R resp. S angehdren.

Vergleichen wir ein Element » von R mit einem nicht zu R ge-
horigen Elemente 2, von X; die zugehorigen Elemente von M seien
s und m,.

Ist » <, so giebt es eine steigende Fundamentalreihe {r.,}, welche
von x, begrenzt wird, und es ist von einem gewissen v, an

r 1y, fir v,
Das Bild von {"n,} in M ist eine steigende Fundamentalreihe {s;v},
welch ein M von m, begrenzt wird, und man hat (§ 10) erstens s, <
fir jedes v und andrerseits s <53, fir ¥ S v, daber (§ 7) s << m,.

Ist » > #,, so schliesst man #hnlich, dass s > m,.

Betrachten wir endlich zwei nicht zu R gehorige Elemente z,
und z," und die ihnen in M entsprechenden Elemente m, und m,, so
zeigt man durch eine analoge Betrachtung, dass wenn z, << z,’, als-
dann m, << e,

Damit wire der Beweis der Aehnlichkeit von X und M erbracht,
und es ist daher

M=y
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