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Uber Tchebychefsche Annaherungsmethoden?®).

Von
Paur KircusereEr in Weilburg an der Lahn.
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I. Einleitung.

Mit dem Begriff der Funktion ist das Postulat der numerischen Be-
rechnung der Funktionswerte fiir irgendwelche Werte der unabhiingigen
Variabeln gegeben. Da aber die vier elementaren Spezies der Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division, oder streng genommen nur die
ersten drei derselben, die einzigen numerisch ausfithrbaren Rechnungs-
arten, alle andern aber nur insoweit durchfithrbar sind, als sie sich auf
diese zuriickfilhren lassen, so folgt hieraus, daB wir simtliche Funktionen
nur insoweit numerisch beherrschen, als sie sich durch rationale Funk-
tionen ersetzen, d. h. angenihert darstellen lassen. Hieraus erhellt die
groBe Bedeutung der Anndherungsprobleme fiir die gesamte Mathematik
und die ausgezeichnete Stellung, die die Probleme der Anniherung durch
‘rationale oder ganze rationale Funktionen einnehmen. In der Tat sebzt,

*) Diese Arbeit ist ein Auszug aus der Inaugural-Dissertation des Verfassers,
Gotbingen 1902.
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wenigstens fiir die numerische Berechnung, jede Anniherung durch andere,
z. B. trigonometrische, Funktionen die anniherungsweise Krsetzbarkeit
dieser Funktionen durch rationale voraus.

Die simtlichen Probleme der Annsherung konnen wir von verschie-
denem Gesichtspunkt aus einteilen. Die verschiedene Natur der anzundihern-
den Funktion, die entweder stetig sein, oder auch aus diskreten Wertepaaren
bestehen kamm, 158t die eigentlichen Annsherungsprobleme und die Inter-
polationsprobleme unterscheiden. Ferner konnen wir einteilen nach der
Art der ammihernden Funktion, die ein Polynom, eine rationale oder eine
transcendente Funktion sein kann. Vor allem aber konnen wir nach der
Natur der Anniherung selber, d. h. nach dem Gesichispunkt, von dem aus
die gesuchte Funktion als die am besten anniihernde betrachtet werden soll,
verschiedene Gruppen von Problemen unterscheiden. Es kann ein bestimmter
Punkt bevorsugt und hier z B. in der Ubereinstimmung moglichst vieler
Ableitungen das Kriterium der besten Anniherung gesehen werden, wie
dies bei den abgebrochenen Potenzreihen und Kettenbriichen der Fall ist.
Es kann aber auch ein ganzes Infervall gleichberechtigt erscheinen. Dann
konnen entweder alle gemachten Fehler gleichmifig berticksichtigh werden,
indem verlangt wird, daB die Summe ihrer absoluten Betrige, die Summe
ihrer Quadrate u. s. w. mdglichst klein sei. Dies fiihrt, wenn die anzu-
nihernde Funktion stetig ist, auf ein Problem der Variationsrechnung.
Oder aber, es kann. gefordert werden, daf der grofte Fehler, der bei der
Ersetzung der anzunihernden Funktion durch die annahernde gemacht
wird, moglichst Klein sei.

Dles letzte Kriterium wurde zuerst von Poncelet aufgestellt und von
Tchebychef*) systematisch ausgearbeitet.

Vergleichen wir diese Methode mit der gewshnlichen, nach der Potenz-
reihen nach einer endlichen Anzahl Glieder abgebrochen werden, so leuchtet
sofort ein Vorzug der Tchebychefschen Methode ein: Jede Anniherung
hat nur Sinn in einem endlichen Intervall, und in einem solchen erfiillen
die abgebrochenen Potenzreihen keine Minimalbedingung. Die Tcheby-
chefsche Methode hat dagegen den Nachteil, daB bei ihr der Grad der
annihernden Funktion fest vorgeschrieben sein muB, es also nicht, wie
bei den Potenzreihen, moglich ist, durch Erh('ihung des Grades mit Be-
nutzung des vorangegangenen Resulta.tes eine Besserung der Anniherung
zu erzielen.

I folgenden soll die von Tehebychef fiir Funktionen einer Variabeln
anfgestellie Theorie auf Funktionen mehrerer Variabeln iibertragen werden.

*) Tchebychef, Oeuvres complétes, herausgegeben von Markoff und Sonin, Sur
les questions de minima qui se rattachent 3 la représentation approximative des
fonctions und Theorie des mécanismes connus sous le nom de parallelogrammes.
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Dabei soll nicht, wie bei Tehebychef, von der Anniherung stetiger Funk-
tionen, sondern vom Interpolationsproblem ausgegangen werden, wodurch
die ganze Theorie eine andere Gestalt gewinnt.

Im nichsten Abschnitt werden wir uns das Wesentliche des Ver-
fahrens durch einige anschauliche wemn auch nicht strenge Erwigungen
klar zu machen haben, in den folgenden Abschnitten folgt dann der ab-
strakte und strenge Beweis.

Die vorliegende Arbeit ist aus einem Vortrag im Seminar des Herrn
Professor Hilbert entstanden. Auch weiterhin hat Thr Herr Professor
Hilbert sein freundliches Interesse bewahrt und seine Ratschlige waren
mehrfach von durchgreifendem Erfolg begleitet. Ich sage ihm dafiir auch
an dieser Stelle meinen herzlichsten Dank.

II. Die Grundgedanken der Theorie.

Unter einer Tchebychefschen Anndherung einer beliebigen gegebenen
Funktion @(2) durch ein Polynom #*" Grades f,(z) in einem gegebenen
Intervall verstehen wir die Anniherung durch diejenige Funktion f£,(z),
die das Maximum von

(@) — 9(2)|

im gegebenen Intervall moglichst klein macht. Es sei das Maximum des
absoluten Betrages der Differenz ,Abweichung” genannt und mit L be-
zeichnet; es ist dann L eine Funktion der Koeffizienten von £, ()

L= L(por DPyy- - ')pn)

fn(x) =P, +.pn-—1x”—1 + ot D
Die p sollen so bestimmt werden, daB L ein Minimum wird.

Man iiberzeugt sich leicht von der Existenz dieses Minimums. L ist
eine stetige Funktion der p. Denn eine gentigend kleine Anderung der p
hat an jeder Stelle des Intervalls eine beliebig kleine Anderung von f,(z),
daher auch des Maximums von

[£u(@) — 9@
zur Folge. Hierbei braucht Stetigkeit von ¢(z) nicht vorausgesetzt zu
werden, nur Eindeutigkeit und Endlichkeit von ¢(2) miissen wir ver-
langen, damit die Definifion von L ihren Sinn nicht verliert. Hingegen
wollen wir Fille, in denen ¢(z) fiir endliche Teile des Intervalls nicht
definiert ist, nicht ausschlieBen.

Stetige Funktionen nehmen im Endlichen stets ihr Minimum an, wir
haben demnach nur das Unendliche auszuschliefen. Es ist zu zeigen,

wenn etwa
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daB L beliebig groB wird, wenn eins der Argumente p iiber alle Grenzen
wichst. Dies konnen wir statt von I auch von dem Maximum von
|f,()| nachweisen, da dies sich ja nur um eine endliche GriBe, deren
groBter moglicher Betrag bekannt ist, von L unterscheidet. Betrachten
wir die Wurzeln von 2"+ + f,(z) = 0, so wird mindestens eine derselben
beliebig groB, wenn einer oder’ mehrere Koeffizienten von f,(z) wachsen,
wie dies aus dem Zusammenhang zwischen Wurzeln und Koeffizienten
einer Gleichung folgt. Denken wir uns 2"+' 4 f,(2) in Faktoren zerlegt,
so ist klar, daB das Produkt an mindestens einer Stelle des Intervalls
iiber alle Grenzen *wachsen muB, wenn eine oder mehrere Wurzeln ge-
niigend grof werden. |f,(z)| kann aber nur um eine bestimmt angebbare
Zahl kleiner sein als |2*+!+ f,(x)|. Hieraus folgt dann die Existenz

des Minimums von
L = L(pg; 1, - * P)-

Der hier angedeutete Existenzbeweis liBt sich auch auf den Fall
ausdehnen, daf die anndherungsweise Darstellung einer Funktion mehrerer
Variabeln verlangt wird, etwa die Anniherung von ¢(z,y) durch

@ 9) =2+ 2" Y+ Pa Y+ P
in einem gegebenen Intervall. Auch hier ist nur zu zeigen, daB das
Maximum von |f,(x,y)| im gegebenen Intervall mit jedem der Koeffi-
zienten p zugleich unendlich wird. Schreiben' wir:

fu@, 9) = Cx* + g, () 2"t + g, (y) 2"~ + - - - + 9,.(»),

so sind die Koeffizienten von f,(x,y) auch die Koeffizienten der g(y).
Das Maximum jeder Funktion g(y) wird beliebig groB, wenn einer ihrer
Koeffizienten hinreichend wichst. Halten wir diesen Wert von y fest und
betrachten nun f,(z, y) als Funktion von #, so wird alsdann einer ihrer
Koeffizienten, also nach dem Vorangegangenen auch ihr Maximum be-
liebig groB.

Nach dieser Methode 148t sich der Existenzbeweis der Anniherungs-
funktion bei beliebig vielen Variabeln fithren. Von der gegebenen anzu-
nihernden Funktion ist dabei nur Eindeutigkeit und Endlichkeit voraus-
gesetzt. Den im folgenden zu behandelnden Fall des Interpolationsproblems,
bei dem diskrete Wertsysteme durch rationale Funktionen angenihert
werden sollen, konnen wir als speziellen Fall des Problems begreifen, bei
dem ¢ nur an diskveten Stellen definiert ist.

Nehmen wir etwa zwei unabhingige Variable und machen wir uns
das Wesentliche des Problems an einem moglichst einfachen Beispiel
geometrisch klar. Es seien eine Anzahl Punkfe im Raum

(xiyxzz)y (3Y223), * + +» @,9,2,), - -
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gegeben und- diejenige Ebene

2=0% Y + a
gesucht, die die groBte der Differenzen 2z — z, die ,Abweichung absolut
genommen moglichst klein macht. Es fragt sich: an wievielen der ge-
gebenen Punkte nimmt |2 — 2, | die Abweichung an, und welches ist dabei
das Vorzeichen von z — 2,? Die Abweichung wird an mindestens vier
Punkten angenommen; denn nehmen wir an, sie wiirde nur an etwa
drei Punkten angenommen, so konnten wir, da wir durch drei Punkte
stets eine Ebene legen kénnen, uns die betrachtete Ebene an den Stellen
XYy, T3y, und z;y;, an denen die Abweichung angenommen wird, nach
dem gegebenen Punkt hin verschoben denken, wodurch sich an diesen
Stellen die Differenz 2z — 2, verkleinern wiirde. An den andern Stellen
konnte sie sich zwar vergroBern, sie wiirde jedoch bei hinreichend gering-
fugiger Verschiebung der Ebene das Maximum ihres Betrags, das nur
bei 2,y;, %,Y,, #3y; angenommen wird, noch nicht erreichen. Die Ab-

weichung konnte also noch verkleinert werden.
Betrachten wir nun das Vorzeichen von z — z,; die Projektionen der-
jenigen Punkte 2yz auf die zy Ebene, bei denen z — 2, = 4 L, seien mit
»p, die der Punkte, bei denen z — 2, = — L, seien mit 7 bezeichnet. Es

sei zunichst s= 0y + gy + 6

noch nicht die gesuchte Ebene, vielmebr sei die Abweichung einer andern
Ebene, etwa
=02+ 8y + 8
kleiner. Man sieht, daB
28— 2= (0,—) 7 + (0,— )y + (a5 —8s)
an den Punkten p positiv, an den Punkten 7 negativ ist.
(0 —8)z + (ag—8)y + (25— ;) = 0
ist die Gleichung einer Geraden auf der zy Ebene, die die Projektionen p
von den P so trennt, daB die p auf der einen, die 7 auf der andern
Seite liegen. Umgekehrt sieht man auch leicht, daB, wenn eine derartige
Trennungslinie existiert, die betrachtete Ebene nicht die’am besten an-
nihernde sein kann. Denn ist etwa z=[(z,y) die betrachtete Ebene,
f(z,y) =0 die Trennungslinie, so hat
f(@,y) — if (z,9)
bei geniigend kleinem 4 eine kleinere Abweichung als f(z, y).
Hinreichende und notwendige Bedingung dafir, daf
) 2=,z + ayy + as
die gegebenen Punkte am besten ammdhert, ist die, daf sich die Projektionen
der Punkie, on denen die Abweichung im einen Sinn angenommen wird,
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von den Projektionen der Punkle, an denen die Abweichung im andern
Sinn angenommen wird, wicht durch eine Gerade trennen lassen.

Wird die Abweichung an vier Punkten angenommen, so sind fiir die
Lage ihrer Projektionen zwei Typen moglich. Die vier Punkte konnen
ein konvexes Viereck bilden, oder es kann einer in einem von den tibrigen
gebildeten Dreieck liegen. Im ersten Fall miissen 1 und 3 Punkte p

3
.
[”\ &
1 > 2 1 2

1. Typus 2. Typus

2 und 4 Punkte 7 (oder umgekehrt), im zweiten 1, 2, 3 Punkte p,

4 ein Punkt 7 (oder umgekehrt) sein, wenn Untrennbarkeit durch eine
Gerade statthaben soll. \

Es fragt sich, ob wir auch auf diese beiden Typen gefithrt werden,

wenn die Abweichung an mehr als vier Punkten angenommen wird. Das

ist nun in der Tat der Fall.

Wir denken uns alle Punkte

» zu einem konvexen Poly-

gon P so angeordnet, daB

alle Eckpunkte von PPunkte

p sind und alle Punkte p

entweder Eckpunkte von P

sind, oder im Innern liegen;

wir konnen uns z. B. um die

Punkte p einen Gummifaden

gelegt denken. Ebenso ver-

einigen wir die Punkte 7 zu

einem konvexen Polygon P.

Nun diirfen die Polygone

nicht getrennt yoneinander

liegen, weil sie sonst durch eine Gerade trenmbar wiren. Liegen sie aber

nicht getrennt voneinander, so muB entweder eine Seite des einen eine

Seite des andern durchschneiden, und dann kénnen wir diese beiden Seiten
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als die Diagonalen des Vierecks des ersten Typus betrachten, oder es muB

ein Eckpunkt des einen Polygons innerhalb des andern Polygons liegen;
dann muB er auch innerhalb eines Dreiecks liegen, das von den Kck-
punkten des zweiten Polygons gebildet wird, und dann werden wir auf
den zweiten Typus gefiihrt.

2
¢
z

2 Z

Dies bedeutet: Ist eine Anzahl Punkte gegeben und die ,Anniherungs-
ebene“ dieser Punkte gesucht, so gibt es unter ihnen vier Punkte derart,
daB die Anniherungsebene dieser vier Punkte auch die Anniherungsebene
aller Punkte ist.

Wir wollen nun diese Gedanken auf den allgemeinen Fall tibertragen
und streng beweisen. Wir schlieBen zundchst an die letzten Bemerkungen an.

III. Ein Hilfssatz.
Es seien
20 2 ... 2™
unabhingige reelle Variable; ein System von speziellen Werten
a® 2D - o
nenne ich einen Punkt. Es seien eine Anzahl Punkte p,,p,, pg,- - - und
hiervon verschiedene Punkte P,, P;, Ps, - -+ gegeben. Es handelt sich
darum, ob es moglich sei, eine lineare Funktion
a2V 4+ @, 2® + - - - + a4, 2™ + a,
anzugeben, die an allen Punkten p positive und an allen Punkten 7
negative Werte annimmt. Unser Satz lautet nun:
" Entweder ist es miglich eine solche lineare Fumktion anzugeben,
Oder man kamn aus den gegebenen Punlien n -+ 2 Punkie von der

Art auswillen, daf schon sie allein die Existenz einer selc}zm linearen
Fw@km unmoglich machen.
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8§ 1
Polyeder.
Aus #»+ 1 Punkten, d. h. speziellen Wertsystemen der Variabeln
20 2 ... 2™ kénnen wir eine Determinante der Form bilden:
2D 2D 2® a1
2D 2® 2P a2 1

| 20 By 204

), 1
Sie sei kurz mit dem Symbol
[1,2,8,---n,n+1]
bezeichnet. Ein System von n Punkien
(172137"' ”)
d. h. die Matrix von n+ 1 Spalten und n Zeilen sei eime ,, Wandung,
ein System von (n—1) Punlten
{17 2) 3) '”'_'1}
ein ,Rand“ gemannt. Die Anordnung der Elemente dieser Symbole ist
nur insoweit bestimmt, daf ich Symbole, die durch eine gerade Zahl von
Transpositionen ineinander iibergefiihrt werden konnen, als identisch be-
trachten will.
Sind zwei Punkte o und b gegeben,

xg) ;5512) N xgt)
xgl) xg?) N xgn)’
so spreche ich von der Linie (ab) und verstehe darunter die Gesamtheit
der Punkte, die (#—1) unabhiingigen linearen Gleichungen
PO 4 pPa® . g 4 D =0,
PPa® 4 PR2D 4. pPa® 4 pptD =0,

und

pg)—xx(l)+pfz2.):1”(z)+ aen +P§21$(“)+Pﬁ'f11)=0

geniigen, wo diese Gleichungen nur der Bedingung unterworfen sind, daB
sie von @ und b befriedigt werden. Man sieht, daB es auf die Wahl
der p dabei nicht ankommt. Denn die # — 1 Gleichungen definieren die
Unbekannten als lineare Funktionen eines Parameters ¢
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o = It 4 I,
2® = I 4 I,

2™ = LMt + LY,
wo ¢ eine der Variabeln z oder eine lineare Funktion derselben bedeuten
kann. Nach Definition von ¢ bestimmen sich die L durch
@) = LPi(a) + LY,
9 = L) + I
unabhéingig von den Werten der p.

Man sieht nun sofort: Habe ich eine Wandung (1, 2,--- %) und
einen Punkt p, der der Bedingung geniigt, auf einer gegebenen Linie (ab)
zu liegen, so ist die Determinante |1,2,.--%,p| eine lineare Funktion
des Parameters der Linie (ab). Hiervon werden wir ofters Gebrauch zu
machen haben.

Wenn n + 1 Punkte 1,2,3,---n + 1 gegeben sind, die

(1,2,3,---2+1|>0
geniigen, so nenne ich das System der Wandungen
(1; 2,-- ’”_1:”’)7 (_1)(1’ 2:"'”'—17 ”""D:
1,2,---n—2,n,0+1)--.... (—1)»(,38,---n,n+1)
ein Elementarpolyeder. Das System dieser Wandungen hat die Figenschaft,
dap, wenn ich jede Wandung mit einem Punkte p zuwr Bildung einer
Determinante zusammennehme, die Summe dieser Determinanten von der
Wahl des Punktes p unabhingig ist.
@ lwp| + |w'p|+[0p| + - - - = const,
wo p einen beliebigen Punkt bedeutet. Diese Summe ist nimlich gleich
|1,2,8,---n+ 1}, sodaB die Gleichung besteht:
(2) !172: 3»"'”""1] + (— 1)! 1,2, '“”}pl + (’_1)2§ 1,2,--n—1,0+1,p|
+'"—!-(—1)""'1}2,3,“-%4-1,1)} =0.
Fiir alle kleineren Werte von » sei die Gleichung bewiesen. Ich nehme
nun auf der linken Seite von (2) den Koeffizienten einer Variabeln, etwa
den von 2. In |1,2,---n+1| kommt 2 nicht vor; in (—1)|1,2,---n,p|
d h in .
xgl) xgﬁ) x(lﬂ) 1
;(;‘(21) xgz) e x(z‘n) 1

20 2D .. 1
20 2® ... g 1
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ist der Koeffizient gleich:
20 2D .- g0 1
R R SV |

: b
2 2O ... gn=D

welche Determinante wir mit |1, 2, .- 7 | bezeichnen wollen, um anzudeuten,
da8 der Punkt 1 eine Koordinate, niimlich z weniger enthilt als 1, also
in einem niedriger dimensionalen Raume liegt. Auf diese Weise bestimmt
sich der Koeffizient von 2:

lifé:"'ﬁi"'(_l)’i §)"'”*1)”+11+"'+(_1)n—li§) gr"'”""l [;
dies ist die linke Seite der Gleichung (2) fiir den niedriger dimensionalen
Raum; p hat hier den Wert » + 1. Der Koeffizient von 2 in (2) ver-
schwindet, und dasselbe konnen wir von den andern Variabeln nachweisen.
Zur Betrachtung des absoluten Gliedes setzen wir alle Variabeln in (2)

gleich Null. Der zweite Term von (2) (—1)|1,2,---%,p| hat dann
den Wert

x(ll) x§2) . x(xﬂ) 1 xgl) x(12) . xgﬂ)
xg) x(22) e xg%) 1 . xgﬂ 50?) v xg%)

v SEHI .
xg) xﬁ?) ... xﬁ,") 1 mg) xg) . xgn)
0 0 0 1

Das erste Glied von (2) lautet:

U R O W
x(sl) x(22) ---xg") 1

Py B
Entwickeln wir nach den Elementen der letaten Spalte, so liefert das
letzte Element eine Determinante, die sich gegen die vorige gerade weg-
hebt, und ebenso heben sich die tibrigen Determinanten der Entwicklung
von |[1,2,---n+1| gegen die folgenden Terme der linken Seite von (2).
Da (2) fiir n =1 gilt, ist sie hierdurch allgemein bewiesen.
Die Bildung der Elementarpolyeder aus % + 1 Punkten kénnen wir
folgendermaBen vornehmen: Wir wollen die # Punkte 1,2,-.. % als
Wandung auffassen und mit % bezeichnen, » — 1 Pumkte in solcher An-

"'xf."lx 1
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ordnung, daf der n* Punkt, hinter sie gesetzt, w ergibt, wollen wir einen
Rand nennen, der in w enthalten ist, z. B.
{1,2,.- . n—1}=

Dagegen n — 1 Punkte, die, wenn wir den w* Punkt hinter sie setzen,
— w ergeben, wollen wir mit (—1) multiplizieren und olsdann einen Roand
nennen, der in w enthalten ist, z. B.

—{1,2,---n—-2,n}=1"
Wir konnen jetzt, wenn wir p statt (n+1) einsetzen, sagen: FEin Ele-
mentarpolyeder wird gebildet von den Wandungen
w und —(rp)
wo r alle Rinder von w durchloufen muf, oder von
—w und (rp) ¢
Jje nachdem
lwp| >0 oder —|wp|>0.

Nehmen wir den ersten Fall an; es sei ferner g ein Punkt, der
— |wg| > O geniigt. Ich bilde das Elementarpolyeder —w, (rg), nehme
das System dieser Wandungen mit dem fritheren zusammen und lasse w
gegen —w weg. Man sieht, daB dabei die Gleichung (1) erhalten bleibt.
Das neue System von Wandungen nennen wir ein Polyeder. Allgemein
verstehen wir unter einem Polyeder ein System von Wandungen, das gebildet
wird aus den Wandungen einer endlichen Anzahl von Elementarpolyedern
unter Weglassung gleicher und entgegengesetzter Wamdungen. Ein in den
Wandungen vorkommender Punkt 1,2,3, - heiBe ein Eckpunkt.

Fiir die Polyeder gilt demmach Gleichung (1)

|wt| + |w't] + |w"¢| + - - - = const.,

wo ¢ irgend ewnen Punkt bedeutet. Die linke Seite heiBe der Inhalt des
Polyeders; man sieht, daB sich bei dem Aufban der Polyeder aus Ele-
mentarpolyedern der Inhalt additiv zusammensetzt; danach haben alle
Polyeder positiven Inhalt.

In jedem Polyeder kommt jeder Rand, der wvorkommt, eine gerade
Anzahl Male vor, und 2war gleich oft i dem eimen und dem entgegen-
gesetzten Sinne. Man sieht zundchst, daB dieser Satz fiir Elementar-
polyeder gilt; gilt er nun fiir irgend ein Polyeder, so gilt er anch fiir jedes
Polyeder, das aus dem ersten durch Zufiigung eines Elementarpolyeders
entsteht, sowie fiir jedes, das durch Weglassung zweier gleichen und ent-
gegengesetzten Wandungen entsteht. Somit gilt er allgemein.
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§ 2.
Konvexe Polyeder.

Unter konvexen Polyedern verstehen wir Polyeder, die der folgenden
Bedingung geniigen:

Irgend eine Wandung w des Polyeders muf, mit jedem in shr wicht
enthaltenen Eckpunkt p zusammengeselzt, eine wicht negative Determinante
ergeben

lwp| > 0.
Unsere Elementarpolyeder mit den Wandungen % und — (rp) geniigen
der Bedingung, da |wp|>0. Denn sei etwa a der nicht in 7 vorkom-
mende Punkt von w, so kann die Wandung — (rp) nur noch mit ¢ zu-
sammengesetzt werden, und es ist
— |rpa| >0, da |rap|=|wp|>0.

Wir fithren einen neuen Begriff ein: Wir wollen von einem Punkte i
sagen, er liege ,immerhalb“ des von den Wandungen w, w', w”, - - - gebildeten
konwvexen Polyeders, wenn

Iwz] ._2_ O) |w'7’[ go) lw”'i’ g 07 .
Wenn nicht immer das Ungleichheitszeichen, sondern ein oder mehrere Male
das Qleichheitszeichen gilt, so wollen wir sagen, der Pumkt liege auf der
Begrenzung des konvexen Polyeders. Ebenso wollen wir sagen, er liege
innerhalb der Wandung w, wenn |wi| =0 und |w'i| >0 -- - und auf der
Begrenzung der Wandung w, wenn auch aufer |wi| = 0 noch Gleichheits-
zeichen gelten.

Wir wollen zeigen, daB ein Punkt, der innerhalb der Wandung w
liegt, dies unabhiingig davon tut, zu welchem Elementarpolyeder w gehort.
Es sei wp ein Elementarpolyeder, |wp|>0 und p’ irgend ein Punkt,
der |wp’|> O geniigen soll. Der Punkt ¢ liege in Bezug auf wp inner-
halb w, sodaB |wi|= 0, die iibrigen Determinanten positiv sind. Wir
wollen zeigen, daB er auch in Bezug auf das Elementarpolyeder wp’
innerhalb e liegt. Sei —7 ein in w enthaltener Rand, a der nicht zu r
gehorende Eckpunkt von w, w = — (ra), so ist (rp) eine von den andern
Wandungen des Polyeders wp; es sei also |rpi| > O und es geniigt nach-
zuweisen, daf |rpé| > 0.

Wir verfolgen |rat|, wihrend der Punkt ¢ auf der Linie (pp’) Hiuft.
Den Grenzfall, wo diese lineare Funktion sich auf eine Konstante reduziert,
behandeln wir spiter, und wir bestimmen p” durch |rap”|=0, wo p”
auf der geraden Linie (pp). Da |rap| <0 und |rap’| <O, so ist die
Reihenfolge der p

pp'p” oder ppp
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9" kann nicht zwischen p und p’ liegen; denn eine lineare Funktion kann
nicht zwischen zwei negativen Werten verschwinden.
Wir wollen nun nachweisen:

|rp”i] =0.
Wir haben:
jrap”| =0, |rai|=0.
Ich behaupte, die beiden linearen Gleichungen
|rat| =0 und |r#:|=0,

£ = H(2 2® . . . o)
irgend einen Punkt bedeutet, sind identisch. Sie mogen aufgelost etwa
lauten

wo

LOZ® 4 ILOz® 4 ... 4 LWgm 4 LO — 0

IOz0 4 IOz 4 ...  Logm + LO = 0.
In keiner dieser Gleichungen sind alle Koeffizienten Null. Denn das wiirde
bedeuten, daB alle n-reihigen Determinanten der Matrix ra bezw. r¢ ver-
schwinden, was aber nicht der Fall ist, weil |rap| <0 und |rip| <O.
Die Gleichungen haben (% -+ 1) Wurzeln gemein, namlich die (n—1) Punkte
von r sowie a und ¢;

(IO — E®)2® + (L — I®)a® - - - + (IO — I0)
verschwindet also an % 4 1 Stellen. Die Determinante dieses Systems
von % + 1 homogenen linearen Gleichungen mit (n+1) Unbekannten
|rai| verschwindet zwar, es konnen aber nicht alle Unterdeterminanten
n** Grades verschwinden, weil sonst nicht

und

[rap| <O sondern |rap|=20
sein miiBte.
Hieraus folgt, daB der Quotient zweier der Unbekannten nicht un-
endlich sein kann, und setze ich, was erlaubt ist, eine der Differenzen
gleich 0, so verschwinden auch alle andern. Damit ist die Identitit der

Gleichungen
|rat] =0 und |rti|=0
nachgewiesen, und da |rap”| =0, so folgt
|rp”s| =0.
Wir werden von dem Schlupf, dap aus
|rap”| =0 und |rai|=0
entweder |rp”i| =0 oder das Verschwinden der n-reihigen Determinanten
von ra folgt, noch Ofters Gebrauch machen.
Da nun p” nicht zwischen p und p’ liegen kann und
|rpi| >0,
Mathematische Annalen. LVIL 34
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so folgt .

lrp’i| > 0.
Ist, was wir eben ausschlossen, |[rat| konstant, wenn sich ¢ auf (pp)
bewegt, so behaupte ich, auch |rif| ist auf dieser Linie konstant. Ist
dies nimlich nicht der Fall, so gibt es anf (pp") einen Punkt p”, fiir
den |rip”|=0, und ich beweise analog wie oben, daf nun auch |rap”|=0,
was der Annahme, daB |rat¢} auf (pp") konstant sei, widerspricht.

Ist

|wp'| <0, wihrend |wp|>0,
soda8 sich p---p”---p" folgen, so ist zunichst [rp's| < 0. Wir kehren
aber fiir das Polyeder wp’ das Zeichen von w und demnach auch von r
‘am, sodaB der Satz bestehen bleibt.

Ein Punkt i, der innerhalb der Wandung w liegt, tut dies unabhingig
davon, in welchem Elementarpolyeder w vorkommt.

Es stelle (ab) eine gerade Linie dar, und b liege im Innern eines
konvexen Polyeders. Ich behaupte: Wenn ich mit einem variabeln Punkte ¢
auf der geraden Linie (a) von a kommend itber b hinaus fortschreite,
so komme ich an einen Punkt ¢, der der Begrenzung des konvexen
Polyeders angehort. Bilde ich namlich die Determinanten [wt|, |'¢], |w”#|,---
und lasse ¢ kings (ab) laufen, so kinnen diese Determinanten, da ihre
Summe konstant bleiben mufl, nicht alle wachsen; falls sie nicht alle
konstant bleiben — und daB dieses nicht der Fall sein kann, werden wir
gleich nachweisen — muf mindestens eine von ihnen abnehmen. Da
diese Determinante eine lineare Kunktion von ¢ ist, so muB sie, wihrend
ich mit ¢ auf (ad) fortschreite, einmal O und sodann negativ werden; sie
bleibt dann negativ, soweit ich auch iiber ¢ hinaus fortschreite. Da
dasselbe auch gilt, wenn ich von b nach @ zu gehe, so erhalten wir
sofort die Satze: ]

1) Eine gerade Linie kamn nur innerhalb eines endlichen Stiickes inmer-
halb eines konvexen Polyeders verlaufen.

2) Enthilt eine gerade Linie einen Punki, der dem Inmern, aber wicht
der Begrenzung eines komvexen Polyeders angehirt, so hat sie mit der Be-
grenzung dieses Polyeders zwei und nur zwei Punkte gemein.

3) Eine Gerade, die mit dem Innern eines konvexen Polyeders zwei
Punlite gemein hat, hat mit ihm alle Punkie gemein, die auf ihr zwischen
diesen beiden liegen.

Wir haben nun nachzuweisen, daB die Determinanten

iw”) Z“"tlz }wﬂti} U

nicht alle konstant bleiben kionnen, wenn sich ¢ auf einer geraden Linie
bewegt. Wir weisen dies zuniichst fir ein Elementarpolyeder mit den
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Eckpunkten 1,2,3,...%, s+ 1 nach. Was bedeutet es, wenn |1,2, ---n#
von ¢ unabhanglg ist, wenn ¢ sich auf einer geraden lee bewegt? Die
Gerade sei gegeben durch

2® = IO + I,
2O — IOt + I,

. ™ = LMt + LP.
Es muB dann

20 z® o2 1
xg) x(22) v xg") 1
gl
@ =0
ng) xg) .o xg') 1
Ipt+ LY Lot + IO - It + L 1
<

ad a® . a1
a® 2P . P 1

2D 2® ... 2™ 1
LY LY ... I® 0

Dies ist eine homogene lineare Gleichung der L,, und wir haben gemiB
den » + 1 Wandungen % 4 1 solcher Gleichungen fiir die » Groflen L,.
Nun ist in der hingeschriebenen Gleichung der Koeffizient von L{ gleich
der dem Element z{) zugeordneten Unterdeterminante in |1,2,---n+1],

nt1
die wir mit X{; bezeichnen wollen. Die Matrix der Gleichungen fiir
die L, ist demnach

Xp X ... X@,
X Xp ... X,

'(1) L X®, X,
Nun miissen entweder die L, oder alle n-reihigen Determinanten dieser

Matrix verschwinden. Wire letzteres der Fall, so miifte anch die sus den
Unterdeterminanten von |1, 2, 3,...%, % 4 1| gebildete Determinante -

X® X ...X@ X@E+y
Xg) XO ... X X+

{1) 2) () ){(ﬁiﬁl’
k+l Xfﬂ( ®+1 +1 f
34
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verschwinden; diese ist aber nach einem bekannten Determinantensatz
gleich (1,2,3,---n,n+ 1)* also sicher von O verschieden.

Es kbnnen also nicht alle Determinanten |wt|, |w't|, --- auf der gemdm
Linie konstant bleiben; wegen der Bedingung (1) kann nicht eine allein
variabel sein, es sind also mindestens zwei Determinanten variabel.

Wir wollen diesen fiir Elementarpolyeder gefiihrten Beweis auf all-
gemeine Polyeder ausdehnen. Wir haben dabei nur nachzuweisen, daB
nicht alle Wandungen der Elementarpolyeder, die variable Determinanten
Liefern, bei der Zusammensetzung weggefallen sein kdnnen. Es sei eine
Linie gegeben, und wir nehmen eine Wandung, die eine auf ihr nicht
konstante Determinante liefert. Da es, wie wir sahen, auf die Konstanten
L, der Linie nicht ankommt, sondern nur auf die Z,, so kénnen wir uns
die L, so hestimmt denken, daB die Linie die Wandung in ihrem Innern
schneidet und demnach an der Schnittstelle in das Innere eines Elementar-
polyeders tritt; wir gehen nun auf ihr stets in derselben Richtung weiter,
sie muB an irgend einer Stelle aus dem Elementarpolyeder wieder aus-
treten, sagen wir bei ¢, durch die Wandung #,; wenn die Wandung w,
wegfallen soll, so muB ein Elementarpolyeder mit der Wandung — w,
existieren, und in dieses tritt, da o, auch im Innern von —w, liegt, die
Linie nun ein; sie muB auch aus diesem wieder austreten, etwa bei o,
durch w,; dann muB auch wieder —w, existieren, u.s. w. Da wir auf
der Linie stets in demselben Sinn fortschreiten, so kommen wir stets zu
wirklich voneinander verschiedenen Elementarpolyedern, und wir sehen,
daB es bei einer endlichen Anzahl von Elementarpolyedern keine gerade
Linie geben kann, auf der die Determinanten aller Wandungen konstant sind.

§ 3.
Anordnung zu konvexen Polyedern. -

Wir wollen zeigen, daB, wenn eine Anzahl Punkte gegeben ist, die
mindestens eine wichtverschwindende (n+1) reihige Determinante liefern, man
stets ein komvexes Polyeder konstruieren kann, dessen Eckpunkie siimtlich zu
diesen gegebenen Pumlkien gehiren, und in dessen Innern alle gegebenen
Punkte liegen.

Wir nehmen an, wir hitten ein konvexes Polyeder konstruiert, dessen
Eckpunkte simtlich zu den gegebenen Punkten gehdren, und in dessen
Innern sich moglicherweise noch gegebene Punkte befinden. Wir wollen
zeigen, wie dies Polyeder zu erweitern ist, falls noch Punkte sich auBer-
halb befinden. Das Polyeder habe die Wandungen w, w,, w,,---, und p

set ein auBerhalb befindlicher Punkt. Es konnen dann die Determinanten
|wp|, |0,p|, |wyp],- - weder alle positiv (einschlieSlich der Null), noch
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alle negativ sein. Denn im ersten Fall lige der Punkt p innerhalb, im
zweiten hitte das Polyeder einen negativen Imhalt (8. 519). Ich teile die
Wandungen des Polyeders ein in .

r ’ ’ 7 7 14
wy, Wy, wyy - -+ und  w”, w,", wg, -

}wl,p} ..20: *wzlp} 207 !wslp,] ; O: e
lw"p| <0, [w"p[ <0, |wg"p|<O.
Die Wandungen «’ konnen in das neu zu bildende konvexe Polyeder mit
heriibergenommen werden, die Wandungen w” nicht. Wir bilden dem-
gemi die Elementarpolyeder — w”p, und wh behaupte, daB das neue
Polyeder allen Bedingungen geniigt.
Wir teilen zum Beweise die in dem ursprunghchen Polyeder vor-
kommenden Rénder in drei Arten.
Die Réander

sodaB

VL YR YRR
sollen nur in den Wandungen
w5 Wy Wy - - -
Die Rénder
v s
sollen nur in den Wandungen
wyy wy ' wg"y -
Die Rénder
Y1y Va5 15y - * " .
sollen sowohl in den Wandungen #’ als auch in %" enthalten sein.
Hierbei haben wir der Kiirze halber ,Rand“ im absoluten Sinn, ohne
Riicksicht auf das Vorzeichen gebraucht. Wir denken uns nun alle
Rénder, die im Polyeder vorkommen, hingeschrieben, und zwar jeden so
oft als er vorkommt, unter Beachtung des ihm vorkommenden Zeichens.
Teilen wir die Rinder in die drei Arten ein, so ist klar, daB auch inner-
halb jeder dieser Arten jeder Rand gleich oft mit dem einen und dem
entgegengesetzten Zeichen vorkommen muB (8. 519). Fiir die Richtigkeit
unserer SchluBfolgerungen ist es dabei belanglos, ob von jeder Art Ra.mier
existieren oder nicht.
Bilden wir nun simtliche Elementarpolyeder
— w"P’
wobei ja —|w”p| >0, so haben diese die Wandungen
—w” wnd (ep),
wenn ¢ irgend ein Rand von «” ist. Die ¢ zerfallen in 7 und 7", und
zwar sind in den ¢ simtliche »”, nicht aber simtliche » enthalien; denn
die » kommen, sofern sie Rinder der ' sind, in den ¢ nicht vor. Danach
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heben sich wohl die Wandungen (r”p), nicht aber alle Wandungen (rp)
gegeneinander auf. w” hebt sich gegen — %" und unser neunes Polyeder
hat nur Wandungen

w' und (rp).
Es ist nun nur noch zu zeigen, daf die Wandungen (rp), mit jedem der
Eckpunkte des alten Polyeders zusammengesetzt, eine positive Determinante
ergeben. Zu diesem Zweck verbinde ich p mit irgend einem Punkte o,
der auf dem Rande r liegt, d. h. [w'a| =0 und |®w”a|=0 geniigt und
zu der Begrenzung des urspriinglichen Polyeders gehtrt, durch eine
Gerade (pa). SchlieBen wir dabei den Grenzfall, daB in |w'p|>0 das
Gleichheitszeichen gelten soll, zunichst aus.

Es ist nun die Determinante |w/'t|, wo ¢ einen Punkt der Geraden
(pa) bedeutet, fiir £ =a gleich Null, und fiir {= p negativ; sie bleibt
also negativ, soweit ich mich auch von a in der Richtung nach p oder
iiber p hinaus entferne. Dagegen ist |w'f| fiir ¢ = p positiv, fiir t=a
Null, und demnach negativ fiir alle Punkte von (pa), die von p aus
gesehen, jenseits o liegen. Demmnach ist fiir alle Punkte der Geraden
auBer o eine der Determinanten des urspriinglichen Polyeders negativ;
wir konnen also sagen, die Gerade (pa) hat mit dem urspriinglichen
Polyeder keinen Punkt auBer o gemeinsam. Ist a irgend eine gemeinsame
Lésung von |w't| =0 und |w”#] =0, ohne zu der Begrenzung des ur-
spriinglichen Polyeders zu gehdren, so hat die Gerade (pa) mit dem
Innern des Polyeders tiberhaupt keinen Punkt gemeinsam.

Ich behaupte nun, |rpt| verschwindet fiir keinen Innenpunkt des
Polyeders, abgesehen von den auf dem Rand  liegenden Punkten. Nehmen
wir also an, es bestinde die Gleichung |rpt| =0, wo % einen Innenpunkt
bedeutet. Wir legen eine Gerade durch die Punkte » und 7 durch (n— 1)
lineare Gleichungen. Als eine dieser Glelchungen kénnen wir |rpt| =
wihlen, die iibrigen Gleichungen seien

f;(t) =0, f;(t) =0,--- fnvz(t) =0.
Wir schreiben diese Gleichungen zusammen mit |[#'t| =0. Es sei
' = (r1), so haben wir das System:

|r1¢] =0,
}rpt1=0,
fl(f)""ox
fn—x?(t) =0.

Die Losung dieses Systems von % Gleichungen mit Unbekannten stellb
den_ Schnittpunkt der Geraden (pi) mit |w't| —~0 dar. Es sei-nun P
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die Determinante dieser Gleichungen; ist D <=0, so haben the Glemhnngen
eine Lisung, etwa a, und es ist
lrpa] =0 und |rla{=0.

Nun folgt nach unserm Beweis S. 521 aus diesen Gleichungen, da8 ent-
weder |7pl| =0 oder alle n-reihigen Determinanten von ra verschwinden.
Da wir die erste Eventualitit |[rpl|= |w'p| =0 ausgeschlossen haben,
so folgt, das Verschwinden der m-reihigen Determinanten von ra, und
hieraus folgt |w”a]=0. D. h. der Punkt ¢ geniigt [w'a|=0 und
|w”a}=0, er liegt auf dem Rande 7.

(p?) ist dann eine gerade Linie, die von p zu eirem Randpunki a
geht und einen Punkt i des Innern enthilt, was wir aber als unméglich
nachgewiesen haben.

Wir haben D =0 angenommen. Es sei jetzt D = 0. Wir beachten
nun: Vom Punkt ¢ war nur |7pi| = O vorausgesetzt. Wir ziehen nun
von 4 eine Gerade zu einem beliebigen Punkte von 7, etwa b, und es sei ¢’
ein beliebiger Punkt der Geraden (ib) zwischen ¢ und b; ¢ liegt dann im
Innern des Polyeders, und es ist auch {rpi’| = 0, weil beide Bigenschaften
von den beiden Punkten ¢ und b gelten. Wir konnen also in unserer
Betrachtung ¢’ statt ¢ benutzen. Wir lassen jetzt ¢ auf der Geraden (ib)
wandern, dadurch werden alle » Koordinaten von i’ lineare Funktionen
eines Parameters {. Es kann aber D nicht identisch in ¢ verschwinden,
weil D fiir #=> nicht verschwindet; denn die Gerade (pb) hat mit
jw't] = O sicher einen und nur einen Punkt nimlich b gemeinsam; d. h.
die Gleichungen (3) haben eine und nur eine Losung, und dann kann
ihre Determinante nicht versehwinden. Verschwindet aber D nicht
identisch in ¢, so muB es auch auBer ¢'=b5 noch Punkte ¢’ geben, fiir
die D= 0. o

Die Annahme |rpi| =0 ist also unzulissig: |rp¢| kann fiir keinen
Punkt, der im Innern des urspriinglichen Polyeders liegt, verschwinden.
Wir haben aber noch die einschrinkende Voraussetzung, daB in gw'pj =0
nicht das Gleichheitszeichen gelte; nehmen wir also jetzt |#'p| =0 an,
|r1p| =0. Dann verschwindet |rp¢| fiir dieselben Punkte, fir die [r17]
verschwindet, und umgekehrt. Denn nach S. 521 bedingt von den beiden
Gleichungen |r1¢|=0 und |rpt|=0
wegen |r1p|=0 die eine die andere. Die n-reithigen Determinanten von
rp konnen nicht alle verschwinden, denn  kommt noch in einer Wandung
w” vor und es miifte |w”p| =0, wihrend |w”p| < O; auch die Determi-
nanten von 71 d. h. von ' konnen nicht verschwinden, wie sich aus der
Betrachtung des Elementarpolyeders, in dem ' vorkommi — und in
mindestens einem muB es verkommen —, ergibt.
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|#pt| verschwindet also fir keinen Punkt des Innern, wo die zur
Begrenzung gehorenden Punkte, die |w'f|— O geniigen, eventuell aus-
guschlieBen sind. Hieraus folgt aber sofort, daB |rp¢| fir alle Punkte im
Innern dasselbe Vorzeichen haben muB. Wir wissen nun, da8 das Vor-
zeichen fiir einen Punkt positiv ist, nimlich fiir den letzten Eckpunkt des
Elementarpolyeders, dem die Wandung (rp) angehort.

Hiermit ist alles, was zu beweisen war, bewiesen; wir haben aus
einem gegebenén konvexen Polyeder ein neues konstruiert, das einen
Punkt p, der auBerhalb des urspriinglichen lag, als Eckpunkt enthilt und
die Eckpunkte des fritheren entweder auch als Eckpunkte, oder im Innern.
Damit ist der Eingangs dieses Porographen amgekiindigte Satz bewiesen.

§ 4.
Trennung zweier konvexen Polyeder.

Es seien P und P 2wei konvexe Polyeder, die der Bedingung gensigen,
daf kein Punlt zugleich im Inmern von P und im Innern von P liggt.
Ich behaupte dann:

Es gibt eine lineare Funktion

POZO L p@Bg® 4. 4 pPg® 4 et D),
die an allen im Innern von P liegenden Punkien positive, und an allen
im Innern von P liegenden Punkten negative Werte annimmd.
Es sei eine Funktion zweier Punkte
p= p(m(l), a;(ﬂ)’ . _q;(“))
und
P = B(ED, 73, - - - Z™)
definiert durch
f= + V@O —ZOF + (@D —ZOP+ - - + (2 —ZM)?.

Wir suchen das Minimum von f unter der Bedingung, daB p im
Polyeder P und p im Polyeder P liege. Dieses Minimum muB existieren
und von O verschieden sein, weil nicht alle Quadrate verschwinden kénnen.
Es werde etwa an den Punkten p* und 7* angenommen. Wir legen
durch diese beiden Punkte eine gerade Linie, d. h. wir stellen (»—1)

Gleichungen auf, denen die Koordinaten von p* und p* genfigen. Diese
Gleichungen seien die folgenden:

ad 04 af) & 4.+ ad 2+ oD =0,
a,g) z® 4 ag) 2.4 aﬂ;) ™ 4 af.z”“) =0,

a0 D ) @ ) ) e = O,
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Zu diesen Gleichungen nehmen wir noch eine, die fiir p* tmd ﬁ* nicht
erfiillt ist:
a0z 4 a®2® 4 - . - 4 a2 4 ar+) = 0,

und unterwerfen die Koeffizienten @ den Bedingungen:
Sy
2( o™ (V)
fir p4p.

Man iberzeugt sich leicht, daB dies stets auf unendlich vielfache
Weise moglich ist, und es ist bekannt, daB alsdann auch

fiir alle g und

N7/ one
Z«:(a'ﬂ ) =1
fiir alle » und “T
‘u=ﬂ
Siewa o
fiir v "=

Wir gehen jetzt zu folgendem Koordinatensystem iiber:

a®d o™ 4 o) 2D 4 - - 4 o™ f b+ = &
a 2® + P a® ... 4 “(2") 2@ 4 ot D <= &

ag)zﬂ) + ag)x(g) R a.g')ag(") + agﬂ-i) == gn‘

Man sieht sofort, daB bei dieser Transformation die Form der Funktion f
erhalten bleibt, sodaB

f = V(x(l)-—f(l))% + (x(z)_ 5,;‘(50)2 Fo 4 (x""-j— x—(n))2
= V(g(l)__ g(l))% + (g(z)__ 2(2))2 e (g(n) + E(“))z.
Es hat also auch

]/(g(i) _ 'g’(l))2 + (:s—(?)“ 2(2))2 R (g(")__ ‘g’("))z’
wenn p in P und 7 in P Liegen soll, bei p=p* und p = p¥ ein Minimum,
Die neuen Koordinaten von p* und 7* sind alle gleich Null mit Ausnahme
von E”F und ¥, Es sei etwa £7¥ > E”*. Ich behaupte: Kein Punki
im Innemm von P kann ein £® haben, das kleiner ist als £®% Nehmen
wir an, dies sei bei einem Punkte p¥* der Fall. Wir zichen eine gerade
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Linie von p* mach p**, und zwar denken' wir uns die Koordinaten der
Punkte dieser Linie dargestellt durch einen Para.meter ¢, der zunimmt,

wenn ich von p* nach p** gehe. Dann ist ——5— fiir M= {’;(")* negativ.

Ieh bxlde f bei festgehaltenem 7 = p* fiir p = p*
af g(’l)* g(ﬂ)* dg(“)

Diese GroBe ist negativ, wenn —0%— < 0. Da nun jeder Punkt der Geraden

von p* nach p** im Innern von P liegt, so widerspricht dies der Minimal-
bedingung der Punkte p* und 7* Ebenso weisen wir nach, daB kein
Punkt von P ein groBeres £ haben kann als P Nehmen wir daher
eine Konstante ¢ an, sodaf

EW% > 0> EV%
so haben wir die verlangte lincare Funktion, die fir alle Punkte von P
positive und fiir olle Punkte von P negative Werte anmimmdt, dargestellt in:

g(") — = a,fll)x(l) -+ agf)x@) + -0+ agﬂ)x(”) + ag!i'l) — C.

§ 5.
Zerlegung in Elementarpolyeder.

Wir wollen den Satz beweisen: Wenn ein Punkt ¢ in einem Lowvexen
Polgeder P liegt, so kann man stets ein Elementarpolyeder P, dessen Eck-
punkte 2u den Eckpunkten von B gehoren, angeben, in dem i liegt.

Der Satz gelte bei niedriger dimensionalen Riumen fiir bewiesen.
Fir n =1 ist er trivial, da in diesem Fall jedes konvexe Polyeder ein
Elementarpolyeder ist. ‘

Von einem Eckpunkt ¢ von P ziehe ich eine gerade Linie nach 3,
die bei « aus dem Innern von B austreten mége. Wenn ich ein Elementar-
polyeder angeben kann, das @ und « als Innenpunkte (wobei a speziell
Eckpunkt sein mége) und nur Eckpunkte von P als Eckpunkte enthilt, so
ist der Satz bewiesen.

Der Punkt @ muB mindestens einer Determinantengleichung |w'¢| =
geniigen. Wir nehmen eine lineare Transformation vor, die die Koordi-
naten 20, 2, 20 . .. g® in EO, £O, ... £ fberfihrt, und zwar sei

. |w't] =+ E®.
Die ‘Substitutionsdeterminante sei positiv; es bleiben dann alle Eigen-
schaften der Polyeder, da sich alle Determinanten nur mit der Substitutions-
determinante ‘multiplizieren,. in dem neuen Raum erhalten.
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Es konnen auBer ' noch andere Wandangen von 9§ Determinanten-
gleichungen liefern, die mit §® = O identisch sind. Es seien dies
'w,: wllr wi" T
sodaB in allen Eckpunkten dieser Wandungen die £®-Koordinate ver-
schwindet.
Dagegen sollen

'w”7 wlﬂ) w2,,> Y
hiervon verschiedene Determinantengleichungen liefern, sodaB keine dieser
Wandungen nur Eckpunkte mit verschwindender £™-Koordinate enthiilt.

Es sei das Vorzeichen von [w't| = + £® so bestimmt, daB ein Eck-
punkt von B, etwa b ein negatives £® habe. Da P konvez, muB
{w'b| S0 d. h. wenn etwa w' = (1,2,---n)

EDED - 5D 01
ED ED ... Ep-D 0 1 !

W
e

ED ED ... gm0 1

ED ED ... gm0 g 1|
Vertauschen wir die letzten Spalten und beriicksichtigen, daB £ <O,
so folgt

ED ED ... gD 1

ED ED ... g0 L
: $0.

ED £O) ... g ]
Das Gleichheitszeichen kann nicht gelten, weil sonst 2’ mit jedem Punkt
eine verschwindende Determinante liefern miiBte. Lassen wir die £0-
Koordinate weg, was wir durch #, 7, - - - statt w, 7, - - - ausdriicken wollen,
so kann in dem (n—1)-dimensionalen Raum #% als Elementarpolyeder
betrachtet werden. Dasselbe gilt von @, @, - - -, da ja alle mit b positive
Determinanten liefern miissen. Ebenso sehen wir, daB jeder Punkt von
ein negatives oder verschwindendes £ haben muB; denn ein Punkt mit
positivem £® wiirde mit %’ eine negative Determinante liefern. '
Wir teilen die Rénder der Wandungen ', w,, w,, - - - in zwei Teile:
7,7y, %, -+ mbgen auBer in W, w,, w,’,---
noch in Wandungen %" vorkommen,
v, 7,75, -+ migen nur m W, w,, wy,- -
vorkommen. (Vergl. S.525.)
Die Rénder

7,7y, 73, ~+- konnen in den Wandangen 1, w0, w;, -+ ¢ -
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nicht mit demselben Vorzeichen vorkommen, “wie in «”,w,”,---. Denn
wire etwa ; . ’
rd) = w re) =

v mibke o) =w", (ro)=w

[w'b]|>0, [w’e|>0,

reb|S0,  |reb| SO,
woraus [rcb| = O folgen wiirde, was aber nicht médglich ist, weil sonst
die Gleichungen

|rbt| =0 wund |ret]=0
nach S. 521 identisch wiren. Denn alle #-reihigen Determinanten von
rb oder r¢ d. h. von w” und »” konnen nicht verschwinden. Die Rinder
7,7y, Ty, - migen als 7,7y, 7y,--- in @', w,, wy,--- und als —r, —r;, —2g,-+*
in w", w,", w,”, - - enthalten sein.

Fassen wir @, w,", ,, - - - als Elementarpolyeder, die

X IT R VAR ?” ?—1:’ F2'y e
als ibre Wandungen auf, so heben sich die #,7/,%/, -+ gegenseitig
herans. (Vergl. 8.526.) Ich behaupte, die Wandungen 7, 7, #,, - - - bilden
ein konvexes Polyeder. Sei ¢ ein nicht in 7 vorkommender Eckpunkt,
so ist |7¢| S 0 nachzuweisen. Es sei etwa #=(1,2,.--#—1), so soll

B gy

JEY g w1
: >0
£, 8, 8P 1
B ... ggn—l) 1
—r kommt in einer Wandung #”, w,”,--- vor, und zwar etwa als

—(rb); b muB dann ein negatives £® haben. Da P konvex ist, muB
—|rbe} = 0; d. h. es muf

ED ED ... gr-D 0 1
ED EP ... EpD 0 1

. Z0.
ggl) ggz) . gg@'-l) ggﬂ) 1
EO £® ... ge-D 0 1
woraus nach Vertauschung der letzten Zeilen und Spalten unter Beachtung
von £M < 0 die obige Ungleichung folgt. Die # bilden also ein konvexes
Polyeder.

Der Punkt « muB innerhalb dieses konvexen Polyeders liegen. Gabe
es namlich eine Wandung 7, fiir die |Fe| << 0, so ist analog wie oben zu
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sehen, daB im n-dimensionalen Raum diejenige Wandung «”, die —r
enthilt, auch |#”a| < 0 Liefern miiBte, d. h. es lige & nicht in .

In dem (n—1)-dimensionalen Polyeder 7, 7,, 7, --- gibt es nach
Voraussetzung ein Elementarpolyeder, in dessen Innern « legt Sind
F,Fy,---7,_, seine Wandungen, so liegt, wie nunmehr leicht zu sehen,
« auch innerhalb des n-dimensionalen Elementarpolyeders mit den Wan-

dungen
—(ra), —(n@, - —(r,_,0),

die (n+1)* Wandung wird von den n Eckpunkten von 7,7, ---7,_, ge-
bildet. Sie liefert, da alle §® = O fiir « eine verschwindende Determinante.

Damit ist der angekiindigte Satz bewiesen. Sind nun B und B 2wei
konvexe Polyeder, und tritt der Fall des vorigen Paragraphen, dof es keinen
gemeinsamen Innenpunkt geben mige, nicht ein, so konnen wir zwei Elementor-
polyeder P und P, wo P nuir Eckpunkte von B, P nur Eckpunkte von P
enthdlt, in solcher Weise angeben, dafi auch P und P einen gemeinsamen
Innenpunkt haben.

§ 6.
Auswahl der (n+2) Punkte bei Unméglichkeit der Trennung.

Unter einem Begrenzungselement eines konvexen Polyeders verstehen
wir die Gesamteinheit der Punkte p, bei demen von den Bedingungen
lwp| S0, |wp|S0, |[w'p|=0,.-- eine bestimmte Anzahl Male das
Gleichheitszeichen gilt. Ist das gegebene konvexe Polyeder ein Elementar-
polyeder, so unterscheiden wir nach dieser Anzahl die Ordnung des Be-
grenzungselementes. HEs mégen die Punkte

1,2,3,---n+1
ein Elementarpolyeder bilden. Ks sei dann das Begrenzungselement

1,2,---9)
die Gesamtheit der Punkte, bei denen diejenigen Determinanten ver-
schwinden, in denen die Punkte 1, 2,-..% alle vorkommen. Dies sind,
da wir unter den # 4 1 —» nicht in (1,2,---») enthaltenen Punkten
jeden zur Bildung einer Determinante weglassen konnen, # + 1 — » Glei-
chungen. Ist p die Ordnung eines Begrenzungselementes und » die Anzahl
seiner Eckpunkte, so gilt

p=n+1—u

Verbinden wir zwei in einem Begrenzungselement liegende Punkte durch
eine Gerade, so ist klar, daB fiir dieses Begrenzungselement dieselben
Satze gelten, die wir 8. 522 fir das ganze Polyeder ableiteten. Lassen
wir den Punkt # auf dieser Geraden wandern, so muB nach einem endlichen
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Stiick ‘eine der noch. positiven Determinanten des Elementarpolyeders ver-
schwinden.” Jede dieser Determinanten enthilt die dbrigen # +1 —»
Punkte und v — 1 aus der Zahl der 1,2,.--v. Moge etwa die den
Punkt » nicht enthaltende verschwinden, so heiBt dies, wir gelangen in
das Begrenzungselement (¢ + 1)** Ordnung (1, 2, 8,---»—1). Wir konnen
daher sagen: ein Begrenzungselement p** Ordnung wird von lauter Be-
grenzungselementen (u -+ 1)** Ordoung begrenzt.
Wir beweisen nun den Satz: Eine lineare Funktion

PO M 4 pB® ... 4 p) g 4 gt D)

die an den Eckpunkten 1, 2, ...» positiv ist, ist dies auch iiberall im
Innern des Begrenzungselementes. Wir betrachten zunichst die Begrenzungs-
elemente mit zwei Eckpunkten

(1) 2): (17 3)’ (1: 4‘): U (”"" 1, "’)-
Eine lineare Funktion, die bei 1 und 2 positiv ist, kann im Innern von
(1, 2) weder negativ noch O sein, weil lineare Funktionen kein Minimum
haben. Wir gehen nun zn den Begrenzungselementen der nichst niedrigeren
Orduung d. b. zn
1,2,3),(1,2,4),---(v—2,v—1,»).

Es liege p im Inmern von (1, 2,3). Ich ziehe von 1 eine Linie nach p.
Diese muB nach dem, was wir eben sahen, ein Begrenzungselement héherer
Ordnung schuneiden, und daher sowohl an dem Schnittpunkt als anch bei
1 positiv sein, sie kann demnach bei p, das zwischen 1 und dem Schnitt-
punkt Hegt, nicht anders als gleichfalls positiv sein. Und in dieser Weise
fahren wir fort.

Es seien nun P und P zwei Elementarpolyeder, und wir wollen an-
nehmen, es gibe einen Punkt ¢, der sowohl im Iunern von P als auch
im Innern von P liege. Ich behaupte, es lassen sich von den Eckpunkien
von P und P (n+2) von der Art auslesen, daf es unmiglich ist, eine
lineare Fumktion

PDZO 4 p®2® 4 ... 4 P gl 4 plat D
anzugeben, die bei denjewigen der ausgewdhlien Pumlkte, die Eckpunkte vom
P sind, positiv, und bei denjenigen, die Eckpunkte von P sind, negativ ist.

Wir ziehen durch 7 irgend eine Gerade und verfolgen sie von 7 aus
in einer beliebigen Richtung. Die Gerade kamm nicht immer im Innern
der beiden Polyeder verlaufen. Sie moge etwa aus P zuerst austreten
und zwar bei dem Punkte #'; ¢ liegt dann auf einem Begrenzungselement
erster Ordnung. Zu der Gleichung dieses Begrenzungselementes nehmen
wir noch % — 2 beliebige Gleichungen, die durch i’ befriedigt werden,
hinzu und erhalten hierdurch eine Gerade. Verfolgen wir wieder diese
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von 7 an, so sei ¢" der erste Punkt, bei dem sie aus einem der Polyeder
austritt. ¢” kann entweder auf einem Begrenzungselement zweiter Ord-
nung von P oder auf einem Begrenzungselement erster. Ordnung von P
liegen. Jedenfalls geniigt ¢ zwei Gleichungen, zu denen wir nur noch (n—3)
hinzunehmen, um so wieder eine Gerade zu bilden und zu einem Punkt ¢
zu gelangen. Das Weitergehen auf einer Geraden ist erst dann unméglich,
wenn der Punkt % Gleichungen geniigt.

Wir konnen also einen Punkt o* bestimmen, der auf zwei Begrenzungs—
elementen der Ordnung g und p liegt, wo

utpu=mn
und da
g=n+1—v, wu=n+1-—19,

S0 1st
n+l—v+nt+l1—v=n,

v+rv=mn+2.

Eine lineare Funktion, die an diesen v Punkten positiv und an diesen
v negativ wiire, miifite bei ¢* zugleich positiv und negativ sein, sie kann
also nicht existieren.

Wir haben bisher stets vorausgesetzt, daB sich sowohl unter den
gegebenen Punkten p,, p,, ps, - - als auch unter ,, 7;, Dg,--- (2+1)
finden mogen, die eine nichtverschwindende (% + 1)-reihige Determinante
liefern. Dies braucht aber nicht immer der Fall zu sein. Es konnen
etwa alle (v + 1)-reihigen und hoheren Determinanten der p verschwinden.
Wir nehmen dann eine Koordinaten-Transformation vor und ordnen die
Punkte p in dem »-dimensionalen Raum zu einem konvexen Polyeder.
Dieses erginzen wir nach der Methode des § b durch successive Hinzunahme
von Punkten aus den ibrigen Dimensionen zu einem n-dimensionalen kon-
vexen Polyeder. In diesem gibt es dann Begrenzungselemente, deren Eck-
punkte nur aus gegebenen Punkten bestehen, und in deren Innern alle
gegebenen Punkte liegen. Mit den Punkten % verfahren wir ebenso.
Nun stellen wir die Alternative der Existenz oder Nichtexistenz eines
gemeinsamen Innenpunktes nicht beziiglich der ganzen Polyeder, sondern
beziiglich der ausgezeichneten Begrenzungselemente. Man sieht sofort, da
man auch auf diese die Methoden von § 4 und § 6 anwenden kann.

IV. Aufstellung der Anndherungsfunktion.

Es. seien nun, wenn wir uns der Einfachheif halber auf 4 = 2 be~
schrinken wollen, eine Anzah! Punkte

= (@ %h2), Py = (Ta¥s2), -9, = (2,9,2,), -
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gegeben und - o
~ 7= 0,2+ a2y + &y’ + 0,7 + a5y + a5
so bestimmt, daB die griBte der GroBen
' &— zp "
mdglichst klein sei. Wenn L bei 2y, - - - 2,y, angenommen wird, so ist
etwa
a2} + a2y + a5 + a2 + agy, + a5 — 2, = L,

4,73 + %Y, + a3Y; + ay%y + GsYy + @ — 2, = &L,

(1)
“13"-2; + %xvyv + asys + a4x1 + 0'5?/, + a6 - 21, == SVL,
wo die &=+ 1.
Es habe nun
s; das Vorzeichen von L und sei <0,
S » » » &L 5, , 0,
Sy » » » &L, , +0.

Im ibrigen seien diese GroBen s unbestimmt. Aus Erwigungen, die
denen unserer Einleitung analog sind, folgt dann sofort:

Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap es keine Fumktion
kleinerer Abweichung gibt als f(xz, y), ist die Unauflosbarkeit der Gleichungen
by + bz yy + byl + b2y + by, + b =5,

@) b2} + by + by + byzy + bsyy + b = 5,
blx?r + b2x1'yv + b8y3 + b4xy + b5yv + b6 =3,
fir jedes mogliche Wertsystem s.
Die Zahl der Unbekannten ist 6, die Zahl der Gleichungen », im allge-
meinen Fall konnen die Gleichungen nur dann unauflésbar sein, wenn
v>6. Fir v =T ist die Bedingung der Unauflosbarkeit
oy ¥ om oy 1o
D— 9{% Y Y3 % Y 1 S +0.
oy Y oy 1o
Entwickeln wir nach den Elementen der letzten Spalte, so haben wir,
abgekurzt geschrieben:
D=s-(23,---7, —32-(1,3,---7)+---+s,(1,2,---6).
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Da,die s bis auf das Vorzeichen vollkommen willkiirlich sind, die Deter-
minante aber fiir alle mit der Vorzeichenbedingung vertriglichen s von O
verschieden sein soll, so siecht man leicht die Bedingung: Die Grifien

5-(2,8,--- ),
—32'(1)3)"'7))

37'(1)2;"'6)
miissen gleiches Vorzeichen haben. Hieraus bestimmt sich das Vorzeichen
der s bis auf diesen allen gemeinsamen Faktor = 1. Demnach sind auch

die ¢ bis auf einen Faktor bestimmt; wir haben jetzt nur noch das
Gleichungssystem zu 16sen, wodurch auch dieser Faktor mitbestimmt wird.

0,23 + 0,7, Y, + asyi + a, 2, + a7, + a5 — & L=z,
2
a4, 2% + 0%y + GpY; + 0,2 + Ay + a5 — 5 L = 2,

a7 + Gy 2y + agyr + 4T + sy + a5 — & L =2
Das System dieser sieben Gleichungen mit den sieben Unbekannten a, - -- a;
und L ist sicher eindeutig losbar. Denn die Determinante des Systems
unterscheidet sich von D nur dadurch, daB statt der s hier die & auf-
treten; sie ist also sicher von O verschieden.

Wir haben nachgewiesen, daB es eine Funktion kleinerer Abweichung
als die so konstruierte Funktion f(z,y) nicht geben kann. Es fragt sich,
ob und wann es eine von f(z, y) verschiedene Funktion von ebensogroBer
Abweichung geben kann. Nehmen wir an, g(z, y) sei eine solche Funk-
tion, so muB, gleichviel an welchen Punkten g(z,y) seinerseits die Ab-
weichung annimmt, an den sieben Punkten, an denen f(z,y) seine Ab-
weichung annimmt,

(F@.9,) — 2, > 19,9 — 2.1
d. b. es darf f(2, y) —g(2, y) an den Punkten z,y, nicht entgegengesetates
Vorzeichen haben wie s,, sondern es muB entweder gleiches Vorzeichen

haben oder verschwinden, was wir durch s, andeuten wollen. Dies ergibt
fir die Koeffizienten der Differenz f(z, y) — g(z, y) die Bedingungen:

blx? + b2x1y1 + bsy% + b4$l + b.,,y1 + bG = 31"
b7 + byweys + by + b2y 4 byys + b = sy,

by + by yy + byyy + bty + byy, + b = 57
Die Bedingung fiir die Auflosbarkeit ist das Verschwinden der Deter-
minante. Ist keine der Unterdeterminanten gleich Null, so kann dies nur,
Mathematische Annalen. LVIIL 35



538 Pavr KmcHBERGER.

eintreten, wenn s,"=s,’=--. =5 ’= 0, und alsdann miissen in den iibrig
bleibenden homogenen Gleichungen alle b verschwinden, d. h. f(z, y) ist
eindeutig bestimmt.

Von gewissen Ausnahmefillen abgesehen, ist die Anniherungsfunktion
durch die gegebenen Punkle eindeutig bestimmi.

Es sei jetzt v > 7. Es sei zy die Projektion eines Punktes, an dem
die Abweichung angenommen wird, und zwar wollen wir zy mit p be-
zeichnen, wenn s>0 und mit § wenn s <O. Unsere Bedingung (2)
kinnen wir dann auch so fassen: Es soll unmoglich sein, eine Funktion

b a® + byzy + byy® + byx + byy + b,
amzugeben, die an allen Punkten p positive und an allen Punklen P negative
Werte annimmd. .

Es folgt nun aus dem Hilfssatze: Wenn die Punkte p und 7 so

gelegen sind, daB sie die Existenz einer derartigen Funktion

b a® + byxy + byy® + bz + by + b
ausschlieBen, so kann man aus ihnen sieben derartige Punkte auswihlen,
daB schon sie eine Funktion der verlangten Form und Eigenschaft un-
moglich machen.

Setzen wir
. =D zy—EO) g — O p— ) gy — O,

Bezeichnet p einen Punkt z, y,, so bezeichne x den entsprechenden Punkt
des fiinfdimensionalen Raumes
7, = 2 (O EDEDEOLD)
und wir unterscheiden Punkte x und z. Es kann nun keine Funktion
BED + Bt + BEO + BEY + B0+ 5,
geben, die an allen Punkten z positive und an allen Punkten z negative
Werte annihme; denn es wiirde alsdann die Funktion

B2 + Bowy + Boy® + Bux + Bsy + Bs
auch an allen Punkten p positive und an allen Punkten 7 negative Werte
annehmen. Ich wihle unter den Punkten » und z nach § 6 des vorigen
Abschnittes sieben aus und nehme dann die diesen sieben Punkten ent-
sprechenden Punkte » und 7 und behaupte: Es kann keine Funktion

by 2? + byxy + by’ + byx + byy + b
geben, die an den ausgewidhlten Punkten p positive und an den aus-
gewiblten Punkten 7 negative’' Werte annimmt, denn sonst wiirde sich

b EO) 4 B,E0 + BEO 4 BEO 4 b0 + b,
bei den entsprechenden Punkten z und z ebenso verhalten.
Daraus folgt: Nimmt die Anniherungsfunktion die Abweichung mehr

als-sicben Mal an, so lassen sich aus der Zahl der Annahmestellen sieben
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so auswdhlen, dap die Anndherungsfunkiion auch Anniherungsfunktion dieser
sieben Punkte allein ist.

Hieraus ergibt sich die Lisung des Problems: Man greift ans der
Zahl der gegebenen Punkte sieben heraus und bhestimmt jhre Anniherungs-
funktion. Man untersucht sodann, ob die so gefundene Funktion die
Anniherungsfunktion fiir die Gesamtheit der gegebenen Punkte ist, indem
man untersucht, ob |f(2,y,) — 2,| Z L fir alle gegebenen Punkte erfillt
ist. Dies ist, wenn man auf alle moglichen Arten sicben Punkie heraus-
greift, emmal und im wesentlichen auch nwr einmal der Fall (im wesent-
lichen, d. h. die Ausnahmefille bestimmter Determinantengleichungen aus-
geschlossen). Wir haben bisher angenommen, daB der Grad der An-
naherungsfunktion gleich zwei sei; man sieht aber, daB unsere Methoden
nicht auf diesen Fall beschrinkt sind. Vielmehr gilt allgemein:

1) Die Abweichung wird im allgemeinen Fall mindestens einmal fter
angenommen, als die Zahl der Parameter der Anmiherungsfunition betrigt.

2) Der Sinn, in dem die Abweichung angenommen wird, wird durch
eine Determmantemmglewh«mg geliefert.

3) Die Koceffizienten ‘der gesuchien Amnniherungsfunktion werden durch
Auflosung eines Systems linearer Gleichungen gefunden. Dieses System wird
aus einer endlichen Anzahl von Systemen durch Versuche bestimmdt.

Der zweite dieser Sitze wird besonders anschaulich, wenn die Anzahl
der unabhingigen Variabeln nicht, wie wir bisher der Allgemeinheit
halber annahmen, gleich zwei, sondern gleich eins ist, d. h. Punkte der
Ebene durch eine Kurve angenihert werden sollen. Unsere Ungleichung
lautet dann:

-1
2y 2t 1los
z? 22—l ... 1 s
2 2 2
D=t . =+ 0.
N n PR
$”+2 xn+2 1 saa+2

Nehmen wir z, <z, <---<2z,,, an, und entwickeln nach der letzten
Spalte
D=31’(2)37'"”‘+2)"’32'(1}3""”'}'2)"'”'
so haben die Symbole (2,3,---2+2), (1,3,---n+2),--. alle gleiches
Vorzeichen. Denn sie sind gleich dem Differenzenprodukt, und offenbar
ist das Vorzeichen verschiedener Differenzenprodukte, wenn in allen jedes
Element kleiner ist, als das folgende, dasselbe. Hieraus folgt, daB die s
abwechselndes Vorzelchen haben miissen, der Sinn, in dem die Abweichung
angenommen wird, muB also abwechseln.
Wir haben uns auf das Interpolationsproblem beschrankt, weil dieses
geeignet ist, eine Art Gerippe aunch fiir die Behandlung des allgemeineren
35*
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Problems abzugeben, in dem die Anniherung einer iiberall in einem end-
lichen Intervall definierten Funktion durch ein Polynom verlangt wird.
Verfolgen wir, was durch diese Anderung des Problems an unserm bis-
herigen Gedankengang geéndert wird. Die Abweichung wird nicht mehr
in einer endlichen Anzahl diskreter Punkte angenommen zu werden
brauchen, sondern wir werden ,,Abweichungskurven® haben, und zwar zwei
verschiedene, nach dem Sinn, in dem die Abweichung angenommen wird.
Wir projizieren diese Kurven wieder auf die Ebene der unabhiingigen
Variabeln. Bei % unabhingigen Verinderlichen bilden die Projektionen
(k—1)-dimensionale Gebilde. Alle friheren Erwigungen bleiben bestehen,
und es handelt sich vor allem um die Moglichkeit, auch den Satz des
vorigen Abschnittes zu itbertragen. Dieser Satz wiirde lauten:

Sind tn einem n-dimensionalen Raum zwei endlich begrenzte Flichen-
stiicke gegeben, so lassen sie sich ewtweder durch eine Ebene trennen, oder
es existieren auf ihnen n + 2 Punkie, so dap schon diese die Tremnung
unmoglich machen, wenn die auf einem Flichenstiick liegenden Punkte
von denen des andern getrennt werden sollen. Diese Flichensticke wiren
zu ,konvexen Korpern® zu erginzen, und diese Korper kénnten als konvexe
Polyeder mit unendlich vielen Eckpunkten angesehen werden. Das Er-
ginzen der Flichenstiicke zu konvexen Ko6rpern kann etwa so gedacht
werden, dafl als Innenpunkt des neuen Korpers jeder Punkt genommen
werden soll, der auf einer geradlinigen Strecke liegt, deren Endpunkte
entweder Punkte des gegebenen Flichenstiicks oder schon auf diese Weise
erhaltene Innenpunkte sind. Es wire nun za zeigen, daB zwei, aus zwei
beliebigen Flichenstiicken auf diese Weise erhaltene ,konvexe Korper¢
sich durch eine Ebene trennen lassen, falls kein Innenpunkt des einen
ein Innenpunkt des andern ist, und ferner, daB sich fiir jeden Innenpunkt
eines konvexen Polyeders ein Elementarpolyeder (im fritheren Sinn) an-
geben liBt, in dessen Innern der betreffende Punkt liegt, und dessen Eck-
punkte simtlich Punkte des erzeugenden Flichenstiicks sind.

Es ist zu vermuten, daB alle diese Sitze richtig sind. Dann aber
1iBt sich unser ganzer fiir das Interpolationsproblem durchgefiihrter Ge-
dankengang auf den Fall einer iiberall definierten Funktion &bertragen,
und wir haben allgemein den Satz:

Ist m die Anzahl der verfiigbaren Parameter der Anniherungsfunktion,
so existieren m -+ 1 Punkte der gegebenen angendihert dorzustellenden Funktion
von der Art, dap die Anniherungsfunktion dieser m + 1 Punkte allein zu-
gleich die Anniherungsfunktion der gegebenen Funktion ist.

Fiir den einfachsten Fall einer unabhingigen Variabeln, fiir den sich,
wie wir sahen, eine Abwechselung des Sinnes der Abweichung ergibt, ist
dieser Satz in meiner Dissertation amsfiibrlich nachgewiesen.



