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Untersuchungen aus der Mengenlehre*).
Von

Fevix BerxsTEIN in Halle a./S.
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Einleitung.

Gegenwirtig stehen zwei Probleme innerhalb der Mengenlehre im
Vordergrund des Interesses. Das eine bezieht sich auf das Kontinuum,
d. h. die Menge, welche aus allen reellen Zahlen besteht, das andere be-
zieht sich auf die Grundlagen der Mengenlehre.

Das erste ist bereits im Jahre 1873 von dem Schépfer dieser Disziplin
G. Cantor*) in seiner ersten Arbeit iiber diesen Gegenstand gestellt
worden. Es beruht auf der dort gezeigten Tatsache, daB es zwar moglich
ist, jeder reellen algebraischen Zahl eine bestimmte, fiir sie vollig charakte-
ristische natiirliche Zahl zuzuordnen, daB es aber unmdéglich ist, auf diese
Weise alle reellen Zahlen mit den ganzen rationalen Zahlen in eine um-
kehrbar eindeutige Beziehung zu setzen. Bezeichnet man zwei aus irgend
welchen Dingen bestehende Mengen, welche aufeinander umkehrbar ein-
deutig abbildbar sind, als dquivalent oder von gleicher Michtigkeit, und
rechnet man alle Zquivalenten Mengen in eine Klasse, so dréngt sich
sofort die Frage auf:

» Wieviel verschiedene Klassen dieser Art kann man aus
reellen Zahlen bilden?¥

Das ist das Cantorsche Kontinuumproblem.

Es ist fiir einen groBen Teil der bisherigen Forschungen in der
Mengenlehre der Leitstern gewesen. Zur Inangriffnahme desselben boten
sich naturgemiB zwei verschiedene Wege dar.

Erstens konnte man hoffen, durch Untersuchung der speziellen ver-
schiedenartigen Mengen, die sich im Kontinuum darbieten, fiir immer
umfassendere Grebiete von Mengen die Frage nach der Zahl der Klassen
zu l06sen, und so durch eine Art vollstindiger Induktion des Problems
Herr zu werden.

Das wichtigste Resultat nach dieser Richtung ist der Satz von
G. Cantor:

Alle abgeschlossenen Mengen, d. h. alle diejenigen Mengen, welche
ihre Grenzelemente enthalten, sind entweder abzihlbar oder von der
Michtigkeit des Kontinuums.

G. Cantor hat die Vermutung ausgesprochen, da8 fiir alle Mengen
im Kontinnum das gleiche Resultat zu erwarten sei. Es hat dies jedoch
bis jetzt nicht bewiesen werden kénnen. Die Hauptschwierigkeit der
Untersuchung bieten die i -sick dichien Mengen, diejenigen, bei denen

*) Hinsichtlich der Literatur verweise ich sowohl auf die Originalabhandlungen
G. Cantors als auf das zusammenfassende Referat von A. Schonflies, Jahres-
berichte d. d. Mathvgg. 1300 Bd. 8§, H. 2.
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jeder Purkt Grenzpunkt von Punkten der Menge ist. Hier hat eine
neuerdings von Baire getroffene Unterschelduno' in Mengen erster und
zweiter Kategorie mannigfaches Interesse.

Der zweite Weg, der ebenfalls von G. Cantor eingeschlagen Wurd,e
geht von der Menge der natiirlichen Zahlen aus. Es gelingt von hier aus
neue Mengen zu konstruieren, welche sich in bezug auf ihre Michtigkeit
als die unmittelbare Fortsetzung der erstgenannten Menge erweisen. Man
gelangt zu einer ganzen Reihe von ansteigenden Mdichtigheiten, die sich in
liickenloser Folge unbegrenzt aneinander schliefen, der Reihe der sog. Aleph.
Das Kontinuumproblem spitzt sich hier insbesondere auf die Frage zu,
die Bezichung der auf die abziahlbare Michtigkeit sundchst folgenden, mit
Aleph-Eins bezeichneten Menge zum Kontinuum festzustellen. —

Die Untersuchung der Grundlagen der Mengenlehre ist aus verschie-
denen Griinden zum Bediirfuis geworden.

Mit allen Disziplinen, die sich im Anfang ihrer Entwicklung befinden,
teilt die Mengenlehre das Schicksal, daB der Fortschritt in ihr mehr
durch sinnreiche Einfille als durch systematische Methoden erzielt wird.
Zwar sind auch in der letzteren Richtung bemerkenswerte Ansitze vor-
handen. Die Einfithrung des Potenzbegriffes, der Beweis des spater noch
zu erwihnenden Aguivalenzsatzes haben es gestattet, Schliisse, die friiher
pur aguf mithsamen Umwegen erreichbar waren, jetzt in einem fast ele-
mentaren Kalkiil zu erlangen.

Um diesem Kalkiil die wiinschenswerte Abrundung zu verleihen, ist
es notwendig, diejenigen voneinander unabhingigen Sdtze tn moglichst voll-
stindiger Zahl aufzustellen und zu beweisen, welche fiir alle Mengen Giiltig-
keit haben.

Die in die neueste Zeit fallende Entdeckung von Mengen, wie z. B.
der Menge aller Ordnungszahlen, welche sich in wesentlichen Punkten
den fiir alle Mengen bisher als richtig angesehenen Gesetzen nicht fiigen,
verleiht den Sidtzen, welche fiir alle Mengen ohne Ausnahme gelten, ein
wichtiges theoretisches Interesse. Besonders fallt hierbei ins Gewicht, daB
die Frage noch offen ist, ob das Kontinuum zu den jiingst untersuchten
Mengen hinzugehort oder nicht. —

Die vorliegende Arbeit zerfillt in drei Teile.

Im ersten Teil beschiftige ich mich mit Fragen, welche den Grund-
lagen angehdren. Insbesondere beweise ich den allgemeinen Satz, daj
die Teilung der Menge in eine endliche Anzahl von gleichen Teilen im Sinme
der Miichtigkeit eindeutig ist. Hieraus flieBt die Erkenntnis, daf das Kon-
tinuum durch fortgesetzte endliche Teilang nicht verkleinert werden kann.
Ferner 138t sich die Frage nach der Addmon der Unglewhungm ‘hieraus
fiir vergleichbare Mengen erledigem. :: ©3 aisid & pial io3asl o



120 ) F. BernsTEN.

Die Frage nach der Vergleichbarkeit von Mengen bietet auBerordent-
liche Schwierigkeiten. Fir gewisse Gebiete von Mengen, innerhalb deren
Mengengleichungen gelten, 1i8t sich jedoch, wie ich ausfithre, die Ver-
gleichbarkeit allgemein zeigen.

Im zweiten Teil handelt es sich darum, das Kontinuum mit der Menge N,
in nihere Verbindung zu setzen. Dies geschieht durch einen Satz, welcher
eine vollkommen parallele Definition beider Mengen aufzustellen gestattet.
Die Zahlen der zweiten Zahlenklasse erfahren dabei eine geometrisch-an-
schauliche Deutung.

Im dritten Teil wird die Gesamtheit der Mengen, welche dem Kon-
tinuum angehdren und fiir die die Frage nach der Michtigkeit gelost
werden kann, mit der Gesamtheit aller Teilmengen des Kontinuums ver-
glichen. Es wird der Satz abgeleitet, daf die Gesamiheit der abgeschlossenen
Mengen mit Hilfe der reellen Zahlen abgezihlt werden kann. Das Resultat
des angestellten Vergleichs ergibt einen MaBstab der Beurteilung, wie weit
man bisher in der Losung des Kontinuumproblems auf diesem Wege
gekommen ist.

Die Konstruktion eines hoheren Typus fiir das Kontinuum soll zeigen,
wie eine Erweiterung der bisherigen Resultate gewonren werden kann.

Erstes Kapitel
Uber die allgemeinen Eigenschaften der Mengen.

§ 1.

Der Aquivalenzsatz.

" Erklarung. Zwei Mengen M und N heiBen dann dguivalent oder
von gleicher Michtigkeit, wenn es ein umkehrbar eindeutiges Beziehungs-
gesetz ¢ gibt, welches sie Element fiir Element aufeinander abbildet
(G. Cantor®)). Unter einer Teilmenge einer Menge M versteht man eine
Menge, deren Elemente simtlich der Menge M angehoren. Sind M und
N zwei beliebige Mengen, so sind logisch die folgenden vier Falle moglich:

1) Es ist M iquivalent einer Teilmenge N, von N, dagegen N
keiner Teilmenge von M, in Zeichen:
N> M.

2) Es ist N dquivalent einer Teilmenge M, von M, dagegen M
keiner Teilmenge von N, in Zeichen:
M > N.

* G. Cantor, Journ. f Math. Bd. 84, S, 242.



Untersuchungen aus der Mengenlehre. 121

3) Es ist M dquivalent einer Teilmenge M, von N und ebenso
N #quivalent einer Teilmenge N, von M.

4) Es ist M #quivalent keiner Teilmenge von N und N keiner
Teilmenge von M.

Hinsichtlich des dritten Falles gilt der folgende Satz:

Satz 1. Ist M &quivalent einem Teile M, von N und N einem
Teile N, von M, so ist M #quivalent N.

Dieser Satz ist zuerst von G. Cantor¥*) behauptet worden und wird
auf seinen Vorschlag als Aquivalenzsatz der Mengenlehre bezeichnet. Be-
wiesen wurde derselbe unabhingig von E. Schrider®) und mir.**¥)
Einen Beweis gibt ferner E. Zermelo.{) Auf eine Besonderheit des Be-
weises sei noch hingewiesen. Ist ¢ die Abbildung von M auf M, und
¢ die Abbildung von N auf N,, so wird die Abbildung y von M auf N
eindeutig aus @ und ¥ hergeleitet. Ist eine Menge ® ={¢} und eine
Menge ¥ = {9} von Abbildungen ¢ und ¥ gegeben, so entspricht jeder
Kombination von ¢ und 3 eine Abbildung %, so daB eine Menge X = {y |
entsteht, von der Art, daB fir die Kardinalzahlen die Beziehung

X=0.V¥
gilt.

§ 2.
Die Division der Mengen durch endliche Zahlen.

Vorbemerkung. Es gelten die folgenden Definitionen und Sitze
(G. Cantor):

1. Sind M und N zwei Mengen und nennt man diejenige Menge,
welche sowohl die Elemente von M als die von N enthilt, die Summe
M + N dieser Mengen, so ist
(1) M+ N=N+ M.

2. Sind M und N zwei Mengen, so nennt man diejenige Menge,
welche alle Kombinationen (m, n) der Elemente m und » der beiden
Mengen enthilt, das Produkt M - N dieser Mengen; es ist

(2) M-N=N-M.
3. Sind M und N zwei Mengen, so nennt man diejenige Menge,
welche — im Sinne einer bekannten Ausdrucksweise — alle Kombina-

* G. Cantor, Ztschr. f Philosophie Bd. 91.

*) E. Schroder, Jahresb. d. d. Mathvgg. Bd. 5 (S. 81).

%) Vgl. Borel, Legons sur la théorie des fonctions. Eine Darstellung meines
Beweises findet sich in dem Referat von Schonflies, Jabresb. d. d. Mathvgg.
Bd. 8, Hft. 2.

1) E. Zermelo, Gott. Nachr. 1901, p. 1—35.
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tionen von Elementen aus M zur N'*" Klasse enthilt, die Potenz MY
(M hoch N). —

Es gelten hinsichtlich des aufgestellten Additions-, Multiplikations-
und Potenzbegriffes das assoziative und kommutative Gesetz, wie bei end-
lichen Zahlen.

Wir untersuchen jetzt die inversen Operationen und stellen den folgen-
den die Division betreffenden Satz auf.

Satz 2. Aus der Gleichung
2M=2N
M=N. .
Dem Beweise schicken wir eine Reihe leicht zu beweisender Hilfs-
sitze iiber umkehrbar eindeutige Abbildungen voraus.

Hilfssatz 1. Die umkehrbar eindeutigen Abbildungen eines Systems S
in sich bilden eine Gruppe ®s.

Hilfssatz 2. Es sei eine Reihe von umkehrbar eindeutigen Ab-
bildungen vorgelegt,

folgt

(1) 1711; o> X3y~ °

und es mdgen dieselben eine Gruppe bilden, d. h. es sei

@) Tu 4= %o’

ferner moge es zu jedem y, ein und nur ein g, geben, so daB
(3) Le® x.‘,‘ =1

ist (wo 1 die identische Abbildung bedeutet).
Ist nun s ein Element von 8§, fiir welches

(4) s xv(‘;) (” =123,-- '))

so ist

(5) Z,u(s) + xv(s) (’” +p= 1; 27 3: °e )
Hilfsatz 3. Sei s==s" und sei

(6) s*b(s') firv=1,23,--,

so ist anch

(M 1.6+ 21.6) (@,v=1,23,--)

Denn aus

(®) 2:.(8) + 2,(5)

folgt durch Multiplikation mit

§ =1, 1(5) = 7,(5)-
Erklirung. Sind i ¢
Ty, Igy Tsy - -

eine Reihe von Teilmengen des Systems S, von demen keine mit einer
andern ein Element gemeinsam hat, so nenne ich sie ein gefrenntes System
von Teilmengen.
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Hilfssatz 4. Ist 7 = (¢) eine Teilmenge von S, und ist stets

9) t+1,@) (v=1,238,.-5t+1),
so bilden die dquivalenten Teilmengen
(10) T, (1), (D), - -

ein getrenntes System.

Hilfssatz 5. Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes ist
(11) S=8+T.

Denn bezeichnet man mit », die Michtigkeit der Menge der natiir-
lichen Zahlen, so entsteht durch wiederholte Anwendung der Gleichung (11)
eine Zerlegung von der Form:

S=1T -8+ R;
also ist
T+ S=T@,+ 1)+ R= T8+ R,
S=8+T.

Beweis des Satzes 2. Wir schreiben die Voraussetzungen in der

Form

mithin

a) S=u,+ z,= 2+ 2,,
(12) b) Zy = Zy,
) xg=x,.

Die den Gleichheitszeichen entsprechenden Abbildungen konnen als
umkehrbar eindeutige Abbildungen des Systems S in sich aufgefaBt werden,
wir bezeichnen sie mit ¢,, ,, ¢,. Wie unmittelbar ersichtlich, ist
(13) ga=gi=9;=1

Wie die nachstehende Figur veranschaulicht, zerfallen gemiB der
Gleichung (12a) die z in der folgenden Weise:

Ty =Ty + Ty,

Zy= Zp3+ Z
14 2 23 24)
(1) Ty = Ty + Tgs,
Zy= Ty + 2y,

WO X, = Zy;.

T

N
8
-
-

xy 259 x, EN

#

A H—————
HAHAHH A ———)

HHAAHHAHA A HA A
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Bedeutet 7, irgend eine Teilmenge von z, und 7, eine iquivalente
von x,, so kann man z, und z, dadurch transformieren, daff man die
Elemente von T, gegen die von T, austauscht. Es gelten fiir die trans-
formierten 2,* und x,* die Beziehung (12) sowie die Gleichungen

* *
1 1) 3 3
und ebenso ’
x2*N x?; x‘i (2] x}'

(14%)
Es ist also ausreichend, den Satz 2 fiir die 2%, x,* zu beweisen, um
den RiickschluB auf die 2; und z, machen zu konnen. In gleicher Weise
gestatten auch die Mengen z; und z, solche Austauschtransformationen.
Das Ziel des Beweises ist, zu zeigen, daB wir nach geeigneten Trans-
formationen eine solche Zerlegung der Form (14) bekommen, daB ;5 so-
wohl gegen z,, als gegen z,, zu vernachldssigen ist, d. h. daB
Ty = Tz + Ty~ Ty

und '
. Ty = Tyg T Tgg ™~ T3

ist. Denn hieraus folgen die Gleichungen
2y = Ly = Zyyy
Ty= Ty= Zog.

Damit sind aber fiir die Mengen xz, und 2, die Voraussetzungen des

Aquivalenzsatzes gegeben. Es kann daher der SchluB
Ty == Ty,
welcher die Behauptung enthilt, gezogen werden.

Wir suchen zu unserem Zwecke die Menge x,; mit z,, und z,; in ge-
eignete Beziehung zu setzen. Hierzu bilden wir aus den Abbildungen ¢,
und @, alle moglichen Zusammensetzungen, die wir in zwei Reihen so
anordnen:

(15) T=20 =12 PoPc™ Yis PsPePs=Yo»" "~
D= T3y PoPp= X5y PcPoPc= X1 "*

Zu jeder Abbildung y gibt es eine und nur eine inverse, denn es ist unter
Beriicksichtigung von (13)

Zinsslanss= 1,
(16) Lialanyr = 1,

Linsslanss= 1.
Im tibrigen liefert die Zusammensetzung von irgend welchen Abbildungen
z wieder eine Abbildung derselben Reihe, die von 1 verschieden ist.

Es bilden infolge ihrer Entstehung die y eine Gruppe von umkehr-
bar eindentigen Abbildungen des Systems S = z, + z, in sich.

Es sind zwei Fille hinsichtlich der Abbildung eines Elementes e
von z,; moglich:
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1) ¢, wird durch eine Abbildung y mit erdlichem Index in ein
Element von x,, iibergefiihrt.

2) ¢ wird niemals durch die Abbildungen der Reihe (15) in ein
Element von z,, iibergefiihrt.

Der wesentliche Gedanke bestebt nun darin, durch Austausch von
Elementen aus z,; yegen Elemente von x,, es zu erreichen, daf lediglich der
sweite Fall eintritt.

Gesetzt nimlich, es trete fiir alle Elemente e der zweite Fall ein,
so behaupte ich, daB die Bilder y,,(z,5) (resp. 1s,., @) abwechselnd in
Z,3 und z,, liegen, und dort ein getrenntes System von einfach unendlich
vielen Teilmengen bilden. Hieraus folgt dann aber nach Hilfsatz 5, daB

i3+ Xy = Zyy,
Zyg + Tgg = Zog

ist, woraus, wie oben gezeigt, unser Satz resultiert.

In der Tat, durch die Abbildung y, geht im zweiten Falle z,; gdne-
lich in z,y iiber. Durch z, gehen dann die Elemente von z,, in solche
von z,, oder z,, liber, mithin geht nach 2) g,(#,;) in z,, auschlieBlich iiber.

Indem man so fortfihrt zu schlieBen, gelangt man durch vollstindige
Induktion dahin, daB bei jeder Abbildung mit dem Index 4% die Menge
x5 ginzlich in z,;, bei jeder Abbildung mit dem Index 4% + 2 die Menge
2,5 in z,, tbergeht. Das ganz Analoge aber findet bei den Abbildungen
Xan+1 und Xsn+3 statt.

Die Reihe der Abbildungen y erfiillt schlieBlich die Bedingung, daB
sie umkehrbar eindeutige Abbildungen des Systems S in sich sind, auBer-
dem bilden sie den Teil einer Gruppe von solchen Abbildungen, wo es zu
Jedem Element ein und nar ein inverses Element der Gruppe gibt. Bedenkt
man noch, daB die Bilder von z,; niemals auf z,; zuriickfallen, so ergibt
sich, daB die Anwendung der Hilfssitze 1 bis 5 erlaubt ist, was zu den
gewiinschten SchluBfolgerungen fiihrt.

Wir gehen nunmehr zu dem allgemeineren Falle 1) iiber. Wir ver-
stehen unter z;; diejenigen Elemente von z,5, welche durch y, in z,, iber-
gehen. Unter {3 ferner verstehen wir diejenigen von z;; verschiedenen
Elemente, welche durch g, in solche Elemente von 2z, ibergehen, welche
noch nicht durch die Abbildung y, getroffen worden sind. In gleicher
Weise definieren wir z{3,.--,2{9--- Wir erhalten folgendes Schema:

x;3) 11 (27{3) in x,; ’
1) Zis =+ 13, 1 (21s) + 22(21s) n z,,
Zis=+ 215 + i3, 1 (wis) =+ Ly(@is) + %53 in z,,,

Tis = zis oo 2, 1,@0) F (@) - - 2,17 in 2yl



126 F. BernserRIN.

Wir bilden nunmehr die iquivalenten Summen

a®
2;“{") und 7, = E,Zv(x@)
=1 -
Nunmehr vollziehen wir einen Austausch von Z,; gegen Z,,; setzen wir

(18) Zyg = Fy3+ ZTyg Ty = Tpq + Ty
und bezeichnen wir die transformierten x mit z*, so wird

* . =3
Zyg™ = Tyg
19 ¥ =+ Ty
19) -
Tay = Tgy

Log™ = Loy + Ty

Die neuen z,% 2% z* z,* entstehen dann gemiB der Formel (14).
Nach den eingangs gemachten Bemerkungen haben wir uns jetzt nur
noch mit diesen zu beschiftigen. Untersucht man jetzt das Verhalten
von ,3* = Z, gegeniiber den Abbildungen (15), so findet man, daB jetzt
nur noch der zweite Fall eintreten kann

Denn gesetzt, es ginge irgend ein Element von z,*= Z,, durch g,
in z,*=17,, iiber, so trite das in Widerspruch mit der Definition von z{3),
denn z{) soll alle Elemente von z,; enthalten, welche verschieden sind
von 2ig--- 2%V und in Elemente von z,, iibergehen, die nicht in

> ) g

and die betrachteten Mengen endlich, so mu8 der nach der angegebenen
Vorschrift vollzogene Austansch zur Folge haben, daB z;; und dann aber
auch z,, vollig verschwunden sind. Dies kann man sich leicht veran-
schaulichen. Im allgemeinen Falle verfahren wir, wie bereits angegeben.
Es resultiert

und da nach (14%)

z,* = z*

¥z, zFeox

ist, so folgt
(20) By = Ly = Ty = Z.
Satz 3. Aus :
M~n- N
folgt
M~ N,

wenn n eine beliebige endliche Zahl bedeutet.

Der Beweis ist eine genaue Verallgemeinerung des soeben gefiihrten
Die eimzige Schwxengkext beraht in der richtigen Wahl der Relhe der
Abbildungen 7. .
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Setzt man entsprechend an:
Bt Tt T =ht Rt Y,
(1) By =Ty =Fg= =2,
h=Y=Y= =Y,
und bezeichnet die Abbildungen der Reihe der z mit

P15 P13y " * "> die der y mit Pi2> Yasy - s
bildet man ferner die Zerfallangen
Ty =2y + Ty + -+ Ty,
@) Ty=Zgy + Tpe -+ *+ -+ Xay
xnzxn1+ x‘n2+ e + xﬂnr
80 hat man zu zeigen, daB nach gehorigen Vertauschungen
3) Ty = Ty + Zyo,
nach weiteren Vertauschungen
2y =Ty + Ty

usw. wird. Indem man alle Vertauschungen auf einmal vornimmt, be-
kommt man dann

(4) Zyy = Ty + Typ = Ty + T3 = By + Ty,- - -
Dies hat aber, wie man unmittelbar sieht, zur Folge, daB
=2, dh <y
wird. Die Symmetrie der Voraussetzungen erlaubt, denselben Weg bei
den y einzuschlagen. Man gelangt dadurch zu der Relation

® h1="Yn, d h <z,
und folgert daraus nach dem Aquivalenzsatz
(6) Zy = ¥%-

Um die Vertauschungen zu finden, welche zu der Gleichung (3) fithren,
hat man zu bilden

(M ’—1 T= P12 L2= Pro¥1e> X5 = Pr2¥P12P1sy " *
und dann nach dem Schema (17) so auszutauschen, daB die Bilder von
Z;, entweder in x,, oder in 2, zu liegen kommen.

Satz 4. Aus

folgt
z 2> a.

Dieser Satz, der die Subiraktion behandelt, zeigt aufs deutlichste den
Unterschied der Gesetze der transfiniten und der endlichen.Mengen.

22=z+a
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Beweis. Wir schreiben die Voraussetzungen in der Form
&+ Ty =23+ 24,
(1) Ty =2,
Ty= 2.

Die Abbildungen (z‘ ’) bezeichnen wir mit ¢,
3 1

N
” » 2, Ty » » 39 11" .

Wir werden dieselben als Abbildungen des Systems (z,, #,, #;) in
sich auffassen.
Die Zerlegungen
Ty = 3+ %y,
Ty = Zog + Xy

veranschaulicht die nachstehende Figur.

——
B
-

X

2,8 T

E27

R
HH-H A A
B
N
»
A ——————— )
#
HEH A P

Fig. 2.

Wir bilden die Reihe der Abbildungen

=L t=9 =9% 1:=9%9,"
und unterscheiden zwei Fille:
1) Es existieren in x,, Elemente ¢,,, welche durch eine Abbildung g
In Zo iibergefiihrt werden.
2) Kein Element von z,, wird durch die Abbildungen y in z, tiber-
gefiihrt.
Im zweiten Falle erkennt man leicht, daB die Bilder

1), 1@, -
abwechselnd in 2,5 und z,, liegen miissen. Letzteres hat dann (unter
Hinzuziehung der Hilfssitze zu Satz 2) zur Folge, daB

€)) Zyy+ Loy =2y = 24
ist. Da 2y, Teil von z, ist, so folg}.also
ik Zy 2 Xy,

z>a.
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Trifft der erste Fall zu, so fithren wieder die dem Schema (17) ent-
sprechenden Vertauschungen zu transformierten z,*, 2% 25*%, 2,* und die
fiir diese geltenden Beziehungen fiihren zu der Ungleichung

z* > x*,
welche wieder
Ty 2> Ty,
z>a
nach sich zieht.
§ 3.

Uber die Ungleichungen der Mengenlehre.

Erklirung 1. Nachdem der dritte der in § 1 beziiglich des Ver-
hiltnisses zweier Mengen M und N aufgestellten Fille durch den Beweis
des Aquivalenzsatzes erledigt ist, bedarf nur noch der vierte Fall

4) , M ist iquivalent keinem Teile von N und N keinem Teile von M“
einer Erliuterung.

Es ist bisher nicht gelungen, zu zeigen, daB dieser Fall bei den un-
endlichen Mengen ausgeschlossen ist. Man ist daher gendtigt, bei gewissen
Sitzen diesbeziigliche Einschrinkungen zu machen. Man bezeichnet das
Statthaben resp. Nichtstatthaben desselben als , Nichtvergleichbarkeit“ und
» Vergleichbarkeit“ der betreffenden Mengen.

Erklirung 2. Das ,Gréfer® und ,Kleiner“ bei Mengen wird
folgendermaBen definiert.

Tritt bei zwei Mengen M und N der erste Fall ein, so heiBit

M Kkleiner als N,

in Zeichen
M<N. ,
Tritt hingegen der zweite Fall ein, so heiBt
M groBer als N,
in Zeichen
M>N.

Wir stellen nun das folgende Theorem auf:
Satz 1. Sind a und b zwei Mengen, fir die

D a>b
9L, und ist ¢ eine weitere Menge, fiir die
2) b>c¢
ist, so besteht die Ungleichung
®3) eat+e>b+e.
Beweis. Wir schreiben die Voraussetzungen in der Form
“@) a=d+a'+ab=d +a", c=a". - - y

Mathematische Annalen. LXI.
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Es ist jedenfalls

) : a+e>b+e.
Das Gleichheitszeichen fiihrt zum Widerspruch, denn sei
(6) a+c=b+e¢, dh o+ (a"+2a")=(a"+ 2a"),

so folgt, indem man links fiir (¢”+ @) seinen Wert o'+ (¢” + 2a™)
einsetzt,

(7) 2a/+ an+ 2alll a'/ + 2 107
durch Addition von a” erhilt man
(8) 2 (al + all + al/r) — 2 (au + all/),

d. h. 2a = 2b und dies erlaubt nach Satz 2 des vorigen Paragraphen auf
a =D, also einen Widerspruch gegen die Gleichung (1), zu schlieBen. Es
ist also in der Tat

at+e>b+ec.
Satz 2. Aus
1) a>b, ¢>d
und aus der Bezichung
(2) b vergleichbar mit d,
>
d h b Z d,
folgt
3) at+e>b+d.
Beweis. Sel etwa
(4) b>d,
so folgt aus Satz 1
) at+d>b+d.
Ferner ist offenbar
(6) at+c>a+d,
also ist
a+e>b+d.
Satz 3. Damit aus
a>bse>d
folge *
a+ec>b+d,

ist es notwendig, daf b und d vergleichbar sind, oder solche nickt vergleich-
bare Mengen, fiir welche die Relation A
2m >m
Beweis. Gesetzt nimlich, es sind b und d solche unvergleichbare
Mengen, fiir die auBerdem
@ - . .. 2b=0b, 2d=4d

st (Dleses letatere tritt beispielsweise ein, wenn b = x‘b d = 8od’ isk)
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Dann setzen wir

a=b+d,
@) e=b+d,
dann ist sicher
a>b, e>d.

Die Addition der Ungleichungen (2) liefert aber
at+e=0+d)2=>b+d.
Bemerkung. Man kann mit Hilfe de}' im vorigen Paragraphen
gegebenen SchluBweisen auch unmittelbar die Richtigkeit des Satzes 1
zeigen. Um dann den Satz 2 des § 1 zu zeigen, ist es nétig, aus

22 =2a
die Vergleichbarkeit von # und a zu zeigen. Dies ist jedoch nur in
speziellen Fillen ¢ = 24, a'= a® usw. einfach.

§ 4
Uber die Vergleichbarkeit der Mengen.
Man kann auf die Vergleichbarkeit von Mengen M und N zuweilen

aus Gleichungen schliefen, die zwischen ihnen bestehen.
Satz 1. Ist

@ M+N=M-N,

so st
M vergleichbar N

Beweis. Wir setzen
@), M ={m}, N={n}.

GemiB der Gleichung (1) zerfillt M- N, wie die Figur veranschaulicht,
in zwei Teile B und S. Wir setzen

% M~R={m,,n,},
I 3 N~ 8={m,n},
b
i

wi 7 EIZEITE|E it
= ‘ it'.;_. = E.T.
< I¥Tzz12 Tz
I ¥ ¥x T Nyopxz
T T T T 3 =
= z T i
I il L AT =

I

'1"' Fall.

Es konnen nun zwei Falle eintreten.
1. Es gibt fiir jeden Wert .von e, mmdestens ein (m,, n.), welahes
) o
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nicht in R vorkommt. In diesem Falle gehort eine Menge M~ {m,, %},
wo m, alle Werte von M durchliuft, zu S. Sie bildet also eine Teil-
menge derselben. Es ist mithin
M8, dh M<ZN.
2. Es gibt einen Wert von m,, m* so daB alle {m* x.}, wo x,
die Werte von N durchliuft, za R gehéren. Es ist also
N~{m? n,.} eine Teilmenge von R.

NLR, d i N M%)

Erklirung 1. Ein System S von Mengen derart, daB die Summe
zweier Mengen des Systems wieder dem System angehért, heife ein voll-
stindiges System.

Erklirung 2. Ein System S von Mengen, welche alle untereinander
vergleichbar sind, heifle ein Bereich von Mengen.

Satz 2. Gilt fir jede Menge M eines vollstindigen Systems S wvon
Mengen die Gleichung
(1) M*=M,
so bildet S einen Bereich.

Beweis. Seien a und b zwei Mengen des Systems S, so ist

(@) a*+2s-b+b=a+2a-b+b=a(l+b)+b(l+a).

Ferner folgt unter Benutzung des Aquivalenzsatzes aus

Mithin ist

a’=a, b*=0b,
und

2a > a?, b < 2%,

2a<a-a, b-b>2-b

die Beziehung
a=a®=2aq, b=5b"=2)

und aus demselben Grunde
a=a+1, b=>b+1;

also ist

3) a*+2a-b+b=2.a-b=a-b.
Andrerseits ist (@ + b) eine Menge des Systems S, also ist
4) a®+2a-b+ b= (a+bl=a+b,

*) Wie Herr Beppo Levi, Intorno alla teoria degli aggregati (Lomb. Ist. Rend. II,

35, p. 863) mit Recht bemerkt, wird hier von dem folgenden Schlu8 Gebrauch gemacht:
Es zerfalle eine Menge 4 in Teilmengen s, von denen nicht zwei ein Element ge-
~xoein haben; es sei S={s} die Menge dieser Teilmengen. Dann gibt es wenigstens
eine Teilmenge von A4, welche dquivalent 8 ist. Uber die Bedentung dieses Schiusses
- giebe ferner: F. Bernstein, Bemerkung zur Mengenlebre (Gott, Nachr. 1904, pg. 6).
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mithin
) a+b=a-b,
woraus nach Satz I die Behauptung folgt.

§ 5.
Anwendungen auf das Kontinuum.

Die in Paragraph 1—4 bewiesenen Sitze beruhen lediglich auf den
Eigenschaften der umkehrbar eindeutigen Abbildung. Sie haben daher
fiir alle Mengen, gleichgiiltig welche Eigenschaften ihnen sonst zukommen,
Giiltigkeit. Dies bhat namentlich Bedeutung fiir diejenigen Mengen, von
denen nicht bewiesen ist, daB sie in wohlgeordnete Form gebracht werden
konnen. Insbesondere erhalten wir fir das Kontinuum den folgenden
neuen Satz.

Satz 1. Teilt man das Kontinuwm in eine endliche Anzahl gleicher
Teilmengen, so ist jede dieser Teilmengen gleich dem Kontimuum.*)

Es kann also das Kontinuum durch fortgesetzte endliche Teilungen
nicht verkleinert werden.

Beweis. Bezeichnet ¢ die Michtigkeit des Kontinuums, so ist also

1) n-T=c
und da
c=n-c
nx = nc,

also nach § 1, Satz 3
Z=c.

Des Interesses halber, welches der Satz 1 bietet, fiige ich noch den

folgenden einfachen Beweis desselben hinzu.
Hilfssatz. Aus

(2) =2y, 2y
folgt
z=4y.
Denn schreiben wir (2) in der Form
z-2 =y+Y,

so erkennt man mittels des in § 3, Satz 1 angewandten Verfahrens, daB
entweder
®) ¥y,
oder
y>r =2z
*) Diese Teilmengen sind nicht als Intervalle, sondern als ganz umegelmﬁig.
verteilte Punktmengen vorzustellen.
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ist. In Verbindung mit (2) ergibt dies
Y=z

Wir fiihren der Einfachheit halber den Beweis des Satzes 1 fiir den
Fall = 2. Es sei
4) 2z =ec.

Offenbar ist
(5) B=atx>2z>c.

Wir betrachten 16z* Einerseits ist

162 = ¢t = ¢.
Andrerseits ist

(6) 162 > 2t also ¢ > 2t
Es ist also nach (5) und (6) ‘
c>r>e,
d. h. es ist nach dem Aquivalenzsatz
) *=c=2z.
Wir wenden jetzt die Formel des Hilfssatzes an, und erhalten so
(8) z = 2%
Es ist pun
z<2zx<z-x,
also nach (8)
z=2x=c.

Der Bewels der hier gefiihrt ist, benutat allem die Kigenschaft des
Kortinuums, daB es seinem Quadrat aqulvalent ist. Er hat fiir alle Mengen,
fiir die M3 = M ist, Giltigkeit.

Zweites Kapitel.
Das Kontinuum und die Ordnungstypen.

§ 6.
Ein Satz von G. Cantor.

Fir das folgende bediirfen wir eines von G. Cantor herriihrenden
bisher unpublizierten Theorems. Dasselbe verdanke ich einer freundlichen
personlichen Mitteilung des Autors. Wir schicken die folgenden Er-
Jouterungen voraus.

Erklirung 1. Ist eine abzihlbare Menge M einfach geordnet, d. h.

. gﬂt fiir die-Ordnung der Elemente das Gesetz:

aus a>b und b>c¢ folgt a>e,
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so gehort zu ihr ein ganz bestimmter Ordnunmgstypus p. Derselbe ent-
steht, wenn man von der individuellen Beschaffenheit der Elemente abs-
trahiert. Zu allen abzihlbaren, einfach geordneten Mengen, welche auf
die vorgelegte Menge #hnlich d. h. unter Aufrechterhaltung der Rang-
beziehung der Elemente, abgebildet werden kénnen, gehort derselbe Ord-
nungstypus p.

Der Satz von Cantor bezieht sich nun auf die Menge O = {u}, welche
aus allen einfach geordneten Typen erster Michtigkeit besteht, und setat
die Michtigkeit derselben in Vergleich mit der des Kontinuums d. h. des
Inbegriffs aller reellen Zahlen. Er lautet:

Theorem I. Das Kontinuum ist dquivalent einer Teilmenge der Menge
O = {u)} aller einfach geordneten Typen erster Miichtigheit.

Beweis. Man denke sich die reellen Zahlen etwa im dyadischen
Zahlsystem dargestellt. Diese Darstellung ist eindeutig, bis auf eine fir
Michtigkeitsfragen irrelevante Menge erster Michtigkeit. Das Kontinuum
sei durch die Zahlen der Einheitsstrecke reprisentiert. Jeder reellen
Zahl z zwischen O und 1 entspricht dann eine einfach unendliche Folge
von Nullen und Einsen. Diese umkehrbar eindeutige Beziehung schreiben
wir symbolisch

(1) T = (!‘17 1‘2,"')7

WO iy, Ug, - Nullen oder Einsen bedeuten.

Wir erinnern ferner an die bekannten und leicht zu erweisenden
Eigenschaften®*) des Ordnungstypus @ der Reihe der natiirlichen Zahlen.
Versteht man unter » eine endliche ganze Zahl, unter v + o denjenigen
Ordnungstypus, den man erhilt, wenn man den Elementen von @ noch v
einfach geordnete Elemente vorausschickt, so ist

v+ o=
Bei entsprechender Bedeutung des Summenzeichens erkennt man, da8
o+rv+o .
ist. Es folgt vielmehr, wenn 1 eine andere ganze Zahl bedeutet, aus
o+trv=0-+1
v=24.

Die Eigenschaften von o iibertragen sich entsprechend auf den ent-

gegengesetzten Typus o* der Reihe der negativen ganzen Zahlen.

Man erkennt nunmehr leicht die wichtige Eigenschaft des Typus
©* + @ = = der negativen und positiven ganzen Zahlenreihe:

*) G. Cantor, Grundlage einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre.
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Aus den Gleichungen

vy+r=A44=x
oder :
(2) x+v=x+4
folgt notwendig
v=4.

Wihrend also der Typus ® sich mit den vor ihm stehenden Elementen
vereinigen kann, verschmilzt der Typus = weder mit irgend welchen vor
ihm, noch mit irgend welchen hinter ihm stehenden Elementen.
Ibren allgemeinsten Ausdruck findet diese Eigenschaft von x in dem
folgenden Satze:
»,Bedeuten ¥ und »” endliche ganze Zahlen, ¢ und ¢ beliebige
abzihlbare einfach geordnete Typen, so folgt aus der Gleichung

3) v+at+i=v +w+¢
sowohl
v=1
als
§=1¢“

Beweis. Bei hnlicher Abbildung bleibt die Anordnung der Ele-
mente erhalten, also entspricht das niederste Glied der linken Seite von
(3) dem niedersten Gliede der rechten Seite, das zweite dem zweiten usw.
Daraus folgt sofort der erste Teil der Behauptung.

Zugleich reduziert sich die Gleichung (3) auf die folgende

#+f{=a+¢,
w=x
Da die beiden #hulich aufeinander abgebildeten Mengen eindimensional
geordnet sind und die niedersten Elemente den niedersten entsprechen, so
konnen nur die folgenden drei Fille eintreten: Entweder fillt das Bild
von m auf einen Teil von n’, oder es ist " enthalten in dem Bild von =,
oder es ist z’ selbst das Bild von m. Im ersten und zweiten Falle miiBte
es eine Zerlegung des Ordnungstypus =
X = ; + 7,
X =,
geben. Geht man jedoch auf die Definition von x = o* + @ zuriick, so
leuchtet ein, daB = nur auf eine — nimlich durch die Definition ge-
gebene — Weise in zwel Summanden zerlegt werden kann.
Es wird also = auf z" abgebildet.
Infolgedessen wird aber auch ¢ auf §’ abgebildet, es ist, wie behauptet

(=t
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Wir werden das ausgesprochene Theorem bewiesen haben, wenn wir
ein Verfahren angeben konnen, zu jeder gegebenen reellen Zahl einen
bestimmten, fir sie charakteristischen Ordnungstypus zu finden. Es ge-
schieht dies nach dem folgenden Gedanken.

Wir schieben in der rechten Seite von 1) hinter jedes g, eine Menge
vom Typus x ein. Es entsteht so das Aggregat

Uy T Wp T UG TC - - -
Die Gesamtzahl aller von Null verschiedenen Elemente dieses Aggregates
bildet ip der vorliegenden Reihenfolge eine einfach geordnete Menge.
Wir bezeichnen den Ordnungstypus derselben mit u und schreiben

p=pmtatutatut-¥)
Dann lassen wir der Zahl z den Ordrungstypus w entsprechen.
Es eriibrigt noch zu beweisen, daB auch wirklich zwei verschiedenen
Zahlen z und 2’ zwei verschiedene Ordnungstypen p und g’ entsprechen.
Es sei

(4) 7= (u, 15 15, ),

(%) we=p'+xtu +xtop 4
Die Gleichung

(6) u=y

schreiben wir in der Form
o+ =u Fa+E
Indem wir nun den bewiesenen Hilfssatz anwenden, folgern wir
By =
& =8~
Dann schreiben wir die letatere Gleichung

!‘2+“+§2*”’2l+7‘+§2’
und folgern ebenso

o = s
=&
usw. Aus den Gleichungen ,
Yy =y,
Mg == tay
aber folgt
) . z=1.

*) Hierbei benutzen wir das Summenzeichen in der erweiterten Bedeutung, daB
0+ o= ¢} 0=a sein soll, wenn « irgend einen Typus bedeutet.
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Es besteht somit eine umkehrbar eindeutige Bezichung zwischen den
z und den p, wir konnen demgemiB in der iiblichen Weise schreiben

(8) ‘ {2}~ (B}
Bezeichnet man die Kardinalzahl des Kontinuums mit c, diejenige von O
- mit 0, so folgt unmittelbar

®) c={uj<o

Wie bereits erwihnt, hat das Problem, die Michtigkeit des Konti-
nuums zu bestimmen, die spezielle Gestalt gewonnen, zu entscheiden, ob
das Kontinuom gréBer oder gleich der auf die abzihlbare Michtigkeit
zunichst folgenden Michtigkeit ®, ist. Da das Kontinuum definiert ist
als Begriff der reellen Zahlen, ¥, hingegen als die Michtigkeit des In-
begriffs aller Ordnungstypen wohlgeordneter abzahlbarer Mengen, so ist es
eine Vorbedingung zur Losung dieser Frage, eine solche Beziehung zwischen
den reellen Zahlen und den Ordnungstypen zu gewinnen, daf beide Mengen
als Systeme von Elementen gleicher Beschaffenheit erscheinen.

Dies geschieht durch den folgenden Satz.

Satz 1. Das Kontinuum ist dquivalent der Gesamtheit O aller Ord-
nungstypen einfach -geordneter Mengen erster Miichtigkeit.

Der Beweis dieses Satzes geschieht durch Anwendung des Aquivalenz-
satzes. Die eine Hilfte der Behauptung, nimlich das Kleiner- resp. Gleich-
sein des Kontinuums gegeniiber der Menge aller genannten Typen, ist
von G. Cantor schon frithzeitig bewiesen worden. Der Beweis, da8 das
Kontinuum gréBer oder gleich der in Rede stehenden Gesamtheit von Ord-
nungstypen ist, wird im AnschluB an eine allgemeine Diskussion des
Ordnungsbegriffes gefiihrt werden, die uns zugleich eine anschauliche
Deutung der transfiniten Ordnungszahlen liefern wird.

§ 1.
Ordnungstypen und Ordnungsfunktionen.

Alle Begriffe der Mengenlehre konnen zuriickgefiihrt werden auf die
folgenden drei:

Element, System, Abbildung (Funktion).

Die Ordnung einer Menge M stellt eine Bestimmung hinsichtlich der
Paare (a, b) von Elementen dar, welche zwei Mbglichkeiten a (b, b{a
bietet. Sie kann reprasentiert werden durch eine Funktion £, , der Menge
M* der Paare (a, b), welche gleich + 1 oder — 1 ist, je nachdem a(b
oder a>b ist (und-die fiir a = b den Wert O erhilt). :
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Das Gesetz — aus a>b und b>¢ folgt adec — driickt sich so aus:

(1) aus a,b=fb,c fOlgt fa,c=fb,c‘

Es entsteht die Frage, wann reprisentieren zwei Ordnungsfunktionen,
die sich auf dieselbe Menge beziehen, denselben Ordnungstypus? Dies
beantwortet der

Satz: Zwei Ordnungsfunktionen f, und f, reprisentieren dann und
nur dann denselben Ordnungstypus, wenn es eine umkehrbar eindeutige
Abbildung @ der Menge M in sich gibt, so daB

@) figpw,ew="/2ap (W0 a und b alle Werte von M durchlaufen).
Denn ist M = {&} der zu M gehdrige Ordnungstypus, und ist erstens

v(a)=a
die dhnliche Abbildung, welche die nach f,,, geordnete Menge auf M
hat, so ist
GO vip@] = 9@

diejenige #hnliche Abbildung, welche die nach f; geordnete Menge auf
den Ordnungstypus abbildet. Reprisentiert zweitens f; und f, denselben
Ordnungstypus, so sind zwei Abbildungen ¥, und 7, gegeben, so daB

( 4) ¢x (a) i (f?

11"2 (a) =a, .

welche die nach f, resp. f, geordnete Menge dbnlich auf den Ordnungs-
typus abbilden. Aus der Ahnlichkeit der Abbildung folgt dann, daf

fnp, (@), P, = fa v @,y ®
ist, wo a, b, alle Werte von M durchlaufen.
Ich setze nunmehr 3,~1(a), ¥, '(b) an Stelle von a und b und erhalte

flg{/,t,l/,—x(a), e ©= fra,0-

Diejenigen Ordnungsfunktionen, welche zu demselben Ordnungstypus
gehoren, sollen eine Schar von Ordnungsfunktionen heiBen. Man erkennt
aus dem Bewiesenen den

" Satz: Die Gesamtheit aller Ordnungsfunktionen einer Schar bilden
eine Menge von der gleichen Machtigkeit, wie die Gruppe der umkehrbar
eindeutigen Abbildungen der Menge in sich.

Der Ordnungstypus erscheint hier als die Invariante der Schar.

Bevor ich die obigen Siize auf die Zahlen der zweiten Zahlenklasse
anwende, méchte ich erwihnen, daB mit Hilfe der eingefiihrten Begriffe
das Problem, das Kontinuum in eine wohlgeordnete Menge zu verwandeln,
eine einfache Gestalt gewinnt. :

Eine wohlgeordnete Menge kinnen wir nimlich auch als eine solthe
definieren, in welcher jede Teilmenge ein niederstes Element besitzt.



140 ) F. BerxsTEIN.

Legen wir nun das Kontinuum in der Form der Einheitsstrecke mit ihren
Punkten zugrunde, so konnen wir sagen:

Es wird die Existenz einer eindeutigen Funktion f(z,y) der reellen
Variabelen z und y behauptet, welche

1) definiert ist fiir alle Punkte des Kinheitsquadrates,

2) welche den Gleichungen

f@,9) =—[ly,2) =
geniigt und auf der Geraden z =y Null ist,
3) welche in bezug auf jede Teilmenge P = (p) der Zahlen zwischen
O und 1 fiir ein wnd nur ein Element p der Gleichung f(p,q) =
geniigt (wo ¢ alle Werte von P durchliuft).
Solche Funktionen will ich mit C(z,y) bezeichnen. Sie sind iberall
unstetige Funktionen, aber ihre sehr merkwiirdigen Eigenschaften weichen
von denen der bisher studierten unstetigen Funktionen in hohem MaBe ab.

§ 8.
Der Beweis des Satzes 1(§6) auf Grund der Elgenschaften der
Ordnungsfunktionen.

Um die Ordnungsfunktionen fiir die abzihlbaren Mengen darzustellen,
sei eine einfach unendliche Teilmenge der reellen positiven Zahlen zu-
grunde gelegt. Besondere Einfachheit und Anschaulichkeit erreicht man,
wenn man die Menge der rationalen Zahlen oder die Reihe der natiir-
lichen Zahlen wihlt. Bei letzteren insbesondere wird die Menge der
Paare durch das ebene Punktgitter dargestellt, welches alle Punkte (z, y)
mit positiven ganzzahligen z und y enthilt. Man hat dann zur Repri-
sentierung der natirlichen Ordnung die Punkte z <y mit der positiven,
die Punkte 2 >y mit der negativen Einheit zu belegen. Ist fi(z, y) eine
beliebige Ordnungsfunktion derselben Menge, so wird sie darch eine Be-
legung des Punktgitters mit demselben oder dem entgegengesetzten Wert
dargestellt, je nachdem die Rangordnung zwischen z und y mit der GroBen-
beziehung ibereinstimmt oder entgegengesetzt ist.

Nicht jede Belegung des Punktgitters mit positiven oder negativen
Einheiten stellt eine Ordnung dar. Vielmehr wird erstens

fhi(@,y)=—fi(y,2) und f(y,9) =0
gefordert; zweitens mu8 auch die Bedingung des FKinfachgeordnetseins
(aus a>b, b>¢ folgt a>c) zum Ausdruck kommen. Ubersichtlich
geschieht dies in der folgenden Weise. Man verbinde alle Punkte, welche
den Wert + 1 (oder 0) tragen, untereinander durch geradlinige Strecken
und in gleicher Weise alle, welche den Wert — 1 (oder 0) tragen. Man
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nenne das eine Streckensystem das positive, das andere Streckensystem
das negative. Versteht man ferner unter der zu der Strecke (z,y, --- 7,¥,)
konjugierten Strecke die mit (2,9, #,¥,) zu signierende, so kann man
einfach sagen: die zweite Bedingung, damit eine Belegung eines Punkt-
gitters mit positiven und negativen Einheiten eine Ordnungsfunktion dar-
stelle, besteht darin, daB niemals eine Strecke des positiven Systems kon-
jugiert ist mit einer Strecke des negativen Systems.

" Denn haben wir ein derart beschaffenes Punktgitter, und sind a, b, ¢
drei beliebige Elemente der Menge, so da8

fop=lne=e¢=%1

f ae = +1.

Wir betrachten das Viereck (a,d) (b,b) (b,¢) (a,c); die Strecke
(ab---be) gehort zum &-System, also muB die konjugierte Strecke (bb--- ac)
entweder selbst eine Strecke des &-Systems, oder eine Verbindungsstrecke
eines positiven mit einem negativen Punkte sein. Da jedoch £, ,= O ist,
so kann das letstere nicht stattfinden, also ist auch f, .=e.

Ist umgekehrt das Ordnungsgesetz erfiillt, und ist

ist, so sei etwa

fxuyx zzv!/z

f’n.'./z f-’zs%.’
fz‘n!h: - f-”n.’lz

ein Widerspruch. Denn es ist einerseits

so folgt aus

fxx,xz = f;ln-": = Ty ?

_ffn’-z =f-’n¢x =f;/:131 fxvaz f:,,y,'
Hieraus wiirde folgen 2z, =, =y, =Y,, was mit der Annahme
(z,1,) = (2,9,) unvertriglich ist.
Beweis des Satzes 1. Wir zeigen zunichst, daB

p=0<c¢

andererseits

ist.

Nach den Ausfihrungen im vorigen Paragraphen gehdrte zu jedem
Ordunungstypus eine Schar von darstellenden Ordnungsfunktionen. Ins-
besondere gehort also zu jedem Ordnungstypus einer lineargeordneten
abzihlbaren Menge eine Schar von Punktgittern.

Die Michtigkeit, welche eine Schar von OQrdnungsfunktionen, auf-
gefait als Menge, besztzt, ist gleich der Machtigkeit der Gesamtheit 12
aller Permutationen der natiirlichen Zahlenreihe. Den Wert von II werden
wir noch genauer bestimmen. Jedenfalls ist die Gesamtheit O der Ord-
nangstypen kleiner oder gleich der Gesamtheit der Ordnungsfunktxonen-

0 < {fa,b}
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Es 148t sich aber noch eine zweite Auffassung der Ordnungsfunktionen
bilden. Man fasse das Punktgitter als eine Doppelreihe von Nullen, posi-
tiven und negativen Einheiten auf und verwandle es in der bekannten Weise
in eine einfache Reihe. Ersetzt man dann noch die —1 durch + 2, so
stellt die letztere eine bestimmte reelle Zahl zwischen Null und Eins im
triadischen Zahlensystem dar. Diese Darstellung ist im wesentlichen
eindentig. Vergleicht man nun O mit dem Kontinuum, so erhellt daraus

0 <c.

Wir ziehen nunmehr das Resultat aus § 6 heran
0 >c.

Der Aquivalenzsatz erlaubt jetzt den SchluB
O=c.

Zusatz. Die Gesamtheit I7 aller Permutationen der natiirlichen
Zahlenreihe hat die Michtigkeit c.

Beweis. Die Gesamtheit aller Teilmengen der natiirlichen Zahlen-
menge hat die Michtigkeit c. )

Denn man setze fiir alle Zahlen der Reihe (1,2,3--.), welche in
einer Teilmenge vorkommen, Einsen, fiir die nicht vorkommenden Nullen.
Die so entstehende Folge von Nullen und Einsen stellt eine reelle Zahl
im dyadischen System dar. So entsteht eine umkehrbare, im wesent-
lichen eindeutige Beziehung zwischen dem Kontinuum und der Menge der
Teilmengen.

Der wesentlichste Punkt des Beweises ist, zu zeigen, daB jede Teil-
menge der Menge der natiirlichen Zahlen eine Permutation besitzt, bei
der jede Zahl derselben den Platz wechselt. Man stellt eine solche da-
durch dar, daB man in der Teilmenge die (2#)*® Zahl mit der (2n 4 1)t
vertauscht. ‘

Fir zwei verschiedene Teilmengen sind die auf solche Weise defi-
nierten Permutationen natiirlich verschieden. Es ist also IT groBer oder
gleich der Gesamtheit der Teilmengen, d. h. grofler oder gleich dem Kon-
tinuwam. DaB aber I7 auch kleiner oder gleich dem Kontinuum ist, folgt
sehr einfach. FaBt man nimlich die Zahlen der Permutation in ihrer
Reihenfolge als die Teiluenner eines Kettenbruchs auf, so erhilt man fiir
jede Permutation einen bestimmten Kettenbruch, der eine reelle Zahl
darstellt. Jeder Permutation entspricht so eindeutig eine reelle Zahl
Die Gesamtheit I7 entspricht einer Teilmenge der Gesamtheit der reellen
Zahlen.
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Da also IT erstens nicht kleiner, zweitens nicht griBer ist als das
Kontinuum, so folgt aus dem Aquivalenzsatz, daB

H=¢
ist.

§ 9.

Verallgemeinerung und zweiter Beweis des Satzes 1 (§ 6).

Nach der in § 2, 3 angefiihrten Definition des Potenzbegriffes 1iBt
sich die Kardinalzahl des Kontinuums in die Form ¢ = 2%, setzen, wenn
¥, die Kardinalzahl der Menge der natiirlichen Zahlen bedeutet (G. Cantor™)).

Wir konnen demgemiB dem Satze 1 des § 6 auch die folgende
Fassung geben:

Die Gesamtheit der Typen einfach geordneter Mengen von der Miich-
tigheit Ny hat die Michtigkeit 2%.

Die bekannte Definition der Kardinalzahl X, launtet (G. Cantor*¥):

Die Gesamtheit aller Typen der wohlgeordneten Mengen von der Miich-
tigkeit N, hat die Michtigkeit N,.

Diese Parallelitdt der Definition von &, und 2% ibertrigt sich ebenso
auf die hoheren Aleph. Es ist die Gesamtheit der einfach geordneten
Mengen von der Michtigkeit X, die Potenz 2%, die Gesamtheit der
wohlgeordneten Mengen von der Michtigkeit %, liefert die nichstfolgende
Kardinalzahl ¥, _,.

Der Beweis ist in jeder Beziehung analog dem im einfachsten Falle
gefiihrten, so daB derselbe hier iibergangen werden kann.¥¥)

Dagegen soll fiir den speziellen hier ausgefilhrten Fall ein zweiter
einfacherer Beweis gegeben werden, der auf einer Eigenschaft des
Typus n der rationalen Zahlen beruht. Es gelten die beiden folgenden
Sitze (G. Cantor®)):

Hilfssatz 1. Liegt zwischen je zwei Elementen einer einfach ge-
ordneten abzihlbaren Menge stets ein Element, so ist sie vom Typus g
(d. b. man kann sie ihnlich auf die Mengé der rationalen Zahlen ab-
bilden), wenn man ihr niedrigstes und ihr hochstes Glied beseitigt.

Hilfssatz 2. Es ist die Menge

mlL,m=9+1+9

%) Math. Ann. Bd. 46 (1895), S. 481.

*) @. Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre.

*+) F. Hausdorff hat in einer Arbeit: ,Uber eine gewisse Ay geordneter
Mengen“ (Ber. d. k. s. Ges. d. Wiss. Leipzig; Math. Phys. K1 1901, p. 460—475) diesen
Satz verallgemeinert, indem er ibn fiir alle ,gestaften Mengen beweist, die ihrem
Quadrat iiquivalent sind. .
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selbst vom Typus 7, also
n+1+y=1.

Hierauf griinden wir den folgenden Satz.

Satz 1. Ist g ein Ordnungstypus einer beliebigen abzihlbaren, ein-
fach geordneten Menge, so gibt es stets eine Teilmenge von 7, welche
den Typus g besitzt.

Beweis. Wir gehen aus von dem Ordnungstypus g und zeigen, da8
wir durch Einschaltung von Elementen an geeigneten Stellen denselben
zum Typus % umwandeln konnen.

Diejenigen Elemente, welche zwischen zwei Elementen ¢, und ¢, des
Typus p liegen, sind vollig bestimmt, wir nennen sie das Intervall (e,e,).

Enthalten simtliche vorhandenen Intervalle Elemente, so ist der Typus g
pach Hilfssatz 1 von der Form 4, oder 1+ 74, n+ 1, 1+ 5+ 1, da man
durch Streichung der niedrigsten und hiochsten Glieder von w dann stets
den Typus 4 erhilt. Fiigt man daher den Typus 5 sowohl vor als hinter
den Typus p hinzu, so ist sicher nach Hilfssatz 2

N+ u+n=1.

Enthalten nicht simtliche Intervalle Elemente der Menge, so schieben
wir in alle elementfreien Intervalle Mengen vom Typus % ein. Die so
entstehende Menge u* erfiillt sicher die Bedingungen des Hilfssatzes 1,
daB in jedem Intervall Elemente vorhanden sind. Es ist also wieder

7+ ¥+ =1.

SchlieBlich erinnern wir noch an den Satz:

Hilfssatz 3. Die Gesamtheit der Punkte eines abzihlbar unendlich-
dimensionalen Kontinuums besitzt die Michtigkeit des Linearkontinuums.
In Zeichen

(2R°)Ro = 9%,

Beweis zu Satz 1 (§ 6).

Der Typus % sei reprisentiert durch “die Gesamtheit der rationalen
Zahlen. Nach Satz 1 gibt es Teilmengen von rationalen Zahlen, welche
einen beliebigen vorgelegten Typus p darstellen. Die Menge O aller
Typen g ist daher kleiner oder gleich der Menge R aller Teilmengen aus
rationalen Zahlen.

Wir denken uns nunmehr ein abzihlbar unendlich-dimensionales
Kontinuum. - Jeder Teilmenge (ry,7,,---) der rationalen Zahlenmenge
konnen eindeutig diejenigen Punkte zugeordnet werden, deren Ordinaten
(%, %5, - - -) in irgend einer Reihenfolge (r,,7y;---) smd

Die Ménge R aller Teilmengen aus rationalen Zahlen ist daher
Kleiner oder. gleich der Menge der Punkte des unendlich-dimensionalen
Kontinaums. R . .
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Nach Hilfssatz 3 ist also

R<2%=c¢.
Nun war andererseits

O<LR also O0<c.

Hiermit sind wir aber unter Zuhilfenahme des Theorems I wieder
zum Beweise des Satzes 1 gelangt.

Drittes Kapitel.
Die Mengen im Kontinuum und das Ultrakontinuum.

Die Behauptung von G. Cantor, daB im Kontinuum nur zwei ver-
schiedene Michtigkeiten vorkommen, ist eine Aussage, welche sich auf
alle Teilmengen des Kontinuums bezieht. Man kann sie in der Form
aussprechen:

Jede Teilmenge. T' des Kontinuums ist entweder abzihlbar oder von
der Michtigkeit des Kontinuums.

Bisher bewiesen ist dieser Satz nur fiir die abgeschlossenen Mengen A,
d. h. diejenigen, welche alle ihre Grenzelemente enthalten.

Um nun den Umfang des bereits Geleisteten und des noch zu
Leistenden abzuschitzen, wird man die Frage aufwerfen:

Welche Stellung nehmen die abgeschlossemen Mengen unter allen
Teilmengen des Kontinuums ein?

Wir beantworten diese Frage mit Hilfe einer der Mengenlehre eigen-
tiimlichen Betrachtungsweise, die darin besteht, daB wir die Hiufigkeit
beider Arten von Mengen in Vergleich ziehen.

Wir bilden also diejenigen beiden Mengen {4} und { 7'}, deren ein-
zelne Elemente die Mengen A und 7' sind, und stellen das Verhiltnis
ihrer Méchtigkeiten fest.

Die Menge {T} aller Teilmengen des Kontinuums war schon bei
anderer Gelegenheit von G. Cantor untersucht, und er hatte gefunden, da
dieselbe eine hohere Michtigkeit als das Kontinuum besitzt.

Von der Menge { A} beweisen wir dagegen den folgenden Satz:

Die Gesamtheit { A} aller abgeschlossenen Mengen hat die Michtigkeit
des Kontinuums.

Wir erhalten also das Resultat, daB die abgeschlossenen Mengen in
geringerer Anzahl vorhanden sind, als die nichtabgeschlossenen. Das Ver-
hiltnis beider ist ein ahnliches wie das zwischen algebraischen und trans-
zendenten Zahlen. Der Satz wird in der Art bewiesen, daB ein Verfahren
angegeben wird, wie man zu Jeder abgeschlossenen Menge eine bestimmte

reelle Zabl finden ]mnn, welche sie umgekehrt vollig charakterisiert.

Mathematische Annalen. LXI, 10
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Zu den abgeschlossenen’ Punktmengen gehéren alle Kurven und
Flichen im Raume von den mannigfachsten Formen und Gestalten, und
es ist eine merkwiirdige Tatsache, daf somit eine einzige veelle Zahl aus-
reicht, um jede auch noch so komplizierte unter ithnen zu beherrschen.

Dieselbe Betrachtungsweise, wie sie auf die abgeschlossenen Mengen
angewendet wurde, 1aBt sich -auch auf die von Baire eingefiihrten Mengen
erster und zweiter. Kategorie ausdehnen. Das Resultat ist hier ein nega-
tives, es 1dBt sich mit Hilfe dieser Begriffe keine wesentliche Erweiterung
der bisherigen Sitze erlangen.

Es fragt sich nun, wie gelangt man zu einer Erweilerung der Satze
in dem angegebenen Sinne?

Der hier eingeschlagene Weg besteht darin, daB das Kontmuum auf
eine andere Form gebracht wird. Es wird ein hoherer Typus konstruiert,
innerhalb dessen es gelingt, fiir eine Teilmengenklasse, welche 2% Mengen
enthilt, die Michtigkeitsfrage zu entscheiden.

DaB die Kardinalzahl 2% griBer ist als die Kardinalzahl 2% ist sehr
wahrscheinlich. Der Beweis hierfiir steht jedoch noch aus.

§ 10.
Die Gesamtheit der abgeschlossenen Mengen.

Erklirung 1. Zwei Teilmengen des Kountinuums betrachten wir als
verschieden, wenn sie in irgend einem Punkte nicht iibereinstimmen. Die
Gesamtheit aller Teilmengen T, bezeichnen wir mit {7 }; ihre Michtig-
keit ist (G. Cantor)
¢)) 2>¢.

Erklirung 2. Eine Menge heiBt abgeschlossen, wenn sie alle ihre
Grenzpunkte enthilt. Die Gesamtheit der voneinander verschiedenen ab-
geschlossenen Mengen A bezeichnen wir mit {A}. Wir behaupten den
folgenden Satz: :

Satz 1. Es ist
(2) _{ 4 } ~C, )

d h.: Die Gesamiheit aller abgeschlossenen Mengen ist von der Mdchtigheit
des Kontinuums.*)

Dem Beweise schicken wir die folgenden Hilfssitze voraus.

. % Beppo Levi gibt (I ¢.) einen Beweis dieses Satzes, bei welchem er unter
Benntzung der MaBbestimmung im Kontinnum eine Abbildung von A auf ¢ eindeutig
berstellt, wihrend hier unter alleiniger Benutzung des Ordnungstypus des Kontinuums
eine Menge von'Abbildungen erhalten werden, unter demen keine ausgezeichnet ist.
{Hiertber vgl. F. Bernstein, Bemerkung zur Mengenlehre, Gott. Nachr. 1904, p. 6.).
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Hilfssatz 1. Alle abzihlbaren Teilmengen B, eines n-dimensionalen
Raumes C, bilden in ibrer Gesamtheit eine Menge von der Michtigkeit c.

Beweis. Die Machtigkeit aller Punkte des »n-dimensionalen Raumes
betrigt nach den bekannten Sitzen ¢ = 2%. Die Gesamtheit aller abzihl-
baren Teilmengen desselben {B,} ist jedenfalls kleiner oder gleich der
Menge aller Kombinationen dieser Punkte zu Klassen von 8, Elementen.
Nach der Cantorschen Definition des Potenzbegriffes ist also die Kardinal-

zahl { B}

[B,] < c™;
da aber
o=,
so ist erstens -
{B,}<¢
DaB aber andererseits
{(B,}>¢

ist, erhellt daraus, daB jeder Punkt des %,-dimensionalen Kontinuums fiir

sich genommen eine abzihlbare Teilmenge des eindimensionalen Konti-

nuums repriisentiert, so daB die Anzahl der letzteren sicher die Anzahl ¢

der ersteren erreicht. Das Aquivalenztheorem liefert dann die Behauptung
(B,)~c.

Erklirung 3. a) Jede abgeschlossene lineare Menge ist bestimmt
durch die zugehorige Menge punktfreier Intervalle (G. Cantor®) und
b) jede Menge von getrennten Intervallen bestimmt eine abgeschlossene
Menge, welche durch die Endpunkte der Intervalle und deren Grenz-
punkte gebildet wird.

Hilfssatz 2. Die Gesamtheit aller Mengen, welche aus getrennten
Intervallen bestehen, betrigt

- {T]=c.

Beweis. Jede Menge, welche aus getrennten Intervallen besteht, ist
bekanntlich abzihlbar. Das gleiche gilt infolgedessen auch fiir die Menge
der Intervall-Endpunkte.

Werden zwei verschiedene Mengen von getrennten Intervallen durch
- dieselbe Menge E von Endpunkten bestimmt, so wollen wir sie zusammen-
gehirig nennen.

Jedenfalls machen alle durch dieselbe Menge E bestimmten zu-
sammengehorigen Intervallmengen hochstens eine Menge von der Michtig-
keit ¢ aus. Denn es gibt eine durch E eindeutig bestimmte Intervall-
menge I¥, welche alle aneinander grenzenden, darch die Punkte von E
getrennten Intervalle enthilt. I* enthidlt eine abzihlbare Anzahl von

‘)GCantor,Acta.Matth2 : e e _.,..'z.'
10* :
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Intervallen, die iibrigen Intervallmengen entstehen durch Auslassung von
Intervallen, d. h. sie stehen zu I* in dem Verhiltnis von Teilmengen.
Ihre Gesamtheit ist daher héchstens 2% = c. Die Gesamtheit aller Inter-
vallmengen ist also hochstens { E} c.
©) [T <TETe.

Die Menge FE ist eine abzihlbare Teilmenge des Kontinuums. Also
ist nach Hilfssatz 1

(10) (B} <{4}<c.

Mithin ist

(11) Ti<c-c <.
Ferner ist aber -

(12) {I}>c.

Denn die kongruente stetige Verschiebung einer Intervallmenge stellt in
Jeder Lage eine andere Intervallmenge derselben Art dar.

Es folgt also L
(13) {77= .

Beweis von Satz 1. Nach der Erklirung 3a) und 3b) gehort zn
jeder Menge A eine Menge I umkehrbar eindeutig hinzu. Es ist also

Mithin ist auch
(14 {4} =c.
Folgerung. Die perfekten Mengen, welche fiir die Analysis von

vielfacher Verwendung sind, sind ein Spezialfall der abgeschlossenen
Mengen. Es folgt aber fiir diese sofort

{Pi<c.
Andererseits ist, wie leicht za sehen,

{P}>¢
und somit L

{Pi=¢

Man kann also jede perfekte Menge durch eine einzige reelle Zahl vbllig
charakterisieren und ihre Gesamtheit durch die reellen Zahlen abziihlen

Zusatz 1. Der Satz 1 bleibt auch fiir die abgeschlossenen Mengen
im xn-dimensionalen Kontinoum giltig.

Um dies zn beweisen, beziehen wir uns auf den von G. Cantor
gegebenen Satz. .

Hilfssatz 3. Jede abgeschlossene Menge im C, 158t sich als Ab-
leitung einer abzahlbaren Menge auffassen. .
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Jede Menge bestimmt ihre Ableitung eindeutig. Die Gesamtheit der
Ableitungen der abzihlbaren Mengen ist daher kleiner oder gleich der
Gesamtheit ¢ derselben.

Also ist auch

. {4,)<c.
Und da nach Satz 1 die linearen Mengen die Michtigkeit ¢ haben, so ist auch
(4,)>c.
Mithin ist _
4)=c.
§ 11.

Die Mengen erster und zweiter Kategorie.

Es werden fiir die Mengen erster und zweiter Kategorie (Baire®))
zweckmiBig folgende Definitionen gegeben:

Erklirung 1. Sind @, @,, -, @,, - - - nirgends dichte Mengen und
ist das kleinste gemeinschaftliche Multiplum M (Q,) derselben eine iiberall
dichte Menge, so heiBit MM (Q,) eine Menge erster Kategorie.

Ist R die Komplementirmenge zu M(Q,), so soll B als eine Menge
zweiter Kategorie bezeichnet werden.

Die Begriffe ,iiberall dicht, nirgends dicht, Komplementirmenge® be-
ziehen sich hier auf das Kontinuum. Legt man an Stelle desselben eine
perfekte oder abgeschlossene Menge zugrunde, so wird man zu ent-
sprechenden Begriffen gefiihrt.

Erklirung 2. Fiir Méchtigkeitsuntersuchungen ist es zweckmiBig,
von den Mengen @, noch das Abgeschlossensein zu fordern. Man bezeichne
die so entstehenden Mengen erster resp. zweiter Kategorie als geschlossen.

Baire hat bewiesen, daB die Mengen zweiter Kategorie stets die
Michtigkeit ¢ haben. Die geschlossenen Mengen erster Kategorie haben
offenbar stets die Michtigkeit X, oder ¢.

Satz 1. Die Gesamtheit aller geschlossenen Mengen erster resp. zweiter
Kategorie bildet eine Menge von der Michtigkeit c.

Beweis. Wir bezeichnen die fragliche Gesamtheit mit {K,}. Zu
jeder Menge erster Kategorie gibt es eine sie definierende einfach un-
endliche Reihe abgeschlossener Mengen @,. Es ist daher { K, } kleiner
oder gleich der Gesamtheit aller einfach unendlichen Reihen ams abge-
schlossenen Mengen. Alle Kombinationen zu je X, Elementen aus abge-
schlossenen Mengen bilden eine Menge von der Michtigkeit

(A} = to=c.
Es ist mithin . -
{Kj<c.

* Baire, Ann, di mat. Bd. 3 (1899), S. 67.
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DaB aber {K,} nicht kleiner ist als ¢, folgt sehr leicht, wenn man
bedenkt, daB kongruente Verschiebung einer Menge erster Kategorie in
jeder Lage eine Menge erster Kategorie darstellt. Es ist also

(E]~c.

Die Verallgemeinerung des Satzes 1 auf beliebige abgeschlossene
Mengen vollzieht sich in der folgenden Weise.

Erklirung 3. Eine Menge @ heiBt nirgends dicht in bezug auf
eine abgeschlossene Menge P, wenn sie eine Teilmenge derselben ist und
es kein Intervall der Menge P gibt, in welchem P und ¢ identisch sind.
Sie heiBt dberall dicht in bezug auf P, wenn jedes Element von P der
Menge @ oder ihrer Ableitung angehrt. Sie heift abgeschlossen in bezug
auf P, wenn sie ihre in P liegende Ableitung enthilt.

Satz 2. Die Gesamtheit aller geschlossenen Mengen erster resp.
zweiter Kategorie in bezug auf eine abgeschlossene Menge bilden eine
Menge von der Michtigkeit .

FaBt man nun die Gesamtheit aller Mengen erster und zweiter Kategorie
ins Auge, gleichgiiltig in welchen (abgeschlossenen) Mengen sie definiert
sind, so sieht man:

Satz 3. Die Gesamtheit aller Mengen K, ist ¢-¢=c.%)

§ 12,
Das Ultrakontinuum.

Es handelt sich im folgenden zunichst um die Konstruktion einer
Menge, welche dieselbe Michtigkeit wie das Kontinuum, aber einen
anderen Ordnungstypus besitzt. Zuvor leite ich einen Satz iiber alle
Aleph mit endlichem Index ab.

Satz 1. Es st

N =2%.x
wo v und u endliche Indizes bedeuten.
Dem Beweise stelle ich die Hilfssitze voran:
Hilfssatz 1. Es sei n eine ganze endliche Zahl, so ist
N?= N
fir jedes Aleph.

Den Beweis des Satzes, den ich aus miindlicher Mitteilung von
G. Cantor kenne, fihrt man analog wie im einfachsten Falle & =,
durch Verwandlung einer Doppelreihe in eine einfache Reihe. Man benutzt

*) Es ist eine unmittelbare'Folgerung des Satzes 38, daB aunch alle einiach un-
endlichen Summen aus Mengen zweiter Kategorie, die geschlossen sind, eine Menge
von der Kardinalzahl ¢ ausmachen. Ein von anderer Seite ansgesprochener Satz, der
- diesem Resultat widerstreitet, ist seitdem zuriickgezogen. - -
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dabei die aus den Zahlen der Zahlenklasse, welche die Miachtigkeit ® dar-
stellt, gebildete Folge.
Hilfssatz 2. Sind M und N irgend welche Mengen, so ist

EM-n=MZn (wo n alle Elemente von N durchliuft).
Hilfssatz 3. Ist

: ® 2R,
s0 1st
3) NoR =N
Dieser Satz folgt aus Hilfssatz 1 und dem Aquivalenzsatz; denn es ist
N R >N
und “ f

RR N =N,
Wir unterscheiden bei dem Beweise des Satzes 1 zwei Fille. Erstens sei

o) N>R,
Dann ist auch
(5) 2*” > xu ?
also
(2%)% > 1,

Nach den Gesetzen fiir die Potenzen der Mengen und nach Hilfs-
satz 1 ist also

2% > iy,
Also ist, da auch
2‘{
(6) ." ’
¥y = 83v.¥)

Die Multiplikation mit », liefert dann
8# * 2!{,,___ R‘EV.
Nunmehr sei zweitens
() ¥, >N,
Es dureblaufe ¢, alle Zahlen der Klasse {,} von der Michtigkeit ¥,.
Versteht man unter @, die zu «, gehorige Ka.rdmalzahl so ist Jedenfa.ﬂs

(8) R: v S ‘; oy
- M
* Man bemerkt, da8 diese Ableitung auch fiir beliebige Aleph giiltig ist, so daf
stets aus
x> ®,
Xy = 8‘

folgt, was auch v und p fir Indizes sein mdgen. In einer mteressanfﬁn Arbeit:
On the Transfinite Cardinal Numbers of Well-ordered Aggregates (Philos. Mag. VIL
6. Serie (1904), p. 61—74 u. 294—302) hat Herr Ph. J ourdain den gleichen Satz
gefunden. Dagegen ist der Satz 1 nicht, wie ich urspriinglich angenommen habte
fiir beliebige Aleph beweisbar.
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Denn jede Teilmenge von der Michtigkeit &, gebildet aus den Elementen
von ®,, befindet sich, gemdB der Gleichung 7, in einem Abschnitt der
wohlgeordneten Menge von Zahlen {«,}. Die Menge rechts ist aber offen-
bar dquivalent der Gesamtheit aller Teilmengen aller Abschnitte von {e,].
Es kommt daher jede der links stehenden Teilmengen auch rechts vor.

Wir nehmen nun an, der Satz 1 sei fir alle ¥, <<¥, bereits be-
wiesen. Dann folgt nach dem Bemerkten sofort

@y =u,2%.

Hierdurch verwandelt sich (8) in

(9) 8= Sa, 2%,
Nach Hilfssatz 2 folgt hieraus
M= 2%. D .

2, =¥,
'

Denn ersetzt man @, durch ®,, so entsteht offenbar XI, welches gleich
8, ist. Hieraus erhellt unter Beriicksichtigung der Definition von ®, so-
fort das Behauptete. DemgemiB gewinnen wir das Resultat

2% .8 =Ny, .

Es ist nun

Wir werden hier nur von dem speziellen Falle des Satzes 8 = &,
®, =N, Gebrauch machen. Derselbe wurde jedoch allgemein bewiesen,
um die Moglichkeit der Verallgemeinerung der hier bewiesenen Satze anf
hohere Aleph zu zeigen.

Wir treffen die folgenden Festsetzungen:

Erklirung 1. Sei e, a,--- eine einfach unendliche Menge von
Zahlen der zweiten Zahlklasse. Wir setzen als Element einer Menge X,
(10) : T = [“17 Cgy &gy - * ]

Sind # und 2’ zwei Elemente der Menge, so heifie = groBer als z
wenn fiir ein ungerades »

@y ==y,

r
Cp = g,

’

Cp1 ™= &y _q,
dagegen

’

o, >,

st Ist n gerade, so heie o < 2. Offenbar ish entweder 7 groBer oder
klemer oder gleich z'.
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Aus dieser Definition ergibt sich sofort, daB aus

2>z, und 2,> 7,

folgt
Xy > x4
Danit ist die Menge X, als eine einfach geordnete charakterisiert.
Sind z,, 7,,--- eine einfach unendliche Reihe stindig wachsender

(oder abnehmender) Elemente, und nennen wir ein Element x, welches
groBer ist als alle diese und unter all den groBeren Elementen selbst
das kleinste ist, den Limes von z,,z,,---,2,,---, so konnen wir den
Satz beweisen:

Jede einfach unendliche Folge von stindig wachsenden Elementen
hat einen Limes.

Der Beweis beruht auf der Eigenschaft der Zahlen der zweiten
Zahlenklasse, daB je einfach unendlich viele derselben ein Grenzelement
bestimmen.

Es sei

L= (“(17‘)’ “g”)’ o )
gesetzt. Da die «{” wachsen, so sind sie entweder von einem gewissen #
ab alle gleich «, oder sie haben einen von ihnen selbst verschiedenen
Limes ;. Im zweiten Falle setzen wir
Lim z,= 2 = (¢, 0,0 - - ), oy = Lim (™.

Im ersten Falle bestimmen wir «, auf dieselbe Weise aus o9 - - usw.

Es ist dann 2 = (e, @, - - ) der Limes von z,.

Erklirung 2. Eine Teilmenge der Menge X, ist offenbar die Menge
der Zahlen z, welche nur eine endliche Anzahl von Zahlen ¢, im iibrigen
aber Nullen enthalten. Wir bezeichnen sie mit B, und nennen die Zahlen
die witrarationalen Zahlen.

Es ist offenbar, daB zwischen je zwei Elementen der Menge X,
Elemente von R, liegen. In bezug auf R, gilt der Sata:

Satz 2. Es ist

Beweis. Offenbar ist

R, =¥, N,

da jedes Element », von R, eine Kombination von einer endlichen Anzahl »
von Elementen aus X, darstellt, die sich auf X, verschiedene Weisen auf
die Stellen von 7, verteilen kann.

Da .
B =¥,
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ist, so erhalten wir

B, =x,- E’sl= Ry NN =N,

n=1

Satz 3. Es ist

=

==2%,

Beweis. Offenbar ist

X, = n,
da jede einfach unendliche Kombination von Zahlen aus R, eine Zahl
von X, liefert. Es ist aber nach Satz 1

8o = », 2%,
Die Ungleichung
2% >N

liefert, wenn man sie mit 2% multipliziert,

2% = @)1 ¥, 2%,
woraus sofort
8, 2% = 2%
und die Behauptung

folgt.

Die nihere Bestimmung des Ordnungstypus O, der Menge X, welche
wir als Ultrakontinuum bezeichnen, hat darum ein besonderes Interesse,
weil es wahrscheinlich ist, daB es nur zwei vollig homogene Ordnungs-
typen einfach geordneter perfekter Mengen gibt, die von der Michtig-

keit 2% sind, nimlich das Kontinuum und das Ultrakontinuum.

Erklirung 3. Sei T eine Teilmenge von X,. Unter der Ablei-
tang 7’ von T verstehe ich die Menge der Grenzelemente von 7.

Erklirung 4. Ist 7" enthalten in 7, so nemme ich T, wie iiblich,
abgeschlossen; ist T = T, perfekt.

Satz 4. Jede perfekte Menge P, ist von der Michtigkeit 2%.

Ich kann den Beweis hier nur andeuten. Er beruht auf dem folgen-
den Hilfssatz:

Hilfssatz 4. Jede Menge in X, von der kein Element Grenzelement
der ibrigen ist, hat die Michtigkeit ®,, oder sie ist abzihlbar.

Denn sie definiert eine mit ihr #quivalente Menge von aneinander-
grenzenden Intervallen. In dem Innern derselben liegt mindestens ein
ultrarationales Element. Also ist sie hochstens von der Machtigkeit der
letzteren, ®,. Andererseits gibt. es wirklich derartige Mengen von dieser
Michtigkeit, z. B. die Menge der ganzen ultrarationalen Zahlen erster Art.

Der Satz 4 kann nunmehr ganz analog bewiesen werden, wie im

8?0 = 9% — )_{

u
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Kontinuum der reellen Zahlen der entsprechende Satz. Ebenso *ergibt
sich das Theorem

Satz b. Jede abgeschlossene Menge A, ist entweder abzihlbar, von
der Machtigkeit &, oder von der des Kontinuums.

Derjenige Satz, welcher uns in diesem Zusammenhange am meisten
interessiert, lautet:

Satz 6. Die Gesamtheit aller abgeschlossenen Mengen {4,} ist von
der Michtigkeit 2%:.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich durch Betrachtung der Intervall-
menge oJ,, welche die abgeschlossene Menge véllig bestimmt.

Unter Anwendung des Hilfssatzes 4 gelangen wir dazu, die Gesamt-
heit der Intervallmengen {J,} mit der Gesamtheit aller Teilmengen des
Ultrakontinuums X, von ¥, Elementen in Beziehung zu setzen. Die letztere
hat die Machtigkeit B

Xh=2%% = 2N,

Es folgt durch leichte Betrachtung hierans

<o

——

DaB aber

{4.]> 2% _
ist, sieht man sofort, wenn man bedenkt, daB jede Teilmenge der Zahlen a
erster Art durch Hinzunahme geeigneter Zahlen zweiter Art zu einer ab-
geschlossenen Menge wird, und daB jede solche vervollstindigte Teilmenge
der Menge R, angehort, also auch eine Teilmenge A, von X, darstellt.

Da das Dltrakontmuum die Michtigkeit des Kontinuums hat, so
existiert eine umkehrbar eindeutige Abbildung ®, welche das Ultrakon-
tinuum auf das Kontinuum abbildet.

Jede Menge A, geht dabei in eine — im allgemeinen nicht abge-
schlossene — Menge von reellen Zahlen iiber. Fiir diese gilt natiirlick
ebenfalls der Satz 5. Es ist also dann die Frage nach der Machtigkeit
derselben beantwortbar.

Ist, wie zu vermuten steht, 2% groBer als 2%, so wire damit die
Klassifikation nach Michtigkeiten fiir ein groBeres Gebiet von Mengen
entschieden, als dies bisher moglich war.



