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Pn. Furtwinerer. Existenzbeweis fiir den Klassenkorper. 1

Allgemeiner Existenzbeweis fur den Klassenkorper eines
beliebigen algebraischen Zahlkorpers.

Von

Pmvire FUurRTWANGLER in Bonn.
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§ 1.

Einleitung. Gang des Beweises.
In drei Mitteilungen, die in den Nachrichten von der Kgl Gesell-

schaft der Wissenschaften in Gottingen erschienen sind¥*), habe ich all-
gemein den Nachweis gefiihrt, daB zu jedem algebraischen Zahlkérper ein

*) Math.-physik. Klasse 1908, Heft 4 und Heft 5, 1904, Heft 3.
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2 Pu. FurtwiNGLer.

Klassenkorper existiert. Ich gebe im folgenden auf Wunsch der Redak-
tion dieser Zeitschrift eine zusammenfassende Bearbeitung dieser Ent-
wicklungen, bei der einzelne Abschnitte wortlich der genannten Stelle ent-
nommen sind.

Die ersten Andeutungen iiber eine Theorie des Klassenkirpers finden
sich wohl bei L. Kronecker, dem die Frage der ,zu assoziierenden
Gattungen als ein ,erstrebenswertes hochstes Ziel der Theorie der alge-
braischen Zahlen“ erschien.*) Kronecker war durch die Beschiftigung
mit der komplexen Multiplikation der elliptischen Funktionen, die fiir die

imagindren quadratischen Bereiche J/— n die zu assoziierenden Gattungen
liefert, zu der allgemeinen Fragestellung gefithrt. Er scheint auch iiber
dieses spezielle Beispiel hinaus Einsicht in charakteristische Eigenschaften
der zu assoziierenden Gattungen, d. h. des Klassenkdrpers, gewonnen zu
haben, hat jedoch keine bestimmten Angaben dariiber gemacht.**) Den
entscheidenden Schritt nach vorwiirts hat dann D. Hilbert getan.***) Kr
hat, vorbereitet durch das Studium der Reziprozititsgesetze in beliebigen
algebraischen Zahlkorpern, das sowohl inhaltlich wie methodisch mit der
Theorie des Klassenkdrpers auf das engste zusammenhingt, die allge-
meinen Eigenschaften des Klassenkérpers aufgedeckt und sie in dem ein-
fachsten Falle, daf die Klassenzah]l des Grundkorpers gleich 2 und der
Grundkdrper nebst simtlichen konjugierten imaginir ist, bewiesen.

Der Klassenkorper eines beliebigen Grundkorpers % ist ein Oberkérper
desselben, der folgende charakteristische Eigenschaften aufweist:

1. Seine Relativgruppe in bezug auf % ist zur Gruppe der Idealklassen
in k holoedrisch isomorph, er ist also relativ-Abelsch in bezug auf i

2. Er ist unverzweigt in bezug auf k, d. h. seine Relativdiskriminante
ist gleich 1.

3. Alle Ideale des Grundkirpers werden im Klassenkorper Haupt-
ideale, sie werden also durch wirkliche Zahlen des Klassenkérpers dar-
gestellt.

4. Alle Primideale derselben Klasse des Grundkorpers werden im
Klassenkdrper gleichartig zerlegt oder genauer: Ist die Klassenzahl des
Grundkorpers & und ist g der kleinste Exponent, fiir den die Aquivalenz

*) Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen GriBen, Journal

fir die reine und angew. Math. 92 (1882), p. 1; speziell sei auf p. 65—68 verwiesen.

**) Er sagt (L c. p. 68), daB er zur aprioristischen Erkenntnis, nimlich zu einer

von der analytischen Entstehung unabhingigen Auffassung der Natur jener den Gat-

tungen )/ — % assoziierten Gattungen gelangt sei und damit Gesichtspunkte fiir das
Studinm der allgemeinen Frage dieser Art der Assoziation gewonnen habe.

**) Uber die Theorie der relativ-Abelschen Zshlkorper. Nachr. v. d. Kgl. Ges. d.

Wiss. zu Gottingen, Math.-physik. K1. 1898, p. 370; abgedruckt in Acta Math., Bd. 26.



Existenzbeweis fiir den Klassenkorper. 3

p/~1 in k erfiillt ist, so zerfillt das Primideal p aus % im Klassen-
korper in L verschiedene Primfaktoren.

Die beiden Eigenschaften 1. und 2. definieren den Klassenkérper voll-
stindig und werden deshalb im folgenden zur Konstruktion desselben be-
nutzt werden. Das Problem, das uns beschiftigen soll, 1iBt sich daher
so formulieren:

Es sei ein beliebiger algebraischer Zahlkirper & mit der Klassenzahl h
geyeben.  Ls soll dann ein relativ-Abelscher unverzweigter Oberkorper von
k gefunden werden, dessen Relativgruppe mit der Gruppe der Idealklassen
i k holoedrisch isomorph ist.

Der Gang der Untersuchung ist kurz folgender. Ebenso wie der
Klassenkorper der Gesamtheit der Klassen in % entspricht, so entsprechen
jeder Untergruppe der Klassengruppe bestimmte unverzweigte Korper in
bezug auf £, die ebenfalls relativ-Abelsch sind, da jede Untergruppe
einer Abelschen Gruppe selbst eine Abelsche Gruppe ist. Wie man da-
her die Klassenzahl /i in Potenzen verschiedener Primzahlen zerlegen kann

o=l Qb
so kann man den gesamten Klassenkorper dadurch aufbauen, daB man
sukzessive unverzweigte relativ-Abelsche Korper von den Relativgraden
Ua, sy - - - in bezug auf % konstruiert. Es geniigt, die Konstruktion eines
solchen Korpers zu zeigen, da sie fiir die tibrigen analog verliuft. Man
setzt daher 2t =1". ¢, wo [ eine beliebige Primzahl bedeutet und ¢ == 0(7)
ist, und betrachtet nur die in der Klassengruppe von % enthaltene Unter-
gruppe vom Grade [/ die alle 4** Potenzen von Idealklassen enthilt, Es
liuft das aut dasselbe hinaus, als ob die Klassenzahl von % genau gleich
I¥ wire, was wir um der einfuchen Ausdrucksweise willen ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit annehmen kinnen.

Es sei also das Klassensystem von % in der Gestalt darstellbar:

(C)km s c:e(xé =0, L. lk: - 1)7 h; + klz +oeee h; = h’)
so daB die Klassengruppe in k genau e Basisklassen enthilt. Es liBt
sich dann der Klassenkorper von % durch Zusammensetzung von e Korpern
erzeugen, die relativ zyklisch in bezug auf % von den Relativgraden
P ... P sind. Jeder dieser Korper besitzt einen Unterkdrper vom
Relativgrad ! in bezug auf %, so dal im ganzen genau e unabhingige un-
verzweigte Korper vom Relativgrad I in bezug auf /i existieren, die zuerst
konstruiert werden miissen.

Ein relativzyklischer Kérper vom Primzahlrelativgrad I 148t sich
aber am einfachsten definieren, wenn der Grundkorper eine I'** Einheits-
wurzel enthilt, da in diesem Falle der Oberkorper durch Adjunktion der
Wourzel einer reinen Gleichung #* = @ zu L erzeugt wird.

1*



4 Pr. FurRTwiNGLER.

Wir machen daher zyerst die Voraussetzung, daB der Grundkorper %k
eine primitive I** Einheitswurzel enthalte, und bestimmen unter dieser
Voraussetzung e Zahlen a, -+, o, in k, die wir a}s __singuléirle_lfrimﬁr-
zahlen bezeichnen, so daB durch Adjunktion von Ve, - -, Ve, zu k
e voneinander unabhingige unverzweigte Korper vom Relativgrad 7 in be-
zug auf % entstehen (§ 2 bis § 7). Um die Unverzweigtheit der entstehen-
den Korper zu beweisen, ist eine obere Grenze fiir die Anzahl ihrer am-
bigen Komplexe zu ermitteln, die sich gleich e — 1 ergibt, wenn ¢, wie
oben angegeben, die Anzahl der Basisklassen der Klassengruppe von % be-
deutet (§ 3 bis § 5). Auf dieser Grundlage ergibt sich, daf alle Prim-
ideale, von denen eine bestimmte singuldre Primarzahl e ‘" Potenzrest
ist, in einer Untergruppe der Klassengruppe vom Grade /-1 liegen, wo-
durch der Zusammenhang der Zahlen ® mit der Klasseneinteilung der
Ideale von % hervortritt (§ 6). Diese Tatsache fithrt in Verbindung mit
einem Satze iiber gewisse Dirichletsche Reihen (§ 2) zum Nachweis der
Unverzweigtheit der Korper (Vo, k) (§ 7).

Um die unverzweigten Korper vom Relativgrad I zu konstruieren,
wenn der Grundkdrper % keine I** Einheitswurzel ¢ enthilt (§ 9), adjun-
gieren wir zu k eine solche und erhalten dadurch einen Kérper &' = (F, £),
dessen Klassensystem in der Form

@ -d

darstellbar ist, wo (c), das System der Idealklassen von % bedeutet und d
alle Klassen aus &', deren Relativnorm in bezug auf % in die Hauptklasse
fallt, bezeichnet. Wir konstruieren nun in % das System der e unab-
hingigen unverzweigten Korper vom Relativgrad I, die zu der Klassen-
gruppe (c), gehoren. Es zeigt sich dann, dab jeder dieser Korper nicht
nur in bezug auf %', sondern auch in bezug auf % relativ-Abelsch ist.
Suchen wir daher diejenigen Unterktrper der konstruierten Korper auf,
die zu der Relativgruppe von %' in bezug auf % gehéren, so erhalten wir
dadurch e unverzweigte unabhiingige relativ- Abelsche Korper vom Relativ-
grad 7 in bezug auf %.

Eine besondere Behandlung erfordert der Fall I = 2, wenn der Korper
k oder einer seiner konjugierten reell ist (§ 10). Man muB dann, um
sémtliche unverzweigten relativquadratischen Kérper in bezug auf den
Grundkdrper zu erhalten, einen schirferen Aquivalenzbegriff zugrunde
legen, nach dem zwei Ideale nur dann #quivalent heiBen, wenn ihr Quo-
tient eine total positive Kérperzahl ist.

Auf Grund der so geschilderten Entwicklungen gelingt dann der voll-
stindige Aufbau des Klassenkérpers (§ 11).

Die letzten beiden Paragraphen bilden einen Anhang, der mit dem
eigentlichen Existenzbeweis in keinem Zusammenhange steht. Im § 12



Existenzbeweis fiir den Klassenkdrper. 53

ist der Nachweis erbracht, da8 die komplexe Multiplikation der elliptischen
Funktionen fiir die imaginiren quadratischen Korper den zugehdrigen
"Klassenkorper liefert, wobei die Zerlegung der Primideale des Grund-
korpers im Klassenkorper den springenden Punkt des Beweises bildet.
Im letzten Paragraphen endlich ist aus der Existenz des Klassenkorpers
aunf Grund der Untersuchungen von H. Weber*) iiber Zahlengruppen in
"algebraischen Zahlkorpern gefolgert, daB in jeder Idealklasse eines solchen
unendlich viele Primideale existieren.

Es sei hier zum SchluB noch diejenige Literatur angegeben, die fiir
die folgenden Entwicklungen von Wichtigkeit ist, wobei in Klammern die
Abktirzung angegeben ist, unter der die betreffende Abhandlung hier
zitiert ist:

D. Hilbert, Uber die Theorie der relativ-Abelschen Zahlkérper.
Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wiss. in Gottingen 1898,
(Hilbert, Rel. Abelsche Zahlk.)

D. Hilbert, Uber die Theorie des relativquadratischen Zahlkorpers.
Math. Ann. 51 (1898) (Hilbert, Rel. quadr. Zahlk.)

Ph. Furtwingler, Uber das Reziprozitiitsgesetz der I*® Potenareste
in algebraischen Zahlkorpern, wenn [ eine ungerade Primzahl bedeutet.
Abhandlungen der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gottingen, math.-phys. Klasse.
Neue Folge, Bd. II, Nr. 3 (1902). (Furtwingler, Reziprozititsgesetz.)

Ein Auszug aus dieser Arbeit ist in den Math. Ann. 58 (1903), p. 1
erschienen.

D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkdrper. Bericht, er-
stattet der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 189", (Hilbert, Algebr.
Zahlk.)

§ 2.
Ein Hilfssatz transzendenter Natur.

Wir haben in diesem Paragraphen zunéichst einen Satz fiber die
Summe einer unendlichen Reihe zu entwickeln, der eine der Grundlagen
der folgenden Ausfiihrungen bildet. *

Satz 1: Es sei k ein algebraischer Zahlkirper mit der Klassensahl
g1 wo 1 eine beliebige Primeahl bedeutet wnd ¢ == O(1) ist. Es beeeichne
ferner Gy die Gruppe, welche die g~ Poteneen der Idealklassen aus k ent-
hilt, und Gp-1 eine Untergruppe von Gy vom Grade P=*.  Ldft man
dann W alle Primideale durchlaufen, deren g'¢ Poleneen einer Klasse aus
Gpn—1 angehiren, so gilt:

¢y > o ilg (), (>1),

3 =
o) n (m(-i-))

*) Math. Ann. 49 (1897), p. 83.



6 Pa. FurTwANGLER.

wo f(s) eine Funktion der reellen Verdnderlichen s bedeutet, die endlich bleibt,
wenn sich s der Grenze 1 ndhert.
Beweis: Bedeutet C das System aller Klassen aus k, deren ¢g* Po-

tenz in Gy liegt, so 148t sich das System samtlicher Klassen von % in

der Gestalt: . ey
(@) Cet, (#=0,1,--,1—1) -l
darstellen, wo ¢ eine Klasse bedeutet, deren ¢* Potenz nicht in G, liegt.
Bezeichnet man nun mit T die Anzahl aller Ideale einer bestimmten
Klasse aus k, deren Normen < ¢ sind, unter ¢ eine reelle positive GriBe

verstanden, so gilt¥*): .

(3) Tty +RE ™,

wo x eine nur vom Koérper % und nicht von ¢ abhingende Konstante und
R eine derart von ¢ abhingige GroBe bedeutet, die fiir unendlich wach-
sendes ¢ zwischen endlichen Grenzen bleibt. Aus (3) folgt:

1 N) %
(4) (2) 5 —% LA, (>0
wo die Summe links iiber alle Ideale einer bestimmten Klasse aus & und
die Summe rechts tiber alle Zahlen t=1,2,..., 00 zu erstrecken ist;
f(s) bedeutet eine Funktion der reellen Verinderlichen s, die endlich
bleibt, wenn s gegen 1 konvergiert.

Ich ordne jetzt allen Klassen aus k I Einheitswurzeln zu, indem
ich der Klasse C;c* die Einheitswurzel {* zuweise, wo C; eine beliebige
Klasse aus C bedeutet und ¢ eine von 1 verschiedene [** Einheitswurzel.
Bei dieser Zuordnung entspricht dem Produkt zweier Klassen auch das
Produkt der zugeordneten Einheitswurzeln. Bezeichne ich nun mit §; die-
jenige Einheitswurzel, die der durch j représentierten Idealklasse zuge-
ordnet ist, so bleibt die Summe

(5) 2 2@%;‘1(‘13;(6": 17 2?,;” B l— 1)7 (S>1)7

@ (@) -
in der | alle Ideale der 7 Klassen éi= Ccoiy ¢, -+, ¢ (z,% 0Q0) durch-
lguft, stets endlich, wenn sich s der Grenze 1 nshert; dies folgt aus (4).

Das gleiche gilt dann offenbar, wenn ich in (5) i alle Ideale aus k durch-
laufen lasse.

Andererseits ist, wenn w alle Primideale aus % durchliuft:

®) log >l Do o= S eh—s+£() =1,21-1),
) Ve e W (s > 1).

*) Hilbert, Rel. quadr. Zahlk., § 22, p. 53.



Existenzbeweis fiir den Klassenkorper. 7

Versteht man daher unter W+ alle Primideale aus %, deren g* Potenz
in einer Klasse aus Gp-1 liegt, unter ) alle iibrigen Primideale aus £,
so folgt aus () und (6):

(M) =1 s~

(ot +)

(wt-) ”(m(‘)) sh6) G>1.

Ferner ist:

(8) o'+ ))

(m(-H) (o)

Durch Addition von (7) und (8) folgt die zu beweisende Ungleichung:
1 1
D o STlg I+ ), (>,

=77
- n mH—))

Im vorstehenden bedeuten f,(s) Funktionen der reellen Veriinder-
lichen s, die endlich bleiben, wenn s gegen 1 konvergiert.

+ D o —lg (), (5>1).

/n(m( ))

§ 3.
Die singuliren Primiirzahlen.

Wir setzen in diesem und den folgenden Paragraphen von dem
Grundkérper k& voraus, daB er eine primitive I** Einheitswurzel { enthalte,
daB er also ein Oberkorper des Kreiskorpers der I*™ Einheitswurzeln und
zwar vom Relativgrad m sei. Unter I verstehen wir eine ungerade Prim-
zahl; es sei indessen gleich bemerkt, daB die folgenden Entwicklungen
auch fiir den Fall ! =2 gelten, vorausgesetzt, daB der Korper % samt
seinen simtlichen konjugierten imaginir ist. Die Klassenzahl des Kdrpers
k sei gleich ¢l*, wo ¢ = 0() ist. Da uns im folgenden zunichst nur
die Untergruppe der Klassengruppe vom Grade * interessiert, so wollen
wir das System aller Klassen, deren ¢* Potenz in die Hauptklasse fallt,
mit 1 bezeichnen; wir driicken uns also so aus, als ob die Klassenzahl
des Korpers k genau gleich /¥ wire. Eine Beschrinkung liegt darin nicht.
Die Klassengruppe von k moge e Basisklassen enthalten und dementspre-
chend das Klassensystem von k durch folgendes Schema dargestellt werden:

(1) oyt Gt (xi=0717 Tt zk‘—}-); k1+hs++ke=k,
Ich bezeichne nun mit t,, ---, v, Ideale aus den Klassen ¢,, -, ¢,
und setze:
(2) rl:x = (91)7 Y rzg’*e = (0);
wo @,,- - -, 0, ganze Zahlen aus & bedeuten. Es sei ferner &, &, & _;

ein volles System von Grundeinheiten fiir % (also m =ﬁ%:~1—)) und &,
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“eine.in % liegende Einheitswurzel, deren {* Wurzel nicht in % liegt. Wir
getzen dann:

(3) 1= 00 " By =0,

und bestimmen ein System von m’ + e Primidealen g, das die Bedingungen :

@ ()L ()=t 6+, Gim 12w+ o)

befriedigt, was stets moglich ist.*)
. Weiter wihlen wir die Exponenten w so, daB

(Y] n__
e,

6,1
(5) .o

: wird, wo %y, vy %,, ganze Zshlen aus % bedeuten. Bildet msn dann
das System der Zahlen:

TEA L L Smie L Omie e 1 —
(6) & g wmre, (u,v=0,1,..-, 1~ 1),

mte) +
O +¢rw( ©t rw,("‘ )= (xm'+09

indem man die Exponenten v den Bedingungen:

vlwi" Food +ew( = O(Z),
)
vlw(” + + Ve +,w‘”‘ +0 = O(l),

unterwirft, so erhdlt man dadurch sicher 7*™+¢ verschiedene Zahlen, die
die Eigenschaft baben, da8 sie die Ideale 1, ---, r, nur in 7*** Potenzen
als Faktoren enthalten. '

Wir nennen jetzt mach D. Hilbert**) zwei Zahlen o, B aus k von
gleicher Art, wenn sie eine Kongruenz:

©) : ) a= (F)

befriedigen, wo p eine Zahl aus % bedeutet und [ = (1 — §) ist. Die
Primirzahlen in %, die zu [ prim und der I*® Potenz einer Zahl aus %
Jach I kongruent sind, bilden fir sich eine Art. Die Gesamtheit der zn
- 1fpnmen ganzen Zaklen in k liefert genan I*™ verschiedene Arten, wie
~ leicht nachzuweisen ist.

." Bedeutet nimlich «; ein System von Zahlen, das die simtlichen
Arten der zu I primen Zahlen reprisentiert, und g, ein volles Restsystem
von ganzen zu [ primen nach [ inkongruenten Zahlen, so bildet «f, ein

' *) Hilbert, Algebr. Zahlk,, Satz 162, p. 4268. (—), bedeutet das Its Potenzrest-
: symbo]
**) Rel. Abelsche Zahlk., p. 382
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volles Restsystem der zu [ primen nach I’ inkongruenten Zahlen. Denn
ist « eine beliebige ganze Zahl aus %, so gilt zuniéichst eine Kongruenz

o= a5 (),

wo f eine ganze Zahl aus % bedeutet. Geniigt diese der Kongruenz

B=h (I);
so ist auch
g =81,
folglich
o« = o, f(1).

Wire andererseits:

a.p = o, B (1),

so miiBte zunichst i = ¢ sein, also auch
B = 6., (1)
B, =B.(), also k=1F. .

Da nun das System o,f, im ganzen ¢(I') Zahlen enthilt und das System
B @() Zahlen, so bleiben fiir das System «, n(I'~') = I*™ Zahlen, was
nachzuweisen war.

Wie wir oben gesehen haben, enthilt das System (6) sicher I*m'+¢
verschiedene Zahlen; es miissen daher notwendig unter diesen zwei Zahlen
derselben Art @, und o, enthalten sein. Die Zahl o = w,w}~* ist dann
eine Primirzahl von der Gestalt:

und daher

S h 2 TV LAY " 5 |
(9) © 51 ém "+1 % xm +1 “l

bei der nicht simtliche Exponenten u und v durch ! teilbar sind; « be-
dentet eine Zahl ans k. Wir nennen @ kurz eine W‘zﬁ__&mmhl

Es ist leicht einzusehen, daB man mit Hilfe des Systems (6) sogar ¢
voneinander unabhiingige singulire Primirzahlen erhalten kann, was wir
spiter (§ 7) benutzen werden. Vorliufig gentigt uns aber die Existenz
einer einzigen solchen Zahl @, die einen relativzyklischen Korper K (Va, k)
vom Relativgrad ! in bezug auf % definiert. Die Untersuchung dieses
Korpers K bildet den Inhalt der nichsten Paragraphen, und speziell der
Nachweis, daB er unverzweigt in bezug auf k ist. Dies wird dann und
nur dann der Fall sein, wenn die Exponenten » in (9) simtlich Null
sind.¥) Um das zu beweisen, miissen wir in den nichsten Paragraphen
zuniichst die ambigen Komplexe in K betrachten und eine obere Grenze
fiir ihre Anzahl ableiten.

*) Furtwingler, Reziprozithtagesetz, p. 7, Satz 6.
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§ 4.
Obere Grenze fiir die Anzahl der aus ambigen Idealen ent-

springenden ambigen Komplexe des Kirpers K (Vo,k), wo o eine
singuliire Primiirzahl bedeutet.

Es sei @ eine singulire Primirzahl, wie wir sie im vorigen Para-
graphen ermittelt haben, von der Gestalt:

— o Jite LB Lt e
(1> @ = 81 £m'+c Y . xm'+(>

und es mogen die Exponenten v, , v, - - -, ¢, ~tie einzigen der Exponenten
v sein, die nicht durch [ teilbar sind. Es gilt dann, wie wir nachweisen
wollen, folgender Satz:

Satz 2: Ist dic Anzall aller ambigen Ideale des Kirpers K (Yo, k)
gleich U, und machen die simtlichen Finheiten in k, die Relalivnormen von
Einheiten in K sind, " Einheitenverbiande aus, so gilt, wenn wir die An-
zall aller ambigen Komplexe, die aus ambigen Idealen enlspringen, mit {**
bezeichnen, die Ungleichung: '

@) <t vF—m —1+e¢.

Die Zahl e, ist dadurch bestimmt, daf 1o Idealklassen aus k in K in die
Hauptklasse iibergehen.®)

Beweis: Bezeichnet man mit H,, - -, H,- ein System relativer Grund-
einheiten von K in bezug auf A*¥) und mit %, ---, 7, ihre Relativ-

normen in k, so ist jede Einheit ¢ in £, die Relativnorm einer Einheit in
K ist, in der Form darstellbar®¥¥):
(3) e =,
wo £ eine Einheit aus k und r, - - -, r,, irgend welche Zahlen 0,1,--,7—1
bedeuten. Vorausgesetzt ist dabei, daf o nicht das Produkt einer Ein-
. heit mit der l*® Potenz einer Zahl aus % ist, was nach unserer Annahme
i {iber die Exponenten v zutrifft.
Da nun zusammen {** Einheitenverbénde, die Relativnormen von Ein-
heiten aus K enthalten, existieren, so muB man unter den Kinheiten
Nyy***y N V¥ auswihlen konnen, etwa ,, 7,, - - -, 7+, so daB jede Ein-

heit & in %, die Relativnorm einer Einheit in K ist, sich eindeutig in die
Gestalt bringen laft:

(4) &= 77:) t 72;2*5’; (ry =y =0, 1,---, 1 —1).
*) Uber die Definition der Komplexe und speziell der ambigen Komplexe vgl.
Hilbert, Rel. quadr. Zahlk., § 12, p. 22.
**) Hilbert, Algebr. Zahlk., § 55, p. 272.
**) Hilbert, Algebr. Zahlk., § 146, p. 448, Hilfssatz 32.
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Wendet man dies auf die Einheiten n,(¢ =v*+ 1, ..., m’) an, so
ergibt sich: ‘
(5) 7 = 1];1(‘) e 12:‘”(0 (g(i))l’ (’& = ¥ + 1, cey m'),
wo £9 eine Einheit aus & ist und die Exponenten r bestimmte Werte
0,1,.-.,7—1 haben. Daraus folgt, daB die m’ — v* Ausdriicke:

(6) Hi’= H.'Hl—r(li) Ce H;r:‘z@(i,))_ Y (" =v*+1,.-, m’)
Einheiten in X mit der Relativnorm 1 sind und daB man deshalb:
@ H, = M=o

setzen kann, wo M, eine ganze Zahl aus ¥ und S die Substitution

V0| £V o bedeutet. Die Ideale (M,) und (M) = (Yw) sind dann mit ihren
relativ konjugierten Idealen identisch und darum Produkte aus den am-
bigen Primidealen in K, die wir mit D,, - - -, D, bezeichnen, und Idealen
aus k: '
®) MR B

M)=DF - DF|, (=t 41, ).
Es ist nun zu untersuchen, wieviel voneinander unabhingige Beziehungen
(9) (M) (Morgg)Pot 42 - - - (M, ) = *

bestehen kionnen, wo die Exponenten b irgend welche Werte 0,1, .-, 7—1
haben, die nicht simtlich Null sind, und j* ein Ideal aus % ist. Es ist
zunichst leicht zu erkennen, daB j* nicht Hauptideal in % sein kann, daB
also keine Relation:

(10) (M)b (Mva+1)b=’+l o e (Mml)bm’ = ,iE

gelten kann, wo 7 eine Zahl aus ¥ und E eine Einheit aus K ist. Denn
potenziert man (10) symbolisch mit (1 — S), so ergibt sich:

(11) £ (Honga)Porst - - - ()P = B9
und hieraus schlieBt man mit Hilfe der fundamentalen Eigenschaft des
Systems relativer Grundeinheiten, daB b = b,xy1 = - -+ = by = O sein muB,

wenn man noch beachtet, daB ® nicht das Produkt aus einer Einheit mit
der ' Potenz einer Zahl aus % ist.

Da keine Relation (10) bestehen kann und andererseits das Ideal j*
aus (9) in K Hauptideal ist, so konnen hdchstens e, voneinander un-
abhingige Relationen (9) gelten, wenn I4 Idealklassen aus £ in K in die
Hauptklasse iibergehen. Daraus ergibt sich die Richtigkeit der Unglei-
chung (2).

T Die Ungleichung (2) gilt auch in dem Falle, daB o eine Einheit aus
— k ist. Denn in diesem Falle sind die Einheiten o, %, ---, 7, Relativ-
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pormen von Einheiten aus K, und wir knnen als Reprisentanten der v*
" unabhsngigen Einheitenverbinde, die Relativnormen von Einheiten aus K
entlialten, etwa die Einheiten o, 7;, - - -, 7pe—; Whlen. Dadurch, daB man
die iibrigen m"— v* + 1 Einheiten %, - - -, 7, durch diese ausdriickt, ge-
‘langt man zu m'— v* 4+ 1 Relstionen von der Art (8). Da jetazt wieder
gwischen M,e, My 41, -+ -, My hochstens e Relationen von der Art (9)
bestehen kéunen, gilt auch jetzt die Ungleichung (2).

§ b.
Obere Grenze fiir die Anzahl aller ambigen Komplexe in K.

Satz 3: Ist @ die Ansahl der umabhingigen ambigen Komplexe in K
wnid ¢ die Anzahl der Basisklassen der Klassengruppe von k, so gilt:
1) ale— 1.

Beweis: Ist I die Anzahl aller Einheiten, die Relativnormen von
ganzen oder gebrochenen Zshlen aus K sind, so gibt es v — v* unab-
hingige Binheiten in k, die Relativnormen von gebrochenen Zahlen sind.
Diese definieren v — v* ambige Idealklassen in K, die wir mit A4,, -+, Ae—oe
bezeichnen. Der Weg, auf dem man dieselben erhilt, ist genau derselbe
wie in dem Beweise zu Satz 20 meiner Abhandlung iiber die Reziprozi-
tategesetze.*) Bedeuten %, - - -, M,_,+ diejenigen Ideale, welche die am-
. bigen Klassen A4,,---, A,_ . definieren, und ist % ein belicbiges Ideal
eines ambigen Komplexes 4 aus K, so ist zu untersuchen, ob 2 einem
Produkt aus Potenzen von %, :--, ¥,_,» mit Potenzen der a* unab-
hingigen ambigen Idesle aus K und einem Ideal aus % dquivalent ist.

Es gilt:

@) qt-9= 84y,
wo O eine Zshl aus k und j ein Ideal aus % bedeutet. S bezeichnet eine
erzeugende Substitution der Relativgruppe von K in bezug auf .

Wir wollen nun zunéchst sehen, welchen Bedingungen die Ideale j,
die eine Beziehung (2) erfiillen, unterworfen sind. Wir stellen zu diesem
Zweck die Klassen in %, deren [* Potenz in % die Hauptklasse ergibt, in
der Gestalt dar:

%:0,1’...1_1
®) (@a-...@)z,(. A )

z,=0,1,...1—-1
indem wir:

4) 6f==c‘f“’, --oc:!‘==c‘:""1

setzen. Gehort nun | der Klasse ¢ an und ist:

e

*) Furtwangler, Reziprozititsgesetz, p. 23. )
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®) = (@ (e
80 kann man setzen:
(6) i = “rfx'lhl-l I r‘:elzh‘_l,

wo o eine Zahl aus & bedeutet. Andererseits ist nach (2)

=N (077,
wenn N, die Relativnorm in bezug auf % bedeutet; folglich
@ LACHRE ]

wenn ¢ eine geeignete Kinheit aus % bezeichnet.
Aus (7) folgt*®):

Cof et _ . (Fer el _
® () =1, () =

Unter den Indizes 4,,---¢, mdgen nun aus der Reihe der Indizes
m'+1,---m'+ e genau f vorkommen und zwar mogen dies die Indizes
9 m+ b, .- .m + &)
sein. Es folgt dann, wenn man die Bedingungen (4) in § 3 beachtet,
denen die q geniigen miissen, daB:

(10) &y =00, -2, =0(0)

gein muf; d. h. es gibt hochstens ¢ — f unabhingige Klassen in %, die
in K der (1—2S)* Potenz einer Klasse gleich werden. Unter diesen sind
¢, Klassen, die in K in die Hauptklasse iibergehen; geht aber j in K in
ein Hauptideal tiber, so folgt genau wie an der zitierten Stelle®*), daB
sicH'¥ in der oben angegebenen Weise ausdriicken 1i8t. Es kann dem- | -
nach in K hochstens ¢ — f — e, unabhiingige Klassen aus ambigen Kom-
plexen geben, die sich nicht aus den Klassen A4, -- A4, ,» und den aus
den ambigen Idealen in K entspringenden Klassen zusammensetzen lassen.
Es ist also

(11) a_S_a*+v—v*+‘e—-f—e!..

Alle Einheiten ¢ in & nun, die Relativmormen von Zshlen aus K sind,
miissen die Bedingungen:

&
(12) (5;) =L (aq) =1
'befriedigen. Da unter den Indizes 4,, - - - ¢, f Indizes aus der Reihe m'+ 1,
-+ m + e vorkommen, folgt aus (12) _
(13) v <M —t4fim n-F 0
Addiert man jetzt endlich (2) des vorigen Paragmphen und (11) und (13)
aus diesem Paragraphen, so ergibt sich a <e— 1.

*) Furtwiingler, Reziprozititegesetz, Satz 15, p. 16.
*) Furtwingler, Reziprozititegesetz, p. 24.
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§ 6.

Fiir welche Primideale in % hat eine singuliire Primirzahl
den Restcharakter 1?

Von ausschlaggebender Bedeutung fiir die folgenden Entwicklungen
ist die Beziehung, welche die singuliren Primirzahlen in & zur Einteilung
der Ideale in Klassen besitzen. Es zeigt sich nimlich, daf eine bestimmte
singuldre Primédrzahl @ nur von solchen Primidealen %~ Potenzrest _sein
kann, die einer bestimmten Untergruppe der Klassengruppe von & an-
gehoren. Die Entscheidung tiber die Frage, ob ® Rest oder Nichtrest
eines gegebenen Primideals p ist, hiingt also davon ab, welcher Ideal-
klasse p angehort.

Um den angedeuteten Zusammenhang aufdecken zu kénnen, miissen
wir zunichst noch einige Festsetzungen treffen. Es sei P ein beliebiger
ambiger Komplex in K, der nicht der Hauptkomplex ist, und es moge
in K die Aquivalenz gelten:

P Qu-of,

wo ¢ einen Komplex aus K bedeutet. Dagegen moge es keinen Komplex
R in K geben, der die Aquivalenz:

Pr\.a R(I_S)

befriedigt. Ich nenne dann kurz p den Exponenten des ambigen Kom-
plexes P. Die Moglichkeit einer solchen Definition ist ersichtlich, wenn
man bedenkt, daf nicht fiir beliebig hohe Werte von p eine Aquivalenz
der angegebemen Art erfilllt sein kann, weil die (1—S)*™ symbolische
Potenz eines Komplexes immer auch die I** wirkliche Potenz eines Kom-
plexes ist. Ich bestimme in K jetzt a unabhingige Komplexe in folgender
Weise:

Ich wihle zunichst einen ambigen Komplex P, in K, dessen Ex-_
ponent p; von keinem KExponenten eines anderen ambigen Komplexes
iibertroffen wird, darauf einen von P, unabhingigen ambigen Komplex P,,
dessen Exponent von keinem Exponenten eines von P, unabhingigen
Komplexes iibertroffen wird usf. Der letzte so auszuwihlende Komplex
ist mit P, zu bezeichnen; er hat einen Exponenten p,, der von keinem
Exponenten eines ambigen Komplexes unterschritten wird.

Es gelten dann in K Aquivalenzen folgender Art:

@) P~ Qu-9% (1=1,2,--a)

wo @, gewisse Komplexe aus K bedeuten, und die Exponenten p; er-
fiillen die Bedingungen:

p+1

PPy 2Py
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Mit Hilfe der vorstehenden Festsetzungen konnen wir folgenden Satz
aussprechen :

Satz 4: Ist J ein Ideal aus K und J*-9 einem Idealquotienten von
der Gestalt:
2) QRO QFa®

dquivalent, wo F,(S), - - - F,(S) gance ganzzahlige Funktionen von S :smd,
so ist auch J einem Idealquotienten dieser Gestalt dGquivalent. Dabei be-
deutet | ein Ideal aus k,Q,, -, Q, Ideale aus Klassen in K, die resp.
den Komplexen @, - -, Q, angehiren; diese sind, wie im vorsichenden er-
lautert ist, durch (1) bestimmd.
Beweis: Wir betrachten zunichst den Fall, daf fiir s#mtliche
Funktionen F' gilt:
F)=00) (i=1,-- a.
Wir kénnen dann auch annehmen, da8 die simtlichen Funktionen F'(S)
durch (1—58) teilbar seien; denn es gilt
(3) O ~ a, Qu-=9 Gi(S)’
wo ¢, die Relativnorm von £, und G,(S) eine ganze, ganzzahlige Funktion
von § bedeutet. Die Richtigkeit von (3) erkennt man leicht, wenn man
die Funktion
l__(1+5’+...,gz—1)
nach Potenzen von (1—S) entwickelt. Wir setzen daher jetzt:
F(S) = — (1-S)F(8),

wo die Funktionen F”;(S) wieder ganze, ganzzahlige Funktionen von S sind.
Bezeichnet man dann den Ausdruck:

Fy () Fy(S
Dq e Qa a(8)

(3309~ §
d. h. I’ gehort einem ambigen Komplex an, woraus sich ohne weiteres
die Richtigkeit unserer Behauptung in dem betrachteten Falle ergibt.
Wir nehmen zweitens an, daB nicht simtliche Funktionen F, (1)
durch ! teilbar sind und zwar sei F, die erste unter den nicht teilbaren; ich
setze dann wieder voraus, daB simtliche Funktionen F(S), -« F,_(S)
durch (1—8) teilbar sind, was nach (3) gestattet ist. Ich potenziere jetzt
die vorausgesetzte Aquivalenz:

- .~ F, Fy_
3(1 9o ID{ s . Db—bl 1(6')be(5’)_ .. Qfa(s)

mit ¥, so gilt offenbar:

symbolisch mit (1—8)». Ich erhalte dadurch eine Aquivalenz von folgen-
der Gestalt:

4 @)U j AP AT e
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wo {, ein Ideal aus k, " einen leicht angebbaren Idealquotienten aus K
und U, A, -+ A, Ideale aus Klassen der ambigen Komplexe P,, -+, P,
bedeuten. Da der Expounent ¢, wegen F, (1) == 0 (I) nicht durch 7 teilbar
ist, so steht die Aquivalenz (4) in Widerspruch mit unserer Festsetzung
iiber die Auswahl der Komplexe P, Denn sie lehrt, daf es einen von
den Komplexen P, ---, P,_, unabhingigen ambigen Komplex gibt, dessen
Exponent grofer als p, ist. Der angenommene zweite Fall ist deshalb

unmdglich; hiermit ist unser Satz vollstindig bewiesen.
Satz 5: Ist p ein Primideal aus k mit der Eigenschaft (%)‘ =1, so

gehort p eimer durch o wollig bestimmiten Untergruppe der Klassengruppe
von k an, deren Grad den Betrag I'~' nicht ubersteigt.

Bewets: Ich bezeichne die Klassen in %, in die die Relativnormen
von £, -+, O, hineinfallen, mit ¢,, --- ¢,. Bezeichne ich dann die
kleinste Gruppe, der diese Klassen und auflerdem simtliche /!® Potenzen
von Klassen in % angehtren, mit &, so hat G hochstens den Grad I*-1.
Denn da a <e—1 ist, so konnen hochstens e — 1 Basigklassen von %
durch Produkte aus Potenzen von ¢, ---, ¢, dargestellt werden; es muB
daher sicher eine Basisklasse in G fehlen und der Grad von G ist daher
hochstens 1~ Das Primideal p gehdrt aber, wie leicht einzusehen ist,

zu einer Klasse aus G. Denn wegen (%)I——= 1ist p in K(Vo, k) zerlegbar.

Ist P ein Primfaktor von p, so gibt es sicher einen Exponenten b, so
daB die Aquivalenz

(5) ;Bm(l -5 1

in K gilt, wo ¢, == 0(l) ist. Daraus folgt nach Satz 4, daB P« einem
Ausdruck von der Gestalt (2) dquivalent ist, woraus man sofort erkennt,
daB p zu einer Klasse der Gruppe G gehort. Von der Gruppe G, die
durch o vollstindig bestimmt ist, wollen wir sagen, daB sie zu @ gehdrt.
Der Grad der Gruppe G ist genau gleich I*~1. Die Richtigkeit dieser
Tatsache wird sich aber erst im nichsten Paragraphen ergeben. Ich trage
diesem Umstande dadurch Rechnung, da8 ich jede Gruppe, die G enthilt
und deren Grad nicht groBer als I*~! ist, als zu » gehOrig bezeichne.

§ 7.
Die Unverzweigtheit der Korper K.
Wir konnen nunmehr zu deni Nachweis iibergehen, daB in bezug auf
den gegebenen Grundkdrper % genau e voneinander unabhingige wunver-

sweigte Korper vom Relativgrade ! existieren. Wir beweisen zu diesem
Zweck zunsichst, daB sicher ein solcher Korper existiert.
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Ist der in den vorigen Paragraphen betrachtete Korper K (Ve, k)
nicht unverzweigt in bezug auf %, so wihle man ein zweites System von
Primidealen q';, - -+, q,.,,, das ebenfalls die Bedingungen (4) in § 3 be-
friedigt. Man gelangt dadurch zu einer primiren Zahl w’, die von o ver-
schieden ist. Ist jetzt der Koper K (11/5', k) unverzweigt in bezug auf £,
so ist unsere Behauptung bewiesen; ist er verzweigt, so schlieBen wir
aus Satz D, daB zu ®" eine Untergruppe G’ gehort, die von G ver-
schieden sein muB. Wire nimlich G = G, so wiirde man dadurch zu
einem Widerspruche mit Satz 1 kommen. Denn bezeichnet man alle
Primideale, fiir die

[0
(5) P L,

mit p, und diejenigen, fiir die

( )=1=1 (—)—-1 mit p’,
so gilt bekanntlich:

11 1
2 byl log —-+7() (>1)

®)

1 1—1
Z’nm.—---- gL () (>1)

®)

1 ’ )
2 (D) n(p 1? log s—1 +fE+f (). (s>1)

(v )

f(s) und f’(s) haben die bekannte Bedeutung. Da die Primideale p simt-
lich von den Primidealen p’ verschieden sind und beide Arten zu Klassen

aus der Gruppe G = G’ gehéren, so involviert Gleichung (1) einen Wider-
spruch gegen Satz 1, weil

@) ?’—Z;—l- >%, wenn 1> 1 ist.

Wir kénnen nun den begonnenen ProzeB beliebig fortsetzen, indem
wir immer neue Systeme von Primidealen q mit den Eigenschaften (4)
in § 3 wihlen. Ich behaupte, daB wir dadurch sicher zu einer priméiren

Zshl o, gelangen miissen, welche einen unverzweigten Korper K Vo, k)
in bezug auf k definiert. Denn wire dies nicht der Fall, so miiten, da
nur eine endliche Anzahl Untergruppen der Gruppe der Klassen von %
existieren, sicher in der Reihe der erhaltenen primiren Zahlen zwei auf-
treten, zu denen dieselbe Untergruppe der Klassengruppe von k gehort.
Dies ist nach den eben gegebenen Ausfiihrungen unmoghch und daher
unsere Behauptung bewiesen.

Mathematische Annalen. LXIII. 2
.o
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Wir haben jetzt noch zu zeigen, daB genau e voneinander unab-
hangige unverzweigte relativzyklische Kdorper vom Relativgrad ! in bezug
auf % existieren.

Wir nennen ein System von Korpern unabhingig, twenn keiner in dem
aus der Gesamtheit der ibrigen Korper cusammengesctsten Korper ent-
halten ist.

Wir haben im vorhergehenden geeehen, daB es in bezug auf i einen

unverzweigten Korper K, (Vw,, k) gibt. Es sei:

" “mite
@pu= & Elie

WO &, -, &we die friher angegebene Bedeutung haben und es sei der
Exponent u; von Null verschieden. Es gibt nun in dem froher be-
trachteten System von Zahlen (6) in § 3 I*~'+¢ verschiedene Zahlen und
deshalb anch, wenn e > 2 ist, sicher zwei Zahlen derselben Art, fir die
der Exponent von & denselben Wert hat. Der Quotient dieser beiden
Zahlen liefert dann eine primire Zahl o), fir die der Expouent von ¢
Null ist, und die deshalb sicher einen von K, unabhiingigen Relativkdrper
in bezug auf k definiert. Ist dieser unverzweigt, so ist der zweite der
gesuchten e Korper gefunden; ist er verzweigt, so wiederholen wir die
Betrachtungen der ersten Hailfte dieses Paragraphen, indem wir jetat
aber nur solche primiire Zahlen heranziehen, fiir die der Exponent von
g, Null ist.

Wir kommen dadurch sicher zu einer primiren Zahl @,, die einen
von K, unabhiingigen unverzweigten Korper K, (Vw,, k) definiert. Dies
Verfahren kdnnen wir fortsetzen, wenn e > 8 ist.

Ist nimlich in dem Ausdruck fir @, der Exponent von s von Null
verschieden, so bestimmen wir in der geschilderten Weise eine primére
Zahl o,, die einen unverzweigten Korper K (Va,, k) in bezug auf k de-
finiert und bei der die Exponenten von & und s Null sind; K, ist daon
von K, und K, unabhingig. So kdnnen wir offenbar fortfahren, bis
wir ¢ unsbhingige, in bezug auf k¥ unverzweigte Kdrper vom Relativ-

grad | erhalten haben, da das Zahlensystem (6) in § 3 I**'+¢ verschiedene
~ Zahlen enthalt.

Wir haben jetzt noch nachzoweisen, daB es nicht mehr derartige
unabhingige Korper gibt. Wir miissen zu diesem Zweck die Unter-
gruppen der Klassengruppe von & vom Grade I*-! und ihre Zusammen-
gehorigkeit mit den im vorigen betrachteten primiren Zahlen m etwas
piaher untersuchen.

Die Klassengruppe von & war:

3) & (=0,1,..., r“"l)’ B+hy+ -+ h =N
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Jede Untergruppe von % vom Grade I*—*' liBt sich dann durch eine
bestimmte Kongruenz

*) figy -+ f,2,=0()

charakterisieren, wo die f;,---,f, feste ganze rationale Zahlen bedeuten,
die nicht simtlich durch ! teilbar sind; d. h. man erhilt alle Klassen der
Untergruppe und jede nur einmal, wenn man die Exponenten z,,---, 2,
in (3) alle Werte durchlaufen 14Bt, welche der Kopgruenz (4) geniigen..
Man erkennt dies leicht, wenn man bedenkt, daB die Untergruppe als
Abelsche Gruppe selbst eine Basis besitzt, und dann die Klassen dieser
Basis durch ¢, - - -, ¢, darstellt.

r¥—1

Eine leichte Abzihlung vermittelst (4) lehrt dann, daB es ;—

verschiedene Untergruppen vom Grade *-! in der Klassengruppe gibt;
andererseits folgt aus der Existenz der Zablen o, ---, ©,, daB es

mindestens f:

bezug auf % gibt. Da nun aber zu zwei verschiedenen Korpern nicht
zwei gleiche Untergruppen gehdren konnen, weil man sonst in der zu
Anfang dieses Paragraphen ausgefilhrten Weise zu einem Widerspruch
mit Satz 1 kommen wiirde, so lassen sich die verschiedenen unverzweigten
Korper und die Untergruppen eindeutig zuordnen. Daraus folgt zugleich,
daB weiter keine unverzweigten relativzyklischen Korper vom Relativgrad !
in bezug auf % existieren konnen und daB zu jedem solchen Korper eine
Untergruppe der Klassengruppe von % gehort, die genau den Grad *—* hat.

1 . . w . .
; verschiedene unverzweigte Korper vom Relativgrade I in

§ 8.

Die genaune Anzahl der ambigen Komplexe und die Einheiten in
den Korpern K.

Satz 6: Die Anzahl der unabhingigen ambigen Komplexe in

Kj(V‘”}" k) (j=1r2""7 8)
ist gleich e — 1.

Beweis: Wir werden im folgenden den Index j immer fortlassen,
da die Ausfihrungen gleichmiBig fiir die ¢ Kérper K, - - -, K, gelten,
und die in den vorigen Paragraphen gebrauchten Bezeichnungen an-
wenden. Es mogen @, -, @, die durch (1) in § 6 definierten Komplexe
aus K sein und A4, -, 4, mogen Idealklassen aus den Komplexen
Q, -, @, sein. Es sind dann simtliche Idealklassen aus K in der
Gestalt darstellbar:

(1) cAP® ... AL
2‘
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wo ¢ eine Klasse aus k und F;(S), ---, F,(S) ganze, ganzzahlige Funk-
tionen von S bedeuten. S ist die Substitution, durch die Vo in Ve
iibergefithrt wird. Bezeichnet man nun die Klassen in %k, in welche die
Relativnormen der Ideale aus A,,---, 4, hineinfallen, mit ¢, ---,¢,, s0
muB die Gruppe der Klassen in £, die ¢, -+, ¢, und auBerdem simtliche
lte» Potenzen von Klassen enthilt, vom Grade=l*—! sein.

Wiire aber @ <e — 1, so wire dies offenbar unmoglich; es ist also
notwendig

a=>e—1

‘und folglich wegen Satz 3:
(2) a=e—1.

Auch die Anzahlen v und v* lassen sich jetzt leicht bestimmen, wie
folgender Satz lehrt:

Satz 7: Haben v, v*, e, e, und m’ dicselbe Bedeutung wie in den
Sdtzen 2 und 3, so gilt
3) ! =m'—e + 1,
4) v=nm
oder i Worten:

Jede Einheit in k ist Relativnorm einer Zahl aus KV, k), dagegen
sind nur 1"—atl Einheiten Relativnormen von Einheiten aus K.

Beweis: Aus den Ungleichungen (2) in §4 und (11) in §5
folgt, wenn man beachtet, daB a* ¢ und f den Wert Null haben, und
a=e—1 ist:

(5) >m + 1 —e,

(6) v=>2vt4 e —1,

also auch ,
v=>m.

Da v nicht groBer als m’ sein kann, muB v =m’ sein. Aus (6)
folgt dann:
v*<m'+1—e,
v¥=m'—e + 1.

Aus der letzten Gleichung schlieBt man noch, daB e, mindestens
den Wert 1 haben mufl, d. h. daf es sicher eine Klasse in k geben muf,
die in k nicht Hauptklasse ist, aber in K in die Hauptklasse iibergeht.

also wegen (5)

§09.

Konstruktion des unverzweigten Korpers vom Relativgrad ¢, wenn
der Grundkoérper keine It* Einheitswurzel enthiilt.

Wir haben in den vorhergehenden Paragraphen immer vorausgesetzt,
daB der Grundkorper %k eine ! Einheitswurzel enthalte. Von dieser
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beschrinkenden Voraussetzung haben wir uns jetzt zu befreien, indem
wir folgenden Satz beweisen:

Satz 8: FEs set k ein belicbiger algebraischer Zahlkirper mit der
Klassenzahl ql¥, wo | eine ungerade Primzahl bedeutet und q zu 1 prim
wst.  Ist dann das System der g'** Potenzen der Idealklassen aus k in der
Gestalt darstellbar:

(h=¢ - (@=0,1,--, lhi_l)) byt -+ he=F,
so existieren in bezug auf k genau e unabhingige unverzweigte relativ-
2yklische Korper vom Relativgrad 1. Dasselbe gilt fiir | =2, wenn der
Korper K samt seinen konjugierten tmagindr ist.
Beweis: Ich erinnere zunichst daran, daB wir wieder das System
aller Klassen, deren g% Potenz in die Hauptklasse fallt, mit 1 bezeichnen

und in diesem Sinne die Aquivalenz a~ 1 verstehen. Ist dann I der
kleinste Exponent, fiir den die Aquivalenz

lhi
b ~1

gilt, so soll 1% der zum Ideal b oder zu der betreffenden Idealklasse ge-
horige Exponent heiBen. Ferner sei noch auf folgende Bezeichnungs-
weise hingewiesen, die weiterhin benutzt wird. Ist K ein beliebiger
Oberkérper von % nnd fallen die Relativnormen der Ideale aus einer
Klasse ¢ in K in die Klasse ¢ in %, so werde ich kurz ¢ die Relativ-
norm von C nennen und schreiben: )

20 = Ni (¢).
Wenn die Deutlichkeit nicht darunter leidet, kann bei N der obere oder
der untere Index fortbleiben.

Ich adjungiere jetzt zu dem Korper % die I* Einheitswurzel { und
bezeichne den Korper (k, £) mit %, dessen Relativgrad I’ in bezug auf % .
als Faktor von ! —1 zu ! prim ist. Aus dieser Tatsache folgt leicht,
daB jede Idealklasse aus k' in der Form ¢C darstellbar ist, wo ¢ eine
Klasse aus % bedeutet und C eine solche Klasse aus %, ‘die der Bedingung:

@ N =1
geniigh. Das gesamte Klassensystem von %' ist also “in der Gestalt:
(3) (€ C.

darstellbar, wo C eine beliebige Klasse mit der Eigenschaft (2) bedeutet,
Zwischen den Klassen ¢, - - -, ¢, kann in ¥ keine Aquivalenz von

der Gestalt: ;

“) o~ R

bestehen, wo C, eine beliebige Klasse aus dem System C, und B eine

beliebige Klasse aus %' bedeutet, auer wenn sémtliche a;, durch I teilbar
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sind. Die Unmdoglichkeit von (4) erkennt man, wenn man auf beiden
Seiten die Relativnorm in bezug auf % bildet. Es folgt daher aus § 7,
daB e unabhingige primire Zahlen w,,---, @, in % existieren, welche
unverzweigte relativzyklische Korper vom Relativgrad ! in bezug auf &’
definieren und respektive zu den durch die Kongruenzen:

x; =0(0)
definierten Untergruppen der Klassengruppe von %" gehdren. Ich be-

trachte jetzt den Korper (¥ 4 ®,) und will zunichst zeigen, daB er in
bezug auf k relativ-Abelsch ist. Bezeichnet man die erzeugende Sub-
stitution der Relativgruppe von k' in bezug auf % mit

. §= gl gr’
so gilt:
(5) =1, »=1().
Da nun die Untergruppe der Klassengruppe von &, zu der o, gehort,
gegeniiber s invariant ist, so muB dasselbe von dem Korper (K, Vw,)
gelten, d. h. es muB eine Beziehung:
(6) s0, = o
bestehen, wo @ eine rationale ganze Zahl und f eine Zahl aus & be-
deutet. Um zu zeigen, daB (¥, V/®,) in bezug auf  relativ-Abelsch ist,
hat man nachzuweisen, daB die Kongruenz:
(M a=r()
gilt. Wir setzen zu diesem Zweck:
(8) V=ppr,=ppry=---,
wo pg, pg, - - - die verschiedenen in !’ aufgehenden Primzahlpotenzen
bedeuten, und beweisen, daf die Kongruenzen
w = (1),
©) ar=r=(0),

gelten. Aus der Gesamtheit derselben folgt leicht die Richtigkeit von (7).
Denn da die Zahlen ,, 7y, - nicht sémtlich einen gemeinsamen Teiler
haben, so liBt sich die Gleichung:

Yrit st =1
durch ganze rationale y erfiillen und.es folgt dann aus (9)

an it = phnityarat- (l),
d h
a=r(l).
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Es geniigt, von den Kongruenzen (9) die Richtigkeit der ersten nach-
zuweisen, da der Beweis fiir die iibrigen sich analog gestaltet. Zu diesem
Nachweis miissen wir uns ein Primideal 3, in %’ verschaffen, das folgende
beiden Eigenschaften besitzt: 1) es muB in einer Idealklasse liegen, die
der Bedingung x;, &= 0(I) geniigt, wo z, den Exponenten von ¢, in der :
Klassengruppe von k' bedeutet; 2) es muB P, =P, sein, wenn wir .
mit s die Substitution s bezeichnen. Haben wir ein solches Primideal
gefunden, so ist die Richtigkeit der Kongruenz:

(10) ar =1 (1)

in folgender Weise einzusehen. Nach den Annahmen iiber P, gilt:

D) _ g%
) &)= e+
und folglich, wenn wir die Substitution " auf (11) anwenden:

(12 (457) =@

Daraus ergibt sich die Giiltigkeit von (10).

Wir haben also jetzt nur noch, um den Beweis vollstindig zu
machen, zu zeigen, daB ein Primideal B, in %" mit den oben angegebenen
Eigenschaften existiert. Wir betrachten zu diesem Zweck den Ober-
korper k, von k, der zu der Gruppe (saq l)x (x=0,1,---, r,—1) gehort.
Derselbe ist relativzyklisch in bezug auf £ vom Relativgrad p% und be-
sitzt einen Unterkdrper Uk,, der relativzyklisch vom Relativgrad p, in
bezug auf % ist. Ich behaupte nun, daB es in einer Klasse von %, die
der Bedingung a, == 0(l) geniigt, ein Primideal gibt, das in Uk, und
folglich dann auch in %, Primideal bleibt. Bezeichnet némlich %P, ein
beliebiges Primideal aus Uk, so gilt

D w08 = +AO) (s> 1)
und daher

1 1 1
2y~ 708 =1 + RO, (s>1)

=N (B)
gesetzt wird. Bezeichne ich andererseits alle Primideale in %k, die in
einer Klasse mit x, % 0(l) liegen, mit ¢;, so folgt aus Satz 1:

I—
2 n(lq,->‘—2~ 7 log 25 +£4(6) (s > 1).

Die Funktionen f(s) bleiben endlich, wenn sich s der Grenze 1 nihert.

wenn

Da l——-;—1>% ist, so ergibt sich somit, daB unendlichviele Primideale
.

~ - A . y -
A AT B T T P R
: RE N LIPS SUE N
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aus einer Klasse, die der Bedingung z; * () genﬁg‘t, .in Uk, und
deshalb in %, Primideale bleiben. Ist p, ein solc'hes Primideal und P,
ein Primfaktor desselben in %, so erfiillt B, die beiden oben angegebenen
ingungen. —
Bedu‘l?%?r iaben damit bewiesen, daB der Korper (%, f/ ®,) in l?ezug auf k
. relativ Abelsch vom Relativgrad 1'] ist. Die Relativgruppe bes1tz§ deshalb
eine ausgezeichnete Untergruppe vom Grade ', zu dgr der K(')rper K,
gehoren moge. K, ist dann relativzyklisch vom Relatn-fgmd l. in bezug
auf % und unverzweigt, wie sich leicht zeigen laBt. Gm.ge némlich das
Primideal p aus % in der Relativdiskriminante von K, in bezug auf %
auf, so miiBte p in K, in I gleiche Primfaktoren zerfallen. Wenn man
dann p in (¥, Vo) zerlegt, so miiBten sich die Primfaktoren n Syste:ge
von je ! gleichen anordnen lassen. Dav,raus_~ wiirde folgen, daB es ein
Primideal B in &’ geben miifite, das in (¥, Vo,) in 1 gleiche Primfaktoren
zerfallt, was unmdglich ist. Es ist also K, in bezug auf % unverzweigt.
Verfihrt man jetzt in derselben Weise mit (¥, V), (¥, Vay), - - -,
wie wir es eben mit (¥ Vo,) getan haben, so erhilt man die Korper
K,, K,, ---. Das System der Korper
Kl: ‘Ksy Y K,
liefert dann e unverzweigte unabhingige relativzyklische Korper vom
Relativgrad ! in bezug auf X, womit unser Satz bewiesen ist.

§ 10.

Konstruktion der unverzweigten relativquadratischen Korper,
wenn unter den konjugierten Kdérpern des Grundkirpers % reelle
vorhanden sind.

- Die bisherigen Entwicllungen bezogen sich auf den Fall, daB [ eine
ungerade Primzahl ist; sie gelten, wie bereits erwihnt ist, auch fir /=2,
wenn noch die weitere Voraussetzung erfillt ist, daB der Grundkdrper
nebst allen konjugierten imaginar ist.” Ist das nicht der Fall, so sind be-
sondere Entwicklungen nétig, die in diesem Paragraphen gegeben werden
sollen. Es geniigt jetzt, wenn man alle unverzweigten relativquadrati-
schen Korper erhalten will, nicht mehr der gewshnliche Aquivalenzbegriff,
sondern es ist der von D. Hilbert*) eingefithrte schirfere Aquivalens-
begriff zugrunde zu legen, nach dem zwei Ideale nur dann dquivalent
heiBen, wenn ihr Quotient als total positive®™*) Korperzahl darstellbar ist.

%) Rel. Abelsche Zahlk., § 5.

**) Eine Korperzahl heiBt total positiv, wenn ihre sdmtlichen konjugierten
Zahlen, soweit sie reell sind, positiv sind. ’
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Es sei noch bemerkt, da im folgenden, wenn von den zu % konjugierten
Korpern die Rede ist, immer der K&rper % einbegriffen ist.

Wir nehmen an, daB der Grad des Korpers & gleich m sei und daB
sich unter den konjugierten Korpern s reelle befinden. Wir haben dann zu-
nachst noch eine fiir ¥ charakteristische Zahl p zu definieren, wohei wir
festsetzen, daB die zu einer Zahl o aus % konjugierte Zahl, die in dem
mit & konjugierten Korper k) liegt, mit o bezeichnet werden soll.

Es sei ¢ eine Einheit aus %, unter deren konjugierten sich wenigstens
eine negative befindet und zwar sei dies &® in k®); es sei dann & eine
solche Einheit, daB &) positiv und &) negativ ist; weiter sei & eine
solche Einheit, daB &® und &;* positiv sind und &) negativ usw. Die
letzte auf solche Weise zu wihlende Einheit sei &),; es folgt dann, daf
jede Einheit ¢ in %, deren konjugierte in k®), ... Ek(» %positiv sind, auch
in den noch iibrigen reellen Koérpern s+, - - -, ki positive konjugierte
Einheiten hat. Die Zahl p 148t sich auch in folgender Weise charakte-

m+ s
2

ist. Nimmt man zu diesen noch eine Einheitswurzel aus k hinzu, deren
Quadratwurzel nicht in % liegt, so erhilt man 2™ Einheitenverbinde in £,
. unter denen sich mindestens 2™ —¢ Verbinde von total positiven Einheiten
finden. Ist s—p=p >0, so wird diese Minimalzahl tiberschritten und
es gibt in & genau 2™-? Verbinde von total positiven Einheiten.

Aus den im vorstehenden fiir den Korper k& gemachten Annahmen,
die keine Beschrinkung enthalten, folgt, daB man zu jeder Zahl « in %
eine Einheit ¢ so bestimmen kann, daf die Zablen (sa)@, - --, (ea)¢s
positiv werden. Daraus folgt, daB zwischen den Klassenzahlen 2* und 2%
von %, von denen die erste im engeren, die zweite im weiteren Sinne ver-
standen sei, die Beziehung besteht:

2h = 2M. ¢ p'=35—p.

risieren. Die Anzahl der Grundeinheiten von k ist m'— 1, wo m’ =

Es mbge nun das Klassensystem von %, wenn der engere Aquivalenz-
begriff zugrunde gelegt wird, in der Gestalt:

Cp - Cleds - - dg,e’(xi=0,1,~--, 2% —1; 4,=0, 1); hy+ -+ +h,+€=h,

darstellbar sein, wo dy, - - -, d, solche Klassen bedeuten, die bei Zugrunde-
legung des weiteren Aquivalenzbegriffes in die Hauptklasse fallen. Die
Erhohung der Klassenzahl in % bei der schirferen Fassung des Aquivalenz-
begriffes kommt also dadurch zustande, daB erstens ¢’ neue Basisklassen
zur Klassengruppe hinzutreten und daB zweitens ¢’ = p’—¢ Basisklassen
in & eine Verdoppelung ihres Exponenten erfahren. Die Bezeichnung der
Klassen moge so gewshlt sein, daB dies die Klassen ¢, -- -, ¢, sind.
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Wir behaupten jetet, daf genaw e + ¢ unabhingige unverzweigte relativ-
quadratische Korper in bezug ouf k existieren.

Zum Beweise bezeichnen wir die Grundeinheiten in %, zu denen noch
eine Einheitswurzel, deren Quadratwurzel nicht in % liegt, hinzugenommen

"‘js ist. Die Gesamtheit der Einheiten-

ist, mit &, .-, &, wo m'=
verbéinde ist dann in der Gestalt:

W o e

darstellbar, wo £ alle Einheiten aus % durchlauft; wir wollen uns dabei
die Bezeichnung so gewihlt denken, daB ¢,,,, - - -, &, total positive Ein-
heiten sind. Wir bezeichnen ferner mit r,, - - -, r, Ideale aus den Klassen
€y +++y ¢, und setzen

ol =1 __ gher—1 __ oher 41 __ ohe __
Ty =08 1 Qey T 'i; = Q¢ 4+1, * "y T7°= 0o,

wo die GréBen g, - - -, g, Zahlen aus % bedeuten, die nicht Quadrate von
Zahlen sind. Wir schreiben nun:

Ep1 =01y Egpe = Q¢
und bestimmen "+ ¢ — p Primideale g, derart, da:

By i’_)_ t=p+1,.--., m4e | )
(ql)"' 1 <qi s—l’ <j=1, 2, -, m+e L)

Man wihle darauf die Exponenten w so, daB

(1) ()
Gp+1Tp+1 =+ Wpr1 = (%p41),
(1)
qu+er"’m'+e (R Tw£n)+e— (%m’+e)
. wird, WO %,,4, ", %, Zahlen aus k bedeuten. Bildet man jetzt das-
System von Zahlen '
= . .. gtmire o+l L, L+
(2) 0 = 81 8m”n+e xpg-l x’llz"n +ee7

indem man die » den bekannten ¢ Bedingungen unterwirft, damit kein

Faktor der Ideale 1,,---, 1, in der Relativdiskriminante von (%, V@) in
bezug auf k aufgeht, so enthilt dasselbe im ganzen 22™+¢—# Zahlen. Da
nun im ganzen nur 2°™-¢ Arten von Zahlen in % existieren, so gibt es
e+ p’ unabhingige primére Zshlen von der Gestalt (2).¥) Wir be-
zeichnen mit:

* Primir nennen wir eine zu 2 prime Zahl, wenn sie dem Quadrat einer Zahl
aus k nach dem Modul 4 kongruent ist; dagegen fordern wir nicht, daB sie total
positiv sei, wie D. Hilbert fiir die Aufstellung der Reziprozitdtsgesetze im Korper
k definiert hat. In diesem Sinne sind auch seine Ausfihrungen auf p. 8378 der Rel.
Abelschen Zahlk., speziell Satz 9, zu berichtigen, da an dieser Stelle ebenfalls die
obige Definition der primiren Zahl anzuwenden ist.
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— g, Umiten o+l ., . ,"m te
031 81 t"\m’-y-e %p+1 xm’+e

eine solche und untersuchen jetzt den Korper K, = (%, Vo,). Es mogen
die Exponenten v, , - -+, v;, von Null verschieden sein, ferner moge @, in
n der reellen Korper k®), - .., k@) negativ werden und es mogen % Ideal-
klassen aus k in weiterem Sinne in K in die Hauptklasse (in weiterem
Sinne) tibergehen.*) Haben dann ¥, a, v*, v dieselbe Bedeutung wie
frither, so gilt die Ungleichung:

(3) a* <t—m' +v*+n+e—1.
Man erhilt dieselbe, wenn man zundchst in analoger Weise, wie es
D. Hilbert®*) fiir ungerades ! ausgefiihrt hat, ein System von m.; R
—

relativen Grundeinheiten von K, in bezug auf % konstruiert und dann
ebenso wie in § 4 verfihrt.

Um eine Ungleichung fiir a, die Anzahl der unabhéngigen ambigen
Komplexe in K,, zu gewinnen (bei ihrer Definition werde der weitere
Aquivalenzbegriff zugrunde gelegt), bezeichnen wir die Anzahl negativer
unter den Zahlen:

m({x), m&%), s mg’p)

mit n,; die Anzahl negativer unter den Zahlen:
wgzp+1), e, 03(1“)
ist dann n —=n,. Sind ferner unter den Indizes 4,,---, ¢ [ aus der
Reihe m' 4+ 1, -- -, m' 4+ e vorhanden, so gilt:
4) ala*+v—v¥Ffe—f—e,.
Die Uberlegungen zur Ableitung dieser Ungleichung sind véllig analog
denen in § 5.

Jede Zahl ¢ nun, die Relativnorm einer Zahl aus K, ist, muB die
Bedingungen *#¥):

(@) =1 =129

erfillen. Denn ist wf?) positiv, so ist das Vorzeichensymbol selbstver-
stindlich positiv; ist aber w{*) negativ, so folgt aus:

0 = (s, + 0y Vo) (s, — Y 0) = o} — e,

* Fir die Konstruktion der ersten ¢ unverzweigten relativquadratischen Kérper
geniigt der weitere Aquivalenzbegriff.
**) Algebr. Zahlk., § 56, p. 572.
***) Vgl. Hilbert, Rel. Abelsche Zahlk., § 6, p. 376.
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daB o) positiv ist; es ist also auch in diesem Falle das Vorzeichen-
symbol gleich + 1. Beachtet man dies, so ergibt sich:

®) v<m —t+f—n,.
Addiert man jetzt die Ungleichungen (3), (4) und (5), so folgt:
(6) aLle—14n—n,.

Um jetzt simtliche Ideale aus K, darzustellen, definiert man in ana-
loger Weise wie in § 6 die Ideale 0, ,,---, 0, in K, und zeigt wie
dort, daB fiir jedes Ideal J in K, eine Relation gilt:
™ = AjQRE . .. Qred)
wo A eine Zahl aus K, i ein Ideal aus %, ¢ einen ungeraden Exponenten
und S, die Substitution V@,| — Vo, bedeutet.

Ist nun ¢ > 0, so kann man offenbar, da ¢ + »" unabhingige primire
Zahlen o zur Verfigung stehen, @, so wihlen, daB die simtlichen Zahlen
wlP+?, ..., @ positiv werden. Es ist dann % = #, und folglich:

ale—1.

Aus der letzten Ungleichung schlieBt man mit Hilfe von (7), daB alle
Primideale p in %k mit der Eigenschaft ( )— 1 in einer Untergruppe

vom Grade 2*—! (oder 2¥~! bei Z ugrundelecrung des weiteren Aquivalenz-
begriffes) der Klassengruppe von % liegen, die durch eine Kongruenz:
az + -+ az,=0(2)

definiert wird. Darans schlieBt man in bekannter Weise die Unverzweigt-
heit von K,. In gleicher Weise wie K, kann man noch ¢ — 1 unab-
hingige unverzweigte relativquadratische Korper K, - - -, K, konstruieren
durch Benutzung der priméren Zahlen w,, - - -, @,, die ebenso wie o, die
Eigenschaft haben, daB ihre konjugierten in den Korpern A e+, ..., k%)
samtlich positiv sind.

Wir haben jetzt noch p’ unabhingige primire Zahlen aus (2) zur
Verfiigung und wollen zeigen, daB man mit ihrer Hilfe noch genau ¢
unabhingige unverzweigte relativquadratische Korper in bezug auf % kon-
struieren kann. Ich wihle zu diesem Zweck eine Zahl 0, aus der Klasse
d, des Klassensystems df: - - . d%, die nicht Hauptklasse im engeren
' Smne ist, und normiere 0, durch Multi ltiplikafion mit einer Einheit so, daf
die zu ¢, Mten Zahlen in. den Korpern k&, - k(‘p) “positiv sind.
Es muB dann unter den Zahlen: i
® et ., 9
sicher eine negative sein; man kann ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit annehmen, daB die erste unter ihnen negativ sei. Ferner wollen wir
noch voraussetzen, daB die Klasse d, so gewihlt sei, daB unter den
Zahlen (8) moglichst wenige negative vorkommen.
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Unter den p' unabhingigen primiren Zahlen aus (2), die noch zur
Verfugung stehen, gibt es nun keine einzige mehr, deren simtliche kon-
jugierte in den Korpern Ke+1 ... k% positiv wiren. Denn sonst konnte
man noch einen unabhingigen Korper von der Art der Kérper K, - -, K,
konstruieren, was unmdglich ist. Denn es existieren in der Klassengruppe
von k im weiteren Sinne nur 2¢— 1 Untergruppen vom Grade 2%-1
denen die 2¢ — 1 konstruierten unverzweigten Kérper eindeutig zugeordnet
sind. Es folgt daraus, daB man stets eine primére Zahl ®,,, von der
Gestalt (2) angeben kann, so daB o'7y+ negativ und ol?;?, ..., @l®
positiv ausfallen. Wir untersuchen jetzt den Kérper K, , = (k Ve,..)
und behaupten, daB die Anzahl der ambigen Komplexe in ihm griBer als
e— 1 ist. Wire sie ndmlich gleich oder kleiner als ¢ — 1, so wiirde
folgen, daB der Korper K, +1 20 einer Untergruppe der Klassengruppe von
k gehdrt, zu der bereits ein unverzweigter Korper konstruiert ist, was

unmdoglich ist. Es gilt also fiir K, ,:
a=e,
andererseits folgt aus (6), da n —n, =1 ist,
ale,
es ist also die Anzahl der ambigen Komplexe genau gleich e. Daraus
schlieBt man, dafl
9) v=m —t+f—mn
ist; denn nach (4) ist v nicht kleiner und nach (5) nicht groBer als die

rechte Seite von (9). Die Ideale in K, , lassen sich nun wieder in der
Form darstellen:

(10) Qe = Aj&:),fx(sl) C Qfe(sl),

wo die Bezeichnungen die analoge Bedeutung wie in (7) haben. Die
Ideale £, - - -, 0, kann man sich so gewihlt denken, daB ihre Relativ-
normen resp. in die Klassen ¢, - - ¢, fallen. Ich behaupte jetzt, daB
die Relativnormen von Zahlen aus K, , nicht in die Klasse d, fallen .
konnen. . Ist nimlich « die Relatwnorm einer beheBlgen Zahl A aus &, /2
0 gllt zunachst fiir jeden Index ¢:

(11) (oz: T(i)ﬂ) =1.

Um unsere Behauptung zu beweisen, normieren wir «, d. h. wir ver-
" wandeln « durch Multiplikation mit einer geeignet gewihlten Kinheit £,

aus % in eine Zahl, deren konjugierte in den Korpern B, .. KCP positiv
sind. Wir wollen zeigen, daB wir dies 'stets mit Hilfe einer Einheit be-
werkstelligen konnen, die selbst Relativnorm einer Zahl aus K, , ist.
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Bedeuten nimlich 2%, - - -, 5% digjenigen unter den Korpern &™), - .., kC»,
in denen die zu o,,, konjugierten Zahlen negativ werden, so ist zunichst
klar, daB alle Einheiten £ welche die Bedingungen:

EYe1, .o, (B) =
(12) ()=t (q) 1
g? we g, (4
(13) <—1(y.)+1) = 1(9/n31>
befriedigen, Relativnormen von Zahlen aus K, , sind. Denn alle Ein-
heiten, welche diese Eigenschaft haben, miissen (12) und (13) erfiillen.
Es kann daher héchstens m’'— ¢ + f — », unabhingige Einheitenverbinde
geben, deren Einheiten Relativnormen von Zahlen aus K, , sind; daraus
folgt in Verbindung mit (9), daB alle Einheiten, welche die Bedingungen

(12) und (13) erfiillen, Relativnormen von Zahlen aus K, , sind.

@ oL
?

Es mogen nun unter den Zahlen ¢ , ¢?) im ganzen ' negative

vorhanden sein, die mit:

(1 4) a(xx), Ceey a(xn')

bezeichnet seien. Die gesuchte Einheit £, hat dann auBer den Be-
dingungen (12) und (13) noch die weiteren:

(15) £ ..., E9) negativ
zu erfillen. Um die Einheit £, bequemer darstellen zu kénnen, wollen

wir noch tiber die Einheiten &, -, &, in (1) eine besondere Verfiigung
treffen. Wir wollen uns ¢ so gewdhlt denken, dafB

£ ;i
x"l)(t_’f):4’, £§z¢)< O, eszj)>0 ('&73 j’:; :p)'
DaB diese Wahl, durch die die Ideale g; nicht weiter beriihrt werden,
stets moglich ist, erkennt man leicht, wenn man bedenkt, daB die Vor-
zeichenanordnungen, die sich durch die Reihen:
8(:“), < ney g(zp)
ergeben, wenn man ¢ alle Einheiten des Systems:
& e - &P, (w=0,1)
durchlaufen 1d8t, alle tiberhaupt moglichen sind. Setzt man jetzt:
Ee= Eoy * Exy 0 ¢ 0 Egyy
o ist &, eine Einheit der gewiinschten Art. Denn sie befriedigt die Be-
dingungen (12) und (15). DaB sie auch (13) befriedigt, folgt daraus,
daB alle Indizes z;, - - -, z,, von den Indizes y,, - - -, ¥,, verschieden sind.
Denn aus (11) und (14) folgt, da8: "
OO(%), ceey co("’n’)

O 2R
RA?
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positiv sind. Damit ist unsere Behauptung bewiesen, daB sich « mit
Hilfe einer Einheit normieren 1iBt, die Relativnorm einer Zahl aus K, ,
ist. /Ich kann daher direkt annehmen, daB o mormiert sei. Fiele nun «
in die Klasse d,", so wire ¢ mit 6, im engeren Sinne &quivalent und

folglich «?+? negativ. Da auch @(?}V negativ ist, so widerspricht dies
der Relation:
(‘ﬁ_‘?ﬁ}) =
1Gp+1)

Damit ist gezeigt, daB « nicht in der Klasse d,” liegen kann, und deshalb
folgt aus (10), daB alle Relativnormen von Ideslen aus K, , in einer
Untergruppe der Klassengruppe von ¥ vom Grade 2*~! liegen. Daraus
schlieBt man in bekannter Weise, daB K, , unverzweigt in bezug auf % ist.

Ist ¢ > 1, so kann man noch einen weiteren unverzweigten relativ-
quadratischen Korper in bezug auf % konstruieren. Wir nehmen zu diesem

Zweck an, daB K, , zu der durch die Kongruenz:

%=0(2)
definierten Untergruppe der Klassengruppe von % gehort, was offenbar
durch nachtrigliche Abéinderung der Bezeichnung der Klassen d stets
erreicht werden kann. Es sei nun 8, eine Zahl aus einer Klasse d,’ des

Systems d* - - - &7, die nicht Hauptklasse im engeren Sinne ist, und
zwar sei d, normiert. Es muBl dann unter den Zahlen:
(16) e, o

eine negative sein. Denn wiren alle Zahlen (16) positiv, so miiBten auch
alle Zahlen 0(?7+? ... 009 positiv sein, weil &, so gewihlt sein sollte,
daB unter den Zahlen (8) moglichst wenige negative vorkommen. Es
wire dann d, mit §, #quivalent, was der Wahl der Klasse dy’ wider-
spricht. Wir nehmen deshalb an, die erste der Zahlen (16) sei negativ,
und setzen auBerdem voraus, daB die Klasse dy’ so gewdhlt sei, daB sich
unter den Zahlen (16) moglichst wenige negative befinden. Wir wihlen
dann unter den p'—1 noch zur Verfiigung stehenden unabhingigen

primaren Zahlen aus (2)) eine solche w,,, aus, daB o!Z#? negativ und

P9, ... ¥, positiv ausfallen. Durch Multiplikation mit einer ge-
eigneten Potenz von ®,,, konnen wir es offenbar auch noch erreichen,
daB w(7}" positiv wird. Wir wollen also voraussetzen, daf unter den
Zahlen:

w2t OB,y @

nur die zweite negativ sei. Es lassen sich dann fir o,,, die ganz ana-
logen Uberlegungen durchfiihren wie fiir ®,,,, womit die Existenz eines
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zweiten unabhiingigen unverzweigten relativquadratischen Korpers in be-
zug auf k bewiesen ist. Den angegebenen Konstruktionsprozef kann man
offenbar fortsetzen und zu den Kérpern K, - - -, K, noch weitere ¢ Korper
K,,., ", K,,,. konstruieren, so daB damit im ganzen ¢ + ¢’ unabhiingige
unverzweigte relativquadratische Korper in bezug auf £ gewonnen sind,

deren Existenz wir beweisen wollten.

§ 11.
Der Aufbau des Klassemkirpers.

Wir haben jetzt durch die Entwicklungen der vorstehenden Para-
graphen die Bausteine gewonnen, aus denen wir den vollsténdigen Klassen-
korper aufbauen konnen.

Es sei die Klassenzahl h von k gleich lzi .. Z’?;‘, wo Iy, -+, I, ver-
schiedene Primzahlen sind; bei der Klassenzahlbestimmung ist der schir-
fere Aquivalenzbegriff zugrunde zu legen, nach dem zwei Ideale nur dann
dquivalent heiBen, wenn ibr Quotient eine total positive Kérperzahl ist.
Wir konstruieren dann, wie bereits in der Einleitung angegeben, unver-
zweigte relativ-Abelsche Korper in bezug auf % von den resp. Relativ-
graden l;’i AR Z”{:’. Durch Zusammensetzung dieser Kérper entsteht dann
der vollstindige Klassenkorper. Es geniigt, wenn wir hier die Konstruk-
tion eines solchen Kdrpers angeben. Wir setzen deshalb h = Z’;’l - g, Wo
q zu Iy prim sei, und verstehen unter /, eine beliebige Primzahl.

Es sei wieder das System der ¢** Potenzen der Idealklassen von %
in der Gestalt darstellbar: '

(c)k=cf‘ T g, (x{=0)1:"') lig,"‘l); h1++h,=k1,

und es werde wieder, wie frither schon, um der einfacheren Ausdrucks-
weise willen, das System aller Klassen, deren g¢* Potenz in die Haupt-
klasse fillt, mit 1 bezeichnet. Es mdge nun KP derjenige unverzweigte
Kérper vom Relativgrad I, in bezug auf % sein, der zu der durch die
Kongruenz «, = 0(l,) definierten Untergruppe der Klassengruppe von %
gehdrt.  Ist jetzb A/ > 1, also cp+ 1 in k, so ist in K die Aquivalenz
¢, ~ (% wo C eine beliebige Klasse aus K bedeutet, unméglich. Denn
:;u; der Annahme, daf K zu der genannten Untergruppe gehért, folgt,
8
N(C)~digp - -+ e in F

wo ¢ eine Klasse aus & und a,, - .-, a, ganze rationsle Zahlen bedeuten.
Es miiBte also auch gelten:
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c‘ll ~ ‘Nk(O‘l) ~ cl{(,a’tll . . c‘:a’x in k’
und hieraus wiirde folgen, daB
cil‘l cgnh e e czclx o~ 1 i_n k’

wo b, ---, b, wieder ganze rationale Zahlen bedeuten, von denen die
erste nicht durch [, teilbar ist. Da die letzte Aquivalenz unmoglich ist,
wenn ¢k + 1 in %, so ist auch die Aquivalenz ¢, ~ Ch in K unmoglich.

Fihren wir den Begriff des Klassenverbandes ein als eines Systems
von Klassen, das durch Multiplikation einer fest gegebenen Klasse mit
den I,*® Potenzen aller Klassen des Korpers entsteht, und nennen Haupt-
klassenverband denjenigen, der die [,*® Potenzen aller Klassen enthilt,
so konnen wir die vorstehenden Entwicklungen dahin zusammenfassen,
daB ¢, einen vom Hauptverbande verschiedenen Klassenverband in K{V
definiert. Es existiert dann, wie aus den Entwicklungen der vorigen Para-
graphen folgt, in bezug auf K ein unverzweigter relativayklischer Korper
KP vom Relativgrad 1, . ‘der zu der durch die Bedingung ,Exponent von
¢, durch [, teilbar“ definierten Untergruppe der Klassengruppe von KP
gehort. Bezeichnet man jetzt die erzeugende Substitution der Relativ-
gruppe von KV in bezug auf k¥ mit S, so folgt aus dem Umstande, daB
die genannte Bedingung gegentiber S, invariant ist, daB K{® ein relativ-?
Galoisscher Korper vom Relativgrad I} in bezug auf k ist. DaB er auch|’
relativ-Abelsch ist, folgt aus der Darstellung der Substitutionen semeﬂé—
Relativgruppe, die d1e Vertauschbarkeit derselben ohne weiteres erkennen
liBt. DaB er endlich relativzyklisch sein muB, folgt aus dem Umstande,
daB er nur einen relativzyklischen Unterkb'rper vom Relativgrad I, in
bezug auf %k besitzt. Denn unter den Abelschen Gruppen vom Grade 2
besitzt nur die zyklische die Eigenschaft, daB sie nur eine Untergruppe
vom Grade I, besitzt. Ist nimlich eine Abelsche Gruppe vom Grade 2
nicht zyklisch, so ist sie in der Gestalt

SalSau(x,=0,1,.-+, ,—1)

darstellbar und besitzt daher mehr als eine Untergruppe vom Grade I,.

DaB K{ nur einen Unterkdrper vom Relativgrad I, in bezug auf k,
ndmlich den Korper K, besitzt, ist nach der Konstruktion der Korper
beinahe selbstverstindlich. Besiie ndmlich K{® noch einen zweiten Unter-
kérper K, so wire dieser unverzweigt vom Relativgrad /, in bezug auf
%k und gehorte daher zu einer bestimmten Untergruppe der Klassengruppe
von %k, die von der durch die Bedingung x, = 0(l,) definierten Unter-
gruppe verschieden wire. K{» wiirde dann durch Zusammensetzung zweier
in bezug auf & unverzweigter Korper vom Relativgrad I, entstehen, nim-
lich der Kérper K und K,. Das ist unmoglich, wie aus folgender

Mathematische Annslen. LXIIIL. 3
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Uberlegung hervorgeht. Das Klassensystem des Korpers K 148t sich
nach § 6 in der Gestalt schreiben: )

Cg.zts,) R Cfe(sﬂ(c)kO’n}' o
wo C,, -+ -, C, Klassen aus K{V) bedeuten, deren Relativnormen in % in

(5 die Klassen ¢, - -, ¢, fallen; (¢), bedeutet das Klassensystem aus %k, und

4

A

’
C ¢ine beliebige Kl_assgmal_ls’_,_l_}y. F,(8,), -, F,(S,) sind ganze ganz-
gahlige Funktionen von S, vom Grade I, — 2. Die Kdorper Ky, ..., KV
nun, die unverzweigt vom Relativgrad I, in bezug auf % sind und zu den
Untergruppen 2, = 0(l,), - - -, #, = 0(l,) resp. gehoren, sind natiirlich auch
in bezug auf K{" unverzweigt und gehioren in K{) resp. zu den durch
folgende Bedingungen definierten ¢ — 1 Untergruppen der Klassengruppe

1).
von K F(1)=00), -+ F(1) =00,

Denn die Relativnormen aller Klassen aus KV, die z. B. der Bedin-
gung F,(1) =0(l,) entsprechen, liefern in k& die durch die Bedingung
#y = 0(1)) charakterisierte Untergruppe der Klassengruppe von %, und
analog fiir die itbrigen Indizes. Daraus folgt, daB K, in dem Korper
(Ew, K®, ..., K®) nicht enthalten sein kann, weil K; in bezug auf
K zu der durch die Bedingung ,Exponent von ¢ durch I, teilbar®
definierten Untergruppe der Klassengruppe von K gehért. Damit ist
gezeigt, daB K relativzyklisch vom Relativgrad 2 in bezug auf & ist.

Ist A, auch groBer als 2, also dfs ~+ 1 in k, so kann man das Ver-
fahren fortsetzen, und es gelingt auf dem angegebenen Wege, einen relativ-
gyklischen Korper vom Relativgrad l’;f in bezug auf %k zu komstruieren.
In analoger Weise konstruiert man die unverzweigten relativzyklischen
Korper Kg"g), cey Kf"«':') in bezug auf %k, die resp. die Relativgrade
l:'!', sy l:: besitzen, indem man mit den Klassen G+, ¢, ebenso
operiert wie oben mit ¢,. Durch Zusammensetzung der ¢ Korper ent-

steht ein unverzweigter relativ-Abelscher Kérper vom Relativgrad l’;i in
bezug auf %.

In entsprechender Weise erhilt man unverzweigte, relativ-Abelsche
Korper von den Relativgraden l’;ﬁ )ty l’:; in bezug auf k. Durch Zu-

sammensetzung aller dieser Korper erhilt man einen unverzweigten relativ-
Abelschen Korper vom Relativgrad % in bezug auf %, dessen Relativ-
gruppe offenbar seiner Entstehungsweise nach mit der Klassengruppe von
k holoedrisch isomorph ist. Wir haben damit folgenden fundamentalen
Satz bewiesen: :

Satz 9: Es. sei & ein beliebiger algebraischer Zahlkorper,
dessen Klassenzahl gleich h ist, wenn wir zwei Ideale als fiqui-
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valent betrachten, deren Quotient als total positive Kérperzahl dar-
gestellt werden kann. Es existiert dann in bezug auf % ein un-
verzweigter relativ-Abelscher Korper vom Relativgrad h, dessen
Relativgruppe mit der Gruppe der Idealklassen in % holoedrisch
isomorph ist. Dieser Korper heiBe der Klassenkorper von Z%.

§ 12.

Zusammenhang mit der komplexen Multiplikation der elliptischen
Funktionen.

Ist der Grundkérper % ein imagindrer quadratischer Kérper, so liefert
die Theorie der komplexen Multiplikation der elliptischen Funktionen
einen Relativkorper K in bezug auf %, dessen Relativgruppe ebenfalls
mit der Gruppe der Idealklassen von %k holoedrisch isomorph ist.*) Es
soll im folgenden kurz gezeigt werden, daB dieser Korper K, den wir als
Klassenkdrper der komplexen Multiplikation bezeichnen, identisch ist mit
dem arithmetisch konstruierten Klassenkdrper K in bezug auf k. Die
Eigenschaft von K, auf die wir uns bei dem Identititsbeweise stiitzen,
ist folgende: Ist p ein Primideal aus %, das nicht in der Relativdiskri-
minante von K aufgeht, und ist g der niedrigste Exponent, fir den die
Aquivalenz:

(1) Pl
in k gilt, so zerfillt p in K in —Z verschiedene Primfaktoren, wenn mit

h die Klassenzahl von % bezeichnet wird. *¥)

Wir konnen wieder ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
daB die Klassenzahl von % gleich I* sei, wo ! eine Primzahl bedeutet;
denn man kann, wie auch bei der Konstruktion des Klassenkorpers aus-
gefilhrt wurde, die einzelnen Untergruppen der Klassengruppe von %,
 deren Grade Potenzen verschiedener Primzahlen sind, fiir sich betrachten.
Es sei also das Klassensystem von % in der Gestalt darstellbar:

c?c;z...g:a (x..=1,2’-..’l",’)
und dementsprechend das Klassensystem von % = (%,£) in der Gestalt:
CH e e a,

wo d das System von Klassen bedeutet, deren Relativnormen in % in die
Hauptklasse fallen. Es bedeute wie oben K den arithmetischen Klassen-

*) Vgl. H. Weber, Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen, Braun-
schweig 1891, TII. Teil.
** H. Weber, L c, p. 444 u. 445.

3*
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kérper und K den Klassenkorper der komplexen Multiplikation und
es sei:

(K, )=K, (K,p)=K"

Die Koérper K’ und K’ setzen sich dann jeder aus e relativzyklischen
Kérpern in bezug auf ¥ zusammen, deren Relativgrade I, ..., PP sind.
Wir nehmen an, daB die Bezeichnung der Klassen ¢ so gewshlt sei, daB
hy 2 hy--->h, sei. Es gibt dann in K’ ¢ unabhingige relativayklische
Korper vom Relativgrad ! in bezug auf %, die durch Adjunktion von
f/t;l- SR ’Vmi erzeugt werden mogen, und zwar mige o, zu der durch
die Kongruenz x;=0(l) definierten Untergruppe der Klassengruppe von
K gehoren. Ebenso enthilt K’ ¢ unabhingige relativzyklische Korper
vom Relativgrad ! in bezug auf %, die durch Adjunktion von Va,,- -
‘Véz erzeugt werden mdgen, und zwar moge die Bezeichnung so gewihlt
sein, daf (1'/67,., k) als Unterkrper in einem in K’ enthaltenen relativ-
zyklischen Kiorper vom Relativgrad I liegt.

Es moge jetat hy =hy=--.=h, sein und h, , <h, Ich fasse
dann ein Primideal p aus %" ins Auge mit den Eigenschaften:

(1) (%—)z=1’”" (%%I):_:l’

wobei die Primideale, die in der Relativdiskriminante von K in bezug
auf % aufgehen, ausgeschlossen bleiben. Es gilt dann offenbar:
‘ Y l~l in F,
wo diese Aquivalenz wieder die Bedeutung haben soll, daB p™~* in einer
Klasse des Systems d liegt. Denn p liegt nach (1) in einer Klasse, die
der durch die Kongruenzen:

,=0,--,2,=0()
definierten Untergruppe der Klassengruppe von %" angehort. Es zerfillt
daher p in K’ in mindestens I*~"+! verschiedene Primfaktoren; daraus
folgt, da§ auch B :

. @,
@ (_pi)z=1’”" (-l;—)z:l
sein muB. Wenn aber die Gleichungen (1) fiir alle Primideale aus ¥’
(mit" Ausnahme einer endlichen Anzahl) die Gleichungen (2) zur Folge
haben, so muB: -

K1’ = (k,: ' @yy {/a’e') = (k'7 -‘V&Tu Y 1‘/6_#)

sein.¥) Operiert man jetzt mit K,' so weiter, wie wir eben mit__k'
operiert haben, so ergibt sich dadurch die Identitit von K’ mit K.
Daf dann aueh K und K identisch sind, ergibt sich wieder daraus, daB

-1

*) Furtwangler, Reziprozititsgesetz, Satz 26, p. 28.
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diese Korper zu derselben Untergruppe der Relativgruppe von K’ in bezug
auf k& gehoren. Hiermit ist folgender Satz bewiesen:

Satz 10: Ist &k ein beliebiger tmagindrer quadratischer Korper, so ist
der auf arithmetischem Wege zu k konstruierte Klassenkorper identisch mit
dem zu k gehiorigen Klassenkorper aus der Theorie der komplexen Multi-
plikation der elliptischen Funktionen. Der letzte ist daher umverzweigt in
bezug auf k.

§ 13.
Existenz von unendlich vielen Primidealen in jeder Klasse eines
Zahlkdérpers.

Auf Grund des Existenzbeweises fiir den Klassenkérper eines be-
liebigen Zahlkdrpers % kann man den Nachweis fiihren, daB in jeder
Idealklasse von % unendlich viel Primideale liegen. Wir zeigen es zu-
nichst fiir die Hauptklasse von K. Ist K der Klassenkdrper von % und
h die Klassenzahl von %, so zerfallen nur solche Primideale aus % in K
in % verschiedene Primfaktoren, die in % in der Hauptklasse liegen. Ist
B, ein beliebiges Primideal aus K, so gilt

(1) D g =g =5 1) (s> 1),
(B)

Daraus folgt, wenn man mit p; ein beliebiges Primideal der Hauptklasse

in %k bezeichnet: . ) )

@) D oy 28 =5 4O (s> 1).
(5

f(s) und f,(s) bedeuten Funktionen der reellen Veriinderlichen s, die fiir

s =1 endlich bleiben. Aus (2) folgt sofort unsere Behauptung.

DaB auch in jeder Klasse von % unendlich viele Primideale liegen
folgt durch einen ganz analogen Beweis, wie ihn Herr H. Weber in
seinen Untersuchungen iber Zahlengruppen in algebraischen Kérpern
(Zweite Abhandlung, § 1) gegeben hat.*) Wir konnen auf Grund der
Weberschen Entwickelungen, da alle wesentlichen Voraussetzungen hier
erfiillt sind, ohne weiteres folgendes Theorem aussprechen:

Satz 11: Durchliuft v, alle Primideale einer bestimmien Idealklasse
des Korpers k, dessen Klassenzahl gleich h ist, so gilt:

1 1 1
(2) ey = % log 7= + 1), (s>1)
»
wo f(s) eine Funktion der reellen Verinderlichen s bedeutet, die’ endlich

bleibt, wenn sich s der 1 nihert. In jeder Idealklasse von k liegen daher
unendlich viele Primideale.

* H. Weber, Uber Zahlengruppen in algebraischen Korpern. Math. Ann. 49
(1897), p. 83.
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Die Reihenentwicklungen der Potentialtheorie.

Yon

Exin Hus in Augsburg.

Herr Bocher gibt in seinem Buche: LUber die Reihenentwicklungen
der Potentialtheorie“ (Leipzig 1894) im Anschlusse an eine von Prof. Klein
im Winter 1889—90 gehaltene Vorlesung eine zusammenfassende Ab-
leitung der wichtigsten Reihenentwickluhgen, welche hier in Betracht
kommen. Die verschiedenen in der Potentialtheorie benutzten Ortho-
gonalsysteme erscheinen dabei als Spezialfille des Systems konfokaler
Zykliden. Die einzelnen Reihenglieder bez. die Konstanten in den die
einzelnen Reihenglieder definierenden Differentialgleichungen werden durch
das von Herrn Klein aufgestellte Oszillationstheorem®*) festgelegt. Da-
durch ist das formale Gesetz der Reihenentwicklung gegeben; doch findet
sich bei Bocher kein Beweis fiir die Moglichkeit und Konvergenz der Ent-
wicklungen. Der Konvergenzbeweis wurde spiter von Herrn Jaccottet
in seiner Doktordissertation: ,Uber die allgemeine Reihenentwicklung nach
Laméschen Produkten” (Gottingen 1895) in Angriff genommen, aber nicht
zu Ende gefithrt. In dieser Arbeit sollen nun die von Herrn Prof. Hilberf
geschaffenen Methoden der Integralgleichungen**) auf diese Probleme
angewendet werden. Es wird sich dabei der Konvergensbeweis nahezu
von selbst ohne jede Rechnung aus den viel allgemeineren Sitzen der
obigen Theorie ergeben, ebenso 148t sich jetzt auch die Miglichkeit der
Entwicklungen streng beweisen. Es handelt sich namlich nur mehr darum,
zu zeigen, daB die bisher hier bekannten Eigenfunktionen**¥) oder die
ausgezeichneten Losungent), welche sich durch Integration gewshnlicher
Differentialgleichungen ergaben, alle iiberhaupt méglichen erschopfen. Fiir
eine Anzahl von Fillen ist dieses nun schon lingst streng bewiesen, und

* Der Name findet sich zuerst bei Klein in den Gottinger Nachrichten 1890, S. 90.
**) Gottinger Nachrichten 1904, S. 49—91 u. S. 213—259.

#**) Hilbert, ib. 8. 67.
1) Pockels, Au 4 k'u=0, S. 33.
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wenn das von Klein ausgesprochene Kontinuititsprinzip¥), welches aus-
sagt, daB bei stetiger Abinderung irgend welcher in diesem Probleme auf-
tretender Parameter kein Eigenwert verloren geht, richtig ist, so gilt der
Satz in allen Fillen. Da aber die Theorie der Integralgleichungen uns in
den Stand setzt, die Abhingigkeit der Eigenwerte von den Parametern zu
untersuchen, so laBt sich jetzt tatsichlich das Kontinuititsprinzip wenig-
stens fiir die in Betracht kommenden Félle streng beweisen, nachdem ge-
wisse voo H. A. Schwarz*¥) zuerst aufgestellte Sitze iber die Kigen-
werte verallgemeinert sind.

In Verfolgung dieses Gedankenganges wird in dieser Arbeit zundchst
von der Moglichkeit der Entwicklung nach Kugelfunktionen ausgegangen,
und es werden die Reihenentwicklungen nach den gew&hnlichen Lamé-
schen Funktionen und den Eigenfunktionen behandelt, welche zu Gebieten
auf der Kugel gehoren, die von vier konfokalen sphirischen Kegelschnitten
begrenzt sind. Durch diese Beispiele soll nur die allgemeine Ldsungs-
methode*#*¥) vorbereitet werden, welche aber nicht von der Differential-
gleichung der Kugelfunktionen ausgeht, sondern von einer anderen, neuen
Differentialgleichung, welche wir Normalgleichung nennen wollen. Mit dieser
lassen sich in der Tat alle vorkommenden Differentialgleichungen leicht
in Verbindung bringen, und sie hat ferner die ausgezeichnete Kigenschaft,
daB man ohne weiteres ersieht, daB alle ihre Eigenfunktionen sich aus
gewohnlichen Differentialgleichungen ergeben. In bezug auf ihre weiteren
Eigenschaften ist auf die Arbeit zu verweisen. Es ist dann eine Leichtig-
keit, die Moglichkeit der von Bdcher gegebenen Reihenentwicklungen fiir
das Zyklidensechsflach und das von 6 konfokalen Flichen 2. Grades be-
grenzte Sechsflach zu erweisen; alle anderen Fille lassen sich auf analoge
Weise behandeln.

§ 1.
Die Laméschen Polynome,

In seiner 2. Abhandlung iiber Integralgleichungen gibt Herr Prof.
Hilbertt) eine ausfiihrliche Ableitung fiir die Entwicklung nach Kugel-
funktionen. Die hier gegebene Ableitung fiir die Laméschen Polynome
schlieBt sich auf das engste daran an.

*) Pockels, S. 95.
**) H. A. Schwarz, Gesammelte Abhandlungen I, S. 260.
***) Die fiir die allgemeine Losungsmethode selbst wesentlichen Sétze sind durch
Kursivdruck hervorgehoben.
1) Hilbert L c. S. 241.
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und
—bh<<r<b<p<e.
Man hat also eine Kugel und zwei Systeme von Kegeln 2. Ordnung.
Die von den Kegeln auf der Kugel ausgeschnittenen Kurven u = C,

v = (,; filhren wir als krammlinige Koordinaten ein und bilden den Aus-
druck:

o (0575, o (‘5o
“on__Ov)y B 0y ou
@ L“’v—“l (Vey )*8(1/7:7)}

wobei
ds?= edp® + 2fdudv + gdv?,

p irgend eine Funktion von &, % ist. Also hat man in unserem Falle:
_ du? d?
= (yfz— 1!2) ( bz) (cs + ( ,‘,2) (02—112))

== (R@ + 76

C)

und

0® 0*
@ L(w) = “—5:— (5 + 59)
‘wenn
®) dg——2he, dy— 2

V R( s’ VR, ()
ist. Fiihrt man aber in bekannter Weise Polarkoordinaten fiir die Kugel

. " 1
ein, so erhdlt man, wenn man noch p = 3, setzt:

1 1 d%u
©® L) =3z g 55 (29 573) + s )
Die Greensche Funktion ist in bekannter Weise definiert. Es seiena
g, v irgend welche orthogonale Koordinaten auf einem singularititenfreiexa
Flachenstiicke; w* v* sei ein beliebiger Punkt, in welchem ¢* und g
im Linienelemente nicht verschwinder wnd nicht unendlich werden,
damn ist die Greensche Funktion, fiir welche L(u) = O ist, von der Form :

(1) 9, v; 0% %) = — 3 log (*(u — w2+ 0¥ — M) + 2, (1, v; 0%, %),

wobei p, auf dem ganzen Flichenstiicke regulir ist und so bestimm+t
werden mub, daB gewisse vorgegebene Randbedingungen erfiillt sind. Im
Punkten, woe ¢* und g* nicht die obigen Bedingungen erfiillen, ist die
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obige Form etwas zu modifizieren, wie die kommenden Beispiele¥) zeigen.
Bei der Kugel fithren wir als Randbedingung ein, daB p, auf der ganzen
Kugel regulir ist. Eine solche Greensche Funktion gibt es aber unter
Zugrundelegung von L, (u) = O nicht, wohl aber eine solche, fiir welche

L, (w) = f;t ist, und diese Funktion G (9, ¢; #¥¢*) nennt man die er-
weiterte Greensche Funktion®¥), und zwar muB

27 n

ffG(a, 5 9%,¢%) o sinddpds — 0

[

sein. Man findet dann

G — — [” + wlog (1 — cos & cos &* — sin;‘) sin 9* cos (¢ — qa‘)):"

- —ﬂ[log (1:2_"%) + 1:' -—x [logsin”—% + 1],

wobei ¢ die kleinste sphirische Entfernung der zwei Punkte &, ¢; 9% ¢*
bedeutet.

Die Eigenfunktionen von L,(u) + Au =0 sind dann identisch mit
den Eigenfunktionen, welche zu der Integralgleichung gehoren:

9) 10 [o(8% ¢*) G5, p; 0% ¢%) K = 9(8,9).

Dabei ergeben sich die 4™ als Wurzeln einer transzendenten (leichung.
Man bestimmt sie leicht direkt (z. B. vergl. Pockels, Au 4+ %% =0,
S.106) und findet

(10) a0 =20t gy pe0,1..,

2o

®)

wobei A®™ ein 2% + 1-facher Eigenwert ist. Daraus folgt aber dannm,
nach der Hilbertschen Theorie, da8 jede zweimal stetig differenzierbare
Funktion auf der Kugel nach den obigen Eigenfunktionen, den Kugel-
flichenfunktionen, entwickelbar ist.
Der Ubergang zu den zu der Gleichung
2 2
(11) L(u) + du = o2 (G5 + 54) + 4w =0

 gehorigen Eigenfunktionen, den Laméschen Polynomen, ist jetut leicht.

*) Vergl. z. B. Formel (12) fiir die den Nabelpunkten auf dem Ellipsoide ent-
sprechenden Punkte, welche im tibrigen die Anwendbarkeit der Hilbertschen Theorie
nicht stdren, wie man leicht durch Grenziibergang zeigt, nachdem man die vier
Punkte durch kleine Kurven umgeben hat,

#¥) Hilbert 1. c. 8. 288.
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Aus
= =47
x—cosﬁ—bc,
Vet —0b® Vb — »?
y = cos gsin & = X by 43’—,
b]/c—b”
2 __ 2 __ 2
z=sngsnd = Ve —w ,,c s
ch*—b’

folgt, daB die erweiterte Greensche Funktion gegeben ist durch:

_ pu* v o l/ﬁ?‘_’_‘szp_,p Vl" beVB‘z:T,*z
G——[at-l—nlog <1— X7 e

(12) _Ve—wYE— vty —uF Y — w*’)',

Die Oktanten unterscheiden sich durch die Vorzeichen der Wurzeln.
Die Eigenwerte sind dann dieselben wie oben, und man erhilt bekanntlich
alle Eigenfunktionen wenn man setzt:
(13) u=Eu) E®),
wobei E(u) der Gleichung *) geniigt:

E 3 adE
(u2— %) (u— ) ¢ d du(#) + u(2uf— b — ¢ _33‘_)
[+ oy — n(n + 1)p) B () =

Es besteht dann ein analoger Satz wie oben iiber die Entwickelbar-
keit von Funktionen nach diesen Laméschen Produkten.

(14)

§ 2.
Die Eigenfunktionen fiir Gebiete auf der Kugel, welche von vier
konfokalen Kegeln 2. Grades ausgeschnitten werden.

Gegeben ist ein Rechteck auf der Kugel, welches von den Linien
U=, v=uv, u=u, v=1v, begrenzt ist, wobei noch die Lage der
Seiten in bezug auf die verschiedenen Oktanten festgelegt ist. Wir bilden
dann eine Funktion, welche jetzt der Gleichung L(u) =0 geniigt, fiir
. w*, v* logarithmisch unendlich wird und auf dem Rande verschwindet.

Um diese Funktion zu erhalten, denken wir unseren Bereich auf die
gEn-Ebene abgebildet, wobei wir die verschiedenen Oktanten durch pas-
sende Vermehrung von £ und 7 um Perioden unterscheiden. Dem Be- .
reiche entspricht dann in der £%-Ebene ein von geraden Linien begrenztes
Rechteck, dessen Seiten die Lingen @ und b haben sollen. Unsere Glei-
chung geht dann iiber in:

(15) Ou  Pu ),
= 08 " on*

*) o} ist bekanntlich durch eine algebraische Gleichung zu bestimmen (siehe
z. B. Heine, Kugelfunktionen, Bd. 1).
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Die Greensche Funktion, welche also jetzt die Form hat:
(16) G(E, u; £47%) = — 3 log (€ — £+ (1 — ™) + 9(& 75 E57%),

188t sich fiir unseren Fall in expliziter, wenn auch etwas komplizierter
Form vermittelst elliptischer Funktionen darstellen.*) Gehen wir nun
von unserem Rechtecke zu benachbarten iiber, indem wir a durch
a(l + o) ersetzen, so kann man durch Potenzreihenentwicklung der
Formel fir G(, n; £,7%) zeigen, daB G(§, u; £*,9%) eine analytische
Funktion von ¢ ist, daraus folgt aber, daB auch die Koeffizienten*¥)
0, von A in 0(4) analytische Funktionen von ¢ sind. Dasselbe gilt
dann aber, da 0(1) gleichmiBig konvergiert, von jeder gerade ins Auge
gefaBten endlichen Wurzel 1 von d(4) =0, und es folgt der Satz, daB,
wenn d(4) =0 eine m-fache Wurzel 4™ hat, d(4) fiir gentigend kleine
Werte von 6 m benachbarte Wurzeln zu A hat, die, ebenso wie die zu
ihnen gehorigen Eigenfunktionen, sich als Potenzreihen in bezug auf @
darstellen lassen. Der Konvergenzbereich dieser Reihen ist natiirlich von
dem Anfangswert 4™ abhingig, und es kann vorkommen, daf, wenn
wir ¢ geeignet veréindern, eine solche Wurzel in das Unendliche wichst,
wobei dann die dazugehérige Eigenfunktion verloren geht. Wenn also
auch in einem Falle alle Eigenfunktionen sich beispielshalber als Lamé-
sche Produkte bestimmen lassen, so diirfen wir nicht ohne weiteres
schlieBen, daB dieses nun fiir alle anderen Rechtecke auch der Fall sein
muB, denn wir diirfen zunichst die Moglichkeit nicht aus dem Auge lassen,
daB gerade in dem betrachteten Spezialfalle alle anderen Eigenfunktionen
verloren gegangen sein konnten. Und in der Tat werden wir im folgenden
auch auf solche Fille stoBen, in denen Eigenwerte verloren gehen, beziig-
lich gewonnen werden. Es kommt also darauf an, zu zeigen, daB bei
der vorliegenden Fragestellung in allen Fillen die bekannten Eigen-
funktionen alle erschopfen. Die bekannten Eigenfunktionen lassen sich
nun in der Form E’(u)- E”(v) darstellen und zwar ist

@) (s +B)E;

wobei 2=y Dbezliglich », ¢t =§ bez. 5i ist. Um mit der Litevatur in

volle Ubereinstimmung zu kommen, setzen wir 2= #,; ferner wihlt man
E'(4,) =0, E”(v,) =0 und bestimmt i und B so, daB

E,(uii 4, B) = 0:
18
(18) E"(vy; 4, B) =0.

*) Harnack, Theorie des logarithmischen Potentials, S. 78.
**) Hilbert, 1. c. 8. 58.
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Das Oszillationstheorem zeigt dann, daB man zu jedem Wertepaare
m,n A und B suf eine und nur auf eine Weise so bestimmen kann, daf
E’(u) m mal, E”(v) n mal in dem betreffenden Intervalle verschwindet.

Ein einfacher Fall, in welchem diese Eigenfunktionen alle moglichen
erschopfen, ist der Kugeloktant. Wenn wir némlich diesen Bereich an
den ihn begrenzenden Kreisen spiegeln, bleibt die Differentialgleichung
unverindert, es folgt also: Die Eigenfunktionen fiir den Kugeloktanten,
welche auf der Begrenzung verschwinden, sind unter den vorher be-
sprochenen Eigenfunktionen enthalten, welche sich auf der ganzen Kugel
regulir verhalten, und es folgt in diesem Falle leicht, daf die durch das
Oezillationstheorem gelieferten Bigenfunktionen alle méglichen erschopfen.
Um nun suf andere Rechtecke iibergehen zu konnen, beniitzen wir folgen-
den wichtigen Satz, den wir im niichsten Paragraphen beweisen wollen:
Wenn wir eine Rechteckseite nach aufen verschieben, so mimmit ein jedes
gerade ins Auge gefafte A ab; jedenfalls nimmi es mie zu. Nun muf 1
immer grofer sein als Null. Wenn wir also fiir ein Rechteck im Inneren
des Oktanten Eigenwerte hitten, zu denen Eigenfunktionen gehoren, die
von den Laméschen Produkten wesentlich verschieden, d. h. linear unab-
hingig sind, so hitten diese Eigenwerte auch fiir den Oktanten einen
endlichen Wert und wir hitten fiir den Oktanten Eigenfunktionen, die von
den Laméschen Produkten wesentlich verschieden sind, was nach obigem
nicht der Fall ist. Damit ist gezeigt, daB die Laméschen Produkte alle
Eigenfunktionen erschopfen, die zu Rechtecken gehéren, die kleiner sind
als der Oktant, und es gilt ein dem obigen analoges Entwicklungstheorem.

§ 3.
Einige Siitze iiber Eigenwerte.

Wir haben im letzten Paragraphen den Satz erwihnt, daB die Eigen-
fanktionen analytische Funktionen des Verschiebungsparawmeters sind, wenn
wir dem Punkte £% des 1. Recht-

7 ecks den Punkt £(1+ ¢), 7
zuordnen (vergl. Fig. 1). Des-
gleichen folgt aus einem all-
gemeinen Satze der Integral-

B ) ‘1:1 gleichungen, daf unsere Eigen-
' funktionen im Inneren beliebig

§y..Eud)y | oft differenzierbar und eben-

E so auch auf dem Rande nach

! der Normalen stetig differen-

¢ D Z zierbar sind. Auf den Beweis

dieses Satzes komme ich bei

=
&
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anderer Gelegenheit zuriick; er liBt sich mit elementaren Hilfsmitteln
fithren.
Sei nun:

(19) e+ T u— w)u = L) + A — )u = 0.

Dann hat man:

(20) g[(vL(u) — uLw)) dEdn =f<u g-% - g-:) ds.

Dabei ist das linke Integral iiber das geradlinige Rechteck in der £7-
Ebene zu nehmen, das rechte Integral tber die Randlinien; g%, g—:—:

bedeuten die Ableitungen nach der in das Innere gerichteten Normalen. « ver-
schwindet auf dem Rande des kleineren Rechtecks, v auf dem des daraus
durch Verschiebung entstandenen. Wir umgeben die Nulllinien¥) von
% und v mit Streifen, so daB auBerhalb derselben » und v dasselbe Vor-
zeichen haben. Wenn ¢ klein genug gewihlt wird, kénnen diese Streifen
beliebig schmal gemacht werden. v gehdre nun zum Eigenwerte A'. Dann
hat man

—@=2) W(M—V)dédn=——fv%§d8,
o) = u (755, %) + 0w (& );
u (s, 1) = wlE ) + oua(, m) = Py &),

wenn § n auf der Rechteckseite A D liegt. Ferner ist noch

A=A+ oA, + 670+ - - -
Also hat man:

._6'Yl/11fu2(y —v)dgdn—f—-..—_—_Gafuig_zds__o{gfug%gds.

Nun ist entweder A= 1 oder i,<0; dann aber ist entweder « oder
B=1y,. Seiz B. «a<f; dann ist entweder « = p;; oder

ulg—%ds=0, und p,=B.
Nehmen wir z. B. den ersten Fall, dann ist

llfuz(p, — v)dEdy =f[u, + 6{9-"‘%2] %% as + &

die linke Seite hat einen endlichen, von Null verschiedenen Wert, die
rechte Seite ist ihr gleich, abgesehen von GrioBen &, die mit ¢ beliebig klein
werden. AuBerhalb der Streifen hat die eckige Klammer dasselbe Zeichen

*) Mit Ausnahme des Randes.
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wie 2% da wir die Streifen beliebig verkleinern kénnen, so folgt, daB die
on’

rechte Seite > 0 wird fiir sehr kleine g, also ist auch 1,>0, 2’ < 1.
2 nimmt also mit wachsendem Bereiche immer ab.

Es soll nebenbei bemerkt werden, daf dieser Satz durch dieselben
geometrisch-physikalischen Anschauungen evident wird, wie das Kleinsche
Oszillationstheorem®), jedoch nur fiir die dabei auftrefenden Eigenfunk-
tionen, wihrend der obige analytische Beweis zeigt, daB der Satz fiir
alle dberhawpt mdiglichen Eigenfunktionen gilt, woraus dann erst aus
den Untersuchungen des letzten Paragraphen folgt, daB die durch das
Oszillationstheorem gelieferten Eigenfunktionen eben alle mdglichen sind.

Um uns also den Satz nachtriglich noch plausibel zu machen, gehen wir
aus von:

@) ZZO__ i+ BEE; L2 - 0i+ BEO).

Dan.n erhilt man fiir die Oszilla-
tionszahlen m,n zwei Hiillkurven,
¥ welche uns Fig. 2 schematisch zeigt.
+  Diese Kurven sind eingehiillt von den
Geraden: y=ui+ Bbez. y=v1+ B,
die beiden gemeinsame Tangente liefert
das zu m, n gehorige Wertepaar 4, B.
Wird nun eine Rechteckseite nach
aullen verschoben, so riickt entweder
die untere Hiillkurve nach oben oder
die obere Hiillkurve nach unten, ge-
rade wie bei einer Verkleinerung der
Oszillationszahlen m beziiglich n*¥);
in beiden Féillen wird die gemeinsame

Fig. 2. Tangente flacher liegen als vorher,
d. h. 4 nimmt ab.. )

Wir behandeln einen anderen Fall. Wir lassen das Rechteck fest

und betrachten die Differentialgleichung:

22) T+ Zht ok M) + A — )] = 0.
Es sei k%(§, n) iiberall positiv, 0 <t < 1. Dann ist die zu
(23) S+ Zh— k(e mf =0

*) Eine ausfiihrliche Darstellung davon siehe Bocher 1. ¢. 8. 120, das dort Ge-
brachte wird als bekannt vorausgesetzt.
*) Das letztere siche Bdcher S. 128.
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gehorige Greensche Funktion, die bekanntlich in diesem Falle immer
existiert, eine analytische Funktion von 7, was man wie oben vermittelst
der Theorie der Integralgleichungen leicht zeigt, und es folgt dasselbe
fir die Eigenwerte 4 und die dazu gehorigen Eigenfunktionen. Wir
setzen T =17, + o und es sei ¢ > 0; ferner sei

(24) A=2g+ ohy £y y=1tUyF U+ -+,

wobel u, die zu einem beliebigen Wertepaar i, und v,, », die zu 4 und =
gehorige Eigenfunktion von (22) ist. Dann folgt:

(25) « [irEmutdtdn — oedy f(u—v)u2didn =0,

also ist ¢ = 1; 4, > 0. Wir haben also den fiir die Verwertung der im
nichsten Paragraphen eingefiihrten Normalgleichung fundamentalen Satz:

I Wenn in der Differentialgleichung
(22) S+ 2l [— ek (e m) + A — )= 0

das 1. Glied in der eckigen Klammer verkleinert wird, wdchst A.
Wir beweisen noch einen andern Satz. Sei

(26) 2+ 2Lt akEnf =0,

wobei %,(& 1) eine Funktion ist, die immer positiv sein soll und regulir

in bezug auf «, sowie auch der Kiirze wegen in bezug auf £ und 7. Sei
y(&, n; £¥n*) die Greensche Funktion fiir -g—;f, + %f,= 0, so ist die zu

_unserer Gleichung gehérige Integralgleichung

FEn) =9 + lﬁ(i, 5 E¥) by (8% ) @ (%, n*)dE* dn¥,

also ist der Kern eine analytische Funktion von o und dasselbe gllt von
den Eigenwerten und den dazu gehérigen Eigenfunktionen. Hs ist also

k(8 m) = ko(Em) + aky () + - -,
A=2Rdg+ 0% 45 u=ty+ U+ ---,
wenn w, die zu A, und %y, #; die zu 1 und k, gehdrige Eigenfunktion
von (26) ist, und wir finden:
oo, [uthy(En)dkdn + ad [ ulk, (En)dkdn = 0.

Ist nun tberall & (€, ) > 0, so folgt, da 4 >0 ist, daB 2, <O ist.
Wir haben also den Satz:
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II. Wird in der Differentialgleichung:
(26) i+ 2Lt k() f =0
k(& n) vergrofert, so nimmt A ab.

§ 4.

Aufstellung einer Normalform, auf welche die vorkommenden
Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden konnen.
Wir gehen jetzt zu der Untersuchung der Differentialgleichung tiber:
o0* 0*
@1) %+ 5L+ ur—o.

Wir versuchen, diese Gleichung durch Funktionen zu integrieren, die
die Form w(§)v(n) haben. Wir finden dann:

29) ThD + (1u + Bu(®) = 0.
(29) 220 Bu(r) = 0.

Als Randbedingungen nehmen wir wieder die des Verschwindens auf
dem Rande. Die Eigenfunktionen von (29) lassen sich dann sofort als
einfache trigonometrische Funktionen angeben, die Eigenwerte B sind da-
durch vollig bestimmt und zwar so, daB man in (28) zu jedem Eigen-
werte B von (29) A auf unendlich viele Weisen so bestimmen kann, da8
man Eigenlosungen von (28) erhilt.

Sei nun f(u, v) eine Funktion, die der Einfachheit halber als beliebig
oft nach w und v differenzierbar angenommen wird. Dann ist

O

(30) Fwv)= D a,0,(m)
wobel "
(1) 0, = [ 1, v)v,(n) s

a, ist also noch abhingig von g und nach den Voraussetzungen iiber
f(g, ) in eine Reihe*) nach Eigenfunktionen von (28) entwickelbar, wenn
men in (28) B durch B, ersetzt. Wir finden dann:

32) gy 2) = > D STty v)0u(m) Bk n(EAEDT - 0, ()t (8),

eine Reihe, die absolut und gleichmiBig konvergiert und welche wir

*) Hilbert 1. c. 8. 226.
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also beliebig umordnen konnen. Da v,(n)u, ,(£) auch Eigenfunktionen
von (27) sind, da ferner nach dem in Fourierscher Weise gebildeten
Koeffizientengesetze gleichmiBig konvergierende Nullentwicklungen un-
moglich sind, so folgt noch bei geeigneter Spezialisierung von f(g, v),
daB (27) iiberhaupt keine wesentlich anderen Eigenfunktionen haben kann.
Es folgt also der Sata:

III. Alle Eigenfunktionen der Normalgleichung

: 2 2

@) St sh+awr=0
lassen sich durch das Oszillationstheorem bestimmen.

Wir konnen aber jetzt leicht diesen Satz auf die Eigenfunktionen der
Gleichung

(33) S+ Tt a—nr=0

ibertragen. In der Tat, wir setzen y — v =y + @ — v — a; und fiihren
den Parameter ¢ ein, so daB wir erhalten:

c? 82. . 32 ag ’ 4
(34) §—§§+a—n’, + l(u+a—d(v+a))f=0=9—gfé+a—1]é+l(y — a)f.

Wir richten a so ein, daB v+ a¢ > 0; dann nehmen nach dem II. Satze
des § 3 die 4, welche immer
reell und groBer als Null sind, mit

wachsendem ¢ zu; ein fir 6 =0 y t,
unendlicher Eigenwert ist also | = t,
auch fiir 6 =1 unendlich; (33)

kann also keine anderen Eigen- &

funktionen haben, als die durch

das Osuillationstheorem geliefer- t2
ten.
Von (33) gehen wir schlieflich
iiber auf: Fig. 8.
0* c* :
(35) Tt Gh [ e — )+ 2w — )] f=0.

Nach Satz I des § 3 nimmt 4 mit wachsendem ¢ zu und wir haben
den grundlegenden Satz:

IV. Alle Eigenfunktionen der Differentialgleichung:
(35) o+ Pl [~ e — 99 + A —)]f =0

lassen sich durch das Kleinsche Oszillationstheorem bestimmen.
Mathematische Annalen. LXIII. 4
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Wir wollen jetzt noch die verschiedenen oben erwihnten Oszillations-
theoreme durch Zeichnungen erdrtern. In Fig. 3 ist t, die sich aus dem
Kleinschen Oszillations-
theorem fiir 6 =1 zu
(34) ergebende gemein--
same Tangente der beiden
Kurven. Fir 6 <1 er-
halt man jedoch 2 ver-
2 schiedene Tangenten an

beide Kurven, die sich auf

¢ der y-Achse schneiden, fiir
6=0 t,und t,, Fig 4

entspricht dem vorher

vermiedenen Falle y >0,

v<0. Bewegt man die y-Achse nach rechts, so zeigt Fig. 5, daB man
statt der einen Tangente 1, zwei Tangenten t; und t”; erhilt, also statt
des Tangentenpaares t,,t, zwei Paare t,,t,, und t,,t",, Das bedeutet
einen Glewinn von Eigenwerten. Fig. 5 fithrt bei der analytischen Unter—

Y

Fig. 4.

£) t

2

~

Fig. 6.

suchung auf die von Herrn Professor Hilbert in seinen Vorlesungen be-
handelten Integralgleichungen 3. Art. Alle diese Fille bestitigen unsere
Sitze iiber die Eigenwerte.
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§ 5.
. . ialeleich 8”u+@+2’u__oﬁ.l .
Die Integration der Potentialgleichung ~=; + > il r ein

von sechs konfokalen Fliichen 2. Ordnung begrenztes Gebiet.
Ausdehnung auf Zyklidensechsflache.

Wir haben jetzt nur mnoch das in der Literatur gegebene Formel-
material fiir unser Problem, welches von Herrn Prof. Klein*) in dem in der
Einleitung auseinandergesetzten Sinne ausfiibrlich behandelt wurde, zu-
sammenzustellen und umzuformen, um die Sitze des § 4 anwenden zu
konnen.

Es sei in einem rechtwinkligen Koordinatensysteme:

22 y? 22
1 1 + 1 1 + 1 _ 1 _—1’
e— & € — 6 e— ¢ € —¢€ e — ¢ € — ¢
—? y° 22
(36) 1 1T T 11 T =L
€—¢ H—6 66 [ —¢ w—e  —¢
— 2 yﬂ zg
1 it i t—3 =1

G—e v—e v—e €—e v—e €—6

wobei wir nebenstehendes Schema zugrunde legen, in welchem die Zahlen
die Indizes der e bedeuten.

Statt der Potentialfunktion fihrt man die Potentialform ein:
37 V(w,v,0) =V (e, — 1) (er— ) (0 — &) ¥ (g, 7, 0).

Setzt man nun

- ap :
o 21/(6,—y)”(ea-—m(y,-—e,‘)(u—eg)’
_ dv .

2V (es — ) (e, — ) (eg — 1) (v — &)

— do
“ 2V (e —e) (e —¢) (e —e) (9'_83);

_ dv

2V —e) t—e) t—e) z—e)

an

(38)

* Klein, Aunalen Bd. 18. Unsere Bezeichnung ist analog der von Bocher fiir
das Zyklidensechsflach bentitzten, das in der allgemeinen Theorie auftretende N
fallt hier mit ¢, zusammen, welches doppelt zihlt.



52 Exmyr Hins.

so geht die Potentialgleichung tiber in
(e '”)a + (u 9)3 +(v— l") agz
+@—ne—0e—w[gk+rv+eo—5Eev=0,

wobei X'(e) = 2¢, + ¢ + ¢, + ¢; ist.

Die Gleichung (39) bleibt bekanntlich unverdndert, wenn man die zu-
grunde gelegte Fliche durch eine beliebige Kreisverwandtschaft trans-
formiert.

Wir haben dann als Aufgabe, eine Potentialform zu bestimmen,
welche auf fiinf Flichen verschwindet, auf der sechsten vorgegebene
Werte*) annimmt.

Wir zerlegen versuchsweise ¥ (u, v, ) in Faktoren, E(u), E'(»), E” (o),
wobei dann

(40)

(39)

‘%’1 = [—— ;— 8+ —Z— eyt + Av + B] E,
wenn 7 = g, v, ¢ ist.
Sei die sechste Fliche ¢ = g,, so bilden wir die Gleichung:
@) L+ [ @ =+ F Ea@ =)+ A —v)]f =0,
welche durch E(u)- E’(v) befriedigt wird. Setzen wir, was immer er-
laubt ist, Ze/ =0, so hat unsere Gleichung die Form (35) und die
E(u)- E'(v) erschopfen alle Eigenfunktionen von (41). Man kann also
jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f(u,v), welche die Rand-
bedingungen erfiillt, in eine Reihe nach Laméschen Produkten entwickeln.
Um dieses Resultat auf die anderen Fille ausdehnen zu kinnen, ist
wesentlich, daf auch hier die § entsprechende Grife die Form it, die 5
entsprechende die Form t hat. Anderenfalls knnte man sich wohl da-
durch helfen, daB man B das eine Mal durch — B ersetzt. Allein wir. -
konnen die obige Forderung immer erreichen auf Grund folgenden Satzes.**) .
Unsere Flichenschar geht, a.bgesehen von einer Kreisverwandtschaft, im

sich iiber, wenn man statt i_g statt ¢; e’j—_—f setzt. Unter Zu-.

grundelegung dieses Satzes Wahlen wir fiir das zweischalige Hyperbolord
das Schema:

i

feiﬂwa
s 7 3 %

*) Auf den Fall, daB die vorgegebemen Werte auf dem Rande verschwmden_,
188t sich der allgemeine Fall durch wiederholte Anwendung des Verfahrens bringen. _
**) Klein bei Bdcher, S. 58. .



Reihenentwicklungen der Potentialtheorie. 53

wobei die u-Schar zweischalige Hyperboloide, die‘ v-Schar ‘einscha.lige
Hyperboloide, die o-Schar Ellipsoide darstellt. Um die einschaligen Hyper-
boloide auszuzeichnen, wihlen wir das Schema:

il

!/L{:Q‘V
¥ 5 1 3

Bei dem Zyklidensechsflach geht die Untersuchung analog, man hat
nur statt des doppelt zu zihlenden e, je einfach zihlend ¢ und e, ein-
zufiihren, die auch konjugiert imaginir sein konnen. Fir alle diese
Fille gilt also der Satz: Sei f(u,v) eine sweimal stetig differenzierbare
Funktion, welche auf dem Rande des Rechtecks verschwindet. Das Rechleck
liege auf der Fliche ¢ = r,. Dann konvergiert die Reihe:

Fy v) = D0 D¢ Ann B (1) Eomyn () Enin (),
1 1

absolut und gleichmdfig, wobet
— WNE,  WE, ,w)dEd
“2) an=ff<u D £ 9) B () By G 36
" [[few=»[E, ,wWE, @] dsdn
Wir bilden daraus die Reihe:

J f(u—w)f(u, NE,, , (M)E;,,.(v)dédn
v = 22

0 [[w—2) (B, , WE, @] dtdn

By () By (v) By (0)-
Wir gehen nun voriibergehend zu der Potentialfunktion ¥ zuriick,
indem wir die linke und rechte Seite mit einem Faktor multiplizieren,
der im allgemeinen die Form*) hat:
5

2 z \ =
T — 2
T~ B
5 ’
VZ;' &2t
1

wobei wir uns das System so eingerichtet denken, daB der Faktor inmer-

halb des Gebietes einen endlichen Wert hat, der von Null verschieden

ist. Es sind dann alle Bedingungen des Harnackschen Satzes**) erfiillt,

und es folgt, daB die durch die Reihe dargestellte Funktion im Inneren der

Potentialgeichung AV = 0 geniigt und gleichm#Big in die Randwerte iiber-

geht. Analog verhilt sich die Sache in den anderen fiinf Einzelproblemen.
Augsburg, Juli 1905.

— A B ().

*) Vergl. wegen der Bezeichnung Bocher, S. 146.
**) Berichte der Sichs. Ges. 1886.
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Sulla risoluzione apiristica delle congruenze binomie secondo
un modulo primo.

Di

MiceeLE Creonna & Palermo.

1. Il problema che c¢i proponiamo di risolvere nella presente nota,
¢ il seguente: Data una congruenza binomia
(1) 2"=a (mod p),
essendo p un numero primo dispar: ed a un numero intero arbitrario nor
divisibile per p, determinare wn polinomio in a, che formisca una soluzione
della congruenza (1) per ogni residuo m-ico del modulo p.

La questione risoluta da recente per il caso in cui % sia una potenza
di 2%) non @ stata finora trattata in generale. -

Si pud supporre, senza ledere la generalitd, che il grado » della con-
gruenza (1) sia un divisore di p — 1, nel quale caso perché la (1) sia
possibile occorre e basta che sia

1.)—__1
(@) a” =1 (mod. p).
Diremo che un polinomio della forma
-1,
3 : A0+A1a+ABa’+.-.+A,,_:l_la,"

& una soluzione apiristica della (1), quando, per ogni numero ¢ soddis-
facente alla condizione (2), esso & una soluzione della congruenza (1).

*) Tonelli, Rend. della R. Acc. dei Lincei, a. 1892, 1°sem., p. 116; a. 1898,
1° sem., p. 269. Si veggano anche le nostre note nel Rend. della’ R. Acc. di Napoli, .
a. 1903, fasc. 5°; a. 1904, fasc. 3° e 4% a. 1905, fasc. 1° e fasc. 5°. — Per il caso di
n = 2 una formola non diversa da quella da noi comunicata alla R. Accademia di
Napoli (Rendiconti, fasc. 1°, gennaio 1905; v. formola (8) della presente nota) hanno
dato in questi »Annalen¢ (v. 62, p. 409 —412) i Sigg. Tamarkine e Friedmann.
Anche per questo caso noi qui daremo formole molto piu vantaggiose. — Per la lettera-
tura sulla teoria delle congruenze si vegga la nostra monografia: Theoria de congruern-
tias tntra numeros wntegro, Revue de Math., publiée par G. Peano, Torino 1905.
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La determinazione dei coefficienti A4, di una soluzione apiristica &
fondata sul seguente concetto.
2. In un sistema completo di resti secondo il modolo p, possono
p—1
n

scegliersi numeri, e non pid, le cui potenze n'™° siano tutte incon-
¢

grue fra loro (mod. p): un tal sistema lo diremo un sistema completo di
nw'm grado (mod. p).

Per determinare un sistema completo di ' grado distribuiamo in
quadro i numeri di un sistema completo di resti (mod. p), (i quali for-
mano un gruppo secondo il modolo p) rispetto ai numeri

(A) L 7 %00 Vacrs
formanti un sistema completo (gruppo) di soluzioni della congruenza
4) 2"=1 (mod.p),
nella maniera seguente:
1; 70 Yay o Vn-1,
Uy 4 Y1) A Vay* Ay Vn-1)
(B) ﬁ Ay, a3 Y15 Ay ¥y ="y A3 Yn-1s
a’inil-ﬂ “g;}_l 71 “1%1_1727 Tty “g_n—;}_l?’n-l'

E chiaro che per ottenere un sistema completo di #i™° grado bastera
scegliere un numero e uno solo di ciascuna riga del quadro B. Ne ri-
2-1
sulta anche che in wun sistema completo di resti (mod. p), esistono n "
sistemi completi di n'™ grado.
Per n = 2, risulta subito che ¢ numers

—1
(C) 1) 2’ 3)"';?‘2—

formano un sistema completo di 2° grado, qualungue sia p.

3. Qual parte rappresentino i numeri di un sistema completo di »™°
grado nella risoluzione delle congruenze binomie di grado #, apparisce
subito dal seguente teorema fondamentale:

Se @ numers
(D) T3y gy ** 0y ¥p—1

n

fo}mtmo un sistema completo di n'™ grado (mod. p), posto

®) A=—n (,rlnk-l ol rg‘__;‘) (mod. p),

n
i polinomio
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p—1

(6) Ao+ Aot Aat 4+ Ay

-1

¢ una soluzione apiristica della congruenza binomia (1). Inoltre, per ogni
a- residuo m-ico di p, esso & congruo all’ associato*®) di quel numero del
sistema. (D) che soddisfa alla congruenza

= % (mod. p).

; : S;i_fg;rog quel numero del sistema (D) che verifica la (1) e poniamo
) 2:1—1 ¢+’

Z, _2 4,a* (mod. p).
. Per l’:potem (5) si ha )
" P p=1_ p-1 p-1_,
.. A 1 n
oS Feee 3 S

A=1 =0
p=1
. - n -1
k] = 1 omf -1
. ng o () —1
Quando % percorre il sistema degl’ indici 1, 2, 3, - , il pro-

dotto' r,¥,percorre un sistema completo di »'™° grado, e mcontrera quindi
tmo ¢ un- sol numero k, talé che sia
S : (ro "o) =1 (mod. p).
Per tal valore hy si ha

‘r 0 Tho)p~ p—. 1
i O%ng"_.l
mentre i termini della somma (7), corrispondenti agli altri valori di b,
Bono dmsﬂnh per », onde si oftiene

—1
:—;—-pn (mod. p),

1
rP =
h z !

e L a:o———— (mod. p).

Inpalzando ambo i membri di questa congruenza a potenza n'™*, si

ottiene ,
z* = a (mod. p). -

11 teorema & dunque dimostrato.

*) Due numeri «, o, si dicono associati (mod. p), quando sis ae, =1 (mod.p).

L’associato di un numero « == 0 (mod. p) si indica anche con -:7 (Gauss).
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4. Per n=2, indicando con s, la somma delle potenze rime dei
numeri del sistema (C), si ottiene la segunente soluzione apiristica della
congruenza binomia quadratica:

p—38

(8) Ty = — 2 S_1 -+ S a + 83(12 + 35a8+ R sp—4aT) (mOd p)‘

Se poi s'introducono i numeri B, di Bernoulli, definiti dall’ egua-

‘glianza simbolica
(B+1y —B =,

osservando che, per note proprietd di questi numeri, si ha

. - - P — 1\ 7 - 1 BI‘
e (0 =2 (1 ) 254 mod )
la (8) si esprimerd in modo elegante, ed introducendo i numeri di Ge-
nocehi G, = (2" — 1)B,, i quali sono interi, si potrd dire in forma con-
cisa che lo sviluppo simbolico secondo le potense di Va dell’ espressione

4log (1 — 5 GVa) +Va,

arrestato alla potenza di esponente p — 1, é una soluzione apiristica della
congruenza, binomia quadratica.

5. Col teorema del n. 3 si pud dire risoluta la questione di trovare
una soluzione apiristica di una congruenza binomia, anzi, potendo ricon-
dursi la risoluzione di una congruenza binomia qualunque a quella di
congruenze binomie di grado primo, pud anche dirsi che per risolvere col
nostro metodo una congruenza binomia qualunque non occorrono tentativi.
Difatti, quando » & primo, le soluzioni della congruenza (4), che servono
alla costruzione di un sistema completo di »i™° grado, sono tutte, franne
quelle congrue a 1, le soluzioni della congruenza

2424 ...+ 2+ 1 =0 (mod p),

che & riducibile a congruenze binomie di grado inferiore a .

In pratica perd il metodo riesce assai lungo e faticoso. Converrd
invece applicare le speciali formole di risoluzione dei nn. seguenti assai
pid semplici nella forma, e sottomettersi alla determinazione per tentativi
di alcuni elementi che in dette formole si trovano.

6. B facile dimostrare che, decomposto p—1 in due fattori primi tra
loro m e 3—_—1, il primo dei quali sia multiplo di m, se y e & sono due

numers appartenents rispettivamente agli esponenti m e %— secondo il
modolo p, i numers
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yo°,

formano un sistema completo di n'™ grado.
Applicando allora il teorema del n. 3, si pud porre

—‘1 _——1 (nk—l)-:—' p;l(nk—l)
=S S e
(mod. p),
donde segue, se ¢ nk=1 (mod. 1—’—;;—1)
(k- 1)-
AkE—”p;n—l yynlc— (mod »),

— p—1),
esenon ¢ nk=1 (mod. - )
A,=0 (mod. p).
Ne risulta che se u ¢ una soluzione della congruenza

— p—1
Vespresstone

®)

|
I
S
A~
)
K
|
—
N’
IM
MK
=l 3

é una soluzione apiristica della congruenza binomia di n'™ grado.

Per applicare la (9) non occorre che la conoscenza di . @iova poi
osgervare che essendo

O
Lyhe "y

un sistema completo di soluzioni apiristiche della congruenza 2"=1 (mod. p),
da una soluzione della congruenza (1) potrd dedursi un sistema completo

di soluzioni di essa.

1, i pud assumere m = #, e dalla (9) si de-
p_

Se # & primo con £=

duce il risultato noto che se n ¢é primo con
apiristica della congruenza x" = a (mod. p).

I .
, & a* una soluzioree
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Se si assume m =p—1, e quindi =0, si dedurrd dalla (9) che
se g ¢ una radice primitiva di p, una soluzione apiristica della congruensa
binomia di e grado é

p~-1
(p—l n -1 R
n a
n\g “‘1> >
=0 g —1

1. Lespressione (9) pud essere tuttavia semplificata nella forma
quando s osservi che esiste sempre un numero p, appartenente all' es-
ponente m (mod. p), che verifichi la congruenza

-1

k(3

z™ =y (mod. p).
Allora, mutando y in », nella (9), ¢ notando che, posto
un—1=w» ?:_7;_!'.’
si ha

(M+ap; )n—l & -
” =yt o yi=y (mod. p),

risulta dalla (9) quest’ altra soluzione apiristica della congruenza binomia
di ™ grado

N ” _ -
it p—1

n ( vy ) a'T
(10) Folr T =1 D S
=0 v —1
8. La risoluzione di una congruenza binomia di grado =, (mod. p),
si pud sempre ridurre alla risoluzione di congruenze binomie di grado
primo. Ora se » & un numero primo ed »” la massima potenza di x,
che divide p — 1, essendo @ un non residuo #-ico qualunque di p, si pud
p~—1 .
assumere y = o 7 (mod. p).
La determinazione di un numero & non presenta difficoltd in pratica.
In particolare, per #» =2, si ottiene che se @ & un non residuo qua-
dratico di p, una soluzione apiristica della congruenza binomia quadratica é

p+er—~1 r—1 :‘2;_3
1 Tor 1 a
(11) gy 2 2 2=1
2 = @it
= 0 or —1

Per esempio, se p & della forma 8m + 5, si pud assumere w =2, o
perd wuna solusione apiristica della congruenza binomia quadratica, secondo
un modulo p della forma 8m + b, é

(12) + ag%g [2&}14 N Ol Pl
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9. In pratica, per la determinazione delle soluzioni minime positive -

(radici) della congruenza binomia, converrad assumere per m il minime

valore possibile, cioe il prodotto delle potenze dei fattori primi'di », con

quell’ esponente col quale entrano in p — 1. Se u, v, w, --- sono i di-

versi fattori primi di #, i quali entrano in p — 1 alle potenze di grado

r, s, ¢, --- rispettivamente, si determineranno i numeri ., @,, @, - -

rispettivamente non residui u-ico, v-ico, w-ico, - -+ di p, e si assumerd
p=t p-1 p-1

. r ] {3
r=o0Y- -0 0¥, - (mod p)

Posto poi

p—1

a"=A4, y—1=M, y»=N, M,=p"***—1 (mod. p),
i numeri M, si otterranno con la relazione ricorrente
M,=NM,_,+1)—1 (mod. p).
Indicando poi con M il minimo comune multiplo dei numeri

Mo» Mv Ms; Y Mﬂ_l)

n

e con M lassociato di M secondo il modolo p, posto

U:

M —
0
la (10) assumerd la forma

2 _a

2 o [(M, + 7 —1] 2 AT,
=0

dalla quale si otterranno le soluzioni minime positive con facile calcolo.
10. Per applicare il metodo ad un esempio, determiniamo una solu-
zione apiristica della congruenza

2*=a (mod 73).

Possiamo assumere m =9, u=3, »=1. Un non residuo cubico di
73 & 2. Infatti i ha

29=8, 2=—9, 2=-T2=1, 2¥8=8, 2%=—9 (mod. 73).
Possiamo quindi porre .
y=28=37 (mod. 73).
N=2%=_9,
My=yp—-1=28-1=36, M;=—9-31—1=-—42,
M;=9-41—1=3 (mod 73)

Intanto si ha
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Il minimo comune multiplo dei numeri 36, 42, 3 & M =252 e il
suo associato & congruo a 31 (mod. 73). Onde si ha

|

U=3r M=T-31=-2, U=3 M=—6.31

i

33,

R

0
M —

U2Eﬂ;M

fi

— 24 (mod. 73).
Adunque una soluzione apiristica della congruenza data &
21a®(— 2 + 3308 — 24a%).
Per a =1, essendo 7 un residuo cubico di 73, questa espressione,
da subito come radice della congruenza 2°®= T (mod. 73), il numero 13.
Le altre due radici si ottengono prendendo i resti (mod. 78) dei prodotti

m o I

di questo numero per " =2*=—9, e per y " =8: esse sono 29 e 31.

Palermo, marzo 1906.
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Uber aufeinander abwickelbare P-Flachen.

Von

B. Mropzzsowskr in Moskan.

1.

In seinen Arbeiten iiber Differentialgeometrie®) beschiftigte sich
"Peterson eingehend mit einer Klasse von Flichen, denen nachher A. VoB
(Mathematische Annalen 39) den Namen P-Flichen beilegte. Sie werden
durch die Eigenschaft gekennzeichnet, ein konjugiertes Liniensystem zu
besitzen, dessen Linien zugleich Beriihrungslinien der der Fliche um-
beschriebenen Kegel und Zylinder sind. Solche Linien, lings deren eine
Fliche von Kegeln oder Zylindern beriihrt wird, wollen wir nach Peterson
konische resp. zylindrische Linien dieser Fliche mnennen. Somit koénnen.
wir die P-Flichen als diejenigen Flichen erkliren, die ein konjugiertes
System konischer oder zylindrischer Linien besitzen.

Nehmen wir die Parameter der beiden Linienfamilien dieses Systems
als GauBsche Koordinaten auf der P-Fliche an, so erhalten nach Peterson
die Gleichungen dieser Fliche die Form

a—+ o b c

&y p—pEs, y=Ft, =t
worin @, b, ¢, I Funktionen von # und ¢, §, , 2 Funktionen von v sind.
Die Spitzen der Kegel, die die Fliche lings der Linien # = const. be—
rithren, haben die Koordinaten

de b ac

Te T

W aw @

du du du

Ebenso hat man fiir die Koordinaten der Spitzen der Beriihrungs-
kegel lings der Linien v = const. die Ausdriicke

*) Zeitschrift der Moskauer Mathematischen Gesellschaft, Bd. I, I und die
Monographie ,,Uber Kurven und Flichen (Moskau u. Leipzig, 1868). Uber Peterson
s. Stickel in Bibliotheca Mathematica, 3. Folge, Bd. I und meinen Aufsatz in demnn
Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2. sér., t. V.

L YOI
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de ag dy

dv dv @
air’ di’ fd_}’
av o do

Verschwinden % und g—% identisch oder fiir bestimmte Werte von w

und v, so gehen die entsprechenden Kegel in Zylinder iiber, deren Er-

a a :
da db de L ﬁ;g—,{ haben. Alle diese

Ta du’dn TSP T ay
Beziehungen sind in der erwihnten Arbeit von A. VoB angegeben. Bei-
" laufig sei bemerkt, daB die Form der G1. (1) die geometrisch evidente Tat-
sache bestitigt, daB die Klagse der P-Flichen gegeniiber den kollinearen
Transformationen des Raumes invariant ist.

Es ist merkwiirdig, daB fast alle bedeutenden Ergebnisse, zu welchen
Peterson auf dem Gebiete der Theorie der Biegung der Flichen gelangte,
sich auf die Biegungen von P-Flichen beziechen. Aus einer Stelle seiner
ersten russischen Abhandlung 148t sich schlieBen, daf Peterson allgemeine
Methoden fiir das Auffinden solcher Biegungen besal, und daB diese
Methoden in Verbindung mit seinen allgemeineren Untersuchungen iiber
konforme Abbildung stehen; leider sind die beztiglichen Untersuchungen
Petersons unverdffentlicht geblieben,

Bei meinen Untersuchungen tiber die geometrischen Arbeiten Peter-
sons ist es mir gelungen, die Frage nach den aufeinander abwickelbaren
P-Flichen vollstindig zu beantworten. Da ich aber von der konformen
Abbildung keinen Gebrauch mache, so vermute ich, daB meine Methode
mit der Petersonschen nicht identisch ist. Ich will hier die von mir er-
haltenen Resultate kurz darlegen, als Awuszug aus meiner in der ,Zeit-
schrift der Moskauer Mathematischen Gesellschaft”, Bd. 24 verdffentlichten
Arbeit.

zeugende die Richtungen

2.

Die acht Funktionen g, - - -, 1, die in den GL (1) auftreten, lassen Ver-
inderungen zu, bei welchen hochstens die Lage der entsprechenden
P-Fliche, nicht aber ihre Form sich #ndert. Wir kénnen nimlich alle
acht Funktionen mit einer Konstanten multiplizieren; dann kénnen wir
zu jeder Funktion, z. B. zu a, eine beliebige Konstante hinzuzufiigen und
zugleich dieselbe Konstante von der entsprechenden Funktion « abziehen.
Diese beiden Transformationen sind ohne EinfluB weder auf die Form der
P-Fliche, noch auf ihre Lage.

Ubt man ferner zwei gleiche orthogonale Substitutionen mit kon-
stanten Parametern auf @, b, ¢ und «, 8, » aus, so entspricht das einer
Drehung der Fliche um den Koordinatenanfang, eventuell verbunden mit
einer Spiegelung an demselben. Fiigt man endlich zu den beiden Funk-
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tionen eines Zihlers, z. B. ¢ und «, die Glieder des Nenners ! und 4,
multipliziert mit einer Konstanten % hinzu, so entspricht das einer Ver-
schiebung der Fliche parallel der i-Achse um die Lénge 7.

Bei der Losung der Frage nach den Biegungen einer Fliche diirfen
wir die verschiedenen Lagen dieser Fliche als untereinander identisch an—
sehen. Daher werden wir in die Gleichungen einer P-Fliche alle die
Vereinfachungen einfiihren konnen, die durch die hier aufgezéihlten Trans-
formationen erreichbar sind.

3.

Es ist leicht einzusehen, wie sich eine P-Fliche gestaltet, wenn
einige der in (1) auftretenden Funktionen sich in Konstanten verwandeln.
Sind Zéhler und Nenner in (1) durch eine homogene lineare Relation
mit konstanten Koeffizienten verbunden, so geht die P-Fliche in eine
Ebene tiber; das tritt speziell ein, wenn einer der Zihler identisch ver—
schwindet. Dieser Fall soll von unseren Betrachtungen ausgeschlossen
werden. Wenn ferner eine der Funktionen, z. B. a, zu einer Konstantenn
wird, so kénnen wir diese Konstante zu « hinzufiigen und a gleich Null
setzen, 80 daB wir allen Funktionen in (1), die konstant sind, den Wert
Null beilegen werden.

Unter den P-Flichen kénnen auch abwickelbare Linienflichen vor-
kommen und zwar nur Zylinder und Kegel. Nehmen wir die geradlinigex
Erzeugenden einer solchen Fliche als Linien » = const. und wihlem
im ersten Falle die #z-Achse parallel den Erzeugenden des Zylinders, so
verschwinden a, b, I; ebenso wenn im zweiten Falle der Koordinatenanfangs
in die Spitze des Kegels verlegt wird, verschwinden @, b, ¢. Fithren wir
eine Koordinatentransformation aus, so sehen wir, daB (1) eine abwickel-
bare P-Fliche darstellt, wenn zwischen a, b, ¢, [ oder e, §, ¢, 4 drei lineare
homogene Relationen bestehen. Da die Biegungen der abwickelbaremn
Flichen wohlbekannt sind, so werden wir diesen Fall von unserer Be-
trachtung ausschlieBen. Wir wollen deher im folgenden voraussetzen, daB®
von den acht Funktionen in (1) hochstens nur je zwei Funktionen des-
selben Arguments verschwinden, wobei auBerdem zwei zusammengehirige
Funktionen, wie a und «, 7 und 2 nicht gleichzeitig verschwinden diirfern.

4,

Da auf einer P-Fliche die Linien (%) und (v) ein konjugiertes Systemn
bilden, so geniigen die Ausdriicke fiir 2, y, z in (1) der Gleichung

@ 2= e+ Mg
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Eine direkte Berechnung aus (1) liefert

I S

woraus beildufig folgt, daB Gl (2) fir die P-Flichen gleiche Invarian-
ten hat.

Ersetzen wir in (3) die Christoffelschen Symbole durch ihre Aus-
driicke in den Koeffizienten des Linienelements der P-Fliche, so bekommen
wir nach einer einfachen Rechnung

DIEQ+ M+ 2P0+ & o,
LG+ + 2P+ %o

Daraus folgt, daB E, F, G in der Form dargestellt werden konnen

a4+~ oN 204"t oN 1 _, 0N
“4) E-= ouw  ou’ G=—~—av v’ F=?(l+1)13uav’

wo N eine Funktion von w, v ist, die sich aus (1) leicht bestimmen ldBt.
Wir haben nidmlich fiir eine P-Fliche

a d a2 B

g 0u Z(d—u) 9 > @ta?
T dFa dl T 0w 142 ’

L du J

i [ d o\ 2 7

®) G v > (215) 0 S+ a)?
Rk ar 9w 1¥4 ’

- av -

o1 o0 Sa+er
T2l dude 144

wobei die Summenzeichen sich auf die drei Koordinaten erstrecken. Aus
der Vergleichung dieser Formeln mit den vorangehenden kommt

© N_2<a+«)*_/[_2_(§7a)2 2@,

du av
Die Integrationskonstante ist hier ohne Bedeutung, da sie aus den
Formeln (4) wegfillt.

Die Formeln (4)—(6) haben keinen Sinn, wenn ! oder 1 zu Kon-
stanten werden. Wenn wir jedoch diesen Fall als einen Grenzfall be-
trachten, so sehen wir, daB die Formeln (5) auch hier bei dem Grenz-
tibergange bestimmte Ausdriicke liefern, die mit den fiir diesen Fall direkt
berechneten selbstverstindlich zusammenfallen.

Mathematische Annalen. LXITI. 5
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5.

Wir gehen nunmehr zur Untersuchung tiber, ob eine P-Fldche sich
in der Weise verbiegen lift, daf3 das konjugierte System Fkonmischer Linien
(), (v) nach dem Verbiegen konjugiert bleibt. Solche konjugierten Systeme,
die auf zwei aufeinander abwickelbaren Flichen sich gegenseitig ent-
sprechen, heiBen nach Peterson die Basis der Biegung.

Es ist leicht einzusehen, daB, wenn bei einer Biegung der P-Fliche
das konjugierte komische System (u), (v) komjugiert bleibt, die Linien
(w), (v) notwendig konisch resp. zylindrisch bleiben. In der Tat behilt
Gl (2) fiir alle aufeinander abwickelbaren Flichen dieselbe Form, da die

Symbole {112} , {122} nur von den Koeffizienten des Linienelements ab-

héingen; ersetzt man diese Symbole durch ihre Werte (3), so liBt sich
(2) auf die Form bringen
el Un oL0)
ouov ’
Hieraus folgt, daB die Gleichungen einer auf die Fliche (1) mit der
Basis (), (v) abwickelbaren Fliche folgende Form haben miissen
’ e _v+F _ct7
(1) =Ty YT axa Ty
wobei @, b, ¢ neue Funktionen von u, o, f, ' solche von » sind. Das
sind aber Gleichungen einer neuen P-Fliche, auf der die Linien (u), (v)
wieder konisch oder zylindrisch bleiben. Soll also eine P-Fliche derart
verbogen werden, dafBl ihr konjugiertes System konischer Linien zur Basis
der Biegung werde, so kann diese ihre Biegung nur eine P-Fliche sein.

6.

Untersuchen wir, unter welchen Bedingungen (1) und (1") zwei auf-
einander abwickelbare P-Fliachen darstellen. Zuvorderst bemerken wir,
daB in diesen Gleichungen derselbe Nenner 7 4 4 auftritt. Wir bilden
dann die Koeffizienten E’, F', G’ des Linienelements der Fliche (1)

ai [ da'\? N
B — du 2(%) b8 D@+
—F at 0w 1-+4 ’
L du _
ar [ da'\2 7
®) o B > (7;) 9 2@ +a)
IR EYY i T ov 1+ ’
L dv .

1 Sa+ar

F/=2(1+1) dwov 141
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Aus der Vergleichung von (5) mit (5) kommen wir zu den folgenden
Bedingungen fiir die Abwickelbarkeit zweier P-Flichen auf konischer

Basis: . Jana
o Seto—Swtar 2 (5) — 2 (G)
du 1412 o dl ?

du

@ 5 Sere—Saror (@) - 2 (@)
v 1+ = di ’

av

 Data)— S+ 0
oudv 1+4 =V
L
Die letzte Gleichung braucht nicht beriicksichtigt zu werden, da sie aus
den beiden ersten folgt; wir wollen sie jedoch im folgenden beibehalten.
Schreibt man sie in der Form
0 2v—24°
du v 142 =0,

so sieht man, daB sie aus dem bekannten Satze von Kénigs (Comptes

Rendus, Bd. 116) folgt.
Wir wollen die dritte Gleichung (7) in der Form schreiben

®) 3@+ 6 — 5@ + ) = (1 + 1) (m + w),
wobei m eine Funktion von #, p eine Funktion von v ist. Alsdann er-
halten die beiden ersten Gleichungen die Gestalt

: da\2 da\2 dl dm
2 @) - 2 G -mw

do\2 de'\2 di d
2@ 2@ -

Wir schlieBen hieraus:

Um zweli aufeinander abwickelbare P-Flichen zu finden, muB man
acht Funktionen von « und ebenso viele Funktionen von v bestimmen,
die den Gleichungen (8), (9) identisch geniigen. Die Gleichungen (1), (1)
stellen dann die beiden Flichen dar.

Die Gleichungen (7) gelten nur unter der Bedingung, daf 7 und 4
keine Konstanten sind. Jedoch behalten die Gleichungen (8) und (9)
auch in diesem Falle ihre Giltigkeit; man kann sich davon entweder durch
einen Grenziibergang oder durch direkte Rechnung tiberzeugen.

Die Gleichungen (8), (9) geben zu einer interessanten Bemerkung An-

laB. Da dieselben bei der Vertauschung von ! mit m, i mit p unver-
dndert bleiben, so konnen wir folgenden Satz aufstellen:

(9

5!
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Sind zwei aufeinander abwickelbare P-Flichen gegeben, von denen
die eine aus der anderen nicht durch Drehung um den Koordinatenanfang
oder durch Spiegelung an demselben entstanden ist, so erhilt man zwei
im allgemeinen neue aufeinander abwickelbare P-Flichen, indem man in
den Gleichungen der gegebenen Flichen den Nemmer I + i durch m + g
ersetzt.

Die hinzugefiigte Beschrinkung ist ndtig, damit m 4 u nicht iden-
tisch verschwinde.

Ubrigens tberzeugt man sich durch eine einfache Rechnung, daB,
wenn die beiden gegebenen P-Flichen zueinander kongruent oder sym-
metrisch sind, dasselbe auch fiir die beiden abgeleiteten Flichen eintritt.
Entsteht dagegen das erste Flichenpaar durch elgenthche Biegung, so
gilt dasselbe auch fir das zweite Paar.

1.

Die Gleichungen (8), (9) konnen auf eine symmetrischere Form
gebracht werden. Zu diesem Zwecke fiihren wir je zwei neue Funktionen
von % resp. v mittels der Gleichungen

(10) l='nl'+n, m=n"—n,
A=v 4+v, p=1v —w.
ein. Dann gehen die Gleichungen (8), (9) iiber in

Zlat+ e+ m+v)=20 +a)+ @ +2),
S () + (= 2 @)+ (@)
2@+ @=-2E) &)
oder kiirzer, wenn wir die Summenzeichen beiderseits auf alle vier Glieder
erstrecken, in

o

(11) Za + o) = 2(a + o),
da da’
o S-S0

do'\2
2w~ 2 @)
Dies sind die Fundamentalgleichungen umseres Problems.
Hat man ein Paar aufeinander abwickelbarer: P-Flichen, so ent-
spricht demselben eine Losung der Gleichungen (11), (12). Hat man

aber umgekehrt eine Losung dieser Gleichungen, so- kann man daraus
nicht nur ein einziges Paar, sondern unéndlich viele Paare aufeinander
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abwickelbarer P-Flichen ableiten. In der Tat, bringen wir alle Glieder
jeder dieser Gleichungen auf die linke Seite, so bekommen wir drei ko-
grediente 8-gliedrige quadratische Formen. Dieselben konnen durch un-
endlich viele lineare Substitutionen in sich selbst transformiert werden,
wodurch neue Losungen der Gleichungen (11), (12) entstehen, welche zu
neuen Paaren aufeinander abwickelbarer P-Flichen fiihren.

Man soll jedoch nicht glauben, alle diese Flichenpaare seien von den
urspriinglichen wesentlich verschieden. Wenn man z. B. das Vorzeichen
eines der Glieder (a + «), (b + B), (¢ + ») abiindert, so entspricht dieser
Substitution bloB die Spiegelung der ersten Fliche an einer der Koordi-
natenebenen. Anderen speziellen Substitutionen entsprechen Verschie-
bungen und Drehungen einer oder beider Flichen. Unwesentlich ist ferner
eine lineare Transformation von # + v und »" + 2" mit der Determinante
+ 1, weil durch dieselbe die beiden aufeinander abwickelbaren P-Flichen
durch zwei ihnen dhnliche ersetzt werden, indem der gemeinsame Nenner
! 4+ A nur einen konstanten Faktor erhalt.

Dagegen gibt der Zeichenwechsel von # + v oder »" + ¢ im all-
gemeinen eine wesentliche Verinderung der P-Flichen, indem dadurch
I+ 2 mit m+ p vertauscht wird. Ebenso werden die Flichen wesentlich
verindert durch solche Transformationen, bei denen die ersten drei
Glieder der beiden Seiten, z. B. @ + o und &’ + o, beteiligt sind.

8

Wir haben in § 3 gesehen, daB, wenn in (1) zwischen den Funk-
tionen @, b, ¢, I oder a, f, », A mehr als zwei lineare Relationen bestehen,
die entsprechende P-Fliche eine abwickelbare Fliche ist. Wir wollen
jetzt untersuchen, unter welchen Bedingungen derselbe Umstand bei den
Gleichungen (11), (12) auftritt. Dazu ist notwendig, daB diese Gleichungen
bei jeder linearen Substitution nur solche Funktionen a---1, «---4
liefern, die durch mehr als zwei lineare Relationen verbunden sind. Dieser
Umstand tritt aber sicher ein, wenn zwischen den acht Funktionen einer
Art mindestens sechs lineare Relationen stattfinden. Wir wollen z. B. vor-
aussetzen, daB die acht Funktionen a-.-#, a’---n’ sechs linearen Glei- .
chungen geniigen. Wenn wir aus diesen Gleichungen sechs Funktionen
durch die zwei iibrigen ausdriicken und diese Ausdriicke in die erste Glei-
chung (12) eintragen, so bekommen wir eine homogene quadratische Re-
lation zwischen den Ableitungen dieser beiden Funktionen. Diese quadra-
tische Relation 148t sich in zwei lineare auflosen und liefert dann nach
dem Integrieren eine siebente lineare Relation zwischen den beiden Funk-
tionen. Somit lassen sich alle acht Funktionen von « durch eine von
denselben ausdrticken, in welchem Falle, wie in § 3 gezeigt worden ist,
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die entsprechenden P-Flichen auf eine Ebene abwickelbar sind. Es zeigt

sich sogar, daB dieser Umstand schon bei fiinf Relationen zwischen den

acht Funktionen desselben Arguments eintritt, doch ist es mir bisher

nicht gelungen, davon einen allgemeinen Beweis zu erbringen. Wir wollen

daher auch die Moglichkeit von fiinf linearen Relationen voraussetzen.
Differentiieren wir (11) nach « und v, so kommt

. da de da do
(13) Tudv =< du av

Erteilt man hier der Verinderlichen v verschiedene Werte, so ent-

stehen zwischen den acht Ableitungen nach u, g,% e %% , ebensoviele lineare

Relationen; in derselben Weise entstehen lineare Relationen zwischen

%;5, ---,g:—, , wenn wir u einzelne Werte beilegen. Man iiberzeugt sich

leicht, daB die Gesamtanzahl der unabhingigen Relationen beider Art
gleich der Zahl der Glieder der vorstehenden Gleichung, d. h. gleich 8
ist. Da mehr als fiinf Relationen einer Art sicher zu den auf die Ebene
abwickelbaren P-Flichen fithren, welche wir von unserer Betrachtung
ausgeschlossen haben, so bleiben nur noch zwei Moglichkeiten iibrig: Wir
konnen entweder je vier Relationen zwischen den Funktionen von % und
denen von v haben, oder drei Relationen der einen Art und fiinf der
anderen. Wegen der Gleichwertigkeit der beiden Parameter w und v
konnen wir im letzteren Falle annehmen, daB die Funktionen von
durch drei, die von ¢ durch fiinf Relationen verbunden sind.

Wir wollen zuerst den Fall betrachten, daB die Anzahl der Rela-

tionen zwischen Z—Z .. %—Z— gleich 4 ist. Wir schreiben dieselben in der
Form

da dab de an ,da , Ay , dac ,an
Pigpthg, T igutSigu=0 gt % gt go T8 3,
(14) - . C e e .
' da ,da’
p4n+.o. =p4ﬂ+.l.’

mit den 32 konstanten Koeffizienten p,, .-, s,".
Wir setzen vorldufig voraus, daB diese vier Gleichungen in bezug auf

%%, %, % , %% auflésbar sind. Betrachten wir dann die beiden

2@ 2GE)

’

und ersetzen in der zweiten die Ableitungen % -++ durch ihre Ausdriicke

quadratischen Formen
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in gz -+ - aus (14), so erhalten wir zwei definite Formen in den nimlichen

Veriinderljehen %:—z S g—z. Diese beiden Formen konnen bekanntlich durch
eine reelle lineare Substitution in Summen von Quadraten verwandelt
werden, deren neue Argumente wir mit 44 4B 40 4N bezeichnen
’ g du’ du’ du’ du

wollen. Alsdann verwandeln sich die beiden Summen in
() + (@) + () + (7))

mt (5 et (G2 e (B0) '+ (53)]

w

und

wobei alle s reelle endliche Zahlen sind. Setzen wir

15y p GA_d4 ,dB_dB L d4C_4C AN _aN’
M) M= Mg =G Maw = M= qu

so nehmen die beiden Formen die Gestalt
d.A\2 d A\
2 @) 2 @)

an. Fiihren wir dieselbe Transformation in Gl (11), (12) aus, behalten aber
statt 4, A’ .. die alten Bezeichnungen a, a’--- bei, so indern diese (lei-
chungen ihre Form nicht, da unsere Transformation die Quadratsummen
auf den beiden Seiten in Quadratsummen iiberfiihrt. Die Gleichungen (14)
werden aber durch die nachstehenden ersetzt
16 hEm=%n hEm—de ha—go k=T

Bisher hatten wir vorausgesetzt, daB Gl. (14) in bezug auf % e %%
auflosbar ist. Sollte diese Bedingung in einzelnen Fillen nicht erfiillt
sein, dann kénnen wir die Koeffizienten von (14) etwas abindern und
dann zu unserem Falle als zur Grenze iibergehen. Man sieht leicht ein,
daB bei diesem Grenziibergange unsere orthogonale Substitution nie
unmdiglich, sondern héchstens unbestimmt werden kann, in welchem Falle
wir aus der unendlichen Menge mdglicher Substitutionen eine beliebige
auswihlen konnen, um den linearen Relationen (14) die Form (16) zu
geben. Der einzige Unterschied besteht darin, da8 in diesem Falle
einige von den Zahlen h,, - - -, h, unendlich oder unbestimmt werden, was
itbrigens fiir das Folgende gleichgiiltig ist. Wird z. B. in der Gleichung

By 5% =22 die Grobe &, unendlich, so ist die Gleichung durch 22— 0
zu ersetzen; wird h, aber unbestimmt, so hat man die beiden Gleichungen
A LA
du 7 du
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Ist ferner die Anzahl der Gleichungen (14) bloB gleich 3, so kénnen
wir denselben eine beliebige vierte lineare Gleichung hinzufiigen, die wir
nach Ausfithrung der orthogonalen Substitution wieder fallen lassen.

9.

Wir konnen die Bedingungen (16) auf drei verschiedene Formen
zuriickfiihren. Betrachten wir eine Relation
da dda
) h = du
so sind drei Fille zu unterscheiden, je nachdem der absolute Betrag von h
%1 ist. Ist 2. B. |h>1, so kommen wir in (11), (12) statt (a + @)

und (a’ + «') folgende Ausdriicke einsetzen
LR CE N (CRR R ICE

wodarch GL (11), (12) keine wesentliche Veranderung erleiden. Be-
zeichnen wir aber diese Ausdriicke wieder mit (a 4+ «), (¢ + «'), so nimmt
unsere Relation (17) die einfache Form

d =0

U

an. Ebenso verwandelt sich (17) bel [h]| <1 in
% =0.

Ist endlich || =1, so konnen wir immer » = + 1 setzen, da wir in
(11) nétigenfalls die Vorzeichen der einzelnen Glieder verindern kiénnen.
Somit konnen die Relationen (16) zwischen den Ableitungen der acht
Funktionen a,---,% nach u immer auf die drei Formen zurtickgefiihrt
werden:

da da’ da da

Wir wollen nun voraussetzen, daB zwischen den Ableitungen der
Funktionen a, .-, n tatsichlich eine gewisse Anzahl von Relationen wvon-
der Form (18) besteht. Fihren wir diese in (13) ein, so bestehen keine |
weiteren linearen Beziehungen zwischen den iibrig gebliebenen Ableitungen:
nach u; es miissen daher die Koeffizienten dieser Ableitungen identisch.
verschwinden. Untersuchen wir, welche Beziehungen zwischen den Ab-
leitungen nach v daraus entstehen. Kommt irgend eine Ableitung nach w,

z. B. g% , in den Bedingungen (16) nicht vor, so bleibt sie auch in (13)
bestehen und ihr Koeffizient mufl verschwinden; wir haben somit

de
do =0.



Aufeinander abwickelbare P-Flichen. 3

Gentigt dagegen o der Bedingung :izl_g = 0, so verschwindet diese Ab-

leitung aus (13), und ihr Koeffizient 32 in (13) bleibt frei. Sind endlich
o und & durch die Relation

da dd

T du

verbunden, und eliminieren wir mittels derselben aus (13) die Ableitung

gz , 80 erhalt den Koeffizienten ('17‘: - %% und es folgt
do_ad
dv ~ dv

Folglich konnen die Beziehungen zwischen den Ableitungen mnach v
in dreifacher Form dargestellt werden:
d do d do
g demo, S0, r-it.
Von den Beziehungen (18), (19) zwischen den Ableitungen der Funk-
tionen g, .-+, »" kinnen wir zu den Beziehungen zwischen diesen Funktionen
selbst libergehen. Aus

EE—O

folgt
a =k = const,
Da aber @ in (11) nur in der Verbindung @ + o auftritt, so kénnen wir
k zu « hinzufiigen und setzen
(20) a=0.
Ebenso fiihrt

zu
(21) =0,
wobei die beiden Beziehungen ¢ = 0, « = 0 niemals zusammen eintreten
diirfen.

Bestehen endlich die beiden Rela.tioneq
(22> fl_ﬁ = %7 g‘g = % ?
die, wie wir oben gezeigt haben, immer gleichzeitig vorkommen, 80 -er-
geben dieselben

a+a=d + o + 2k,

wobei & eine Konstante ist.

Diese Gleichung kann durch zwei andere ersetzt werden

(23) ate=a+a+k o+od=0+0a—F,
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wo @, o zwel neue Funktionen von w resp. v bezeichnen. Setzen wir diese
Ausgdriicke in (11), (12) ein, so verschwinden die entsprechenden Glieder
aus (12), wihrend in (11) auf den beiden Seiten die Ausdriicke

2@+ o)k, — 2@+ o)k
bleiben. Ist k& = 0, so verschwinden auch diese. Ist aber % von Null ver-
schieden, so konnen wir in (11) k@, ke durch @, & ersetzen, was dem
Werte k= 1 entsprechen wiirde. Somit kann man immer in (23) ent-
weder £ =0 oder k=1 setzen und es folgt aus (22) entweder
a+a=o + o

oder
a+oe—1=da +a+1.

10.

Nunmehr sind wir imstande, alle Liosungen der Gleichungen (11),
(12) und damit aolle aufeinander abwickelbaren P-Flichen anzugeben.
Wie wir sahen, kénnen aus jeder Losung dieser Gleichungen unendlich
viele neue Lisungen abgeleitet werden mittels linearer Substitutionen, die
diese Gleichungen in sich iiberfiihren. Diese Substitutionen setzen sich.
zusammen aus orthogonalen Substitutionen, welche auf jede Seite dieser
Gleichungen ausgelibt werden konnen, und aus einer Substitution, durch
welche Glieder der beiden Seiten miteinander verbunden werden. Wir
kénnen némlich in (11), (12) die Ausdriicke

ate, a+d
durch
@9 gla+e) +h(d + o), hla+e)+g(a + o)
ersetzen, wobei die Konstanten g, » durch die Bedingung
g’ —h =1

verbunden sind.

Alle Losungen der Gleichungen (11), (12), die auseinander durch
lineare Transformationen erhalten werden kénnen, wollen wir zu einer
Grruppe rechnen, und es geniigt, aus jeder Gruppe nur eine Losung zua
finden, um alle iibrigen zu haben. Jede Gruppe von Lésungen wird durch
die Beschaffenheit der linearen Relationen charakterisiert, die nach § 8
zwischen den Funktionen in (11) stattfinden miissen. Durch geeignete
lineare Transformationen konnen wir diese Relationen auf die Formen
(20), (21), (28) bringen, und die Zahl der Relationen jeder Form ist es,
die die verschiedenen Gruppen von Losungen voneinander unterscheidet.

Die Untersuchung aller hier méglichen Fille bietet keine Schwierig-
keiten; wir wollen hier bloB ihr Endergebnis angeben. Es zeigt sich :.
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wenn wir nur solche P-Flichen haben wollen, die auf die Ebene mnicht
abwickelbar sind, so ist notwendig, daB zwischen den Funktionen von
u und denen von v je vier lineare Relationen bestehen; von diesen darf
hochstens ein Paar die Form (23) haben.

Es lassen sich daher alle Losungen der Gleichungen (11), (12) in
zwel Gruppen verteilen, je nachdem in der beziiglichen linearen Relation
die Form (23) vorkommt oder nicht. Jede Gruppe zerfillt in Unter-
gruppen, die sich durch die Verteilung der Relationen der Form (20),
(21) zwischen den beiden Seiten von (11) unterscheiden. Es wird sich
jedoch zeigen, dal diese Untergruppen sich voneinander nicht wesentlich
unterscheiden, da sie durch lineare Substitutionen, allerdings mit imagi-
niiren Koeffizienten, ineinander tibergehen.

11.

Wir wollen nun die erste Gruppe der Lésungen betrachten. Hier hat
ein Paar von Relationen die Form (23); wir wollen dieselbe auf die
Glieder # + v, #' + v" beziehen und setzen

n+p—k=n’+v'+k=ﬁ+17,
indem wir die Konstante ¥ unbestimmt lassen, um auch den Fall 2 =0
einbegreifen zu konnen. Die iibrigen sechs Relationen verteilen sich auf
die dbrigen Glieder der Gleichung (11). Als erste Untergruppe betrachten
wir die, bei der unter den drei Relationen von der Form (20) sich zwei
auf die eine und eine auf die andere Seite der Gleichung (11) beziehen.

Dann miissen die Relationen (21) sich umgekehrt verteilen. Somit haben
wir in diesem Falle folgende Beziehungen

nt+v=n+v+k w+v=n+v—4k,
€L =0, ¥=0, ¢=0,
=0, =0, y=0.
Die Gleichungen (11), (12) verwandeln sich hier in
@+ b+ 4k ) =+ BT+ 7
da\2? ab\2 dc\?
(25) () + () = (@)
dy\2_ (da\2 | (df\?
@) = (@) +(G5)
Wiihlen wir hier fiir a, b, o, §’ beliebige Funktionen, so werden aus
den beiden letaten Gleichungen ¢/, y durch Quadraturen bestimmt, worauf

sich aus der ersten Gleichung % + ¥ ergibt; den verschiedenen Werten
der Konstante & entspricht hier eine Schar shnlicher Flichen.



76 B. Mropziesowskr.

Beziehen sich alle drei Relationen von der Form (20) auf die eine
Seite der Gleichung (11), so entsteht die zweite Untergruppe

ntv=n+v+k #+v=8+v—F,

(€ 9] =0, ¥=0, ¢=0,

«=0, =0, p=0.
Die Gleichungen (11), (12) nehmen hier die Form an
@B+ A A+ V) = 4y

da\2 ab\? de
(26) () + () + (@) =
do ap\?

() + G+ @)'=0.

Es ist leicht zu sehen, daB dieser Fall in den vorhergehenden leicht
transformiert werden kann. Ersetzen wir in (26) ¢, ¢ durch ic, ip und
bringen diese Glieder auf die anderen Seiten der Gleichungen, so erhalten
wir (25); letztere Transformation ist aber ein Spezialfall von (24) fiir
9=0, h=—4.

Es ist zu beachten, daB, obwohl die Gl (26) nur imagindre Lisungen
zulassen, wir jedoch auch hier reelle P-Flichen erhalten k6nnen. Wir kénnen

némlich u, v als konjugiert komplexe Verdnderliche betrachten und a, &, ¢
konjugiert zu o', ¢f, ¢y wihlen. Wenden wir dann auf alle Glieder

von (26) auBer % -+ ¥, die Transformation (24) mit g=—, h = £ an,
so verwandelt sich die erste dieser Gleichungen in V_ &
(a4 + OB+ i) + (c+ 92+ 8k(m + )
= (ta + &)+ (1b + ) + (ic + )
Alle Glieder sind hier reell und konnen zur Bestimmung zweier reeller
P-Flichen dienen.
Als Beispiel wollen wir setzen
a+a= 2sind, b+ p=2co8u, c+y=26nv, n +rv=u+0o4+1,
a'+o=2Cofv, b+ f=2v, ¢ +9y'=2u, W =utfot—1,
hier haben wir
‘ =0, ¥=0, ¢=0,
«=0, =0, y=0,
ntv=n -+ 42,
also den Fall (I, 1). Die Gleichungen (11), (12) werden identisch be-
friedigt, und wir haben nach (10)

I+A=2w+0®), m+pu=—2.
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Dann liefern (1), (1") zwei folgende aufeinander abwickelbare P-
Flichen

sin % cos % Ginv

=,,';T_F'”’sn =u,’|+'u” z=u’+v”
2 = Coj o r_® I
—u2+272’ _u’-{—'v”’ ”‘u2+”2

Vertauschen wir 7+ 4 mit m 4 u und multiplizieren mit — 1, so be-
kommen wir ein anderes Flichenpaar

x=sinu, y=cosu, 2z=GCinwv,

2 =Cofu, ¥y =u, 7 =u.

Diese Gleichungen stellen zwei Zylinder dar. Wenden wir aber auf
dieselben die Transformation (24) an, so bekommen wir zwei aufeinander
abwickelbare Translationsflichen

r=sinu, y=gcosu+ hv, 2= CSinv,
& = Cojv, y =hcosu+gv, & =u,
g —hm =1

12.

Wir wenden uns jetzt zu der zweiten Gruppe von Losungen, bei
der keine der linearen Relationen die Form (23) hat. Hier entstehen
ebenfalls Untergruppen, die davon abhéingen, wieviele Relationen von der
Form (20) jeder Seite der Gleichung (11) entsprechen. Es kénnen nim-
lich entweder jeder Seite je zwei Relationen entsprechen, oder einer Seite
drei und der anderen eine, oder endlich konnen alle vier Relationen sich
auf eine Seite beziehen. Das liefert folgende drei Untergruppen:

=0, ¥=0, ¢=0, n=0,
e=0, =0, =0, =0,
Die Gleichungen (11), (12) ergeben hier
LIRS LIRPY JENGY. SURVL IR, ¢ JINPE JrIpW] |
da ? ab\2 dc'\2 dn 2
@ Gar'+ (G- G2+ G2
dy\? dv\2 [de/\2 [df\2
() + @)= &)+ G
Die erste Gleichung zerfillt in zwei andere
2 g pe — o2 '3
(28) A
?2+,’)2=x2+ﬂ2+k’
wobei % eine Konstante bezeichnet.

L 1)
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Differentiieren wir die erste Gleichung (28) und verbinden sie mit
der zweiten Gleichung (27), so bekommen wir

@+2+8)[(G@) + @@ ] - (a5
=@+ [+ G- 5+ 5
(vae— ¢ T =@ —a g+ G+ G

Zieht man hier beiderseits die Quadratwurzel aus, dividiert durch die
erste (leichung (28) und integriert, so bekommt man

i _ YV ba Gl G @,

oder

und ebenso “ + vt
ay _ 2 ar\?, (dv)?
arctg /V v 7;11)_2_ = ’i[gdv> + (dv) ] do.

Diese Formeln, zusammen mit (28), driicken ¢, #/, &, p” durch @, b, y, 2
aus. Die bei der Integration auffretenden Konstanten entsprechen ortho-
gonalen Substitutionen in ¢, #»’ und «, 3.

Die beiden anderen Untergruppen sind die folgenden:

=0, ¥=0, ¢=0, n=0,
«=0, =0, =0, =0,
a2+b2+02+,’}2=“’2+ﬁ'2+y’2+n’2,

1, 2) ,
() + (@) + )= @)
&)+ @)+ @)= (&)
=0, ¥=0, ¢=0, #=0,
«=0, =0, y=0, »=0,
(H 3) a2+b2+cs+ n“’=a’2+ﬂ'2+7'2+1/2,
y

(o) + (za) + (@) '+ (G2)=o,
(dv) T (‘Zﬁ) + (dv) + (%’); 0,

Diese beiden Untergruppen konnen aus der ersten (II, 1) durch die-
selbe imagindre Transformation abgeleitet werden, durch die wir (I,2)
aus (I, 1) erhalten haben. Obwohl in (II, 3) nur imaginire Lé&sungen -
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moglich sind, kénnen wir auch hier reelle P-Flichen erhalten. Dazun
miisgen wir, dhnlich wie in (I, 2), %, v konjugiert imaginér nehmen und
zugleich die Funktionen @, b, ¢, » konjugiert imaginir zu i, if, iy,
1o’ wihlen.

Als Beispiel nehmen wir
a +o=Cinku, b+p=sinkv, ¢+ p=coskv, n+v ="FkCoju,
o +o =kGinu, b+ p =ksino, ¢+ y = Cofku, n'4 v'=Fkcosv,

wobei %k eine Konstante ist.
Hier ist
b=0, ¢=0, V=0, »'=0,

a=0, v=0, /=0, =0,

was, abgesehen von der Bezeichnung, dem Falle (II, 1) entspricht. Man
tberzeugt sich, daB diese Werte den Gleichungen (11), (12) geniigen.
Berechnet man ! 4+ 14 aus (10), so bekommt man aus®(1), (1") die Glei-
chungen der beiden aufeinander abwickelbaren P-Flichen

___ Ginku _ gin kv _ cos kv
99 T Cofu 1 coso? y= Cofu -+ cosv? z_[&oiu-}—coﬁ’
( ) kGinu , ksinv , chku

T = Gofutooso’ ¥ = Tojut coso’ # = Eolu T coso’

wobei zur Vereinfachung alle Ausdriicke mit ¥ multipliziert worden sind.
Uben wir auf ¢+ p, ¢ + " die Transformation (24) aus, so ent-
stehen allgemeinere Gleichungen, indem die Ausdriicke von 2, ' die Form

erhalten
h@ofku + g coskv r gCofku 4 hcoskv
=, §="———
(29') Coju + cosv Coju 4 cosv ?
g#—hr=1

Diese Gleichungen sind von Peterson 1866 angegeben worden. Sie
konnen augenscheinlich noch weiter verallgemeinert werden, wenn man
die Transformation (24) auf die beiden tibrigen Koordinatenpaare an-
wendet.

13.

Aus dem Vorhergehenden 1dB8t sich schliefen, dafl im allgemeinen
eine P-Fliche in eine andere von ihr wesentlich verschiedene P-Fliche
nicht verbogen werden kann. In der Tat, ersetzt man =, #, v, v durch
ihre Ausdriicke (10), so folgt aus § 8, daB die acht Funktionen a, o/,
b, b, ¢ ¢, 1, m durch vier lineare Relationen und ebenso die acht iibrigen
Funktionen o, o, B, 8, ¥, ¥, 4, w durch vier andere lineare Relationen
verbunden sind. Durch eine entsprechende Verinderung der Lage der
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beiden P-Flichen in bezug auf den Koordinatenanfang kann man aber
stets erreichen, daB die Funktionen I, m, 4, ¢ nicht mit den &ibrigen Funk-
tionen linear verbunden seien. Tritt z. B. in einer linearen Relation die
Summe @+ k! auf, so verschieben wir die erste Fliche parallel zur
z-Achse um die Linge . Dann muf man den Ausdruck z = ‘;——_{':—‘;" durch
den anderen

@+ k) +(a+k2)

)
ersetzen. Somit kommt an die Stelle von @ die Summe @ + kI, und in
unserer linearen Relation muB umgekehrt @ 4 kI durch a ersetzt werden.
In dieser Weise kann ! aus jeder linearen Relation entfernt werden,
welche eine der Funktionen a, a’, b, ¥, ¢, ¢’ enthdlt, Ebenso liberzeugt
man sich, daf eine lineare Verbindung von s mit diesen sechs Funk-
tionen vermieden werden kann. Differentiieren wir namlich (8) nach u
und », so folgt dhnlich wie in § 8, daB, wenn ¢ mit m linear verbunden
ist, und diese lineare Gleichung die einzige ist, in der a und m zusammen
auftreten, eine zweite lineare Relation vorhanden sein muB, die « mit
A verbindet. Aus der letzteren kann man aber A wegschaffen mittels des-
selben Verfahrens, welches oben auf [ angewandt wurde; dann wird auch
m aus seiner Verbindung mit a verschwinden.

Da die Funktionen a, b, ¢, ! im allgemeinen durch keine linearen Re-
lationen verbunden sind, so lassen sich aus den vier linearen Relationen
zwischen a, @', b, ¥, ¢, ¢, I, m die Funktionen a', b, ¢, m durch a, b, ¢, I
ausdriicken, wobei nach dem Vorangehenden die Ausdriicke fir o, b, ¢
nur @, b, ¢, nicht aber ! erhalten. Setzen wir diese Ausdriicke in (9) ein
und beachten, daB wir zwischen @, b, ¢, I keine spezielle Abhingigkeit

da\2
‘ i)
in 2 (%%)2 tibergeht. Diese Substitution entspricht folglich einer Dre-
hung der urspriinglichen P-Fliche um den Koordinatenanfang, eventuell
verbunden mit einer Spiegelung, so daf die zweite P-Fliche der Form
nach von der ersten nicht verschieden ist. Nur solche P-Flichen kSnnen
in andere P-Flichen verbogen werden, deren Gleichungen mit den Li-
sungen (I, 1)—(II, 8) in §§ 11, 12 in Verbindung stehen.

X =

voraussetzen, so folgt daraus, daB durch unsere Substitution 2

14.

Bisher hatten wir nach Paaren von aufeinander abwickelbaren P~
Flichen gesucht. Wir wollen nun untersuchen, ob s solche P-Flichen
gibt, die kontinuierlich in- andere’P-Flichen verbogen werden konnen
unter der Bedingung, daf das Liniensystem (u, v) bei dem Verbiegen derx
Fliche ein konjugiertes System bleiben soll. Mit anderen Worten: wix
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fragen nach solchen Fkonfinuierlichen Scharen wvon aufeinander abwickel-
baren P-Flichen, bei denen es konjugierte Liniensysteme gibt, die auf allen
Flichen der Schar einander entsprechen.

Es mogen die Gleichungen (1") eine solche Flichenschar darstellen.
Dann miissen a, ¢, b, f/, ¢, ' Funktionen eines ,Biegungsparameters® ¢
goin, die wir in bezug auf ¢ differentiierbar voraussetzen wollen. Einem
speziellen Werte #, dieses Parameters entspricht eine bestimmte Fliche
der Schar, die durch (1) dargestellt werden mége. Dann ist es zur Lo-
sung unserer Aufgabe ndtig, die Gleichungen (8), (9):

(8 Z(a+ta)—Z( + “,)211 ¢+ 2)(m + w),
2@ -2 @) -

©) do 2_2 @5)2_51__1_ du
(dv “dv dv?

2 @)

auf solche Weise zu ldsen, daB die Funktionen o, o, ¥, 8, ¢, ¢/, m, p
von ¢ abhingig seien, nicht aber a, @, b, 8, ¢, », |, . Da wir gesehen
haben, daB 7, m, 1, ¢ mit den iibrigen Funktionen durch keine lineare
Relationen verbunden sind, so sind nur folgende Arten von Relationen
zwischen diesen iibrigen Funktionen mdglich:
1) a=0,a=0; 2) a=0,4d¢=0,
3) a=h"'d, ¢« =nhd; 4) at+oe=a + o +E,

wobel h, k von ¢ abhingen.

Setzen wir diese Relationen in (8), (9) ein, so ergibt eine einfache
Untersuchung, auf die wir hier nicht eingehen wollen, daB unsere Auf-
gabe mur dreierlei Losungen zuldBt. Es sind die folgenden:

(A) a=0 =0, b=b =0, p=9p =0, i=p=0.

Hier nehmen Gl. (8), (9) die Form an

&2+ﬂ2+02=0¢,2+ﬁ'2+0,2+lm,
(dc)2__ "dc’)2 al dm
7 = \au) * @ T
da\2  /df\2 [(do/\2 | (df\?
o)+ (@) = (&) "+ (G2

Die erste Gleichung zerfallt in die beiden anderen:

E=ct+Im-+h,
a2+ﬁ2=u’2+ﬁ’2_k’

wobei % eine Konstante ist. Verfihrt man hier wie in (II, 1) § 12, so-
bekommt man

Mathematische Annglen, LXITI. 6
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=1 fVIE T4
g /V o)+ [+ 6]

EENEY

Ersetzen wir hier — l , l , 5 durch ¢, ¢, ! und tragen diese Ausdricke

dv.

in (1) ein, so bekommen wir folgende Gleichungen mit dem Biegungs-
parameter A:

z=1Va*~4 g2+ heos o,
y=1V a4+ B%+ hsingp,

(30) z=j}f@f-hiﬁdm
f Vg —ege)+2[(55)+ ()]

ot pit R
Die Linien « = const. sind hier der zy-Ebene parallel; es sind Be-
rithrungslinien der umgeschriebenen Kegel, deren Spitzen auf der z-Achse
liegen. Die Linien v = const. sind ebene Kurven, deren Ebenen durch
die 2-Achse hindurchgehen; sie sind Bertihrungslinien der umgeschrie-
benen Zylinder, deren Erzeugenden parallel der zy-Ebene verlaufen.
Die Flichen (30) kénnen aus Rotationsflichen erzeugt werden. Hat
man eine Rotationsfliche

z=1Ilcosp, y=Ising, z=fV(%)2—h(%)gdu,

wobei @ den in (30) angegebenen Wert hat, so braucht man nur die Ab-
stinde ihrer Punkte von der Rotationsachse im Verhiltnis }o?+ g2 +h: 1
zu verindern, um die Fliche (29) zu haben.

Diese Flichen sind von mir im Bulletin des Sciences Mathématiques
2. sér,, t. 15 ausfiihrlich behandelt worden.

Setzt man in (30) & = cosv, § =sinv, so entstehen die bekannten
Biegungen von Rotationsflichen. Setzt man aber

dv.

a=Acosv, B=DBsinw, c= Csinu, l=-cosu,
wobei 4, B, C Konstanten bedeuten, so hat man aus (30)

z = cosu Y A%cos’v + B2sin’v + % cos @,
y = cosu /A2 cos?v + B?sin’v + hsing,
(51) 2 =‘[.'V(}2 cos®u — hsin’u du,

VA B® | h(A?sin’ v -+ Bicos?v) dv.
9= Afcos®v 4 Bsin®v 4 A
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Fiir & = 0 haben wir
# = Acosucosv, y= Becosusinv, #z= Csinu.

Demnach sind (31) Biegungen von Mittelpunktsflichen 2ter Ordnung.
Wir gehen nun zur zweiten Losung unserer Aufgabe iiber:
(B) a=h'd, a=hd, b=¥V=0, y=y =0, I+i=1.
Die Gleichungen (8), (9) verwandeln sich in
AW+l —h )+ + =+t mtp,
da\? de\?  [dd\?
@ =+ (52)= (55,
do\? _ ap\e  (dp
(%) A—k 2) + (d’o) (dv)
Aus den beiden letzten Gleichungen bestimmt man durch Quadra-
taren ¢ und g, worauf die erste Gleichung m + u liefert. Die Glei-

chungen (1) ergeben dann
z=ah + ah™},

(32) v= [V + e g) o,
e VT T

Diese Gleichungen stellen aufeinander abwickelbare Translations-
flichen dar, mit dem Biegungsparameter k. Dieser Fall kann als Grenz-
fall des vorangehenden betrachtet werden, der entsteht, wenn wir in (30)
die z-Achse ins Unendliche riicken lassen, wie das in meinem oben
sitierten Aufsatze im Bulletin des Sciences Mathématiques gezeigt worden
ist. Das konjugierte System (u, v) besteht hier aus zwei Scharen von
gylindrischen Linien, die parallel zu den zy- und x#-Ebenen verlaufen.

Die dritte Losung entspricht den Voraussetzungen

©) a=h"'d, a=hd, b=k, f=hp, c=h"1¢, p=hy, l+i=1
Hier erhalten’ (8), (9) die Form
@+ B+ (=B + @+ f ) (L~ ) =m + s,
@)+ G+ G =0,
@)+ @)+ (@) -0,

Die beiden letzten Gleichungen zeigen, daf die Linien w = const,
und v = const. Minimalkurven sind; da sie ein konjugiertes System bilden,
6.
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so sind die dieser Losung entsprechenden Flichen Minimalflichen. Um
reelle Flichen zu haben, miissen wir % und v konjugiert imaginir nehmen,
fir a, b, ¢ und o, B, y drei Paare konjugierter Funktionen dieser Ver-
dnderlichen wihlen und % = ¢/* bei reellem % setzen. Dann geben (1) die
Gleichungen von aufeinander abwickelbaren Minimalflichen

(33) z =% + e fa, y=2erb+ e B, 2=ctc+ ey,

mit ¥ als Biegungsparameter.

Die Fille (A), (B), (C) sind, abgesehen von Kegeln und Zylindern,
die einzigen, bei denen eine kontinuierliche Biegung von P-Flichen in
andere P-Flichen moglich ist. Dieselben sind bereits 1866 von Peterson
angegeben worden.
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Zur Theorie des relativbiquadratischen Zahlkorpers.*)
Von

StrrEAN BocuMiGER in Agram (Kroatien).

In W. Lietzmanns Inaugural-Dissertation: ,Uber das biquadratische

Reziprozititsgesetz in algebraischen Zahlkérpern® (Géottingen 1904) be-
finden sich Sitze, die einen Teil des Beweises des biquadratischen Rezi-
prozititsgesetzes in algebraischen Zahlkdrpern ausmachen. Wir kntipfen
an diese Dissertation an. '
" Im ersten Teile der vorliegenden Arbeit soll als Grundkorper % ein
beliebiger Oberkdrper des durch die Einheitswurzel i =)/ — 1 definierten
Korpers (i) mit ungerader Klassenzahl genommen und fiir ihn die Sitze
iber die primiren Primideale und das spezielle biquadratische Reziprozi-
titsgesetz in der Gestalt

ERERTE

allgemein bewiesen werden.
" Im zweiten Teile wird dann angenommen, daf fiir den Kdrper %

mEE @

als richtig nachgewiesen sei, und auf Grund dieser Annahme das allge-
meine biquadratische Reziprozititsgesetz in Hilbertscher Fassung fiir den
Korper & bewiesen.

I. Teil.

81
Die Relativdiskriminante des Korpers K(V/ u).
Es sei k& ein beliebiger Oberkorper des Korpers %(¢) und u eine

ganze Zahl in %, die nicht das Quadrat einer ganzen Zahl desselben
Korpers k ist.

_ ® Kroatisch erschienen in den Sitzungsberichten der Siidslavischen Akademie
dér Wissenschaften und Kiinste in Agram, Bd. 163.



86 St. BocaNiéEK.

Bezeichnet man mit Dﬁ“ die Relativdiskriminante des Korpers

K (#/u, &) in bezug auf %, ferner mit Df/‘ Vi die Relatwdls]mmmante des

Korpers K (/) beziiglich K (Y, k) und schlieBlich mit DV X die Re-
lativdiskriminante von K (J/u) in bezug auf , so gilt die Beziehung

® D454 Dl i (Ot i)

wobel unter Ny; . die Norm in K (Vy,) genommen in bezug auf % zu

verstehen ist.

' Demzufolge enthilt DV , nur diejenigen Primideale des Kérpers %
My

als Faktoren, welche in mindestens einer der Zahlen

Dy Mvir Ptz vi)

sufgehen. Es kann leicht gezeigt werden, daB jeder Primfaktor des
Korpers k, welcher in D Vi aufgeht, auch in N Vi k (Dﬁ‘, VZ) aufgehen

- muB. Durch solche Primideale miissen jedoch noch nicht simtliche Prim-
faktoren von Dép . erschopft sein; es kann vorkommen, da8 Df/‘ R auch
#

solche Primfaktort;n enthilt, welche nicht in Dv;,w wohl aber in

aufgehen. VP" ( % Vu)
Uber diejenigen Primideale p, die zu 1 4 ¢ prim und in DV . als
s

Faktoren enthalten sind, vergleiche man Satz 5 der Lietzmannschen Dis-~
sertation.

Uber diejenigen Primideale, die in 1 + % aufgehen, wollen wir folgen-
den Satz beweisen:

Satz 1. Es sei [ ein in 1 4 ¢ genau zur [*® Potenz aufgehendes
Primideal des Korpers k; es sei ferner p eine genau durch die g% Potenz
von | teilbare ganze Zahl in %, die nicht das Quadrat einer ganzen Zahl
desselben Korpers % ist; schlieBlich sei [ ein in [ aufgehendes Prim-
ideal des Korpers K (V‘), so ist die Relativdiskriminante Dﬁ,. dann und
nur dann prim zu [, wenn die Beziehungen

@) p=dh, (W49),
@ vi=a, (@)

statthaben, wobei « eine ganze Zahl in %, & eine ganze Zahl in K (/')
bedeutet und o eine gerade positive ganze rationale Zahl ist, die sich
durch 4 teilbar erweisen wird.

Ist (%) = + 1, so ist dazu notwendig und hinreichend, daB g dem
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Biquadrate einer ganzen Zahl in % nach dem Modul I°*+¢ kongruent
werde; ist hingegen (»“I—) = —1, so ist dazu notwendig, daf g dem Bi-

quadrate einer ganzen Zahl in % nach dem Modul I*'+2 kongruent werde;
diese Bedingung ist jedoch nicht ausreichend und wir werden spiter (man
vergleiche hierzu Satz 22) auch eine solche aufstellen.

Beweis. Die Beziehungen (2) und (2%) folgen sofort aus der
Theorie des relativquadratischen Zahlkorpers, wenn man die Gleichung (1)
beachtet.

Nun sei weiter ({') =+ 1: dann zerfillt das Primideal { im Korper

K (Yu) in zwei voneinander verschiedene Primideale [, ST nach der
Gleichung L
[=1.81,

wobei unter S die Substitution § = (Jw:— ) zu verstehen ist. Aus
(2*) ergibt sich leicht die Gleichung '
(3) p=at, (o),
Wir beachten jetzt die Beziehung

ny (1) = (1),
wo ¢ eine beliebige positive ganze rationale Zahl bedeutet und unter
n, die Norm genommen in K (Vu), unter # die Norm genommen in %
zu verstehen ist. Dieser Beziehung zufolge ist die Anzahl der unter-
einander inkongruenten Reste des Korpers K ()/u) beztiglich des Moduls

' genau gleich der Aunzahl der untereinander inkongruenten Reste des
Kérpers & in bezug auf den Modul ¥*. Es sind aber zwei untereinander
nach dem Modul [¢ inkongruente ganze Zahlen «, § des Korpers k& auch

nach [¢ inkongruent, denn wire

o=, (Ye) ’
so wiirde hieraus weiter folgen, dal auch
a=p, (ST

sein mub, und es miiBte dann, weil It und ST relativ prime Ideale sind,
auch = nach {* sein. Da auch umgekehrt zwei untereinander nach

dem Modul ¥ inkongruente ganze Zahlen «, § des Korpers & gewil auch
nach [¢ inkongruent sind, so kann jede ganze Zahl & des Korpers K Vw

einer ganzen Zahl « des Korpers & mach I° kongruent gesetzt werden.
Tun wir dies insbesondere in der Kongruenz (3), indem wir

7=, (T“"““)
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annehmen, so ergibt sich 3
p=d (04

und hieraus B
p=at, (SToe);

beides zusammengenommen liefert den Beweis fiir die Behauptung des
Satzes 1.
Die Umkehrung ergibt sich wie bei Lietzmann, pag. 16.

Nun sei weiter (%) = —1, so bleibt [ in K (}u) unzerlegt. Wir

schreiben (2%) folgendermaBen
- =\ 2 414 i
4) Vu= (gi:ﬂ> ’ ([ ? )’

wobei e—"}:—@ eine ganze Zahl in K (V;c), @, 6, T ganze Zahlen in % sein

sollen. HEs sei das Primideal [ in den Zahlen ¢, 6, v der Reihe nach

D &t oVe
T

genau zur 7, s*° #** Potenz enthalten. eine ganze Zahl

. — G
sein soll, so muB es auch e— Ve

T
. . 26V . .
und ihre Differenz —™—- Hieraus ist zu entnehmen, daB

sein, folglich auch ihre Summe 21——9-

(5) r+202t, s+ 4 +22t
sein mub. .
Weiter mub N, , (Q to W) = 02:268" eine ganze Zahl sein, worauss

T

wegen (4) die Beziehung

( 284 —'3)
(6) P—eu=0, \I °?
folgt. Nun folgern wir aus (4) die Kongruenz

) _ _ 2 442
(M) — Vi = (2, (%),
Addiert man (7) zu (4), so ergibt sich
2 ) 21+ 2
e —o, \1 ),

somit muB
24 1-}-2:)

® ¢t om0, (0

sein, woraus wir weiter die folgende Kongruenz ableiten:

(21+%+2:)
ol —elu=—2¢%u, \[ .
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Vergleicht man diese Kongruenz mit (6), so ersieht man unmittel-
bar, daf

©) s=t—2 1

sein wouB. In dhnlicher Weise schlieBen wir, indem wir (8) auf die Form

(21+%+2t
o’u—'=—2¢% \l

bringen, durch Vergleichung mit (6), da

(10) rett gl
ist.
Nachdem die Beziehungen (9) und (10) festgestellt sind, leiten wir
aus (2) die Kongruenz
_ 2042
Ve=uq (s :)

ab und iiberzeugen uns leicht von der Richtigkeit der folgenden Kon-

gruenz:
o\ 2 e
vi=EE) (),

Bestimmen wir nun eine ganze Zahl 8 in %, so daB

q—to'a =8, ({214-;—)

wird, was hier moglich ist, so kdnnen wir die Beziehung

vi=p, (&%)

aufschreiben. Da aber auch

24 =
- Vl_" = ﬁg: <I 2)
sein muB, so ergibt sich schlieBlich

(11) w=p, (),
wie Satz 1 behauptet.

Umgekehrt kann aber nicht geschlossen werden, daB aus (11) die
Kongruenzen (2) und (2%) folgen, es kann vielmehr vorkommen, daB die
Kongruenzen (2) und (2%) nicht erfiillt werden kounen, obwohl die Be-
ziehung (11) statthat. So sind beispielsweise im Korper der imaginiren
Zahlen k(7) die Zahlen 1+ 4¢ und — 3 beide kongruent 1 nach 4. Im

Korper K (J/1 + 47) besteht die Beziehung
s N\ 8
Y1+ 4i= (1_” 1+4z) , (4);

14+1
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folglich ist die Relativdiskriminante Dﬁm prim zu 1 + 4. Die Re-

k()
lativdiskriminante ‘Df/_ 5 ist hingegen teilbar durch 144 In der

Tat ist die ganze Zahl
2+z+<1+z)f/—3+v—3

des Korpers K (f/—— 3) nicht mehr teilbar durch 1 + ¢, ibre Norm
N 43, k(,)(A) jedoch genau durch 2 teilbar, woraus zu folgern ist, daf8

das Primideal 1 44 des Korpers k(s), welches in K ()/— 3) unzerlegt
bleibt, im Korper K (f/-— 3) das Quadrat eines Primideals wird, weil es

Wwegen (IT%) = — 1 nicht in zwei voneinander verschiedene Primideale

des Korpers K (/= 3) zerfallen kann.
Wir wollen hier nun noch den folgenden Satz iiber die Relativ-

diskriminante D b ableiten:

Satz 2. Es seien g, u* zwei beliebige ganze Zahlen des Korpers k,
die nicht dem Quadrate ganzer Zahlen desselben Korpers k& gleich sind,
und es sei das in 1+ ¢ aufgehende Primideal [ des Kdrpers % in den
Zahlen p, u* genmau in der a*® Potenz enthalten. Besteht dann die Be-
ziehung

(12) p=wt (@9,
so sind die Relativdiskriminanten Dﬁ" ) Dﬁ;‘ entweder beide zugleich

pnm zu | oder beide zugleich durch [ teilbar.

Beweis. Hs sei die Relativdiskriminante D{/

jetzt bewiesen werden, daf auch die Rela,twdlsknmmante Dﬁ'— Ll
¥,

zu [ prim. Soll

prim sein mufl, so geniigt es zu zeigen, daB die Relativdiskriminante
Dm,k zu [ prim ist, weil der Korper, der durch Zusammensetzung der
Korper K (/) und K (/%) entsteht, mit dem Korper, der sich durch
Zusammensetzung von K (¥ u) mit K (Vuu*) ergibt, identisch ist.

Es sei ferner [ ein Primfaktor von [ im Korper K (Vuu*); es gibt
dann in diesem Korper K (Juu*) eine Zahl @, so daB

(13) p=a, (P

wird, weil die Relativdiskriminante desjenigen Korpers, der durch Zu-
sammensetzung der Korper K (Juu*) und K (Vg) entsteht, in bezug auf
den Korper K (Vup*) zu 1 prim ist. Nach Voraussetzung (12) ist aber

ppr =y, (B1+29);
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daher muB - )
(Vﬂﬂ* + u) (Vy,y,* —_— y,) = 0, ([eu_ga)

gein. Folglich ist entweder
Veu* +u=0, (W+),
Vet —u=0, (l+9),
Es gibt daher, wie man mit Hilfe von (13) schlieBt, eine Zahl § in
K (Vuu®), so daB o
Ve =, (049

wird, d. h. die Relativdiskriminante Di,_

Hux k
Da auch umgekehrt in derselben Weise folgt, daB die Relativdiskri-
minante Dﬁ; , 2 [ prim sein muB, wenn es Dh_*k ist, so ist damit

oder

ist zu [ prim, w. z. b. w.

~ Batz 2 bewiesen.

§ 2.
Die Zerlegung der Primideale des Korpers & im Kérper K (V).
Betreffs der Zerlegung der Primideale des Korpers % im Korper

K (#/u) verweisen wir auf die Lietzmannsche Dissertation. Es moge je-

doch darauf hingewiesen werden, daf im Falle (%) = — 1 die Beziehung

<1/fé)1/"= — 1 mbglich ist, so daB das Primideal | in K (#/u) unzerlegt
“

bleibt.

Das Symbol ((—’;—)) ist folgendermaBen zu definieren:

Definition 1. Es sei uy eine ganze Zahl des Korpers %, die nicht
das Quadrat einer Zahl in % ist, und [ ein in 144 zur % in g zur
a'® Potenz aufgehendes Primideal in k. Dann soll ((%)) = 0 sein, wenn die

Relativdiskriminante Dy durch [ teilbar ist; forner sei ((-‘Ii)) =41,
wenn p dem Biquadrate einer ganzen Zahl in % nach dem Modul [#/+a+1
kongruent ist, und ((-’;—)) = —1, wenn u dem Biquadrate einer ganzen
" Zahl in k nach I9*% aber nicht mehr nach [*+¢+ kongruent ausfallt;
schlieBlich ((—‘Ii)) = + ¢, wenn ((—'Ii)) =+ 0 und (—‘[‘-) = —1 ist.

Bei Anwendung dieser Definition gilt fiir die Zerlegung der Prim-

ideale des Korpers k£ Satz 10 der Lietzmanuschen Dissertation; ebenso
Satz 11.
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§ 3.

Der Begriff des biquadratischen Normenrestes und das
biquadratische Normenrestsymbol.
Hinsichtlich dieser Begriffe vergleiche man § 6 und § 7 der Lietz-
mannschen Dissertation.
§ 4
Die relativen Grundeinheiten des Kéorpers K (V) in bezug auf den
Korper K (V).
Der Korper k& vom Grade 2m sei nebst seinen konjugierten Kérpern
E, .., k*™=9 imaginir. Wir beweisen folgenden Satz:
Satz 3. Das System der relativen Grundeinheiten des Korpers
K(#/u) in bezug suf den Korper K(}u) 148t sich stets in der Gestalt
H17 SHl; ] Hmr SHm

darstellen, wo H,,---, H, gewisse Einheiten in K (J/u) sind, und S die
Substitution (}/x:49u) bedeutet.

Beweis. Es sei &, -, &,_, ein System von Grundeinheiten des
Korpers K(Ju) und E, eine solche Einheit in K (1/;;), daf das System
Ey, &, &m_y €in System von unabhingigen Einheiten vorstellt; dann
miissen auch die Einheiten E,, SE; %, -, &,_, ein System von unab-
hingigen Kinheiten darstellen. Wir machen die gegenteilige Annahme
und denken wns EP*®% =%, wo a,, b, ganze rationale Zahlen bedeuten,
die nicht beide O sind, und z eine Einheit in K(Ju) vorstellt. Beachten
wir nun die Identitit

(@ + b.8) (a,— b 8) +b,*(1 + 89 = a,*+ b%,
in welcher die Summe a,®+ b? der gemachten Voraussetzung gemiB
nicht verschwinden kann, so folgt hieraus sofort, wemn man beachtet,
daB Ei*™ eine Einheit in K(}u) darstellt, eine Bezichung von der
Form

a12+b12 T
E1 =&,

wo &* eine Einheit in K ()u) ist, was unserer Annahme zuwiderlauft.

‘ Nunmehr wihlen wir eine Einheit E, in K(J/u), so daB E,, E,,
Ef, &, " -, 8am_y ein System uhabhingiger Einheiten bilden, und be-
weisen in Zhnlicher Weise, daB dann auch die Einheiten E,, Ey, E;, ES >
&, 'y &,y voneinander unabhingig sind. So fortfahrend, gelangen
wir zu 4m — 1 Einheiten

E., Efs: &5ty Eamy (s=1,2,---, m),

die ein System von unabbingigen Einheiten bilden. Die Anzahl der
Grundeinheiten in K ()/u) betrigt aber auch 4m — 1, und wir kénnen
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auf Grond dessen ebenso wie Hilbert*®) (H. A. Z. § b5, Seite 274) zeigen,
daB man immer eine Potenz 2 von 2 finden kann, so daf ein Ausdruck
von der Form

(1) SRR A U

picht anders eine 27% Potens einer Hinheit in K(}Vu) werden kann,
als wenn die ganzen rationalen Zahlen a,---, a,, b, -, b, simtlich
gerade sind; und ebenso, daB der Ausdruck (1) nicht anders eine
(1—S)¥mte symbolische Potenz einer Einheit in X (V) werden kann,
als wenn die ganzen algebraischen Zahlen @, + by, - - -, @y + bnt sémtlich
durch 1 — ¢ teilbar sind.

Weiter bilden wir analog wie Hilbert ein System von Kinheiten
H, -+, H, folgendermaBen: Es sei ¢ die groBte ganze rationale Zahl
>0 von der Art, daB ein Ausdruck von der Gestalt (1) eine (1 — S)u*
;;rmbolische Potenz einer Rinbeit ist, ohne daf simtliche Zahlen
@ + bty » oy 4y, + by durch 1 — 7 teilbar sind; wir nehmen an, es sei
ein solcher Ausdruck

E«;ﬁ-b,s . E;m+b,,ts [E] - H(ll—s)el,
WO @, -y Gy, by, --+, b, ganze rationale Zahlen bedeuten und etwa
@ + b nicht durch 1 —4¢ teilbar sein moge; [z] hat die frithere Be-
deutung und H, ist eine gewisse Einheit des Kdrpers K (V). In 3ho-
licher Weise bestimmen wir H,,---, H,. Man vergleiche hierzu durchweg
H A Z §55.

Dann bilden die Einheiten H,, SH,, - -, H,, SH, ein System von
relativen Grundeinheiten des Korpers K (7/u) in bezug auf K()u). Davon
iiberzeugt man sich leicht, wie bei H. A. Z. § 55. Man hat dabei nur zu
beachten, dafl H:"“‘*S, wenn ¢ -+ b,¢ durch 1 —4 teilbar ist, das Pro-
dukt aus eimer symbolischen (1 — S)*® Potenz einer Einheit in KV
mit einer Einheit in K (V;z,) vorstellt.

Mit Hilfe der eben bestimmten relativen Grundeinheiten H,, SH,,-- .,
H,, SH, beweist man nun den folgenden Sata:

Satz 4. Bedeutet H,, SH, .-, H,, SH,, ein System von relativen
Grundeinheiten des Korpers K (V) in besug auf K(Vu), daun gilt fiir
eine beliebige Binheit E in K(Vu) jedesmal eine Gleichung von der
Gestalt
@) Ef— H;z1+bls L Hf"‘””‘s[g],

wobei f eine ungerade ganze rationale Zahl ist; a, -, a,, b, -+, b

»n

bedeuten gewisse ganze rationale Zahlen und [¢] eine Einheit in K Va
oder eine solche Einheit in K (}/u), deren Quadrat in K (V) liegt.

*) D. Hilbert: Bericht tber die Theorie der algebraischen Zahlkorper.
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1897 (zitiert mit H. A. Z.).
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Der Beweis dieses Satzes schlieBt sich genau an H. A.Z. § 146 an
und wir wollen ihn deshalb iibergehen.

Im Korper K(}/u) besteht nur dann eine solche Rinheit, deren
Quadrat in K (}u) liegt, wenn Ju von der Gestalt £a® ist, wobei g eine
Einheit und @ eine ganze Zahl in K (Vu) ist. In diesem Falle wird

man [¢] in der Form
(e] =7 (Ve)'

darstellen konnen, wobei 7 eine Einheit in K (}J/u) bedeutet und e einen
der Werte O oder 1 vorstellt.

Gleichung (2) wird demnach, wenn J/u nicht von der Gestalt §a?
ist, die Form

(3) Ef= H«:,+bls . Hd;m+bm»5' ;7-
und, wenn Vp = Ea® ist, die Form

(3%) Ef = H‘i"‘“"s .. HZm+bmS 7 (Vg}e
annehmen.

Mit Hilfe der Gleichungen (3) und (3% beweisen wir nun den

folgenden Hilfssatz:
Satz 5. Es mdgen die obigen Bezeichnungen beibehalten und tiber-
dies die Relativnormen ‘Nf/‘ der relativen Grundeinheiten des Korpers

K¥u) in bezug auf %, nimlich
= Nf/pk( Dy M= Nf/— (Haw)

gebildet werden, dann liBt sich jede Einheit & in %, welche die Relativ-
norm N{/_ , einer Binheit E des Korpers K (#/u) ist, in einer der Formen

%
CY) g=un - gm [Nyo o ()]

oder

(4% ="y [Ny (DF (—§. SEY

darstellen, wo die Exponenten %, ---, u,, ¢ gewisse Werte O, 1 haben

und 7 eine Einheit in K(Ju) bedeutet. Gleichung (4) gilt, wenn Vu
nicht von der Gestalt £a® ist, und (4¥), wenn Vu die Form Ju = Ea?
besitzt.

Beweis. Um diesen Hilfssatz zu beweisen, bilden wir die Relativ-

normen Nf/ﬁk auf beiden Seiten der Gleichungen (3) und (3%). Es er-
gibt sich, wenn &= N4V. (E) gesetzt wird,

(6) gt N D]
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beziehungsweise
& Sl [Ny G (S
Hieraus folgen sofort Gleichungen von der Form (4) und (4*), wenn man

beachtet, daB &, %y, -+ -, 7n gewiB auch Relativnormen va,k von Ein-

heiten in K(Vu) darstellen.
Bedeutet nun 7, - - -, % ein System von relativen Grundeinheiten

des Korpers K (1/;,) *) (man sehe H.Rq.Z. § 14), und setzt man
Py = NV,I,;C(%): cry Om= Ny;,k@m);

so kann bekanntermafBien jede Einheit & in %, welche der Relativnorm
Nyz einer Einheit in K(]/p—b) gleich ist, in der Gestalt

“uk
F=07 - Hr Ny (€D

dargestellt werden, wobei v, ---, v, gewisse Werte 0, 1 bedeuten und
[¢] eine Einheit in % vorstellt oder eine solche Einheit in K (Vu), deren
Quadrat in % liegt.

Demnach besteht der Satz:

Satz 6. Es seien H,;, SH,, -, H,, SH, relative Grundeinheiten des
Korpers K(#/w) in bezug auf K(Vu), ferner 7, - -, 7, relative Grund-
einheiten des Korpers K ()u)- Setzen wir dann

M= Ni’ﬁ,k(HO’ Cty Mm = f/ﬁ,k(Hm)5
9y = NV;,k(ﬁl)’ cry U= Nyp,k(ﬁm),

so kann jede Einheit & in %, welche die Relativnorm N%/. , von einer
— Hy
Einheit in K (‘f/ w) ist, in einer der Formen )

e R ML ARER R 0. SV([4)] &
oder

g=npt om0 N (6D} (—E- SEY

dargestellt werden. Hierbei haben die Exponenten w,, -, %n, ¥y, -, Onm, €
gewisse Werte 0, 1; [£] und £ haben dieselbe Bedeutung wie oben. Die
erstere dieser Gleichungen gilt, wenn }/u nicht von der Gestalt £a® ist,
die letztere hingegen, wenn Ju — Ea® ist.

# D. Hilbert: Uber die Theorie des relativquadratischen Zahlkorpers, Mathem.
Annalen Bd. 51 (zitiert mit H. Rq. Z.).
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§ 5.
Die ambigen Komplexe des Korpers K (V).

Bedeutet ¢ eine beliebige Einheit in %, so soll das System von Ein-
heiten, welches aus dem Produkte ¢£? entsteht, wenn { alle Einheiten
des Korpers k durchliuft, ein quadratischer Einheitenverband, hingegen
das System von Einheiten, welches aus £&* entsteht, wenn & wieder alle
Einheiten des Korpers %k durchlduft, ein biquadratischer Einheitenverband
genannt werden.

Wir machen nun fiir die Folge tiber den Korper £ vom Grade 2m,
der nebst seinen konjugierten Kérpern ¥/, .-, k®™~Y imagindr ist, noch
die Annahme, die Klassenzahl h sei im Korper k ungerade.

Indem wir dann den Begriff der ambigen Idealklasse und des ambigen
Komplexes wie bei Lietzmann (L. § 9) fassen, wollen wir zuniichst den
folgenden Satz beweisen:

Satz 7. Es sei die Anzahl der verschiedenen Primideale des Korpers k,

welche in der Relativdiskriminante Df/“ des Korpers K(/u) aufgehen,

gleich £, + %, und es seien hiervon genau #, in der Relativdiskriminante
Dy, des Korpers K()/u) als Faktoren enthalten; ferner mogen die-
Jjenigen Einheiten in k, welche Relativnormen Nf/; , you Einheiten in

K () sind, 2v* verschiedene biquadratische Einheitenverbinde bilden:

dann gilt, wenn wir die Anzahl aller ambigen Komplexe in K Vuw), die
aus ambigen Idealen entspringen, mit 4% bezeichnen und

b=t + 2, =2
setzen, fir a* die Beziehung
a* <t +v¥—m— 1.
Beweis. Wir nehmen zunéchst an, daB die Zahl u, die den Korper

X (W) bestimmt, nicht das Produkt einer Einheit in % mit dem Quadrate
einer Zahl in % ist.
Darnach gilt fiir jede Einheit & in %, welche Relativnorm XV, b 5 einer

Binheit in K (}u) 1st nach Hilfssatz 6 eine Gleichung von der Form
8 — ,’71 . numaﬂvl s vag4

wo ¢ eine Einheit in % und die Bedeutung der iibrigen GroBen aus Hilfs-
satz 6 zu ersehen ist.

Unter den Einheiten #,, ..., &, wird es eine bestimmte Maximal-
anzahl v,* voneinander quadratisch unabhingiger geben, es seien dies etwa
@y, + v, o, 50 dab keine Relation von der Gestalt
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4&:" .. avz = g2
stattfinden kann, wenn man unter { eine Einheit in % versteht und den
Exponenten a,, - - -, Gy, beliebige Werte 0, 1 erteilt, auBer es sind simt-
liche Exponenten aj, « - -, a,« gleich Null.

Dann kann jede Einheit & in %, welche Relativnorm Ny einer
Rinheit in K (V) ist, eindeutig in die Form

a-_—a‘i‘l RN %, g2

gebracht werden, wo § eine bestimmte Emhe1t in k ist und die Ex-
ponenten @y, - - -, G+ gewisse Werte O, 1 haben. Infolgedessen wird man
jede Einheit &% welche das Quadrat der Relativnorm N, einer Einheit
in K (Vu) ist, eindeutig in der Form

§2 = .ﬂ-ia‘ RN 2“02* g«i
darstellen konnen.

Nun nahmen wir an, daB diejenigen Einheiten in %, welche Relativ-

normen N, 4, von Einheiten in K (/u) sind, insgesamt 2* biquadratische
y

Einheitenverbinde bilden. Demgemif wird man unter den Einheiten

Ty ooy ’Ym genau v* = w* — u,* Einheiten bestimmen konnen, es seien dies
etwa 7, + * *, Moz, 50 dab jede Einheit & in %, welche Relativnorm N{/,_ .
)

einer Einbeit in K (f/ﬁ) ist, auf eine und nur auf eine Weise in der
Form
& _—.:r)?‘:‘ PN ,n::;}*,ﬁ.fbl e ﬁi::z*&
dargestellt werden kann, wobei die Exponenten ay, ---, ays, by, - - -, byyx
gewisse Werte O, 1 haben und § eine Einheit in % bedeutet.
Wir wenden dies insbesondere auf die Einheiten u,+41, - -, 9,;
Dops1, 5 9, an. Es sei
e — "rz'f‘(s) . ﬂgb(s) o ﬂzbg:)* e,
(S=”1 +1? "y M3
(w) (w)
om0 wle,
(u,=1)3*+]_’ cey 'M),
wo §,, {, bestimmte Einheiten in % sind und die Exponenten a, b gewisse
‘Werte O, 1 haben.
Hieraus folgt, daf die m — v,* Ausdriicke

H = HH7a® s L e,
($=1)1*+1, ] m):

Mathematische Annalen. LXIIT, 7

-

8y
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Einheiten in K (‘Vﬁ) vorstellen, deren Relativnorm XN b gleich 1 ist.
Ebenso sind die m — v,* Ausdriicke o
7/ =0 L B Ale
(w=v*4+1,.-.,m),
Einheiten in K (Vﬁ), deren Relativnorm NV,?,k gleich 1 wi_rd.
Somit wird man stets ganze Zahlen M,, &, in K () beziehungs-
weise in K (Vu) finden konnen derart, daB die Gleichungen
H =M1-85 & = jy1-5
(3) 8 $ ’ u l‘b 4
(s=0o*+1,--,m; u=0v*+1,---,m)
statthaben. Man vergleiche hierzu H. A. Z.,, § 54. Die Ideale (M,), (u,)
sind dann, ebenso wie M = (Yu) und g = Va), ambige Hauptideale des
Koérpers K ().
Nun bezeichnen wir die ambigen Primideale des Korpers K (V) mit
%, b, und die in diesen Idealen aufgehenden Primideale des Korpers
E ({u) entsprechend mit D,, - - -, D,. AubBer diesen ambigen Primidealen

kénnen im Kérper K (‘f/ﬁ) im allgemeinen noch solche Primideale vor-
kommen, deren Quadrate Ideale in % sind. SechlieBlich kann es in
K (f/ﬁ) auch noch solche Primideale B geben, die zwar nicht ambig sind,
deren Produkt aber mit dem relativ konjugierten Ideal S ein ambiges
Ideal D = B - SP ergibt. Esmdgen unter Dy 41, - - -, Dy 44, zum Teile die
auBer den bereits angefiihrten in K (#u) noch vorhandenen ambigen Prim-
ideale, zum Teil solche Produkte D = P - SP verstanden werden. Dann
wird man die Hauptideale (M), (My+41), - - -, (Ma); (@), Bog11), - - (iim)
stets in der Form

M=% ... g)“ut.'ﬁ;’l ce 5:’:11,

bty

@

©)

M) =257 DR B
BB b

®) @) =527 B},

(S=v*+1,-,m; u=0v*41,--,m)

darstellen konnen, so daB die Exponenten a, b, ¢ gewisse Werte 0, 1
haben und i, i, §,, §,* Ideale in % bedeuten.

Wir wollen nun nachweisen, daB diese’ Relationen voneinander un-
abhingig sind, d. h. daB keine Beziehung



Relativbiquadratische Zahlkérper. 99

(6) (M)e (M01*+1)8"1'+1 N (Mm)em (ﬁ)e’ (ﬁ,g-{-l)e’”l*"'l e (ﬁm €m = i*
bestehen kann, wobei die Exponenten e, e,xy1, -, €m, €, €hri1,y -, €
irgendwelche Werte 0, 1 haben und j* ein Ideal in % ist, auBer wenn

e=ev‘*+1=..o_—_em=e’=e;a¢.+1=--n=e;"=0 und i*=1 ist.
Zu diesem Behufe erheben wir (6) in die A% Potenz und erhalten
eh ppep w1k emh —€h—e'y v 1k —e'mh
(M MM Mo w w25 e w =1E,

wo ¢ eine ganze Zahl aus k und E eine Einheit aus K ist. Indem wir
(7) symbolisch mit 1 — S potenzieren, erhalten wir

(M2 (M Lo (M (B oo+
= E1-§

oder nach (3)

eh /e”..,_*_.lh - remh Chgepwyth .. sfmk _ 1-g
i H T H»" (— 1) 9524 omt = E1-8,

Fithren wir nun fiir Hy+yq,- -+, Hn die Werte aus (1) ein und be-
achten dann die in Satz 3 ausgesprochene Eigenschaft der Einheiten
Hy, -+, H,, so erkennen wir sofort, daB die Exponenten e,xy1,-:-, ey,
samtlich gleich O sein miissen. Ebenso iiberzeugen wir uns, daB auch
die Exponenten esx.i,---, €, simtlich gleich O sein miissen, wenn wir
fiir Fop11,- -+, 9, die Werte aus (2) einsetzen und dann die Eigenschaft
der relativen Grundeinheiten @, - - -, 9, beachten (man sehe hierzu H. Rgq.
Z, § 14). Es ist also jetzt noch zu zeigen, daf auch e¢=¢ =0 sein
muB. Aus (7) folgt M@¢+9% — ,E, oder wenn man mit 4 potenziert

“(2e’+e)h = (tE4

Da nun E* eine Einheit in % sein muB, so ergibt sich aus unserer
speziellen Voraussetzung iiber y, daB e =¢ = 0 sein muB. Es kann da-
her keine Relation von der Gestalt (7) bestehen. Dann folgt aber, daB
man mit Hilfe der Gleichungen (4) und (5) 2m — w* + 2 unter den
Idealen ®,, -+ -, Dy 44, Dy, -+, D, — es seien dazu etwa D, ---, D,,
9,0, WO 64 7= 2m — w* 4 2 ist, geeignet — durch die ibrigen,
die wir mit B;, - - -, Bas +1,—2m+wr—2 bezeichnen, in der Gestalt

) () .
= (B, G L. B rty—2m -2
B, =( ’)%1 %2tl-l+-t,—2-2m+w*—-2 o>

®) =B e,

2+l —2mtwk—2

(S=1,2,--~,6; u=1,2’...’1)

darstellen kann, wobei die Exponenten a®, b® gewisse Werte 0, 1 haben,

B,, I, Hauptideale in K (&), i, j. Ideale in %k bedeuten.
7‘
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Um dies einzusehen, haben wir auBer der bewiesenen Tatsache, daB
eine Beziehung (6) nicht bestehen kann, wenn nicht sémtliche Exponenten
€ Cot 11y "y €my €y Eoni1,y € gleich Null sind und j* =1 wird, nur noch
den Umstand zu beriicksichtigen, daB die Quadrate der Ideale D, -+, Ds, 443
(M), (Myx41), - - -, (My) Ideale in K () sind, die durch die Substitution

— (V) i #/u) ungeiindert bleiben, und daf die Biquadrate von

(M)a (M”1*+1)) Y (M’”)I

wie auch die Quadrate von D, Sy 5,,, Ideale in %k werden.
Aus (8) erglbt sich sofort d1e Bez1ehung

a* <t1-{— +—~—m—1

Die Abiénderungen, welche der Beweis in den ausgeschlossenen Fillen,
wo w das Produkt einer Einheit in % mit dem Quadrate einer ganzen
Zahl in £ ist, zu erfahren hat, sind leicht zu treffen. Man iiberzeugt sich
auch in diesen Fillen von der Richtigkeit des Satzes 7.

Wir wollen das erhaltene Resultat auf beliebige ambige Komplexe

des Korpers K (¥/u) ausdehnen, indem wir folgenden Satz beweisen.
Satz 8. Es sei die Anzahl der verschiedenen Primideale des Korpers
%k, welche in der Relativdiskriminante Qi‘ﬁ{,k aufgehen, gleich ¢ + 4 und
es seien hiervon genau ¢ in der Relativdiskriminante 0, , als Faktoren
enthalten; ferner moégen diejenigen Einheiten in %, welche Relativnormen
N b, TOR Einheiten oder gebrochenen Zahlen in K (V) sind, 2° ver-

schiedene biquadratische Verbéinde bilden: Dann gilt, wenn wir die An-
zahl aller ambigen Komplexe in K (#/u) mit 4 bezeichnen und

t, w
t=t1 'éz", 'U=—2—

setzen, fiir a die Beziehung
a<lt +v—m—1.
Beweis. Wir behalten die Bezeichnungsweise des vorigen Satzes
bei. Dann wird man offenbar w — w* Einheiten §;, - - -, {o—w in % finden
ktnnen, die Relativnormen Nf/;,k von gebrochenen Zahlen in K (V)

sind, so daB eine Beziehung von der Form
"7:1 na”l* ’8‘261 .. 19_2602* a gcw — w* 54 — 1

o 1 w — w*
wo & eine Einheit in % bedeutet und die Exponenten
Qyy oty Oty bl’ Tt bvz*’ €15 "y Cw—wt
beliebige Werte O, 1 haben, nur dann bestehen kann, wenn simtliche .Ex-
ponenten a,, -« -, @y, by, -+, bus, €, - -+, € v gleich O sind und £4=1
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wird. Wir denken uns die Einheiten §, -- -, {,—,» so bestimmt, daB fir
& _ sy Cwr—1, -+, &1 der Reihe nach Beziehungen von der Gestalt

() ® () (5) RO ()
L R 2007 L gk R g c - 4
nll ﬂv:;*l* '9'1 ' 80232* gu gsé-ri-+11 g:),i,- e &= 1’

s=w—w* w—w*—1,..., 1)

statthaben, wobei die Exponenten a, b, ¢ gewisse Werte O, 1 haben und
¢, Einheiten in & vorstellen. Dann wird man jede Einheit ¢ in %, welche

Relativnorm N, b einer ganzen oder gebrochenen Zahl in K (‘V@) ist,

eindeutig in die Form

o, av*' 28, 3 2b, % o0y Cop — w* L4
=% ul"‘l &1 8‘%"‘2 10t gw—w"‘ g

bringen konnen, wo die Exponenten @y, - -, @, by, -+, boy €1, <+, €y
gewisse Werte 0, 1 haben und £ eine Einheit in % ist.
Wir bezeichnen mit A, - - -, A, _+ Zahlen in K (7 w), so daB

&= N%T,k(Al)’ vy = Nﬁ,k(Aw-w*)

wird. Verfahren wir dann genau so, wie Hilbert in A. Z. § 148 oder
Furtwingler in seiner Preisarbeit, § 5, Satz 20, so kinnen wir w — w*
Ideale %, - - -, s+ bestimmen, so daB
As = ?’Q _S’
(s=1,2,---,w—w*),

wird.

Nach den Erlduterungen im Beweise zu Satz 7 kann jedes Ideal J¥
des Korpers K (#/u) mit der Eigenschaft I = S durch gewisse
2t + t, — 2m + w* — 2 Ideale By, - - -, Boy+4,-2m+ur—g, in der Form

(9) = (B) EB‘II . BRuth-2mtbwr—2 I

2+t —Imfwr~2
ausgedriickt werden, wo die Exponenten a,, - -, Gay +4,—2m+ur—2 gewisse
Werte 0, 1 haben, (B) ein Hauptideal in K (#/1) und j ein Ideal in % be-
deutet. Bezeichnen wir nun die ambigen Komplexe, die aus den Idealen
Ay oy Wy, By, -+ Bat, +4,-am+ v~ 2 entspringen, mit 4,,- -+, Au—ur
B, -, Bay+ty—2m+uwr—2, 80 kann gezeigt werden, daB jeder ambige Kom-
plex P des Kérpers K (#/) in der Form

(10) P Aa:: O a4 B’;‘, ... Bttt —2miuwr—3

w — w* 7 A+t —-2mtwk—2
darstellbar ist, wo die Exponenten a, b gewisse Werte 0, 1 haben.
Es sei U ein beliebiges Ideal des ambigen Komplexes P. Da jeder

ambige Komplex in K (#/u) nur ambige Klassen enthalt, so wird eine

Beziehung S%!)s
(x)—®
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bestehen missen, wo O eine Zahl in K (/u) bedeutet. Da die Relativ-
norm N, 4=, von © eine Einheit { wird, so kénnen wir setzen
%

aQ, @ 2. 20, ¢ Copy — 4
Nap_ . (e) = g = 7]1' “ . nv:’:* ,31 LN ,a-vz:z* 1‘ P gw".’_ wl'”* g A
3’

so daB die Exponenten a,, -, @px, by, -+ box, €, -+, Cp o+ geEWisse
Werte 0, 1 haben und £ eine Einheit in % bedeutet. Bilden wir jetzt

die Zahl
(11) @ =OH™ ... H I % ... g Pt AT o A S

v, 1w — w*

g0 ist ,
Nﬁ'k((-)) =1

Q' = Ni-§

und wir k6nnen demnach

setzen, wo A eine ganze Zahl in K (‘f/@) bedeutet. Fihren wir dies in
(10) ein und gehen zu den Idealen zurtick, so erhalten wir eine Relation
von der Gestalt

(A)1-5 = (%)3 (2[1_01 . 91'%-,,,.)1-8.

w —w*

‘Wenn wir daher

(12) AIYAT . . Y- A =
setzen, so wird
=83

und wir konnen demnach § durch die Ideale B, - -, Bss tr,—2mtwr-3g,
wie (leichung (9) lehrt, ausdriicken. Tun wir dies und beachten dann
die im Beweise zu Satz T erlduterten Eigenschaften der Ideale

531, crty %2t,+t,—2m+w*—2,
so folgt sofort aus (12) eine Relation von der Gestalt (10).

Damit ist Satz 8 fiir den Fall, daB u nicht das Produkt aus einer
Einheit in # mit dem Quadrate einer ganzen Zahl in % ist, bewiesen.
Man iiberzeugt sich aber leicht, daB Satz 8 auch im ausgeschlossenen
Falle seine Giiltigkeit behilt.

§ 6.
Die Geschlechter im Korper K (/u).

Beziiglich der Begriffe: ,Geschlecht”, ,Charakterensystem einer Zahl
und eines Ideals® ,charakteristische Einheiten“ verweisen wir auf § 8 der
Lietzmannschen Dissertation.

Es gilt der Satz:
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Satz 9. Wenn # und » dieselbe Bedeutung haben, wie in Satz 8,
und man mit 7, die Anzahl der vierwertigen, mit 7, die Anzahl der
zweiwertigen Charaktere eines Komplexes in K bezeichnet, so besteht die
Beziehung
)] t+v—m<r,
wo r =1, + %’ gesetzt worden ist.

Beweis. Bezeichnet man mit &, .., &+ die vierwertigen, mit
Ervg1y t 0y Erprany die zweiwertigen charakteristischen Einheiten des Kor-
pers K(W) und haben u, - - -, oy, By, - - Doy G100y Ew~wr dieselbe
Bedeutung wie im Beweise zu Satz 8, so kann keine Beziehung von der
Form

I T AL T “r*+r* bx. 20, o, 20,5

@ & &we & My n,, i @”.
) By — oo 4
S _w'*o = £

bestehen, wo die Exponenten a, - - -, a,» gewisse Werte 0, 1, 2, 3, die
Exponenten @y sp1, © ¢y Grpgns, by oo oy oy €3y o0y Copry dyy v vy Ao
hingegen nur die Werte 0, 1 haben kénnen, auBer es sind simtliche an-
gefiihrten Exponenten gleich 0. Bestiinde ndmlich eine Relation (2), so
miifite

((5:’1 e 8:’;‘11‘;:2*”:1 cee 1’1 '3,20; . 20”2 {,‘d‘ L. waw:‘v*, {L)) 1

W

sein fiir simtliche Primideale v der charakteristischen Symbole. Dies ist
jedoch unmioglich, wenn nicht simtliche Exponenten a,,--:, a,« durch
4 und die Exponenten a,«1, -+, Grynx durch 2 teilbar sind und die
tibrigen Exponenten sdmtlich gerade ausfallen.

Nun ist die Anzahl aller biquadratischen Einheitenverbinde in %
gleich 4™ Lassen wir im Ausdrucke

I S S R A T I by 2°1 e 9
& &0 Eyy Eobirg Th * Wt 'au "

;dw w* g4

die Exponenten a,, - - -, a,+ alle Werte 0, 1, 2, 3, die Exponenten

Brye 1y =+ Wrwgrgy by ooy Doy Oy v ooy Coey gy v ooy iy
die Werte 0, 1 und £ sidmtliche Einheiten in & durchlaufen, so erhalten
¥4 -’:i + o
wir insgesamt 4 *  biquadratische Einheitenverbéinde; folglich ist
ry¥ 'I"%t +o<m
und demnach
3) t+v—mZr.
Wegen Satz 8 mul > 1 sein.
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Bezeichnet man mit 4 die Anzahl aller ambigen Komplexe in
K (#/u) und mit g die Anzahl der Geschlechter in K (¥u), so ist g < A4
(L. § 9). Beachten wir nun die im Satze 8 enthaltene Beziehung und (3),
so ergibt sich fiir die Anzahl g der Geschlechter in K (/u) die Relation

@ g4t

§ 1.

Ein gewisses System von m + 2 zu 1 + ¢ primen Primidealen des
Korpers k.

Es moge % ein Zahlkorper 2m'* Grades sein, iiber den wir folgende
Annahmen machen:

1) Der Korper k enthalte den Kirper der imagindren Zahlen k(i) als
Unterkorper und sei mnebst seinen Fkonjugierten Koirpern ¥, .. ., kEm—1
imagindr.

2) Die Anzahl h der Idealklassen im Korper k sei ungerade.

Wir verstehen ferner unter ¢, &, - -, ém—1 ein volles System von
Grundeinheiten des Korpers %, und es sei ¢, eine Einheitswurzel in %,
deren Quadratwurzel nicht in % liegt, so daf jede beliebige Einheit &
des Korpers & sich auf eine und nur auf eine Weise in der Gestalt

gt M Uy 2
e=z¢'s, &g

darstellen liBt, wo u,, u,, - - -, un gewisse Werte O, 1 haben und £ eine
Einheit in % bedeutet.
Fir die Primzahl 1 + 4 des Korpers k(¢) mdge in % die Zerlegung

1 + 7= Ilh Izlz cen Izlz

gelten, wo I, [;, - -+, [, voneinander verschiedene Primideale des Korpers &
bedeuten, und es sei weiter

(11) = I1hh,; (’12) = [27:1»" Tty (3':) = [zhh’,

wobei 4, A, - - -, 4, ganze Zahlen in % sind und %’ derart bestimmt werden
soll, daB es die Kongruenz hh'=1, (4) befriedigt.
Wir wollen nun folgenden Satz beweisen:

Satz 10. Es seien qy, - - -, G» solche zu 1 + ¢ prime Primideale des
Korpers &, fiir welche |

(D)=ts (@)-+1 6+,

(5, k=1,2, -, m)
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ausfillt; ferner seien p, ---, pm quadratisch primére*) Primideale in %,
fir welche

((;i»:'*‘l’ (3,7;=1,2,...,m);

G)--1 G)-+1 e+
*k,1=1,2,---,2)

wird. Setzen wir nun

G =) al = (%), WY =(m), P = (=),
so daB %, -, %m, 7y, -, w, gewisse ganze Zahlen des Korpers & be-
deuten und auBerdem =, --., #, quadratisch primére Zahlen sind, dann
gilt fiir jede beliebige zu 14 ¢ prime ganze Zahl @ in % nach dem
Modul 8 eine Kongruenz von der Gestalt

(1) @=g B} et (8),

worin die Exponenten u,, - - -, Un, v, -, v, gewisse Werte 0, 1, 2, 3, die
Exponenten w,, -, w, nur die Werte O, 1 haben kénnen und « eine
geeignete ganze Zahl in % bedeutet.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dal eine Zahl y von der Form

wy w,
1 nz )

@ - LA
WO Uy, + ¢y Um, Uy, c,Um gewisse Werte 0, 1, 2,3, w,, -, w, nur
die Werte 0, 1 haben konnen, nicht dem Biquadrate einer ganzen Zahl

in & pach 8 kongruent sein kann, es sei denn, daf die Exponenten

-

Uyyw "ty Umy Vyy oy Uy Wyy ooy W,
simtlich gleich O sind.
Wenn unter den Exponenten wug, -, tn, ¥y, -y Ony Wy, -, W,
mindestens einer ungerade ist, so folgt die Richtigkeit unserer Behauptung
aus dem Umstande, daB

u‘...gu’n

81 m

im0 g
% *m Ty T

wo die Exponenten w,, -:-, Un, v, -+, Un, Wy, -, w, gewisse Werte
0, 1 haben, nicht dem Quadrate einer ganzen Zahl in % nach dem Modul
AL +1 (dh,+1 41, +1
L e

kongruent sein kann, es sei denn, daB die Exponenten u,, -, Upn, 9y, -+, m,
wy, - -, w, simtlich gleich O sind (H. Rq. Z. § 21, Satz 29). Soll also g

*) Wir gebrauchen im Nachstehenden statt der Ausdricke ,prim#r“, ,hyper-
primér* der Theorie des relativquadratischen Zahlkdrpers die ausfihrlicheren Aus-
driicke ,,quadratisch primir*, ,,quadratisch hyperprimar®.
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dem Biquadrate einer ganzen Zahl in % nach 8 kongruent sein, so miissen
Jjedenfalls die Exponenten w,, -, 4n, v, -+, ¥m, Wy, -+, w, in (a) sdmtlich
gerade ausfallen.

Sind aber die Exponenten w,,-:-, Un, vy, +, Om, Wy, -+, w, sémtlich
gerade und setzen wir etwa
Ug =20, -y Uy =2ap, v, =2b, -+, 0p=2bs, w; =0,.-.-, w,=0,
WO Gy, -y Gmy by, -, by gewisse Werte 0, 1 haben, so miiBite eine
Kongruenz von der Gestalt

2a; B 2ay, 951“. 2bm= 4
g g ™y %, m=oat (8)

bestehen, worin « eine ganze Zahl in % bedeutet. -

Wir greifen nun unter den Primidealen, die in 1+ ¢ als Faktoren
enthalten sind, ein beliebiges heraus und bezeichnen es mit I. Es mige [
in 1+ ¢ genau zur I*® Potenz aufgehen, so folgt aus der letzten Kon-
gruenz, daB ’

@ 2, b — 2 47
gl gmyt g m=4ab (%)

sein muB. Beachten wir jetzt, daB — 1 =4* und ¢ eine Zahl in % ist,
so ktnnen wir folgende Kongruenzen aufschreiben:

Q

Leegmyl L ogm=at (1Y),

21 m %1 m 1%

B gt — 2 4l
& grut e xr=af, (),
QL Pmgh L O = 2 41,
81 Z’\m ”1 ”m =0, ({5 ))

WO oy, e, +--, @, geeignete ganze Zahlen in % vorstellen. Man kénnte
demnach eine ganze Zahl § in % derart bestimmen, daB die Kongruenz

Sl Emt o am =40 (4)

stattfinde. Dies ist jedoch nur moglich, wenn die Exponenten a,, -, tn,
byy -+, b simtlich gleich Null sind (H. Rq.Z. § 21). Damit ist die Aus-
sage tiber die Zahl y bewiesen.

Wir setzen nun zur Abkiirzung

s 1
Li=n(t (1 - 515)»
wo n die Norm genommen im Korper & bedeutet, und verstehen untex
o, -, o)

ein volles System von ganzen zu [, primen und nach (2% einander in-
kongruenten Zahlen in %, die tiberdies séimtlich kongruent 1 nach dem

Modul B213*...0% gein sollen. Da allgemein

4
i S;tr‘
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o i, ()
(k= 172:"'yL1)
ist, so konnen wir annehmen, es sei etwa stets

L
6

(k=12 3)

o
tel) =«

é .
Die -{2'—1 Zahlen o, .-, al(g) haben dann offenbar die Eigenschaft, daB,

wenn «, eine beliebige unter ihnen bedeutet, in diesem Systeme keine
Zahl vorkommt, die kongruent i¢, nach dem Modul [$% wére.
Ferner setzen wir zur Abkiirzung

L= n(B (1- 75),
L=nﬁ%@—ﬁd

und bilden in der entsprechenden Weise wie oben zunichst das System

()

agl), .. -, a2 9

von —1;—’ ganzen, zu [; primen Zahlen

die simtlich kongruent 1 nach 134125 ... 2% sind und die Eigenschaft
haben, daB, wenn «, eine beliebige Zahl dieses Systems ist, in diesem System
keine Zahl vorkommt, die kongruent i¢; nach dem Modul [2» wire, u. s. f.;

endlich bilden wir ein System von 1;—'—’ ganzen, zu [, primen Zahlen
L
o
die samtlich kongruent 1 nach (" [" ... [*%71 sind und die Eigenschaft
haben, daB, wenn «, eine beliebige Zahl des Systems bedeutet, in diesem

Systeme keine Zahl vorkommt, die kongruent ¢, nach dem Modul [3%
wire.

Der Ausdruck
(2) 3:1 e g:‘"m le PN %:l"’l 7;1:" e 7;1:3 (aii‘))‘i “ee (a(:l))d‘
(uu"')“m’ ”17"')”77&:0)1,2’3; w17"':wz=071:
. L . L
y=1,2,., —2_13"'5 4,=1,2,--, TZ

stellt ein System von
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2 (1—s) (- vm) - (1= 5)

ganzen Zahlen in % dar; diese sind simtlich zu 1 4-¢ prim und nach 8
einander inkongruent. In der Tat, wiren zwei Zahlen von der Gestalt (2)
einander nach 8 kongruent, wire etwa

R Y L R (i,))«!,_ )4
(3) & L n Ty o (0(1 ‘ ‘xzz
. w vl o w! w, (i,'))4 (,\4
=511...5mm xll... xmm 7511... nml (al (azz) , (8)’
go wiirde, da die Zahlen P, ---, of) simtlich zu 1 + 4 prim sind, aus
dem vorhin Bewiesenen sofort folgen, dal die Exponenten w,, - - -, un,

Dyy * vy Omy Wy, -+, W, bez. mit den Exponenten wuy, - . -, um, vi, - -, ¥,
wy, + -, w, Ubereinstimmen und es wire mithin

(oci"‘))i . (af‘))'i = (ag"l)y S (“ii'))4) (8).
Aus dieser Kongruenz entnehmen wir der Reihe nach die z Kongruenzen

)= ()

()= () (5%):
Betrachten wir nun eine beliebige unter diesen Kongruenzen, z. B. die
folgende:

()" = ()" (&)

Aus dieser Kongruenz wiirde weiter folgen, daf

[+ (] ) - (8] =0, (9
sein muf. Demnach miiBte entweder
()7 4 ()7 oder (o)? — (o2)?
durch I:l" teilbar sein. Im ersteren Falle konnten wir weiter schlieBen,
daB P — iaf% durch % teilbar sein muB. Dies verstoBt aber gegen
die Eigenschaft der oben aufgestellten 2z Systeme der w. Im letzteren
Falle wiirde wieder folgen, daB o'® — o¥ durch ' teilbar sein mus,
woraus sich ¢, =4, ergibt. Dies gilt fir k=1,2,-.., 2, so daB wir
aligemein o L
W=, =i, 5,=1
hitten, d. h. die beiden Ausdriicke auf der linken und rechten Seite der

Kongruenz (3) waren nicht voneinander verschieden.
Nun gibt es fir den Modul 8 genau

(=) (=) -+ (0 —5w)
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zu 1+ ¢ prime und untereinander inkongruente Zahlen; mithin bilden
die ganzen Zahlen in (2) ein volles Restsystem der genannten Art
nach 8. Dies ist die Aussage des Satzes 10.

Auch fir den Modul [§a+! [§+1 ... [8%+1 kann man eine der
Kongruenz (1), die wir fir den Modul 8 fanden, analoge Kongruenz
bestimmen. Es gilt hier

Satz 10%. Wenn Gy, -, Qmy Ppy ) 0,5 %y 0oy %y 7y, - oo, 7, die-
selbe Bedeutung haben, wie in Satz 10, so gilt fiir jede beliebige zu
14 ¢ prime ganze Zahl ® in k& nach dem Modul [Bhtifeh+tr. . (8,+1
eine Kongruenz von der Gestalt

-

— L Sm Lm0 oW 4 65, +1 (61, +1 61,+1
4) o=¢ &, % xm 7.t ot ([1 N e )’
worin die Exponenten u,, -, Un, vy, - -+ Om, wy, -+, w, gewisse Werte

0, 1, 2, 3 haben und « eine geeignete ganze Zahl in & ist.
Beweis. Auch in diesem Falle konnen wir zunichst nachweisen,
daB eine Zahl von der Form

u, % v 4 W, w.
’...gmxl-..%”‘jz‘. e ?

&y m “1 m 1 TN

wo die Exponenten wu,, --:, 4., v, --:, Om, w,, -, w, gewisse Werte
0, 1, 2, 3 haben, nicht dem Biquadrate einer ganzen Zahl in % nach dem
Modul {8a+t[§h+1 .. . (8%+! kongruent sein kann, es sei denn, daf die
Exponenten u, - -, tn, vy, -, On, wy, - - -, w, simtlich gleich Null siund.
Man beweist dies wie im analogen Falle des Satzes 10. Die Abinderungen, .
die an jenem Beweise anzubringen sind, weil die Exponenten w,,- - -, w,
jetzt die vier Werte 0, 1, 2, 3 haben konnen, sind leicht zu treffen.
(Man beachte hierzu H. Rq. Z. § 30.)

Wir setzen nun zur Abkiirzung

L =n(") (nty — 1)
und verstehen unter
©) o),y o)

ein volles System von ganzen zu [, primen nach 44+ einander in-
kongruenten Zahlen in %, die iiberdies simtlich kongruent 1 nach dem
Modul [2=+1(25+1...12L+1 gein sollen. Da allgemein

asl) EF —_— agk)’ $ :t iagk), ([glp}-l)
(k=1;27 Y Ll)

ist, so kOnnen wir die Zahlen des Systems (5) folgendermaBen an-
ordnen:
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o (2)

oy FEREEEE o s
L
o) ey
—0, s, —ay ,
jut §
. (1) . 4
oy, - -y, e,
(2)
. (1 . 4
-_— 1/0t(1 ), ey, —toy .

Die Zahlen der zweiten, dritten und vierten Reihe erhilt man aus der
Zahlen der ersten Reihe, indem man die Zahlen dieser Reihe beziehungs-
weise mit — 1, 4 und — ¢ multipliziert. Die Zahlen der ersten Reihe
haben dann offenbar die Eigenschaft, daB, wenn e, eine beliebige unter
ihnen bedeutet, in diesem Systeme keine Zahl vorkommt, die kon—
gruent — o, s oder — 4o nach dem Modul [2a+! wire,

Ferner setzen wir

Ly =n(G%) (v — 1),
I, = () (10) — 1)
und bilden in der entsprechenden Weise fiir den Modul [82+! ein analoges:

System von —Lf— Zahlen u. s. f.; endlich fiir den Modul (2%+* ein analoges

System von %’— Zahlen. Man vergleiche hierzu den Beweis zu Satz 10.
Bezeichnet man diese Systeme der Reihe nach mit

o0

oz, By &,

L (Lfa)

0, ‘ o, ,
so kann man, wie in Satz 10, nachweisen, daB der Ausdruck

G Lm0 (G
(6) & &,m %, %" LSRR (“1) «,”),
(“’1, Ty Umi Oyt Uny Wy -, w,=0,1,2,3,

. L . L,

G =1,2, ., e n g =1,2,.

7 2 T

ein System von
a#mL Ly L,

ganzen Zahlen in % darstellt, die simtlich zu 1 ¢ prim und nach
[§a+18h+1 ... [8L+1 einander inkongruent sind. Da es aber fir den
Modul (fa+1]8h+1... [$4+1 genau 2™ I, L, ... L, solcher Zahlen gibt,

so bilden die ganzen Zahlen (6) ein volles Restsystem der genannter
Art nach [fa+1Yfa+i.. . [Sh+1; dies ist die Aussage des Satzes 10%*
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§ 8.
Ein Satz aus der Theorie des relativquadratischen Zahlkorpers.
Wir wollen in diesem Paragraphen einen Satz ableiten, von welchem
wir spiter Gebrauch machen werden.
Satz 11. Es seien [, ---, [, die voneinander verschiedenen Prim-
faktoren von 1 -+ ¢ in %k und es gehe I, genau zur !,** ferner die Prim-
ideale [, - -+, [, bez. genau zur k,---, /% Potenz in 1 4+ ¢ auf Wir

setzen
= (&), - b =(4),

go daB A, ---, 4, ganze Zahlen im % sind, und bestimmen ein quadratisch
primsres Primideal p, in £ derart, daB es die Gleichungen

@ G)-—1 Q)=+t )=+

befriedigt; es sei endlich p? = (), wo =, eine quadratisch primire Zahl

bedeutet.
Ist dann u eine quadratisch primére Zahl in %k, fiir welche die
Gleichungen

()=—1 (B)-+1 G=25

bestehen, so gilt fir g nach dem Modul [#h+1...{4L+1 eine Kongruenz

von der Gestalt
w= “1“2: (I‘{lﬁ-l T Igl‘+l))

wo « eine ganze Zahl in %k bedeutet.
Beweis. Wegen (1) miissen auch die Beziehungen

()=t ()=t )=+
stattfinden; daher ist
(”Tl:f):‘*”l) (s=1,2,---,z),

d. h. m,p ist eine quadratisch hyperprimire Zahl in %k, womit Satz 11
bewiesen ist.

§9.
Das primiire Ideal und die primiire Zahl.
Definition 3. Ist das zu 1 + ¢ prime Ideal a in % so beschaffen,
daf fir jede Einheit ¢ in & das Symbol ((ia» den Wert + 1 hat, so

heiBe a ein biguadratisch primdres oder kurz primdres Ideal. Alle Ideale,
die diese Eigenschaft nicht haben, heiBen biquadratisch nichtprimdire oder
kurz nichiprimdre Ideale.
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Definition 4. Es sei o eine beliebige ganze Zahl in %, die nicht
das Quadrat einer ganzen Zahl in k ist. Fillt dann die Relativdiskrjmi_
nante D%k des Korpers K ("V&) prim zu 1+ i aus, so heiBe o eine ;.

quadratisch primdre oder kurz primdre Zahl.

§ 10.
Eigenschaften der primiiren Primideale.

Die primiren Ideale zeichnen sich durch besondere Eigenschaften aus,
zu deren Herleitung uns folgender Hilfssatz verhelfen wird.

Satz 12. Bedeutet y eine quadratisch primire Zahl des Korpers k,
g0 kann man stets ganze Zahlen & in % bestimmen derart, daB die Zah)
Eu primdr wird.

Beweis. Es sei [ ein Primideal des Korpers k, welches in 1 7
u. zw. genau zur ['® Potenz aufgeht. Da nach Voraussetzung u eine
quadratisch primére Zahl ist, so ist das Symbol (-‘;—) entweder gleich - 1
oder — 1. Im ersteren Falle zerfillt | im Korper K (J/u) in zwei von-
einander verschiedene Primideale [, S{ nach der Gleichung [ =T. S{. Nun
ist n(l9) ==, (f?), wo e eine beliebige positive ganze rationale Zahl ist,
und es wird jede ganze Zahl in K (}/u) kongruent einer ganzen Zahl des

Korpers & nach [¢. Insbesondere muB eine ganze Zahl ¢ in % bestehen
derart, daB

M) Vu=§, (®)

wird,
Ist hingegen (i;-) =—1 und etwa
(2) u=do, (%),

‘Wwo « eine ganze Zahl in % bedeutet, so bestimmen wir eine ganze Zahl
4 in k, die genau durch [ teilbar ist und eine zu I prime ganze Zahl o,

die durch -} teilbar ist. Dann ist
! o
(%) (e +1Vu)
-eine ganze zu { prime Zahl in K V;l-)

Wir zeigen nun, daB man stets eine ganze Zahl § in % bestimmen
kann derart, daf die Kongruenz

3) Oméﬂ = (‘%)m(“ + i]/;z ] (1)
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befriedigt wird. Diese Kongruenz kann folgendermaflen geschrieben
werden

(4 (= ) (&)@ + 269 Vim0, (.

Bezeichnet man die linke Seite dieser Kongruenz etwa mit 6, so muB
% + 86 durch [* und - S durch (¥ teilbar sein. Das erstere ist immer
der Fall, und es muB demnach £ so bestimmt werden, daB die Kongruenz

(9 @ == (5)" a2t + 20ipu =0, (@

stattfindet. Multipliziert man diese Kongruenz mit w, so kann sie auch
in der Gestalt

(e + 252 w= (1) @ — e, ()
geschrieben werden oder weiter, wenn man (2) beachtet, in der Form
(o + 205 w2 = (2)" (@ — wyrat, (o
Bestimmt man jetzt £ nach der Kongruenz
(e 25w = (3" @ = e, @,

so befriedigt es die oben gestellte Anforderung.

Wir bezeichnen mit [, ;, - - -, I, die sémtlichen in 1 + ¢ aufgehenden
Primideale des Korpers k, und es gehe [} genau zur 7,*®, [; genau zur
Lt usf, [, genau zur ' Potenz in 1 4 ¢ auf, dann lehren die Kon-
gruenzen (1) und (3), daB man zu diesen Primidealen stets ganze Zahlen
£, &, -, & in %k finden kann derart, daB Kongruenzen von der Gestalt

EVu=a? (L),
& Vﬂ =a’ (%),

gz V;l’ = &527 ([zu’)

statthaben, wo @, &, -+, &, ganze Zahlen in K (J/u) bedeuten. Be-
stimmt man ferner eine ganze Zahl £ nach folgenden Kongruenzen:

E=§, (I*),
E=4, ™)

E=¢, (I*%),
so wird fiir diese Zahl £ offenbar auch eine Kongruenz von der Form

EVu=a, (&

Mathematische Annalen ILXIIL 8
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bestehen miissen, Wo @ eine ganze Zahl in K (J/u) bedeutet, und dies ist
die Aussage des Hilfssatzes 12.

Nun sind wir imstande, folgenden Satz zu beweisen:

Satz 13. Ist p ein beliebiges primédres Primideal in %, so kann man
stets eine primére Zahl =» in % bestimmen derart, daB p** = (x) wird.

Beweis. Da p ein primires Primideal sein soll, so kénnen wir zu-
nichst eine quadratisch primire Zahl #* in % bestimmen, so da p** = (n*)
wird. Nun bestehen nach dem vorigen Satze immer solche ganze Zahlen
® in k, die eine Kongruenz von der Form

4) oVF=w (4

befriedigen, wo @ eine ganze Zahl in K (}/#*) bedeutet. ‘Wir bestimmen
ferner die Primideale gy, - -, q,, in % derart, daB die Bezichungen

®  (E)-xn (@)-24 (F)=-+1 ¢+9

(s= L, 2; ’m)
bestehen, und setzen
G = (%), (s=1,2,..-,m),

so daB s, ---, », ganze Zahlen in % bedeuten. Dann gilt fiir  eine
Kongruenz von der Gestalt

w=sx - umal (4),
wo die Exponenten w, - - -, u, gewisse Werte O, 1 haben, ¢ eine Einheit
und o eine ganze Zahl in % vorstelll. Demnach konnen wir die Kon-
gruenz (4) auf die Form
(6) R Va* =6, (4
bringen, wo B eine ganze Zahl in K (}/z*) ist. Sind nun sémtliche Ex-
ponenten u,, - - -, u, gleich Null, so ist 7 = &#2* eine Zahl, wie sie Satz (13)

fordert. Wir machen demzufolge die gegenteilige Annahme, es seien etwa
die Exponenten u,, - -, u, gleich 1, die tibrigen gleich 0, setzen

en - Al Yt =7
und betrachten den Korper K (J7). Im Kérper K (Ya*) bleiben die
Primideale g, - - -, q,, wegen (5) unzerlegt, p hingegen wird das Quadrat
eines Primideals p. Die Relativdiskriminante des Korpers K (V=) beziig-
lich K (}/#*) enthilt die Primideale gy, - - -, q,, P als Faktoren und keine
anderen mehr. Wir wollen zeigen, daf die Anzahl der (quadratischen)

Geschlechter in K ()/Z) gleich 1 ist.
Zu diesem Behufe beachten wir zunichst, daB die Klassenzahl des

Korpers K (J/n*) eine ungerade Zahl ist (H. Rq. Z. § 33 im Beweise zu
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Satz 47) und daB jede beliebige Einheit & in % der Relativnorm N, . (&)
einer Einheit in K (J/z*) gleich ist (H. Rq. Z. Satz 33). Bestehen ferner
in K (]/}z—*) die Kongruenzen
n{qs)—1
g 4 =0, (q)
(s=1,2,.-, 6),
w(p)-1 _
g o=, (p),

wo %(0s), n(p) die Normen genommen in K (Vﬁ) bedeuten und die Ex-
ponenten w,, - - -, w,, w gewisse Werte 0, 1, 2, 3 haben, so miissen zu-
gleich auch die Kongruenzen :

n(qs)—1

S ¢+ =i, (qx)
(S=1, 27 ) m)r

2(p) ~1

se =i 6)
statthaben, wo S = (VF‘ : ——]/.7;;") ist. Es bestehen somit in K (]/'ﬁ)

R COES)

(7) (s=1,2,.-, m),
()=

Bedeutet schlieBlich T ein beliehiges Ideal in K (J/a¥), so gilt stets

die Gleichung
(s (@),
Hieraus folgern wir, daB wegen (5)
(@)= () ()=
® (@) =EN(E) =+ @9
(s=1,2,--,m),
& () =) () =+

sein muB, wo simtliche Gleichungen fiir den Kérper K ()/a%) gelten und
&= Ny (&) gesetzt wurde.

8*
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Aus (8) und (8*) ergibt sich weiter bei Beriicksichtigung von (6)

(@)=xi (@)==1 @+9

(s=1, 2,0,

()=

woraus wir folgende Gleichungen ableiten:
&
G)=-1 <q,) 1 G+
(s=1,2,--9),

)=+t

Demzufolge ist die Anzahl der geschlechtsbestimmenden Charaktere fiir

den Korper K (Vz) gleich 1, womit unsere Behauptung als richtig er-

wiesen ist. ~
Aus dieser Tatsache ergibt sich, weil p ein quadratisch priméres

Primideal in K (}/a*) ist, genau in derselben Weise, wie bei Hilbert,
Rq. Z. § 23, daB die oben gemachte Annahme, es seien einige der Ex-
ponenten u,, - -+, %, in (6) von Null verschieden, unstatthaft ist, womit

Satz 13 vollstéindig bewiesen ist.
Auch die Umkehrung dieses Satzes ist giiltig, wie der folgende

Satz zeigt:
Satz 14. Wenn z eine primdre Zahl in % ist und wenn iiberdies

(m) = p** ist, wo p ein Primideal in % bedeutet, so ist dieses Primideal p

stets primir.
Beweis. Nach Voraussetzung ist die Relativdiskriminante des Kor-

pers K (¥/x) beziiglich & prim zu 14 ¢; sie enthilt nur das eine Prim-
ideal p des Korpers % als Faktor. Die Relativdiskriminante von K (f/a_v)
beziiglich K ()/x) enthiilt nur das in p aufgehende Primideal p des Kor-
pers K (Jx) als Faktor. Bezeichnen wir mit 2 die Anzahl der Bin-
heitenverbinde, welche von denjenigen FEinheiten in K (J/z) gebildet
werden, welche Relativhormen N%, vz ¥on Einheiten in K ($/z) sind, so

besteht, weil die Klassenzabhl in K (/) ungerade ist, die Beziehung
* 149 —2m>0.
Es ist also v* >2m, und weil v* nicht groBer als 2m sein kann,
muB o* = 2m sein. Somit ist jede Einheit in K (Jz) die Relativnorm
Ni‘ﬁz, Vi einer Einheit des Korpers K (#/z). Da jedoch auch jede Einheit
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in % der Relativnorm NV?;,;.: einer Einheit in K (Vs_z) gleich ist, so folgt
hieraus, daB jede Einheit in % die Relativnorm XN, 4= YOO einer Einheit
7,

in K (f/ ;z) sein muB. Es ist demnach, wenn £ eine beliebige Binheit in

k vorstellt, ((gT”)) - ((_f’)) =+1,

d. b. p ist ein primires Primideal

II. Teil.

g 11.
Eigenschaften primirer Ideale und Zahlen.

Satz 15. Sind «, und «, primire Zahlen, so ist auch ihr Produkt
o 0 primﬁr.

Beweis. Wegen der tiber «; und «, gemachten Voraussetzung sind
die Relativdiskriminanten Di%?,,k und D%_z , 147 prim; demnach

mubf auch die Relativdiskriminante des aus K (1/&—1) und K (ffa,) Zu-
sammengesetzten Korprrs K’ in bezug auf % zu 14 ¢ prim ausfallen;
folglich auch die Relativdiskriminante D des Unterkorpers K (¥, ay)
von K.

Auf Grund des speziellen Reziprozititsgesetzes, welches wir nunmehr
fir den Korper % als giiltig annehmen, und der bisher bewiesenen Sitze
beweist man nun leicht die Sitze 37, 38 und 39 der Lietzmannschen Dis-
sertation. Sonach kann Satz 13 folgendermaBen verallgemeinert werden:

Satz 16. Ist a ein beliebiges priméires Ideal in %, so ist es stets
moglich, eine primire Zahl « in k derart zu bestimmen, daf o** = (o)
wird.

Beweis. Es sei o* eine ganze Zahl in k, so daB o** = («*) wird.
Nach Satz 10 besteht ftir o* nach dem Modul 8 eine Kongruenz von der
Form

o) g, k

ot =ex .- wrm - om e, (8),

wo ¢ eine Binheit in % ist und die Bedeutung der ibrigen Grofen in
dieser Kongruenz aus Satz 10 zu entnehmen ist. Wir nehmen hier ins-
besondere an, die Zahlen =, - - -, x, selen biquadratisch primsre Zahlen.
Es ist dann es~'x}"™ ... x.7"™ eine primire Zabl. Es gilt demnach

nach Satz 38 der Lietzmannschen Dissertation die Gleichung

[ (o)

(1)
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fiir jede beliebige zu 1 + ¢ prime ganze Zahl v in %, wenn das Produkt

ﬂ' iiber simtliche zu 1 + ¢ prime Primideale des Korpers % erstreckt

(0} . . . .
wird. Setzen wir insbesondere fiir » die Einheiten ¢, - - -, ¢, ein, so er-

gibt sich bei Berticksichtigung der Eigenschaften der Primideale g, --., U
sofort, daB v,, - - -, v,, simtlich gleich O sein miissen; daher ist o = a¥*g~1
eine primére Zahl, w.z. b. w.

Auch die Umkehrung dieses Satzes gilt. Sie lautet:

Satz 17. Wenn a ein zu 1+ i primes Ideal in £ und e eine gange
Zahl in % ist, so daB o** = (&) wird und iiberdies die Zahl « primir aus-
fallt, so ist a ein priméires Ideal in %. .

Den Beweis dieses Satzes gewinnen wir aus Satz 38 der Lietzmanp-
schen Dissertation, wenn wir in der Gleichung dieses Satzes fiir v eine
beliebige Einheit £ in % und fiir p die Zahl « nehmen.

Wir wollen nun folgenden Satz beweisen:

Satz 18. Eine beliebige ganze Zahl u des Korpers k ist stets dann
und nur dann primir, wenn sie einer Kongruenz von der Gestalt

(1) w=a. . ot (8)

Geniige leistet, wo wy, - -+, w, gewisse Werte 0, 1 haben, « eine ganze
Zahl in k ist und die biguadratisch priméren Zahlen =, - --, m, gemiB
Satz 10 bestimmt worden sind.

Beweis. Geniigt ¢ der Kongruenz (1), so ist ua;~™ ... #*™* eine

z

priméire Zahl. Da aber auch ;" - .. x¥ primir ist, s0 muB auch das

Produkt w dieser Zahlen primir sein.
Ist umgekehrt u primir, so gilt fir u sicher eine Kongruenz

S YL P
= &x, %m Ty @ oy (8),

wo ¢ eine Einheit in k ist und die Bedeutung der tibrigen Grofen aus
Satz 10 zu entnehmen ist. Dieser Kongruenz zufolge muB auch

x4-— %

—1,4=7
HE T, m

eine primiire Zahl sein. Berticksichtigen wir nun den Satz 38 der Lietz-
mannschen Dissertation und verfahren wie im Beweise zu Satz 17, so
ﬁ%)erzeugen wir uns leicht, daB v, = v, =... =9y, =0 sein muB. Es ist
daber auch ge~! primir und somit auch & Demnach muB & die vierte
Potenz einer Einheit in % sein, weil die Klassenzahl von % ungerade ist.
Man vergleiche hierzu H. Rq. Z., Satz 28. Somit gilt wirklich fiir g eine
Kongruenz von der Form (1).
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§ 12.
Die hyperprimiiren Ideale und Zahlen.

Definition 5. Ist « eine ganze Zahl in k, fiir welche eine Kon-
gruenz von der Form

— 84 +1 61
o= p ([11 Izz+1)

statthat, wo B eine ganze Zahl in % ist und Loy by By oee, 1, die
frihere Bedeutung haben, so heiBe « eine biquadratisch hyperprimére oder
kurz hyperprimdire Zohl des Korpers .

Fir hyperprimére Zahlen gilt Satz 41 der Lietzmannschen Disser-
tation.

Definition 6. Ist a ein primires Ideal in %, fiir welches die Glei-

chungen (%) =+1, ((3)=+1

bestehen, so heiBe a ein biguadratisch hyperprimires oder kurz hyper-
primiires Ideal des Korpers .

Es gilt der Satz:

Satz 19. Ist a ein hyperpriméres Ideal in %, so kann man stets
eine hyperprimére Zahl « in k derart bestimmen, daf ** = () wird.

Beweis. Es sei o* irgend eine ganze Zahl in k, so daB o' = (o%)
wird, so konnen wir dem Satze 10* gemif fiir o* eine Kongruenz von
der Form

o¥ = g*ult om0 (I‘:l‘“ e Igl‘“)

aufstellen, wo &* eine Einheit, § eine ganze Zahl in % bedeutet und die
Bedeutung der iibrigen GroBen aus Satz 10* zu ersehen ist.

Die Zahl

34— . L4 vmﬂib w

s
po= o®e*3 %,

. %4_1”5
z

ist eine hyperprimire Zahl in k. Folglich miissen -die Gleichungen

H’ ((f";Tp:)) =+1, (s= 1,2,.- m)?
) -

IT (29) =+1, (¢=1,2,--9)

()
statthaben. Awus (1) ergeben sich weiter die Beziehungen

(( :
* 4—0 d—opy Ad—wy | 4w ))
LAt GO e e, F

@ @ @

(3=1,2;"':m):
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(i)
B ) (e (69) Ml () I (G I
t=12,--+ 9.

Beriicksichtigen wir jetzt die Eigenschaften der Ideafle 8 G, * -0y q,,
Py, -+ Py SO ergibt sich zunichst aus (2), daf sdmtliche Exponenten
vy, -+, 0, gleich O sein missen; dann folgt aber aus (8), daB auch die
Exponenten w;, - - -, w, samtlich gleich O werden miissen. Demnach ist
o = ¢%¢* eine Zahl von der im Satz 19 verlangten Eigenschaft.

Die Umkehrung des Satzes 20 lautet wie folgt:

Satz 20. Ist o eine hyperprimdre Zahl in £, so ist

(@)=t (@)=t
(@)1 )=+t

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 41 der Lietzmannschen Dis-
sertation.

§ 13,
Das Symbol ((’ir“)) und das biguadratische Reziprozititsgeseta.

Es gelingt jetzt leicht, nach dem Vorbilde Hilberts (H. Rq. Z. §32 )
das biquadratische Reziprozititsgesetz im Korper & abzuleiten.

Es seien [, -, 1, die in 14 ¢ aufgehenden Primideale des Kérpers
und es gehe [; in 144 genau zur },*®; L, .-, [, bez genau zur
ly*n, ..., 1¥2 Potenz in 1 + ¢ auf.

Sind v, w zwei zu 14 ¢ prime ganze Zahlen in k, so bestimme
man eine ganze Zahl y* nach den Kongruenzen
" = ()

=t (),

wenn hingegen v, u beliebige ganze Zahlen in % sind und |, in g genau
zur ' Potenz aufgeht, bestimme man g*, so daB

) pr=p, (Qhter),
gt =oh, (IGh+1. .. (L4
wird; hierbei ist « eine beliebige zu L, - .-, [, prime ganze Zahl in %.
Definiert man dann das Symbol ((%)) durch die Gleichung

® (eI ()"

(in)
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wo das Produkt .(ln)I " ther simtliche zu 1 4 primen Primideale in % zu
erstrecken ist, so ist ¥ dann und nur dann biquadratischer Normenrest
des Korpers K (Vi) nach I, wenn

4) (&) =+1
ausfallt.

Sind v, p zwei beliebige von Null verschiedene ganze Zahlen in £,
dann gilt stets die Gleichung

® I(E)-+1

wo das Produkt iiber alle Primideale w des Korpers & zu erstrecken ist
(L. § 17, Satz 48).

Die Gleichung (5) stellt das biquadratische Reziprozititsgesetz in
allgemeinster Gestalt dar.

Wir mochten an dieser Stelle nur noch eines besonderen Falles
dieses allgemeinen Reziprozititsgesetzes erwihnen.

Satz 21. Sind p,, p, zwei beliebige quadratisch primire Primideale
und setzt man )
péh = (751)7 pgh = (7‘2);

so daB m, m, quadratisch primdre Zahlen in k vorstellen, so gilt das
Reziprozititsgesetz
ﬁ = z‘__ﬁ_ .
G =)

Beweis. Es seien die Primideale p,, p, etwa so beschaffen, daB

D=2 =2
G =2 ()=
(s=1,2,--,m, t=1,2,--+2)

wird; dabei haben é&,- - -, &nj 4y, -+, 4, die vorige Bedeutung und ¢, ¢/,
d,, d, bedeuten gewisse Werte + 1, Wir bestimmen ein Primideal r
in k, welches die Gleichungen

&, . ” zf_g_ . ”
() =z (()-=a
(s=1,2,---,m; t=1,2,--+2)
befriedigt; hierbei ist unter ¢,”, d;” der Wert + 1 zu verstehen, Wenn,
¢,= ¢, ber. d,=d, ist, und der Wert i, wenn ¢, = — ¢, bez. d,=—d,
ausfallt. Dann ist das Ideal p,p,r® primir. Setzen wir r*» = (), so
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daB ¢ eine ganze Zahl in k
stimmen derart, daB sm 7,0
eine Kongruenz von der Form .
emmet=c?, (4)

wo « eine ganze Zahl in & vorstellt, woraus sich fiir & eine

e=p, (4
ergibt, wo f wieder eine ganze Zahl in % bedeutet. Demnach muf ¢
gleich dem Quadrate einer Einheit 7 in k& werden. (H. Rq.Z. §21,

Satz 28), so daB 7w, 7,0 eine primére Zahl ist.
Beachten wir nun, dad das Produkt

IT (5=s) = +1

()
gein muB, wenn man es iber alle zu 1+ ¢ primen Primideale w des
Korpers & erstreckt (L. § 14, Satz 38), so folgt hieraus unmittelbar die
Gleichung

® (G ()6 )=+

Es ist aber nach der Theorie des relativquadratischen Zahlkorpers
(H. Rq. Z. § 25, Satz 36)

7\ (8 _

(GG =+1

womit sich aus (6) die Richtigkeit des Satzes 21 ergibt.

wird, so kann man eine Einheit & in £ be-
? primir wird. Nun muB fiir e, 7,07 gewi

bestehen,
Kongruenz von der Gestalt

§ 14.
Ein Satz iiber die Relativdiskriminante Df/— e
My

Satz 22. Es sei [=1{, ein beliebiges in 1+¢ genau zur I*® Potenz
enthaltenes Primideal des Korpers ¥ und p eine ganze Zahl in %k, die
genau durch [“ teilbar und nicht das Quadrat einer ganzen Zahl in % ist.
Soll die Relativdiskriminante Df/; . prim zu [ sein, so muB nach Satz 1

@ durch 4 teilbar sein, und wir konnen dann stets eine zu [ prime ganze
Zohl y, in k& bestimmen, so daB K(Vu)=K(Vp,) wird.

Wir bezeichnen mit L, -+, [, die noch auBer [ in 1+ ¢ aufgehenden
Primideale des Korpers % und bestimmen die ganzen Zahlen A =2,
Agy -y A, derart, daB

Pr=(@), G¥=0), - 0" =)

wird. Ferner mdge p ein priméres Primideal in k sein, fiir welches die
Beziehungen
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O (G)=rh @)= (&)-+

gelten. Bedeutet dann = eine primire Zahl in %, so daB man P = ()
setzen kann, so ist die Relativdiskriminante 'Df/‘ stets dann und nur
“k

dann prim zu [, wenn eine Kongruenz von der Form
@ b=ty ()
statthat, wo w einen der Werte O, 1 hat und « eine ganze Zahl in %
bedeutet.

Beweis. Besteht eine Kongruenz von der Gestalt (2), so ist wegen
Satz 2, weil @*¢* eine primdre Zahl ist, gewiB die Diskriminante

D i zu [ prim. Somit haben wir nur noch die Umkehrung davon zu
beweisen.
Es mogen die Primideale [y, - .-, [, beziechungsweise genau zur

AR l;*» Potenz in 1 + ¢ aufgehen. Dann bestimmen wir eine ganze
Zahl u* in k, so daB die Kongruenzen

(3) w=y¥ (1%,
@ wr= (G 1)
stattfinden, wo f eine zu [; - - - I, prime ganze Zahl in %k vorstellt. Die

Zahl p* ist diesen Kongruenzen zufolge sicherlich primir, und es muB

fiir dieselbe nach Satz 10 und Satz 18 eine Kongruenz von der Form
W=, ()

bestehen, wo die Exponenten w, w,, ---, w, gewisse Werte 0, 1 haben

und p eine ganze Zahl in % bedeutet. Hierbei seien =,,.--., m, primére

Zahlen und die entsprechenden Primideale p,, -- -, p; des Satzes 10 als

primire Primideale so bestimmt, daf fiir dieselben die Gleichungen

GN-=0 G-+t e+,

(s=2,8,---,2)
gelten, .
Ist nun u* quadratisch hyperprimir, so miissen die Exponenten
w, w,, - -, w, samtlich gleich O sein; ist es jedoch nur quadratisch
pr%mﬁ.r und nicht hyperprimir, so ist wegen (4)

()1 ()=
folglich muB (%i) = —1 sein. Demnach muB nach Satz 11 wy=0,--

w,=0 und w, =1 ausfallen, und es besteht in der Tat fiir u, eine
Kongruenz von der Form (2). Da aber wegen (1) auch stets

(@)-=5 (@)= (@)=
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ist, so befriedigt die laut (2) bestimmte Zahl z*o* schon von selbst eine
Kongruenz von der Gestalt

weat =, (s 10%)
und kann als p* der Kongruenz (3) und (4) genommen werden. Beachtet

man endlich, daB wegen (3) die Diskriminanten D%:’ und Dit/ﬂ ent-

weder beide durch [ teilbar oder beide zu [ prim sind, so ist damit
Satz 22 bewiesen.

§ 15.
Die Anzahl der biguadratischen Normenreste,

Satz 23. Wenn p ein zu 1 + ¢ primes Primideal des Kérpers % ist,
das nicht in der Relativdiskriminante Dﬁ'— des relatlvblquadrat1schen
Korpers K (/u) aufgeht, so ist jede zu p prime Zahl v biquadratischer

Normenrest des Korpers K (/) nach p.
Ist dagegen p ein zu 1 4 ¢ primes Primideal des Korpers F,

das wohl in der Relativdiskriminante Df/; des Korpers K (Vu), aber

nicht in der Relativdiskriminante D, , des Korpers K (Vu) aufgeht, und

bedeutet ¢ einen beliebigen positiven ganzen rationalen Exponenten, so
sind von allen vorhandenen zu p primen und nach p¢ einander inkon-
gruenten Zahlen in % die Hilfte biquadratische Normenreste des Korpers

K (#/u) nach p; geht hingegen p auch in der Relativdiskriminante D‘f/
usk

des Korpers K (Vu) auf, so sind von den erwihnten zu p primen Zahlen

nur der vierte Teil biquadratische Normenreste des Korpers K (Vu)
nach §.
Der Beweis fiir diesen Satz ergibt sich leicht aus den Eigenschaften

des Symbols ((’—)) Man sehe hierzu L. § 7.

Wir gehen nun zur Bestimmung der Anzahl der biquadratischen
Normenreste nach einem in 1 4 4 aufgehenden Primideal tiber und wollen
den folgenden Satz beweisen:

Satz 24. Es sei [, ein Primfaktor von 1+ ¢ und zwar gehe [
genau zur [,** Potenz in 1 4 4 auf: Wenn dann die Relativdiskriminante

Dﬁ- des Korpers K (/) nicht durch I, teilbar ist, so ist jede zu |

prime ganze Zahl » in k Normenrest des Korpers K (4[/‘) nach 0. Ist
dagegen die Relativdiskriminante Di%_ durch I, teilbar, die Relativdis-

kriminante D, . des Korpers K (Vu) jedoch zu I, prim, und begeichnet
man mit L einen beliehigen Exponenten groBer als 61, so sind von
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allen vorhandenen zu [, primen und nach (% inkongruenten Zahlen » in

L genau die Hilfte Normenreste des Kérpers K (f/ﬁ) nach ;. Ist end-
lich auch die Relativdiskriminante D, , durch [ teilbar, so sind von

allen vorhandenen zu [, primen und nach [, inkongruenten Zahlen » in
I genau der vierte Teil Normenreste des Korpers K (/) nach I,.
Beweis. Wenn [, nicht in der Relativdiskriminante D{&“ von
uy k

K(f/ ;L) aufgeht, so ‘kﬁnnen wir w prim zu [, annehmen. HEine gen;iiB 1)
des § 13 zu p bestimmte Zahl y* wird dann laut Satz 18 und 11 einer
Kongruenz von der Form

wr=app, (®)

Geniige leisten miissen, wo =; eine wie in Satz 18 bestimmte primire
Zahl ist, w, einen der Werte O oder 1 hat, und $ eine ganze Zahl in %
bedeutet. Wir konnen demnach setzen

() -1 ()

. Bs wird somit, weil =, primdr ist, ((%)) =41, wie es Satz 24
fordert.

Um aber die zweite Aussage des Satzes zu beweisen, nehmen wir zu-
nichst an, u sei prim zu [;. Nun stellen wir fiir die zu u hach (1) des
§ 13 bestimmte ganze Zahl u* eine Kongruenz won der Form (1) des
§ 7 auf, verstehen jedoch hier wie in der Folge stets unter =, .-, =,
primdre Zahlen. KEs sei

(1) !L*E 81;‘ o .. 8:1”1'%1;1 o ”;mgp:’l PR gz":’ a4, (8),

wo die Exponenten u,, « - -, ,; 9, - - -, v, gewisse Werte 0, 1, 2, 3, hin-
gegen die Exponenten o, - -, w, nur gewisse Werte O, 1 haben konnen,
und @ eine geeignete ganze Zahl in %k bedeutet. ~

Soll die Relativdiskriminante D, , des Korpers K (Vi) durch 1

teilbar sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, daB mindestens einer
der Exponenten u,, - - -, %,, ¥, -+, ¥, in (1) ungerade sei Denn es
darf in diesem Falle w nicht einer Quadratzahl in % nach dem Modul
I4% kongruent ausfallen. Wiiren jedoch simtliche Exponenten uj, - - -, %y,
v, -+, v, gerade, so wire nach (1) u* einer Quadratzahl in k nach dem
Modul (44 kongruent und demzufolge wiirde dies wegen (1) des § 13 auch
fir u der Fall sein. Wenn hingegen auch nur einer der Exponenten
Uy, + o Uy, Uy, -, v, ungerade ist, so kann y keiner Quadratzahl in %
nach dem Modul 142 kongruent sein. Denn wire dies der Fall, so

miifte wegen (1) des § 13 die Zahl u* einer Quadratzahl nach dem Mo-



126 Sr. Bocnxider.

dul 4 kongruent sein, was der Annahme {iber die Exponenten u, - -, u,,
v, - -+, v,, widerspricht, wie aus (1) zu ersehen ist.

Wir nehmen nun an, es gebe unter den Exponenten wuy,---, u,,
v, - -+, ¥, mindestens einen, der ungerade ist. Dann zeigt man leicht
unter Zuhilfenahme der Eigenschaften der Primideale g, ---, q,,, P15 -+, s,

daB das Symbol (( f )) fiir solche Zahlen », die zu [, prim sind, die

Werte + ¢ haben kann. In der Tat nehmen wir zunichst an, es seien
simtliche Exponenten v, aber nicht alle u gleich Null, und es sei etwa u,
von Null verschieden und ungerade, so wird

® ()= 1T (570 = (@) ==+

Sind dagegen nicht alle v gleich Null und etwa v, von Null verschieden
und ungerade, so schlieBen wir &hnlich, daf

£, ' (8, W £\\% .
©  (@)-TT ()~
sein muB.

Soll ferner die Relativdiskriminante D, , des Kérpers K (V&) prim
zu [, sein, so folgt dhnlich, wie in dem eben erledigten Falle, daB dazu
notwendig und hinreichend ist, daB8 die Exponenten w,, - -, u,, v, -, v,
samtlich gerade ausfallen; soll aber Df%— durch 1, teilbar sein, so muf

mindestens einer dieser Exponenten von O verschieden sein.
Sind diese Exponenten nicht sémtlich gleich 0, so zeigt man leicht,

wie oben, daB das Symbol ((32_1_»» fiir- soleche Zahlen v, die zu [, prim
1

sind, auch den Wert — 1 erreichen kann. Das Symbol (( )) kann in
diesem Falle fiir die in Rede stehenden Zahlen » uberhaupt nur die
Werte + 1 und — 1 haben.

Wir sahen, daf das Symbol (( i )) fiir solche Zahlen v, g, die zu [,

prim sind, wenn die Relativdiskriminante Dﬁ; . durch [, teilbar ist, be-

zichungsweise zwei oder vier Werte annehmen kann. Es ist nun leicht,
die Aussage des Satzes 24 iiber die Anzahl der Normenreste fiir den
gegenwirtigen Fall zu beweisen.

Wegen L > 61, sind zwei nach II kongruente zu [, prime ganze
Zahlen in k stets gleichzeitig Normenreste oder Normennichtreste nach I;.
Wir bezeichnen nun mit », v,, -»-, v, ein System ganzer Zahlen in %
von folgender Beschaffenheit: Die Zahlen v,, - - -, v, sollen nach [ unter-
einander inkongruente und zu [, prime Normenreste nach [, sein; endlich
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soll jede zu I, prime Zahl, welche Normenrest nach I, ist, einer jemer
Zahlen v, - - -, v, nach If kongruent sein. Ist nun » ein zu I, primer
Normennichtrest nach [, fiir den etwa

() =

VYV, ** 0y Vs,

ausfallt, so sind die Zahlen

2y, e ?
vy, , V'V,

8 3
Vv, e, VY,

samtlich Normennichtreste nach [, und wir kénnen leicht zeigen, daB
jeder beliebige zu [, prime Normennichtrest nach [, einer dieser 3s Zahlen
nach {f kongruent ausfallt.

Es sei v irgend ein beliebiger Normennichtrest nach [, und etwa

() =

wo ¢ einen der Werte 1, 2 oder 3 haben kann, so bestimmen wir eine

ganze Zahl »¥, so daB
=1, (@)

wird. Es folgt dann wegen L > 61, die Gleichung

(5 = ()=

somit ist v’ v* Normenrest nach [, und folglich einer der Zahlen »,,.--, v,
nach (¥ kongruent: es sei etwa »'»* = v, nach [¥; dann ist
1 gr H i 13

vvivt =0 = vty (1)

Ist das Symbol ((zi—")) fiir solche Zahlen v, die zu [ prim éind,

nur der Werte + 1 und — 1 fahig, so zeigt man in ganz analoger Weise,
daf von allen vorhandenen zu [, primen und nach I inkongruenten Zahlen

y in %k genau die Hilfte Normenreste des Korpers K (#u) nach Y, sind.
Damit ist dann die Aussage des zweiten Teiles von Satz 24 fiir solche
Zahlen u, die zu I, prim sind, vollstindig bewiesen.

Um nun diesen Teil des Satzes fiir beliebige Zahlen g zu beweisen,

nehmen wir an, das Primideal [, gehe in u genau zur a@*® Potenz auf.
B

Setzt man [* = (1)), so daB 1, eine ganze Zahl in £ wird, so ist ’;—;
1

eine ganze zu [, prime Zahl in k. Wir bestimmen eine ganze Zahl u* in

k, welche die Kongruenzen
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s
u* = [ga+1
“ o (e,
llaly,*sa‘-’" ([(;I"H e [g’z"'l)’
befriedigt, wo « eine beliebige zu Iy, - - -, I, prime ganze Zahl in % vor-
stellt. Die auf diese Weise bestimmte Zahl p* fillt zu 1 + ¢ prim aus.
Es gilt, wie man leicht einsieht, die Beziehung

O ()= - T ()
wo, wie immer, das Produkt [/ iiber simtliche zu 1 4 ¢ primen Prim-
ideale in % zu erstrecken ist. ®

Wir kénnen fiir u* nach Satz 10% eine Kongruenz nach dem Modul
Batl | fSh+t
1 z

aufstellen; sie laute etwa:

% B, ¥ o1 L g tmar . pWr 4 611+1.“61+1
6) wpr=¢, & ™ % ™ 7, ot (I1 L=,

wo die Bedeutung der einzelnen Groflen dieser Kongruenz aus Satz 10%
zu ersehen ist. Mithin ergibt sich aus (5) die folgende Gleichung
' AL gy L gL ww‘))-l
v, B\\ T hy 8 m " m_ "1 o )
o (-7 (( e
Soll nun die Relativdiskriminante D, des Korpers K (V) durch
[, teilbar sein, so muB entweder a, ungerade sein, oder, wenn @, gerade
ist, mindestens einer der Exponenten u,, - -, ,, v, - - -, v,, ungerade aus-

fallen. Im letzteren Falle folgert man wie oben, daB das Symbol ((&{1—3))

fiir solche Zahlen », die zu [, prim sind, der Werte + ¢ fihig ists” Im
ersteren Falle setzen wir in (7) fiir » die Zahl =, ein und erhalten die

Gleichung ((ﬁx:—g)) _ «%))i'“; + .

Soll ferner die Relativdiskriminante D, , des Korpers K (V) prim

zu [, ausfallen, so muBl jedenfalls o, gerade sein, ebenso die Exponenten
Uy * %y Uy Vgy + V. Man ersieht dann unmittelbar aus (6), daB in

einem solchen Falle das Symbol ((M)) fiir diejenigen Zahlen v, die zu

. L
I, prim sind, hSchstens die Werte + 1 und — 1 haben kann.

Nun sei zunichst o, =2, (4). Fihrt man dann in (7) fiir » die
Zahl m, ein, so ergibt sich die Gleichung

(e - ()=
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Ist ferner a, =0, (4), so iiberzeugt man sich leicht wie oben (man

sehe die Gleichungen (2) und (3)), daB das Symbol ((v—"l—p')) , wenn nicht

simtliche Exponenten w, .-, u,, v, -+, v, gleich O sind, fiir solche
Zahlen v, die zu [, prim sind, die Werte -~ 1 und — 1 erhalten kann.

Beachten wir endlich, daf die Schliisse, die wir bei der Bestimmung
der Anzahl der Normenreste im Falle eines zu I, primen y gemacht haben,
auch, wenn g durch [ teilbar ist, uneingeschréinkt giiltig sind, so ist
damit Satz 24 vollstindig bewiesen.

§ 15.

Der Fundamentalsatz iiber die Geschlechter eines relativ-
biguadratischen Zahlkorpers,

Auf Grund der bisher erlangten Resultate beweist man nun leicht
den Fundamentalsatz iiber die Geschlechter eines relativbiquadratischen
Zahlkorpers. Das Beweisverfahren ist dem Hilbertschen Verfahren fiir
den analogen Fall im relativquadratischen Zahlkorper vollkommen #hnlich.
Wir wollen es hier nicht durchfihren. Man gelangt zu folgendem Re-
sultate:

Satz 25. Es sei r; die Anzahl der vierwertigen, », die Anzahl der
zweiwertigen Charaktere, welche ein Gteschlecht des relativbiquadratischen
Korpers K (#/u) bestimmen: Ist dann ein System von 7, beliebigen vierten
und ein System von 7, beliebigen zweiten Einheitswurzeln vorgelegt, so
bilden diese Systeme dann und nur dann das Charakterensystem eines

Geschlechtes in K (¥/u), wenn das Produkt der simtlichen 7, + », Ein-
heitswurzeln gleich + 1 ist. Die Anzahl der in K (/) vorhandenen Ge-
schlechter ist daher 4"-!, wenn r =, 4 %‘l gesetzt wird.

Wir folgern aus diesem Satze sofort folgende Tatsache:

Satz 26. Die Anzahl g der Geschlechter in einem relativhiquadrati-

schen Korper ist gleich der Anzahl 4 seiner ambigen Komplexe.
Beweis. Nach Satz 25 ist

g=4"1
Es ist aber weiter
) g AL qrommeg
(man sehe hierzu § 6); folglich muB
: r<t+o—m
sein und da nach Satz 9 '
rzt+ov—m

ist, so ergibt sich

Mathematische Annalen. LXIIIL. 9
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r=t4+v—m
und mithin nach (1) g = 4.
Aus diesem Satze 26 folgt nun leicht der folgende wichtige Satz:
Satz 27. Jeder Komplex des Hauptgeschlechtes in einem relativ-

biquadratischen Zahlkorper K ({/u) ist die (1 — 8)* symbolische Potenz
" eines Komplexes in K (#/u), 4 h. jede Klasse des Hauptgeschlechtes in
K (‘t/ u) ist gleich dem Produkte aus der (1 — S)** symbolischen Potenz
einer Klasse und aus einer solchen Klasse, welche Ideale des Korpers &
enthilt.

Beweis. Bezeichnet man mit / die Anzahl der Komplexe des Haupt-
geschlechtes und mit f* die Anzahl derjenigen Komplexe vom Haupt-
geschlechte, welche (1 — S)* gymbolische Potenzen anderer Komplexe
sind, so ist Af' =gf (L. §9). Da sich aber A=y ergeben hat, muB
auch f =/ sein und dies ist eben die Aussage des Satzes 27.

Es mége zum Schluf hier noch bemerkt werden, daB auch fiir den
relativbiquadratischen Zahlkdrper ein Satz von den Relativnormen wie im
relativquadratischen Korper besteht. Er lautet:

Satz 28. Wenn », u irgend zwei beliebige ganze Zahlen =0 des
Korpers k bedeuten, von denen w nicht das Quadrat einer Zahl in % ist,
und welche fiir jedes Primideal w in % die Bedingung:

(e -+

erfilllen, so ist die Zahl » stets gleich der Relativnorm N, b einer ganzen
oder gebrochenen Zahl des Korpers K (V). "

~ Der Beweis dieses Satzes schlieBt sich genau an den Hilbertschen
fir den analogen Fall im relativquadratischen Korper an (H. Rq. Z., § 43).
Es ist wohl eine kleine Modifikation an demselben anzubringen wegen
der charakteristischen Einheiten, deren Symbol den Wert — 1 hat; diese
ist jedoch leicht zu treffen.

§ 16.
Uber den Korper der imaginiiren Zahlen.

Unm ein Beispiel fiir die erhaltenen allgemeinen Resultate zu haben,
bestimmen wir das biquadratische Reziprozititsgesetz fiir zwei zu A=1-14
prime Primzahlen des Korpers k(i) der imaginiren Zahlen und die Er-
ginzungssitze. Wir schlagen jedoch den gerade entgegengesetzten Weg
zu demjenigen ein, der in Hilberts Theorie des ralativquadratischen Zahl-
korpers und entsprechend in Lietzmanns Dissertation befolgt wird. Wir

bestimmen zundchst die Werte des Symbols ((”——t’nf)) fiir beliebige Prim-
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ideale W, geben dann die Definition des Geschlechtes in K (1/@) gleich

allgemein, die Falle, wo die Relativdiskriminante von K (1/5—;,) durch 2
teilbar ist, nicht ausschlieBend, und ermitteln fiir die Anzahl der Ge-
gechlechter in den betrachteten Korpern K (éi/ﬁ) eine obere Gremze. Auf
Grund dieses Resultates ergibt sich dann das gesuchte Reziprozititsgesetz
mit den Erginzungssitzen leicht unter Zuhilfenahme des Eisensteinschen
speziellen Reziprozititsgesetzes fir eine rationale und eine imagingre
Primzahl.

Es seien w, v beliebige ganze Zahlen des Korpers % und es gehe
die Primzahl 4 =144 in g genau zur a®® in v genau zur b** Potenz

auf; ferner sei z eine zu A prime Primzahl in k. Wir setzen -~

‘ b s’
go daB o und ¢ zu 1 prime Zahlen werden, und definieren das Symbol

((ﬂ;:i» durch die Gleichung

(E2) - (=25)

Man zeigt dann leicht auf Grund der Sitze der Theorie des relativ-
quadratischen Zahlkorpers, daf die Zahl v dann und nur dann Normen-

rest des Korpers K (¥u) wird, wenn

() -+
gusfallt.

" Wir wollen nun weiter untersuchen, wann eine ganze Zahl v des

Korpers & Normenrest des Korpers K (W) nach der Primzahl 1 wird.

Zu diesem Behufe stellen wir zunichst fiir die zu A primen Zahlen
» Kongruenzen nach den Moduln 8 und A7 auf, entsprechend Satz 10
und 10*. Im Korper %(:) gibt es keine Grundeinheit: wir nehmen
fiir &, der Sitze 10 und 10* die Einheitswurzel 4; ferner fiir » die Prim-
zahl 8 — 27 und endlich fiir # die Primzahl 1 4 4¢. Diese Primzahlen
entsprechen den Anforderungen der Sitze 10 und 10% denn es bestehen
die Gleichungen

i . i) 2 .
((3—-2i>) —h ((1+4¢))=+ 1 (1+4i)=_1’
dabei ist 1 + 44 eine primére Zahl.
Beriicksichtigen wir nun, daf fir jede zu 4 prime Zahl o« die
Kongruenz

=1, (A7)

besteht, so konnen wir fiir jede zu A prime Zahl v Kongruenzen von der
Form '
9*
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(1) v=i(3 20 (L+4i, ®),
(2) v =13 —200 (1+497, @7

aufstellen, wobei die Exponenten a, b gewisse Werte Q, 1, 2, 3 haben,
hingegen der Exponent ¢ in (1) die Werte 0, 1 und in (2) die Werte
0,1, 2, 3 haben kann. Es soll zur Abkiirzung

(3 —20p (1440 = (abo)

gesetat werden. '
Es seien nun g, v zwei beliebige ganze Zahlen in %, und es gehe

die Primzahl 4 in p genau zur ¢*°, in » genau zur ¢ Potenz auf;
ferner mogen die Kongruenzen

p=i(@bo, @+,

v=2@b ), (AT

statthaben. Ich definiere dann das Symbol ((1’[’—")) durch die Gleichung

Yy BN\ __ sab—ab'+2bb ce—ce
@ ((5) - '

Die Rechnung zeigt, daB » dann und nur dann Normenrest des
Koérpers K (Vu) wird, wenn
vy B\Y
@ ((5))=+1

ausfallt. )
Fiir das Symbol ((1—'—’1—”» bestehen, wie unmittelbar aus (3) zu er-

B e
. (¢2) ()~ (22)
(¢2) () - (52),

wo u, v, w, v ganz beliebige ganze Zahlen in % bedeuten.
Die Gleichung (4) steht in vollem Einklange mit Satz 24. Wir heben

hier nur den Fall eines primdren w noch besonders hervor. p ist primir,
wenn eine Kongruenz von der Form

| =009, &
besteht. Es wird dann in der Tat

(€)= ++

fiir jede beliebige zu A4 prime ganze Zahl v in k. -
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Nun konnen wir zur Definition des Geschlechtes schreiten und zur
Bestimmung der oberen Grenze 471 fiir die Anzahl der Geschlechter auf
Grund der Sitze 7 und 8. Dann ergibt sich das gesuchte Reziprozitiits-
gesetz leicht, wenn man die Hilbertsche Methode im Kummerschen
Korper befolgt (H. A. Z.).

Fir den biquadratischen Charakter der Einheit ¢ in bezug auf die
Zahl y des Korpers = gilt die Gleichung

()=

wo n(w) die Norm der Zahl u genommen im Korper % vorstellt.
Setzen wir nun w= (abc), (A7), so wird

n(w)=(—38), (16)

@ —1
_@I_, =—b, (4).
Folglich besteht die Beziehung

©) ()=

die wir mit bezug auf (3) auch folgendermaBen schreiben konnen:

) G- )

Die Gleichungen (6) und (6%) stellen den ersten Erginesungssate zam
biquadratischen Reziprozititsgesetz im Korper der imaginéiren Zahlen
k(2) dar.

Je nach dem Werte, den der biquadratische Charakter der Einheit ¢
nach einer Primzahl in % hat, wollen wir diese Primzahlen in folgende
drei Arten einteilen: zur ersten Art gehoren diejenigen Primzahlen

in %k, fir welche _
(7)) —=:

wird; zur zweiten Art die Primzahlen #x,, fiir welche

() —-1

und endlich zur dritten Art diejenigen Primzahlen x,, fiir welche

(5)-+2

ausfilll, Den Primzahlen x,, x, der zweiten und der dritten Art wollen
wir in der Folge stets eine solche Form erteilen, daB die Gleichungen
w=220, (4),
#=(00¢), (17

und es ist demnach
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befriedigt werden, was durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz
von ¢ immer geschehen kann.

Am leichtesten findet man das biquadratische Reziprozititsgesetz in
k(i) fir zwei Primzahlen = und s, der ersten Art. Ist ndmlich =, eine
Primzahl der ersten Art, so kann man stets eine Potenz ¢* der Einheit ;
bestimmen derart, daB

M () =+1

wird. Demnach ist =, im Kérper K (1/ #x) die Relativnorm beziiglich
k eines Primideals 9B, dieses Korpers K (i/ z"n). Die Relativdiskrimi-

nante des Korpers K (V#x) beziiglich % enthalt nur die Primzahlen
und = als Faktoren. Folglich besteht das Charakterensystem der Zahl x,

im Korper K (¥7'x) aus den Symbolen

(=), (=) - (&)

Da wir aber angenommen haben, da = eine Primzahl der ersten Art
sei, so konnen wir wieder eine Potenz i von 7 bestimmen derart, daf

thm,
® () =+1
wird. Mithin besteht das Charakterensystem des Primideals P, aus dem

einzigen Symbol o o
(=)

Der Korper K (}/7x) enthilt nur ein Geschlecht: das Hauptgeschlecht.

Deshalb muf
((i‘mlﬂ,’ ﬁn)) —t1

Wir kénnen diese Gleichung auch folgendermafen schreiben:
O M (-
Nun beachten wir die Beziehungen
-1 () (59 -+
D= (=)= (=),

die aus (3) und (5) unmittelbar folgen, und bringen die Gleichungen (7)
und (8) auf die Form
. -1
()

G =@ ()

sein.
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so ergibt sich leicht aus (9) fir die Primzahlen » und x, das biquadratische
Reziproaitiitsgesets

(10) (ENE) =)

oder nach (3) in der Gestalt
(10%) ((fl—)) ((%1_))"1 — jud—ab+ 208,

wobei die Kongruenzen

= . = 7

+ astohon. z=(abe); w=(ab ¢), (47

Auch fiir ganz beliebige Primzahlen =, m,, die einer beliebigen Art
angehdren, gilt das Reziprozititsgesetz in derselben Gestalt, wie es die
Gleichungen (10) und (10%) darstellen, wovon wir uns schrittweise iiber-
zeugen werden.

Zu diesem Behufe leiten wir zunichst einige besondere Fille des
Reziprozititsgesetzes ab.

Es sei zundchst x; eine Primzahl der zweiten Art, x eine beliehige
Primzahl. Wir nehmen an, es sei

(2) -+

Dann ist =z die Relativnorm beziiglich % eines bestimmten Prim-

ideals P des Korpers K (V/%,). Das Charakterensystem der Zahl m be-
steht aus den Symbolen

() (G2 =G

weil A und = die einzigen Primzahlen in % sind, die in der Relativ-

diskriminante des Korpers K (‘VZ) beztiglich % aufgehen. Nun kann
man wegen der Annahme, die wir fiber x machten, eine geeignete
Potenz ¢ von ¢ bestimmen derart, dafl

g
(11) (F2) =+1
wird. Hieraus folgt aber weiter, daf das Charakterensystem des Ideals P

aus dem einen Symbol it it
(=)= (&)

besteht. Wir schlieBen jetzt, wie wir es oben taten, daB

a () - (e -+

sein muB. Es ist nur noch der Exponent ¢ zu bestimmen.
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Zu dieeem Zwecke schreiben wir die Gleich-ung (11) in der Gestalt

((i.zf'))‘ ((1111)) =+1

und berticksichtigen hiernach die Beziehungen

(E)=-1, ()=
wobei x = (a b¢), (A7) gesetzt wurde; dann ergibt sich sofort fiir ¢ die

Kongruenz
t=a-+b, (2).

Pohren wir dies in (12) ein, so folgt wegen ((—::))-— 1 folgende

@eichung
o) = () () =+

Dieselbe Gleichung folgt aber auch aus (10) fir den gegenwirtigen Fall.
Es sei ferner x, eine Primzahl der dritten Art, x eine beliebige
Primzahl.
Wir zeigen jetst leicht, daB aus

() =+
() =+1

folgt. Wegen der ersten dieser Gleichungen ist die Zahl = die Relativ-

norm bezliglich k eines Primideals P des Korpers K (Vx,). Nun

enthillt die Relativdiskriminante des Kdrpers K (Vx,) beziiglich & nur den
einen Primfaktor x, (Satz 1 nnd 19); folglich besteht das Charakteren-

system der Zahl x aus dem einen Symbol ((1;‘—“’)) - ((—’;)) , ebenso aber

- such das Charakterensystem von ‘B, denn es ist (('—%’)) = 4+ 1. Hieraus
folgt, wie frither, die obige Behauptung.

Um nun auf Grund des Gefundenen das Reziprozititsgesetz allgemein
su beweisen, selsen wir die Kenntmis des Eisensteinschen Reziprozitats-
gesetzes zwischen einer rationalen und einer beliebigen komplexen Prim-
zahl voraus. Bedeuten p, g zwei rationale Primzahlen, die erste von der
Form p=1, (4), die zweite von der Form ¢=8, (4) und = eine
beliebige komplexe Primeahl von der Form z=11, oder =+ 1+ 24, (4),
80 bestehen nach Eisenstein die Beziehungen

(14 (=) GI-E)

stets
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Es seien nun % und %, zwei komplexe Primzahlen der zweiten oder

der dritten Art. Wir zeigten bereits, daB in diesem Falle aus ((7::—)) -1
stets ((ﬁ)) = + 1 folgt. Jetzt nehmen wir an, es sei ((—:—‘-))-i, und

x

bestimmen eine Primzahl ¢ in % derart, daB sie die Gleichungen
(@) =%5 (G)=Fi (FN=+1
(@)=%5 (E)-+1

befriedigt; »', »,” sind die zu x bez. %, konjugierten Primzahlen.

Wegen der ersten dieser Gleichungen ist ¢ eine Primzahl der ersten
Art. Wir wollen sie etwa in einer der Formen
(16) e=(33¢) oder =(11¢), (7
annehmen, dem Vorzeichen von i in der ersten Gleichung (13) ent-
sprechend, was stets durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenx ¢
von i geschehen kann.

Aus (15) folgen unmittelbar die Gleichungen

(ED =% () -5

bierin sind x%’, %%, rationale Primzahlen von der Form p=1, (4). Um

pun auf diese Gleichungen das Reziprozititsgesetz (14) anwenden zu

kénnen, miissen wir ¢ etwa noch mit 4 multiplizieren, damit
jo=11+2i, (4

werde. Tun wir das, so folgen aus den letzten Gleichungen die

Beziehungen

an (EN =62, ()= ()

Da jedoch x, x, der Vorsussetzung nach Primzahlen der ersten oder der
zweiten Art vorstellen, so muf

()=+1 () =+
sein, und es folgt hiermit aus (17) weiter

E) =@ ) @D -EGDE)-
Berticksichtigen wir jetzt, daB wegen (15) suf Grund der bereits ent-

wickelten besonderen Reziprozititsgesetze, weil wir ¢ in der Form (16)
annshmen, die Gleichungen

(E)=-1 ()=

(1%)
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folgen, so ergeben sich schlieBlich die Gleichungen

@ (- =% (@)-(D-F*
Nun betrachten wir den Korper K(Vxg). Wegen der tiber % und o
gemachten Annahmen hat xg eine der Formen
x0=(11¢) oder =(33¢), (%)
und es ist deshalb ((i'—;ﬁ)) = ¥ i. Die Relstivdiskriminante des Korpers

K(Vxo) enthilt die Primzahlen 1, x, ¢ als Faktoren, so daB das
Charakteremsystem der Zahl o aus den drei Symbolen

(), (== (@) E==9)=-EN
besteht. Da sber ¢ in der Relativdiskriminante von K(V;e;) als Faktox

enthalten ist, so muB es gleich der vierten Potenz eines Primideals & in
K (Vo) sein. Um nun das Charskterensystem von % zu finden, hat

man nur zu beachten, daB (("—’;i’)) =—1 ist, und demnach o mit

— 1 zu multiplizieren derart, da8
— e, %
(52 =+

wird. Daunn ergibt sich das Charakterensystem von R in der Gestalt

N (et () F (G ) Bl () B

Aus (18) ersieht man, daB die Ideale R, R*, N3, N* verschiedenen
Greschlechtern angehdren. AnBer diesen Geschlechtern gibt es in K (¥/xg)
keine anderen Geschlechter mehr. Wir ersehen ferner aus (18) und (19),
daB das Produkt der Charaktere jedes einzelnen Geschlechtes gleich + 1
ist. Hieraus folgt allgemein, daB das Produkt der Charalktere jedes be-
lichigen Ideals in K (Yx@) gleich + 1 sein mus.

Es besteht aber die Gleichung

o (@)=

und es wird demzufolge », im Korper K(¥xp) die Relativnorm be-
stiglich % von einem gewissen Ideal ®,. Das Charakterensystem der Zahl %,
enthiilt folgende Symbole:

) @29=E) (9= (=)
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Wegen der Voraussetzungen, die tiber die Zahlen %, % und @ gemacht

wurden, muf ((’%ﬁg)\) =<1 werden. Da ferner (('—;ﬁ)) =414 ist, so be-

steht das Charakterensystem des Ideals ®, aus den Charakteren ((i)) ,
k3
((%)) , und es muB dem oben Gesagten zufolge

(€2 () -+

sein. Vergleicht man jetzt diese Gleichung mit (20) und berticksichtigt
hierbei noch die zweite der Gleichungen (19), so ergibt sich endlich, daB

@1) (G = (%)

sein muB, was auch aus (10) im gegenwirtigen Falle folgen wiirde.
Hitten wir anfangs angenommen, daB ((7:3—)) = —14 sei, so hitten
1
wir wieder in dhnlicher Weise die Gleichung (21) erhalten. Hieraus folgt
schon, daB aus ((%)) =—1 stets ((:—‘)) = —1 folgen muB.

Es bleibt nur noch iibrig, den Fall, wo » eine komplexe Primzahl
der zweiten oder dritten, = eine Primzahl der ersten Art ist, niher zu
betrachten.

Wir setzen w=(abc), (A') und kénnen annehmen, da a + b =4
ist. Dann ergibt es sich aus dem friiher bewiesenen Reziprozititsgesetze,
daB aus ((—:;)) =41 stets ((%)) =+1 folgen muB. Ist aber ((7’:-)) =1,
go kanun durch ein #hnliches Verfahren, wie im oben ausfithrlich be-
handelten Falle, gezeigt werden, daB auch ((—":—)) = 41 ist.

Wir nehmen an, es sel ((—:‘;)) =4, und bestimmen ein Primideal ¢

()= (-7 (G-
(E)=-Fu (@)=

befriedigt; %, n” sind die zu den Primzahlen x bez. # konjugierten Prim-
zahlen. Wir konnen wieder annehmen, es sei ¢ von der Form

0=(33¢) bez. =(11¢), (7).

i

Da nach Voraussetzung ((%)) =+ 1 ist, so folgt hieraus wegen
der Annahmen, die wir iiber die Zahlen =, ¢ gemacht haben, daB
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((3)) = — 1 sein muB; denn es ist auch ' eine Primzahl von der ersten
T
Art, so daB fir «’, ¢ die Reziprozititsgleichung (10) gilt, und es wird,
wenn wir ' =(a’b’ ¢), (A7) setzen, o’ =V .

Nun konnen dieselben Schliisse gemacht werden wie im oben be-
handelten Falle; man hat nur statt x, die Primzahl » zu nehmen. Es

ergeben sich unter Berticksichtigung der Gleichung ((”—;—» =—1 die
Beziehungen

% e\ __ T W= (L)) =T 4
@ (-l (@)= (@)
Wie wir im vorigen Falle schlossen, daB der Korper K ﬁ/a?é) vier
voneinander verschiedene Geschlechter enthilt und da8 das Produkt der
Charaktere, die ein Geschlecht bestimmen, gleich +1 ist, genau so kénnen
wir dasselbe im gegenwirtigen Falle schlieBen.

Nun ist dann weiter wegen der Gleichung ((13)) =41 =z die

k4
Relativnorm beztiglich % eines Primideals P des Kdrpers K (V/x@). Be-
trachtet man das Charakterensystem dieses Ideals B, so findet man bei

Beachtung der Gleichung ((1’#)) =41, daB

(G) (@) =+

sein muB. Vergleichen wir diese Gleichung mit der Gleichung

(e -+

und mit der zweiten der Gleichungen (22), so ergibt sich schlieBlich die
Reziprozititsgleichung

(2) (@)= ()

Ahnlich verfihrt man, wenn ((;’:—)) = — ¢ ist, und erhilt zuletzt die-
selbe Reziprozititsgleichung.

Auch wenn man annimmt, daB ((%)) = — 1 ist, kommt man schlieB-
lich durch dasselbe Verfahren zur Reziprozititsgleichung (23). Es ist

jedoch in diesem Falle die Primzahl ¢ so zu bestimmen, daf sie den Glei-
chungen

’

(@)-=0 E)--2 @)=+

’

)=~ (E)-+

Greniige leistet.
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Wir haben uns somit tiberzeugt, daB die Gleichung (10) fiir die be-
‘trachteten Fille wirklich das Reziprozititsgesetz liefert. Wir nahmen die
Primzahlen, die wir der Betrachtung unterzogen, in besonderen Gestalten
an, die stets durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz der Ein-
heit ¢ erreicht werden ktnnen. Lassen wir jedoch diese Annahme fallen
und nehmen die Primzahlen =, #; in (10) in ganz beliehiger Form an,
so fiberzeugt man sich leicht, daB auch dann noch immer jene Gleichung
(10) richtig ist.

Wir wollen hier noch bemerken, daB aus (10) unmittelbar das be-
sondere Reziprozititsgesetz des Satzes 22 folgt.

Es soll jetzt schlieBlich der sweite Ergiinsungssate zum biquadratischen
Reziprozititsgesetze im Korper %(7) abgeleitet werden. Bezeichnet man
mit = eine beliebige zu 1 prime Primzahl in %, fiir welche die Kon-
gruenz « = (abc), (1) besteht, so gilt die Gleichung

@4 (C(C)

oder in einer anderen Form geschrieben:

= ()=

Es sei zunichst w» eine Primzahl der ersten Art. Dann konnen wir
eine Potenz ¢ von ¢ bestimmen derart, daB

(25) () =+1

wird. Zufolge dieser Gleichung zerfillt & im Korper K (¥/71) in vier
voneinander verschiedene Primideale. Die Relativdiskriminante des Korpers

K (}/#1) enthdlt nur den einen Faktor A. Die Einheit ¢ ist im gegen-
wirtigen Falle Normenrest des Korpers K (f/ #2) nach 1, so daB das
Charakterensystem eines Primideals P des Korpers K (#/#1), welches in

n aufgeht, aus dem einzigen Charakter ((Elﬁ» besteht; folglich muf
k3

(B2)-+1
sein. Beachtet man ferner die Beziehung ((’%—@)) = (('}E)) , so folgt mit
Bezug auf (25) sofort die Gleichung (24), weil nach (5)

() (7)) =+

ist.. .
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S

" Nun sei # eine Primzahl der dritten Art, so folgt aus (( ) =+1

weil der Kérper K (¥/4) nur ein Geschlecht enthalt und ((%)) =+ 1 ist,
sofort die Qleichung .
() =+1

wie es der Ergiinzungssatz (24) fordert.
Ist jedoch (( )) =i, 80 bestimmen wir eine Primzahl o, welche die

Gleichungen .
((%)) = +1, ((%)) —Fi

befriedigt. Dann ist nach dem biquadratischen Reziprozitiitsgesetze
(&)=
)=+

Die Relativdiskriminante beziiglich % von K (‘T/A_é) enthilt die zwei
Faktoren 4 und o. Da jedoch

(39 - () =

wird, so bilden die Idealklassen in K (Z¢) nur ein Geschlecht. Die
Primzahl » wird die Relativnorm beziiglich % eines Primideals ® in

K ($7p). Fir den Charakter dieses Primideals finden wir die Gleichung

(=) = () =+

Aus dieser Gleichung folgern wir weiter, daB

(5 (597 () (5= +

sein muf. Da jedoch ((i’l )) ((”—2-)) =1 ausfillt, folgt schlieBlich

folglich wird

ED =GN =& = (@)= (@)
dies war zu beweisen.
Falls ((£)) =i ist, trifft man leicht die Abinderungen, die in
dem eben entwickelten Beweise anzubringen sind. Folglich bleibt nut

Il
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noch der Fall, daB ((%)) = — 1 ausfillt, zu betrachten. In diesem Falle

bestimmen wir eine Primzahl ¢ in % derart, daB sie die Gleichungen

() =ei (G)=-

befriedigt. Dann ist gewiB auch ((%)) = — 1, oder noch weiter

(E) -+

Dieser Gleichung zufolge ist die Zahl » die Relativnorm beziiglich % eines
bestimmten Primideals & in K (f/fé) Das Charakterensystem der Zahl

x enthilt die Symbole )
' (&) (59)-

Es ist ferner ((%g)) = 4. Berticksichtigt man nun, daB

(E2)- -

ist, so folgt hieraus, daB das Charakterensystem von ® aus dem einen
Charakter ((—_—_-1;:’—)'—9—)) besteht; mithin muf

(E=) = () () - +1

gein. Hieraus folgt aber wegen der Gleichungen

(EE) =41, (-1 ()-+1

die Beziehung
v
(%) =-1
was zu beweisen war.
Schlieflich nehmen wir an, » sei eine Primzahl der zweiten Art.
Wir erkennen leicht, daB aus ((2)) =+ 1 auch die Gleichung

%, &
(57) =+1
folgt. Zu diesem Behufe hat man den Kérper K (f/z) zu betrachten und

zu beachten, daB wegen ((5;)) =+ 1 in diesem Korper nur ein Geschlecht
besteht.
Y

Ist jedoch ((—)) =1, 50 bestimmen wir eine Primzahl ¢ in %, welche

()-=0 (@)=

den @leichungen
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Gentige leistet, und nehmen o in einer der Formen ¢ = (33c) bez

= (11¢), (A") an. Dann verfahren wir weiter wie zuvor. Die Fille, wo

( (i)) = — ¢ oder ((—é)) = — 1 ausfillt, bediirfen keiner weiteren Er-

2
lauterung mehr.
Damit ist der zweite Erginzungssatz vollstindig bewiesen fiir den
Fall, daB die Primzahlen von derjenigen Gestalt sind, die wir ihnen bei
der abgeschlossenen Untersuchung verliehen dachten. Da jedoch

(%)

ist, wenn s einen der Werte 0, 1, 2, 3 hat, so gilt die Gleichung (24)
auch dann noch, wenn die Primzahl =z in einer beliebigen Form ge-
nommen wird.

Vinkovei, am 18. Juni 1905.

Berichtigung

zu der Arbeit von G. Zemplén: Uber die Kompatibilititshedingungen
bei Unstetigkeiten in der Elektrodynamik
in Band 62.

p. 678 ist in der Formel fiir JZ statt «, A7 + y,AY + 2, A

zu setzen x, A" 4 y, A 4 2,%%;
p. 580 ist in den Formeln (27), (28) und in der Zeile 11 v. u. iiberall statt ¢

zu setzen o)/ yi+| qp;-l— P2,
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