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Allgemeiner Existenzbeweis fur den Klassenkorper eines
beliebigen algebraischen Zahlkorpers.

Von

Pmvire FUurRTWANGLER in Bonn.
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§ 1.

Einleitung. Gang des Beweises.
In drei Mitteilungen, die in den Nachrichten von der Kgl Gesell-

schaft der Wissenschaften in Gottingen erschienen sind¥*), habe ich all-
gemein den Nachweis gefiihrt, daB zu jedem algebraischen Zahlkérper ein

*) Math.-physik. Klasse 1908, Heft 4 und Heft 5, 1904, Heft 3.

Mathematische Annalen, LXIII. 1



2 Pu. FurtwiNGLer.

Klassenkorper existiert. Ich gebe im folgenden auf Wunsch der Redak-
tion dieser Zeitschrift eine zusammenfassende Bearbeitung dieser Ent-
wicklungen, bei der einzelne Abschnitte wortlich der genannten Stelle ent-
nommen sind.

Die ersten Andeutungen iiber eine Theorie des Klassenkirpers finden
sich wohl bei L. Kronecker, dem die Frage der ,zu assoziierenden
Gattungen als ein ,erstrebenswertes hochstes Ziel der Theorie der alge-
braischen Zahlen“ erschien.*) Kronecker war durch die Beschiftigung
mit der komplexen Multiplikation der elliptischen Funktionen, die fiir die

imagindren quadratischen Bereiche J/— n die zu assoziierenden Gattungen
liefert, zu der allgemeinen Fragestellung gefithrt. Er scheint auch iiber
dieses spezielle Beispiel hinaus Einsicht in charakteristische Eigenschaften
der zu assoziierenden Gattungen, d. h. des Klassenkdrpers, gewonnen zu
haben, hat jedoch keine bestimmten Angaben dariiber gemacht.**) Den
entscheidenden Schritt nach vorwiirts hat dann D. Hilbert getan.***) Kr
hat, vorbereitet durch das Studium der Reziprozititsgesetze in beliebigen
algebraischen Zahlkorpern, das sowohl inhaltlich wie methodisch mit der
Theorie des Klassenkdrpers auf das engste zusammenhingt, die allge-
meinen Eigenschaften des Klassenkérpers aufgedeckt und sie in dem ein-
fachsten Falle, daf die Klassenzah]l des Grundkorpers gleich 2 und der
Grundkdrper nebst simtlichen konjugierten imaginir ist, bewiesen.

Der Klassenkorper eines beliebigen Grundkorpers % ist ein Oberkérper
desselben, der folgende charakteristische Eigenschaften aufweist:

1. Seine Relativgruppe in bezug auf % ist zur Gruppe der Idealklassen
in k holoedrisch isomorph, er ist also relativ-Abelsch in bezug auf i

2. Er ist unverzweigt in bezug auf k, d. h. seine Relativdiskriminante
ist gleich 1.

3. Alle Ideale des Grundkirpers werden im Klassenkorper Haupt-
ideale, sie werden also durch wirkliche Zahlen des Klassenkérpers dar-
gestellt.

4. Alle Primideale derselben Klasse des Grundkorpers werden im
Klassenkdrper gleichartig zerlegt oder genauer: Ist die Klassenzahl des
Grundkorpers & und ist g der kleinste Exponent, fiir den die Aquivalenz

*) Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen GriBen, Journal

fir die reine und angew. Math. 92 (1882), p. 1; speziell sei auf p. 65—68 verwiesen.

**) Er sagt (L c. p. 68), daB er zur aprioristischen Erkenntnis, nimlich zu einer

von der analytischen Entstehung unabhingigen Auffassung der Natur jener den Gat-

tungen )/ — % assoziierten Gattungen gelangt sei und damit Gesichtspunkte fiir das
Studinm der allgemeinen Frage dieser Art der Assoziation gewonnen habe.

**) Uber die Theorie der relativ-Abelschen Zshlkorper. Nachr. v. d. Kgl. Ges. d.

Wiss. zu Gottingen, Math.-physik. K1. 1898, p. 370; abgedruckt in Acta Math., Bd. 26.
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p/~1 in k erfiillt ist, so zerfillt das Primideal p aus % im Klassen-
korper in L verschiedene Primfaktoren.

Die beiden Eigenschaften 1. und 2. definieren den Klassenkérper voll-
stindig und werden deshalb im folgenden zur Konstruktion desselben be-
nutzt werden. Das Problem, das uns beschiftigen soll, 1iBt sich daher
so formulieren:

Es sei ein beliebiger algebraischer Zahlkirper & mit der Klassenzahl h
geyeben.  Ls soll dann ein relativ-Abelscher unverzweigter Oberkorper von
k gefunden werden, dessen Relativgruppe mit der Gruppe der Idealklassen
i k holoedrisch isomorph ist.

Der Gang der Untersuchung ist kurz folgender. Ebenso wie der
Klassenkorper der Gesamtheit der Klassen in % entspricht, so entsprechen
jeder Untergruppe der Klassengruppe bestimmte unverzweigte Korper in
bezug auf £, die ebenfalls relativ-Abelsch sind, da jede Untergruppe
einer Abelschen Gruppe selbst eine Abelsche Gruppe ist. Wie man da-
her die Klassenzahl /i in Potenzen verschiedener Primzahlen zerlegen kann

o=l Qb
so kann man den gesamten Klassenkorper dadurch aufbauen, daB man
sukzessive unverzweigte relativ-Abelsche Korper von den Relativgraden
Ua, sy - - - in bezug auf % konstruiert. Es geniigt, die Konstruktion eines
solchen Korpers zu zeigen, da sie fiir die tibrigen analog verliuft. Man
setzt daher 2t =1". ¢, wo [ eine beliebige Primzahl bedeutet und ¢ == 0(7)
ist, und betrachtet nur die in der Klassengruppe von % enthaltene Unter-
gruppe vom Grade [/ die alle 4** Potenzen von Idealklassen enthilt, Es
liuft das aut dasselbe hinaus, als ob die Klassenzahl von % genau gleich
I¥ wire, was wir um der einfuchen Ausdrucksweise willen ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit annehmen kinnen.

Es sei also das Klassensystem von % in der Gestalt darstellbar:

(C)km s c:e(xé =0, L. lk: - 1)7 h; + klz +oeee h; = h’)
so daB die Klassengruppe in k genau e Basisklassen enthilt. Es liBt
sich dann der Klassenkorper von % durch Zusammensetzung von e Korpern
erzeugen, die relativ zyklisch in bezug auf % von den Relativgraden
P ... P sind. Jeder dieser Korper besitzt einen Unterkdrper vom
Relativgrad ! in bezug auf %, so dal im ganzen genau e unabhingige un-
verzweigte Korper vom Relativgrad I in bezug auf /i existieren, die zuerst
konstruiert werden miissen.

Ein relativzyklischer Kérper vom Primzahlrelativgrad I 148t sich
aber am einfachsten definieren, wenn der Grundkorper eine I'** Einheits-
wurzel enthilt, da in diesem Falle der Oberkorper durch Adjunktion der
Wourzel einer reinen Gleichung #* = @ zu L erzeugt wird.

1*
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Wir machen daher zyerst die Voraussetzung, daB der Grundkorper %k
eine primitive I** Einheitswurzel enthalte, und bestimmen unter dieser
Voraussetzung e Zahlen a, -+, o, in k, die wir a}s __singuléirle_lfrimﬁr-
zahlen bezeichnen, so daB durch Adjunktion von Ve, - -, Ve, zu k
e voneinander unabhingige unverzweigte Korper vom Relativgrad 7 in be-
zug auf % entstehen (§ 2 bis § 7). Um die Unverzweigtheit der entstehen-
den Korper zu beweisen, ist eine obere Grenze fiir die Anzahl ihrer am-
bigen Komplexe zu ermitteln, die sich gleich e — 1 ergibt, wenn ¢, wie
oben angegeben, die Anzahl der Basisklassen der Klassengruppe von % be-
deutet (§ 3 bis § 5). Auf dieser Grundlage ergibt sich, daf alle Prim-
ideale, von denen eine bestimmte singuldre Primarzahl e ‘" Potenzrest
ist, in einer Untergruppe der Klassengruppe vom Grade /-1 liegen, wo-
durch der Zusammenhang der Zahlen ® mit der Klasseneinteilung der
Ideale von % hervortritt (§ 6). Diese Tatsache fithrt in Verbindung mit
einem Satze iiber gewisse Dirichletsche Reihen (§ 2) zum Nachweis der
Unverzweigtheit der Korper (Vo, k) (§ 7).

Um die unverzweigten Korper vom Relativgrad I zu konstruieren,
wenn der Grundkdrper % keine I** Einheitswurzel ¢ enthilt (§ 9), adjun-
gieren wir zu k eine solche und erhalten dadurch einen Kérper &' = (F, £),
dessen Klassensystem in der Form

@ -d

darstellbar ist, wo (c), das System der Idealklassen von % bedeutet und d
alle Klassen aus &', deren Relativnorm in bezug auf % in die Hauptklasse
fallt, bezeichnet. Wir konstruieren nun in % das System der e unab-
hingigen unverzweigten Korper vom Relativgrad I, die zu der Klassen-
gruppe (c), gehoren. Es zeigt sich dann, dab jeder dieser Korper nicht
nur in bezug auf %', sondern auch in bezug auf % relativ-Abelsch ist.
Suchen wir daher diejenigen Unterktrper der konstruierten Korper auf,
die zu der Relativgruppe von %' in bezug auf % gehéren, so erhalten wir
dadurch e unverzweigte unabhiingige relativ- Abelsche Korper vom Relativ-
grad 7 in bezug auf %.

Eine besondere Behandlung erfordert der Fall I = 2, wenn der Korper
k oder einer seiner konjugierten reell ist (§ 10). Man muB dann, um
sémtliche unverzweigten relativquadratischen Kérper in bezug auf den
Grundkdrper zu erhalten, einen schirferen Aquivalenzbegriff zugrunde
legen, nach dem zwei Ideale nur dann #quivalent heiBen, wenn ihr Quo-
tient eine total positive Kérperzahl ist.

Auf Grund der so geschilderten Entwicklungen gelingt dann der voll-
stindige Aufbau des Klassenkérpers (§ 11).

Die letzten beiden Paragraphen bilden einen Anhang, der mit dem
eigentlichen Existenzbeweis in keinem Zusammenhange steht. Im § 12
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ist der Nachweis erbracht, da8 die komplexe Multiplikation der elliptischen
Funktionen fiir die imaginiren quadratischen Korper den zugehdrigen
"Klassenkorper liefert, wobei die Zerlegung der Primideale des Grund-
korpers im Klassenkorper den springenden Punkt des Beweises bildet.
Im letzten Paragraphen endlich ist aus der Existenz des Klassenkorpers
aunf Grund der Untersuchungen von H. Weber*) iiber Zahlengruppen in
"algebraischen Zahlkorpern gefolgert, daB in jeder Idealklasse eines solchen
unendlich viele Primideale existieren.

Es sei hier zum SchluB noch diejenige Literatur angegeben, die fiir
die folgenden Entwicklungen von Wichtigkeit ist, wobei in Klammern die
Abktirzung angegeben ist, unter der die betreffende Abhandlung hier
zitiert ist:

D. Hilbert, Uber die Theorie der relativ-Abelschen Zahlkérper.
Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wiss. in Gottingen 1898,
(Hilbert, Rel. Abelsche Zahlk.)

D. Hilbert, Uber die Theorie des relativquadratischen Zahlkorpers.
Math. Ann. 51 (1898) (Hilbert, Rel. quadr. Zahlk.)

Ph. Furtwingler, Uber das Reziprozitiitsgesetz der I*® Potenareste
in algebraischen Zahlkorpern, wenn [ eine ungerade Primzahl bedeutet.
Abhandlungen der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Gottingen, math.-phys. Klasse.
Neue Folge, Bd. II, Nr. 3 (1902). (Furtwingler, Reziprozititsgesetz.)

Ein Auszug aus dieser Arbeit ist in den Math. Ann. 58 (1903), p. 1
erschienen.

D. Hilbert, Die Theorie der algebraischen Zahlkdrper. Bericht, er-
stattet der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. 189", (Hilbert, Algebr.
Zahlk.)

§ 2.
Ein Hilfssatz transzendenter Natur.

Wir haben in diesem Paragraphen zunéichst einen Satz fiber die
Summe einer unendlichen Reihe zu entwickeln, der eine der Grundlagen
der folgenden Ausfiihrungen bildet. *

Satz 1: Es sei k ein algebraischer Zahlkirper mit der Klassensahl
g1 wo 1 eine beliebige Primeahl bedeutet wnd ¢ == O(1) ist. Es beeeichne
ferner Gy die Gruppe, welche die g~ Poteneen der Idealklassen aus k ent-
hilt, und Gp-1 eine Untergruppe von Gy vom Grade P=*.  Ldft man
dann W alle Primideale durchlaufen, deren g'¢ Poleneen einer Klasse aus
Gpn—1 angehiren, so gilt:

¢y > o ilg (), (>1),

3 =
o) n (m(-i-))

*) Math. Ann. 49 (1897), p. 83.
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wo f(s) eine Funktion der reellen Verdnderlichen s bedeutet, die endlich bleibt,
wenn sich s der Grenze 1 ndhert.
Beweis: Bedeutet C das System aller Klassen aus k, deren ¢g* Po-

tenz in Gy liegt, so 148t sich das System samtlicher Klassen von % in

der Gestalt: . ey
(@) Cet, (#=0,1,--,1—1) -l
darstellen, wo ¢ eine Klasse bedeutet, deren ¢* Potenz nicht in G, liegt.
Bezeichnet man nun mit T die Anzahl aller Ideale einer bestimmten
Klasse aus k, deren Normen < ¢ sind, unter ¢ eine reelle positive GriBe

verstanden, so gilt¥*): .

(3) Tty +RE ™,

wo x eine nur vom Koérper % und nicht von ¢ abhingende Konstante und
R eine derart von ¢ abhingige GroBe bedeutet, die fiir unendlich wach-
sendes ¢ zwischen endlichen Grenzen bleibt. Aus (3) folgt:

1 N) %
(4) (2) 5 —% LA, (>0
wo die Summe links iiber alle Ideale einer bestimmten Klasse aus & und
die Summe rechts tiber alle Zahlen t=1,2,..., 00 zu erstrecken ist;
f(s) bedeutet eine Funktion der reellen Verinderlichen s, die endlich
bleibt, wenn s gegen 1 konvergiert.

Ich ordne jetzt allen Klassen aus k I Einheitswurzeln zu, indem
ich der Klasse C;c* die Einheitswurzel {* zuweise, wo C; eine beliebige
Klasse aus C bedeutet und ¢ eine von 1 verschiedene [** Einheitswurzel.
Bei dieser Zuordnung entspricht dem Produkt zweier Klassen auch das
Produkt der zugeordneten Einheitswurzeln. Bezeichne ich nun mit §; die-
jenige Einheitswurzel, die der durch j représentierten Idealklasse zuge-
ordnet ist, so bleibt die Summe

(5) 2 2@%;‘1(‘13;(6": 17 2?,;” B l— 1)7 (S>1)7

@ (@) -
in der | alle Ideale der 7 Klassen éi= Ccoiy ¢, -+, ¢ (z,% 0Q0) durch-
lguft, stets endlich, wenn sich s der Grenze 1 nshert; dies folgt aus (4).

Das gleiche gilt dann offenbar, wenn ich in (5) i alle Ideale aus k durch-
laufen lasse.

Andererseits ist, wenn w alle Primideale aus % durchliuft:

®) log >l Do o= S eh—s+£() =1,21-1),
) Ve e W (s > 1).

*) Hilbert, Rel. quadr. Zahlk., § 22, p. 53.
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Versteht man daher unter W+ alle Primideale aus %, deren g* Potenz
in einer Klasse aus Gp-1 liegt, unter ) alle iibrigen Primideale aus £,
so folgt aus () und (6):

(M) =1 s~

(ot +)

(wt-) ”(m(‘)) sh6) G>1.

Ferner ist:

(8) o'+ ))

(m(-H) (o)

Durch Addition von (7) und (8) folgt die zu beweisende Ungleichung:
1 1
D o STlg I+ ), (>,

=77
- n mH—))

Im vorstehenden bedeuten f,(s) Funktionen der reellen Veriinder-
lichen s, die endlich bleiben, wenn s gegen 1 konvergiert.

+ D o —lg (), (5>1).

/n(m( ))

§ 3.
Die singuliren Primiirzahlen.

Wir setzen in diesem und den folgenden Paragraphen von dem
Grundkérper k& voraus, daB er eine primitive I** Einheitswurzel { enthalte,
daB er also ein Oberkorper des Kreiskorpers der I*™ Einheitswurzeln und
zwar vom Relativgrad m sei. Unter I verstehen wir eine ungerade Prim-
zahl; es sei indessen gleich bemerkt, daB die folgenden Entwicklungen
auch fiir den Fall ! =2 gelten, vorausgesetzt, daB der Korper % samt
seinen simtlichen konjugierten imaginir ist. Die Klassenzahl des Kdrpers
k sei gleich ¢l*, wo ¢ = 0() ist. Da uns im folgenden zunichst nur
die Untergruppe der Klassengruppe vom Grade * interessiert, so wollen
wir das System aller Klassen, deren ¢* Potenz in die Hauptklasse fallt,
mit 1 bezeichnen; wir driicken uns also so aus, als ob die Klassenzahl
des Korpers k genau gleich /¥ wire. Eine Beschrinkung liegt darin nicht.
Die Klassengruppe von k moge e Basisklassen enthalten und dementspre-
chend das Klassensystem von k durch folgendes Schema dargestellt werden:

(1) oyt Gt (xi=0717 Tt zk‘—}-); k1+hs++ke=k,
Ich bezeichne nun mit t,, ---, v, Ideale aus den Klassen ¢,, -, ¢,
und setze:
(2) rl:x = (91)7 Y rzg’*e = (0);
wo @,,- - -, 0, ganze Zahlen aus & bedeuten. Es sei ferner &, &, & _;

ein volles System von Grundeinheiten fiir % (also m =ﬁ%:~1—)) und &,
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“eine.in % liegende Einheitswurzel, deren {* Wurzel nicht in % liegt. Wir
getzen dann:

(3) 1= 00 " By =0,

und bestimmen ein System von m’ + e Primidealen g, das die Bedingungen :

@ ()L ()=t 6+, Gim 12w+ o)

befriedigt, was stets moglich ist.*)
. Weiter wihlen wir die Exponenten w so, daB

(Y] n__
e,

6,1
(5) .o

: wird, wo %y, vy %,, ganze Zshlen aus % bedeuten. Bildet msn dann
das System der Zahlen:

TEA L L Smie L Omie e 1 —
(6) & g wmre, (u,v=0,1,..-, 1~ 1),

mte) +
O +¢rw( ©t rw,("‘ )= (xm'+09

indem man die Exponenten v den Bedingungen:

vlwi" Food +ew( = O(Z),
)
vlw(” + + Ve +,w‘”‘ +0 = O(l),

unterwirft, so erhdlt man dadurch sicher 7*™+¢ verschiedene Zahlen, die
die Eigenschaft baben, da8 sie die Ideale 1, ---, r, nur in 7*** Potenzen
als Faktoren enthalten. '

Wir nennen jetzt mach D. Hilbert**) zwei Zahlen o, B aus k von
gleicher Art, wenn sie eine Kongruenz:

©) : ) a= (F)

befriedigen, wo p eine Zahl aus % bedeutet und [ = (1 — §) ist. Die
Primirzahlen in %, die zu [ prim und der I*® Potenz einer Zahl aus %
Jach I kongruent sind, bilden fir sich eine Art. Die Gesamtheit der zn
- 1fpnmen ganzen Zaklen in k liefert genan I*™ verschiedene Arten, wie
~ leicht nachzuweisen ist.

." Bedeutet nimlich «; ein System von Zahlen, das die simtlichen
Arten der zu I primen Zahlen reprisentiert, und g, ein volles Restsystem
von ganzen zu [ primen nach [ inkongruenten Zahlen, so bildet «f, ein

' *) Hilbert, Algebr. Zahlk,, Satz 162, p. 4268. (—), bedeutet das Its Potenzrest-
: symbo]
**) Rel. Abelsche Zahlk., p. 382
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volles Restsystem der zu [ primen nach I’ inkongruenten Zahlen. Denn
ist « eine beliebige ganze Zahl aus %, so gilt zuniéichst eine Kongruenz

o= a5 (),

wo f eine ganze Zahl aus % bedeutet. Geniigt diese der Kongruenz

B=h (I);
so ist auch
g =81,
folglich
o« = o, f(1).

Wire andererseits:

a.p = o, B (1),

so miiBte zunichst i = ¢ sein, also auch
B = 6., (1)
B, =B.(), also k=1F. .

Da nun das System o,f, im ganzen ¢(I') Zahlen enthilt und das System
B @() Zahlen, so bleiben fiir das System «, n(I'~') = I*™ Zahlen, was
nachzuweisen war.

Wie wir oben gesehen haben, enthilt das System (6) sicher I*m'+¢
verschiedene Zahlen; es miissen daher notwendig unter diesen zwei Zahlen
derselben Art @, und o, enthalten sein. Die Zahl o = w,w}~* ist dann
eine Primirzahl von der Gestalt:

und daher

S h 2 TV LAY " 5 |
(9) © 51 ém "+1 % xm +1 “l

bei der nicht simtliche Exponenten u und v durch ! teilbar sind; « be-
dentet eine Zahl ans k. Wir nennen @ kurz eine W‘zﬁ__&mmhl

Es ist leicht einzusehen, daB man mit Hilfe des Systems (6) sogar ¢
voneinander unabhiingige singulire Primirzahlen erhalten kann, was wir
spiter (§ 7) benutzen werden. Vorliufig gentigt uns aber die Existenz
einer einzigen solchen Zahl @, die einen relativzyklischen Korper K (Va, k)
vom Relativgrad ! in bezug auf % definiert. Die Untersuchung dieses
Korpers K bildet den Inhalt der nichsten Paragraphen, und speziell der
Nachweis, daB er unverzweigt in bezug auf k ist. Dies wird dann und
nur dann der Fall sein, wenn die Exponenten » in (9) simtlich Null
sind.¥) Um das zu beweisen, miissen wir in den nichsten Paragraphen
zuniichst die ambigen Komplexe in K betrachten und eine obere Grenze
fiir ihre Anzahl ableiten.

*) Furtwingler, Reziprozithtagesetz, p. 7, Satz 6.
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§ 4.
Obere Grenze fiir die Anzahl der aus ambigen Idealen ent-

springenden ambigen Komplexe des Kirpers K (Vo,k), wo o eine
singuliire Primiirzahl bedeutet.

Es sei @ eine singulire Primirzahl, wie wir sie im vorigen Para-
graphen ermittelt haben, von der Gestalt:

— o Jite LB Lt e
(1> @ = 81 £m'+c Y . xm'+(>

und es mogen die Exponenten v, , v, - - -, ¢, ~tie einzigen der Exponenten
v sein, die nicht durch [ teilbar sind. Es gilt dann, wie wir nachweisen
wollen, folgender Satz:

Satz 2: Ist dic Anzall aller ambigen Ideale des Kirpers K (Yo, k)
gleich U, und machen die simtlichen Finheiten in k, die Relalivnormen von
Einheiten in K sind, " Einheitenverbiande aus, so gilt, wenn wir die An-
zall aller ambigen Komplexe, die aus ambigen Idealen enlspringen, mit {**
bezeichnen, die Ungleichung: '

@) <t vF—m —1+e¢.

Die Zahl e, ist dadurch bestimmt, daf 1o Idealklassen aus k in K in die
Hauptklasse iibergehen.®)

Beweis: Bezeichnet man mit H,, - -, H,- ein System relativer Grund-
einheiten von K in bezug auf A*¥) und mit %, ---, 7, ihre Relativ-

normen in k, so ist jede Einheit ¢ in £, die Relativnorm einer Einheit in
K ist, in der Form darstellbar®¥¥):
(3) e =,
wo £ eine Einheit aus k und r, - - -, r,, irgend welche Zahlen 0,1,--,7—1
bedeuten. Vorausgesetzt ist dabei, daf o nicht das Produkt einer Ein-
. heit mit der l*® Potenz einer Zahl aus % ist, was nach unserer Annahme
i {iber die Exponenten v zutrifft.
Da nun zusammen {** Einheitenverbénde, die Relativnormen von Ein-
heiten aus K enthalten, existieren, so muB man unter den Kinheiten
Nyy***y N V¥ auswihlen konnen, etwa ,, 7,, - - -, 7+, so daB jede Ein-

heit & in %, die Relativnorm einer Einheit in K ist, sich eindeutig in die
Gestalt bringen laft:

(4) &= 77:) t 72;2*5’; (ry =y =0, 1,---, 1 —1).
*) Uber die Definition der Komplexe und speziell der ambigen Komplexe vgl.
Hilbert, Rel. quadr. Zahlk., § 12, p. 22.
**) Hilbert, Algebr. Zahlk., § 55, p. 272.
**) Hilbert, Algebr. Zahlk., § 146, p. 448, Hilfssatz 32.
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Wendet man dies auf die Einheiten n,(¢ =v*+ 1, ..., m’) an, so
ergibt sich: ‘
(5) 7 = 1];1(‘) e 12:‘”(0 (g(i))l’ (’& = ¥ + 1, cey m'),
wo £9 eine Einheit aus & ist und die Exponenten r bestimmte Werte
0,1,.-.,7—1 haben. Daraus folgt, daB die m’ — v* Ausdriicke:

(6) Hi’= H.'Hl—r(li) Ce H;r:‘z@(i,))_ Y (" =v*+1,.-, m’)
Einheiten in X mit der Relativnorm 1 sind und daB man deshalb:
@ H, = M=o

setzen kann, wo M, eine ganze Zahl aus ¥ und S die Substitution

V0| £V o bedeutet. Die Ideale (M,) und (M) = (Yw) sind dann mit ihren
relativ konjugierten Idealen identisch und darum Produkte aus den am-
bigen Primidealen in K, die wir mit D,, - - -, D, bezeichnen, und Idealen
aus k: '
®) MR B

M)=DF - DF|, (=t 41, ).
Es ist nun zu untersuchen, wieviel voneinander unabhingige Beziehungen
(9) (M) (Morgg)Pot 42 - - - (M, ) = *

bestehen kionnen, wo die Exponenten b irgend welche Werte 0,1, .-, 7—1
haben, die nicht simtlich Null sind, und j* ein Ideal aus % ist. Es ist
zunichst leicht zu erkennen, daB j* nicht Hauptideal in % sein kann, daB
also keine Relation:

(10) (M)b (Mva+1)b=’+l o e (Mml)bm’ = ,iE

gelten kann, wo 7 eine Zahl aus ¥ und E eine Einheit aus K ist. Denn
potenziert man (10) symbolisch mit (1 — S), so ergibt sich:

(11) £ (Honga)Porst - - - ()P = B9
und hieraus schlieBt man mit Hilfe der fundamentalen Eigenschaft des
Systems relativer Grundeinheiten, daB b = b,xy1 = - -+ = by = O sein muB,

wenn man noch beachtet, daB ® nicht das Produkt aus einer Einheit mit
der ' Potenz einer Zahl aus % ist.

Da keine Relation (10) bestehen kann und andererseits das Ideal j*
aus (9) in K Hauptideal ist, so konnen hdchstens e, voneinander un-
abhingige Relationen (9) gelten, wenn I4 Idealklassen aus £ in K in die
Hauptklasse iibergehen. Daraus ergibt sich die Richtigkeit der Unglei-
chung (2).

T Die Ungleichung (2) gilt auch in dem Falle, daB o eine Einheit aus
— k ist. Denn in diesem Falle sind die Einheiten o, %, ---, 7, Relativ-
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pormen von Einheiten aus K, und wir knnen als Reprisentanten der v*
" unabhsngigen Einheitenverbinde, die Relativnormen von Einheiten aus K
entlialten, etwa die Einheiten o, 7;, - - -, 7pe—; Whlen. Dadurch, daB man
die iibrigen m"— v* + 1 Einheiten %, - - -, 7, durch diese ausdriickt, ge-
‘langt man zu m'— v* 4+ 1 Relstionen von der Art (8). Da jetazt wieder
gwischen M,e, My 41, -+ -, My hochstens e Relationen von der Art (9)
bestehen kéunen, gilt auch jetzt die Ungleichung (2).

§ b.
Obere Grenze fiir die Anzahl aller ambigen Komplexe in K.

Satz 3: Ist @ die Ansahl der umabhingigen ambigen Komplexe in K
wnid ¢ die Anzahl der Basisklassen der Klassengruppe von k, so gilt:
1) ale— 1.

Beweis: Ist I die Anzahl aller Einheiten, die Relativnormen von
ganzen oder gebrochenen Zshlen aus K sind, so gibt es v — v* unab-
hingige Binheiten in k, die Relativnormen von gebrochenen Zahlen sind.
Diese definieren v — v* ambige Idealklassen in K, die wir mit A4,, -+, Ae—oe
bezeichnen. Der Weg, auf dem man dieselben erhilt, ist genau derselbe
wie in dem Beweise zu Satz 20 meiner Abhandlung iiber die Reziprozi-
tategesetze.*) Bedeuten %, - - -, M,_,+ diejenigen Ideale, welche die am-
. bigen Klassen A4,,---, A,_ . definieren, und ist % ein belicbiges Ideal
eines ambigen Komplexes 4 aus K, so ist zu untersuchen, ob 2 einem
Produkt aus Potenzen von %, :--, ¥,_,» mit Potenzen der a* unab-
hingigen ambigen Idesle aus K und einem Ideal aus % dquivalent ist.

Es gilt:

@) qt-9= 84y,
wo O eine Zshl aus k und j ein Ideal aus % bedeutet. S bezeichnet eine
erzeugende Substitution der Relativgruppe von K in bezug auf .

Wir wollen nun zunéchst sehen, welchen Bedingungen die Ideale j,
die eine Beziehung (2) erfiillen, unterworfen sind. Wir stellen zu diesem
Zweck die Klassen in %, deren [* Potenz in % die Hauptklasse ergibt, in
der Gestalt dar:

%:0,1’...1_1
®) (@a-...@)z,(. A )

z,=0,1,...1—-1
indem wir:

4) 6f==c‘f“’, --oc:!‘==c‘:""1

setzen. Gehort nun | der Klasse ¢ an und ist:

e

*) Furtwangler, Reziprozititsgesetz, p. 23. )
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®) = (@ (e
80 kann man setzen:
(6) i = “rfx'lhl-l I r‘:elzh‘_l,

wo o eine Zahl aus & bedeutet. Andererseits ist nach (2)

=N (077,
wenn N, die Relativnorm in bezug auf % bedeutet; folglich
@ LACHRE ]

wenn ¢ eine geeignete Kinheit aus % bezeichnet.
Aus (7) folgt*®):

Cof et _ . (Fer el _
® () =1, () =

Unter den Indizes 4,,---¢, mdgen nun aus der Reihe der Indizes
m'+1,---m'+ e genau f vorkommen und zwar mogen dies die Indizes
9 m+ b, .- .m + &)
sein. Es folgt dann, wenn man die Bedingungen (4) in § 3 beachtet,
denen die q geniigen miissen, daB:

(10) &y =00, -2, =0(0)

gein muf; d. h. es gibt hochstens ¢ — f unabhingige Klassen in %, die
in K der (1—2S)* Potenz einer Klasse gleich werden. Unter diesen sind
¢, Klassen, die in K in die Hauptklasse iibergehen; geht aber j in K in
ein Hauptideal tiber, so folgt genau wie an der zitierten Stelle®*), daB
sicH'¥ in der oben angegebenen Weise ausdriicken 1i8t. Es kann dem- | -
nach in K hochstens ¢ — f — e, unabhiingige Klassen aus ambigen Kom-
plexen geben, die sich nicht aus den Klassen A4, -- A4, ,» und den aus
den ambigen Idealen in K entspringenden Klassen zusammensetzen lassen.
Es ist also

(11) a_S_a*+v—v*+‘e—-f—e!..

Alle Einheiten ¢ in & nun, die Relativmormen von Zshlen aus K sind,
miissen die Bedingungen:

&
(12) (5;) =L (aq) =1
'befriedigen. Da unter den Indizes 4,, - - - ¢, f Indizes aus der Reihe m'+ 1,
-+ m + e vorkommen, folgt aus (12) _
(13) v <M —t4fim n-F 0
Addiert man jetzt endlich (2) des vorigen Paragmphen und (11) und (13)
aus diesem Paragraphen, so ergibt sich a <e— 1.

*) Furtwiingler, Reziprozititegesetz, Satz 15, p. 16.
*) Furtwingler, Reziprozititegesetz, p. 24.
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§ 6.

Fiir welche Primideale in % hat eine singuliire Primirzahl
den Restcharakter 1?

Von ausschlaggebender Bedeutung fiir die folgenden Entwicklungen
ist die Beziehung, welche die singuliren Primirzahlen in & zur Einteilung
der Ideale in Klassen besitzen. Es zeigt sich nimlich, daf eine bestimmte
singuldre Primédrzahl @ nur von solchen Primidealen %~ Potenzrest _sein
kann, die einer bestimmten Untergruppe der Klassengruppe von & an-
gehoren. Die Entscheidung tiber die Frage, ob ® Rest oder Nichtrest
eines gegebenen Primideals p ist, hiingt also davon ab, welcher Ideal-
klasse p angehort.

Um den angedeuteten Zusammenhang aufdecken zu kénnen, miissen
wir zunichst noch einige Festsetzungen treffen. Es sei P ein beliebiger
ambiger Komplex in K, der nicht der Hauptkomplex ist, und es moge
in K die Aquivalenz gelten:

P Qu-of,

wo ¢ einen Komplex aus K bedeutet. Dagegen moge es keinen Komplex
R in K geben, der die Aquivalenz:

Pr\.a R(I_S)

befriedigt. Ich nenne dann kurz p den Exponenten des ambigen Kom-
plexes P. Die Moglichkeit einer solchen Definition ist ersichtlich, wenn
man bedenkt, daf nicht fiir beliebig hohe Werte von p eine Aquivalenz
der angegebemen Art erfilllt sein kann, weil die (1—S)*™ symbolische
Potenz eines Komplexes immer auch die I** wirkliche Potenz eines Kom-
plexes ist. Ich bestimme in K jetzt a unabhingige Komplexe in folgender
Weise:

Ich wihle zunichst einen ambigen Komplex P, in K, dessen Ex-_
ponent p; von keinem KExponenten eines anderen ambigen Komplexes
iibertroffen wird, darauf einen von P, unabhingigen ambigen Komplex P,,
dessen Exponent von keinem Exponenten eines von P, unabhingigen
Komplexes iibertroffen wird usf. Der letzte so auszuwihlende Komplex
ist mit P, zu bezeichnen; er hat einen Exponenten p,, der von keinem
Exponenten eines ambigen Komplexes unterschritten wird.

Es gelten dann in K Aquivalenzen folgender Art:

@) P~ Qu-9% (1=1,2,--a)

wo @, gewisse Komplexe aus K bedeuten, und die Exponenten p; er-
fiillen die Bedingungen:

p+1

PPy 2Py
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Mit Hilfe der vorstehenden Festsetzungen konnen wir folgenden Satz
aussprechen :

Satz 4: Ist J ein Ideal aus K und J*-9 einem Idealquotienten von
der Gestalt:
2) QRO QFa®

dquivalent, wo F,(S), - - - F,(S) gance ganzzahlige Funktionen von S :smd,
so ist auch J einem Idealquotienten dieser Gestalt dGquivalent. Dabei be-
deutet | ein Ideal aus k,Q,, -, Q, Ideale aus Klassen in K, die resp.
den Komplexen @, - -, Q, angehiren; diese sind, wie im vorsichenden er-
lautert ist, durch (1) bestimmd.
Beweis: Wir betrachten zunichst den Fall, daf fiir s#mtliche
Funktionen F' gilt:
F)=00) (i=1,-- a.
Wir kénnen dann auch annehmen, da8 die simtlichen Funktionen F'(S)
durch (1—58) teilbar seien; denn es gilt
(3) O ~ a, Qu-=9 Gi(S)’
wo ¢, die Relativnorm von £, und G,(S) eine ganze, ganzzahlige Funktion
von § bedeutet. Die Richtigkeit von (3) erkennt man leicht, wenn man
die Funktion
l__(1+5’+...,gz—1)
nach Potenzen von (1—S) entwickelt. Wir setzen daher jetzt:
F(S) = — (1-S)F(8),

wo die Funktionen F”;(S) wieder ganze, ganzzahlige Funktionen von S sind.
Bezeichnet man dann den Ausdruck:

Fy () Fy(S
Dq e Qa a(8)

(3309~ §
d. h. I’ gehort einem ambigen Komplex an, woraus sich ohne weiteres
die Richtigkeit unserer Behauptung in dem betrachteten Falle ergibt.
Wir nehmen zweitens an, daB nicht simtliche Funktionen F, (1)
durch ! teilbar sind und zwar sei F, die erste unter den nicht teilbaren; ich
setze dann wieder voraus, daB simtliche Funktionen F(S), -« F,_(S)
durch (1—8) teilbar sind, was nach (3) gestattet ist. Ich potenziere jetzt
die vorausgesetzte Aquivalenz:

- .~ F, Fy_
3(1 9o ID{ s . Db—bl 1(6')be(5’)_ .. Qfa(s)

mit ¥, so gilt offenbar:

symbolisch mit (1—8)». Ich erhalte dadurch eine Aquivalenz von folgen-
der Gestalt:

4 @)U j AP AT e
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wo {, ein Ideal aus k, " einen leicht angebbaren Idealquotienten aus K
und U, A, -+ A, Ideale aus Klassen der ambigen Komplexe P,, -+, P,
bedeuten. Da der Expounent ¢, wegen F, (1) == 0 (I) nicht durch 7 teilbar
ist, so steht die Aquivalenz (4) in Widerspruch mit unserer Festsetzung
iiber die Auswahl der Komplexe P, Denn sie lehrt, daf es einen von
den Komplexen P, ---, P,_, unabhingigen ambigen Komplex gibt, dessen
Exponent grofer als p, ist. Der angenommene zweite Fall ist deshalb

unmdglich; hiermit ist unser Satz vollstindig bewiesen.
Satz 5: Ist p ein Primideal aus k mit der Eigenschaft (%)‘ =1, so

gehort p eimer durch o wollig bestimmiten Untergruppe der Klassengruppe
von k an, deren Grad den Betrag I'~' nicht ubersteigt.

Bewets: Ich bezeichne die Klassen in %, in die die Relativnormen
von £, -+, O, hineinfallen, mit ¢,, --- ¢,. Bezeichne ich dann die
kleinste Gruppe, der diese Klassen und auflerdem simtliche /!® Potenzen
von Klassen in % angehtren, mit &, so hat G hochstens den Grad I*-1.
Denn da a <e—1 ist, so konnen hochstens e — 1 Basigklassen von %
durch Produkte aus Potenzen von ¢, ---, ¢, dargestellt werden; es muB
daher sicher eine Basisklasse in G fehlen und der Grad von G ist daher
hochstens 1~ Das Primideal p gehdrt aber, wie leicht einzusehen ist,

zu einer Klasse aus G. Denn wegen (%)I——= 1ist p in K(Vo, k) zerlegbar.

Ist P ein Primfaktor von p, so gibt es sicher einen Exponenten b, so
daB die Aquivalenz

(5) ;Bm(l -5 1

in K gilt, wo ¢, == 0(l) ist. Daraus folgt nach Satz 4, daB P« einem
Ausdruck von der Gestalt (2) dquivalent ist, woraus man sofort erkennt,
daB p zu einer Klasse der Gruppe G gehort. Von der Gruppe G, die
durch o vollstindig bestimmt ist, wollen wir sagen, daB sie zu @ gehdrt.
Der Grad der Gruppe G ist genau gleich I*~1. Die Richtigkeit dieser
Tatsache wird sich aber erst im nichsten Paragraphen ergeben. Ich trage
diesem Umstande dadurch Rechnung, da8 ich jede Gruppe, die G enthilt
und deren Grad nicht groBer als I*~! ist, als zu » gehOrig bezeichne.

§ 7.
Die Unverzweigtheit der Korper K.
Wir konnen nunmehr zu deni Nachweis iibergehen, daB in bezug auf
den gegebenen Grundkdrper % genau e voneinander unabhingige wunver-

sweigte Korper vom Relativgrade ! existieren. Wir beweisen zu diesem
Zweck zunsichst, daB sicher ein solcher Korper existiert.
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Ist der in den vorigen Paragraphen betrachtete Korper K (Ve, k)
nicht unverzweigt in bezug auf %, so wihle man ein zweites System von
Primidealen q';, - -+, q,.,,, das ebenfalls die Bedingungen (4) in § 3 be-
friedigt. Man gelangt dadurch zu einer primiren Zahl w’, die von o ver-
schieden ist. Ist jetzt der Koper K (11/5', k) unverzweigt in bezug auf £,
so ist unsere Behauptung bewiesen; ist er verzweigt, so schlieBen wir
aus Satz D, daB zu ®" eine Untergruppe G’ gehort, die von G ver-
schieden sein muB. Wire nimlich G = G, so wiirde man dadurch zu
einem Widerspruche mit Satz 1 kommen. Denn bezeichnet man alle
Primideale, fiir die

[0
(5) P L,

mit p, und diejenigen, fiir die

( )=1=1 (—)—-1 mit p’,
so gilt bekanntlich:

11 1
2 byl log —-+7() (>1)

®)

1 1—1
Z’nm.—---- gL () (>1)

®)

1 ’ )
2 (D) n(p 1? log s—1 +fE+f (). (s>1)

(v )

f(s) und f’(s) haben die bekannte Bedeutung. Da die Primideale p simt-
lich von den Primidealen p’ verschieden sind und beide Arten zu Klassen

aus der Gruppe G = G’ gehéren, so involviert Gleichung (1) einen Wider-
spruch gegen Satz 1, weil

@) ?’—Z;—l- >%, wenn 1> 1 ist.

Wir kénnen nun den begonnenen ProzeB beliebig fortsetzen, indem
wir immer neue Systeme von Primidealen q mit den Eigenschaften (4)
in § 3 wihlen. Ich behaupte, daB wir dadurch sicher zu einer priméiren

Zshl o, gelangen miissen, welche einen unverzweigten Korper K Vo, k)
in bezug auf k definiert. Denn wire dies nicht der Fall, so miiten, da
nur eine endliche Anzahl Untergruppen der Gruppe der Klassen von %
existieren, sicher in der Reihe der erhaltenen primiren Zahlen zwei auf-
treten, zu denen dieselbe Untergruppe der Klassengruppe von k gehort.
Dies ist nach den eben gegebenen Ausfiihrungen unmoghch und daher
unsere Behauptung bewiesen.

Mathematische Annalen. LXIII. 2
.o
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Wir haben jetzt noch zu zeigen, daB genau e voneinander unab-
hangige unverzweigte relativzyklische Kdorper vom Relativgrad ! in bezug
auf % existieren.

Wir nennen ein System von Korpern unabhingig, twenn keiner in dem
aus der Gesamtheit der ibrigen Korper cusammengesctsten Korper ent-
halten ist.

Wir haben im vorhergehenden geeehen, daB es in bezug auf i einen

unverzweigten Korper K, (Vw,, k) gibt. Es sei:

" “mite
@pu= & Elie

WO &, -, &we die friher angegebene Bedeutung haben und es sei der
Exponent u; von Null verschieden. Es gibt nun in dem froher be-
trachteten System von Zahlen (6) in § 3 I*~'+¢ verschiedene Zahlen und
deshalb anch, wenn e > 2 ist, sicher zwei Zahlen derselben Art, fir die
der Exponent von & denselben Wert hat. Der Quotient dieser beiden
Zahlen liefert dann eine primire Zahl o), fir die der Expouent von ¢
Null ist, und die deshalb sicher einen von K, unabhiingigen Relativkdrper
in bezug auf k definiert. Ist dieser unverzweigt, so ist der zweite der
gesuchten e Korper gefunden; ist er verzweigt, so wiederholen wir die
Betrachtungen der ersten Hailfte dieses Paragraphen, indem wir jetat
aber nur solche primiire Zahlen heranziehen, fiir die der Exponent von
g, Null ist.

Wir kommen dadurch sicher zu einer primiren Zahl @,, die einen
von K, unabhiingigen unverzweigten Korper K, (Vw,, k) definiert. Dies
Verfahren kdnnen wir fortsetzen, wenn e > 8 ist.

Ist nimlich in dem Ausdruck fir @, der Exponent von s von Null
verschieden, so bestimmen wir in der geschilderten Weise eine primére
Zahl o,, die einen unverzweigten Korper K (Va,, k) in bezug auf k de-
finiert und bei der die Exponenten von & und s Null sind; K, ist daon
von K, und K, unabhingig. So kdnnen wir offenbar fortfahren, bis
wir ¢ unsbhingige, in bezug auf k¥ unverzweigte Kdrper vom Relativ-

grad | erhalten haben, da das Zahlensystem (6) in § 3 I**'+¢ verschiedene
~ Zahlen enthalt.

Wir haben jetzt noch nachzoweisen, daB es nicht mehr derartige
unabhingige Korper gibt. Wir miissen zu diesem Zweck die Unter-
gruppen der Klassengruppe von & vom Grade I*-! und ihre Zusammen-
gehorigkeit mit den im vorigen betrachteten primiren Zahlen m etwas
piaher untersuchen.

Die Klassengruppe von & war:

3) & (=0,1,..., r“"l)’ B+hy+ -+ h =N
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Jede Untergruppe von % vom Grade I*—*' liBt sich dann durch eine
bestimmte Kongruenz

*) figy -+ f,2,=0()

charakterisieren, wo die f;,---,f, feste ganze rationale Zahlen bedeuten,
die nicht simtlich durch ! teilbar sind; d. h. man erhilt alle Klassen der
Untergruppe und jede nur einmal, wenn man die Exponenten z,,---, 2,
in (3) alle Werte durchlaufen 14Bt, welche der Kopgruenz (4) geniigen..
Man erkennt dies leicht, wenn man bedenkt, daB die Untergruppe als
Abelsche Gruppe selbst eine Basis besitzt, und dann die Klassen dieser
Basis durch ¢, - - -, ¢, darstellt.

r¥—1

Eine leichte Abzihlung vermittelst (4) lehrt dann, daB es ;—

verschiedene Untergruppen vom Grade *-! in der Klassengruppe gibt;
andererseits folgt aus der Existenz der Zablen o, ---, ©,, daB es

mindestens f:

bezug auf % gibt. Da nun aber zu zwei verschiedenen Korpern nicht
zwei gleiche Untergruppen gehdren konnen, weil man sonst in der zu
Anfang dieses Paragraphen ausgefilhrten Weise zu einem Widerspruch
mit Satz 1 kommen wiirde, so lassen sich die verschiedenen unverzweigten
Korper und die Untergruppen eindeutig zuordnen. Daraus folgt zugleich,
daB weiter keine unverzweigten relativzyklischen Korper vom Relativgrad !
in bezug auf % existieren konnen und daB zu jedem solchen Korper eine
Untergruppe der Klassengruppe von % gehort, die genau den Grad *—* hat.

1 . . w . .
; verschiedene unverzweigte Korper vom Relativgrade I in

§ 8.

Die genaune Anzahl der ambigen Komplexe und die Einheiten in
den Korpern K.

Satz 6: Die Anzahl der unabhingigen ambigen Komplexe in

Kj(V‘”}" k) (j=1r2""7 8)
ist gleich e — 1.

Beweis: Wir werden im folgenden den Index j immer fortlassen,
da die Ausfihrungen gleichmiBig fiir die ¢ Kérper K, - - -, K, gelten,
und die in den vorigen Paragraphen gebrauchten Bezeichnungen an-
wenden. Es mogen @, -, @, die durch (1) in § 6 definierten Komplexe
aus K sein und A4, -, 4, mogen Idealklassen aus den Komplexen
Q, -, @, sein. Es sind dann simtliche Idealklassen aus K in der
Gestalt darstellbar:

(1) cAP® ... AL
2‘
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wo ¢ eine Klasse aus k und F;(S), ---, F,(S) ganze, ganzzahlige Funk-
tionen von S bedeuten. S ist die Substitution, durch die Vo in Ve
iibergefithrt wird. Bezeichnet man nun die Klassen in %k, in welche die
Relativnormen der Ideale aus A,,---, 4, hineinfallen, mit ¢, ---,¢,, s0
muB die Gruppe der Klassen in £, die ¢, -+, ¢, und auBerdem simtliche
lte» Potenzen von Klassen enthilt, vom Grade=l*—! sein.

Wiire aber @ <e — 1, so wire dies offenbar unmoglich; es ist also
notwendig

a=>e—1

‘und folglich wegen Satz 3:
(2) a=e—1.

Auch die Anzahlen v und v* lassen sich jetzt leicht bestimmen, wie
folgender Satz lehrt:

Satz 7: Haben v, v*, e, e, und m’ dicselbe Bedeutung wie in den
Sdtzen 2 und 3, so gilt
3) ! =m'—e + 1,
4) v=nm
oder i Worten:

Jede Einheit in k ist Relativnorm einer Zahl aus KV, k), dagegen
sind nur 1"—atl Einheiten Relativnormen von Einheiten aus K.

Beweis: Aus den Ungleichungen (2) in §4 und (11) in §5
folgt, wenn man beachtet, daB a* ¢ und f den Wert Null haben, und
a=e—1 ist:

(5) >m + 1 —e,

(6) v=>2vt4 e —1,

also auch ,
v=>m.

Da v nicht groBer als m’ sein kann, muB v =m’ sein. Aus (6)
folgt dann:
v*<m'+1—e,
v¥=m'—e + 1.

Aus der letzten Gleichung schlieBt man noch, daB e, mindestens
den Wert 1 haben mufl, d. h. daf es sicher eine Klasse in k geben muf,
die in k nicht Hauptklasse ist, aber in K in die Hauptklasse iibergeht.

also wegen (5)

§09.

Konstruktion des unverzweigten Korpers vom Relativgrad ¢, wenn
der Grundkoérper keine It* Einheitswurzel enthiilt.

Wir haben in den vorhergehenden Paragraphen immer vorausgesetzt,
daB der Grundkorper %k eine ! Einheitswurzel enthalte. Von dieser
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beschrinkenden Voraussetzung haben wir uns jetzt zu befreien, indem
wir folgenden Satz beweisen:

Satz 8: FEs set k ein belicbiger algebraischer Zahlkirper mit der
Klassenzahl ql¥, wo | eine ungerade Primzahl bedeutet und q zu 1 prim
wst.  Ist dann das System der g'** Potenzen der Idealklassen aus k in der
Gestalt darstellbar:

(h=¢ - (@=0,1,--, lhi_l)) byt -+ he=F,
so existieren in bezug auf k genau e unabhingige unverzweigte relativ-
2yklische Korper vom Relativgrad 1. Dasselbe gilt fiir | =2, wenn der
Korper K samt seinen konjugierten tmagindr ist.
Beweis: Ich erinnere zunichst daran, daB wir wieder das System
aller Klassen, deren g% Potenz in die Hauptklasse fallt, mit 1 bezeichnen

und in diesem Sinne die Aquivalenz a~ 1 verstehen. Ist dann I der
kleinste Exponent, fiir den die Aquivalenz

lhi
b ~1

gilt, so soll 1% der zum Ideal b oder zu der betreffenden Idealklasse ge-
horige Exponent heiBen. Ferner sei noch auf folgende Bezeichnungs-
weise hingewiesen, die weiterhin benutzt wird. Ist K ein beliebiger
Oberkérper von % nnd fallen die Relativnormen der Ideale aus einer
Klasse ¢ in K in die Klasse ¢ in %, so werde ich kurz ¢ die Relativ-
norm von C nennen und schreiben: )

20 = Ni (¢).
Wenn die Deutlichkeit nicht darunter leidet, kann bei N der obere oder
der untere Index fortbleiben.

Ich adjungiere jetzt zu dem Korper % die I* Einheitswurzel { und
bezeichne den Korper (k, £) mit %, dessen Relativgrad I’ in bezug auf % .
als Faktor von ! —1 zu ! prim ist. Aus dieser Tatsache folgt leicht,
daB jede Idealklasse aus k' in der Form ¢C darstellbar ist, wo ¢ eine
Klasse aus % bedeutet und C eine solche Klasse aus %, ‘die der Bedingung:

@ N =1
geniigh. Das gesamte Klassensystem von %' ist also “in der Gestalt:
(3) (€ C.

darstellbar, wo C eine beliebige Klasse mit der Eigenschaft (2) bedeutet,
Zwischen den Klassen ¢, - - -, ¢, kann in ¥ keine Aquivalenz von

der Gestalt: ;

“) o~ R

bestehen, wo C, eine beliebige Klasse aus dem System C, und B eine

beliebige Klasse aus %' bedeutet, auer wenn sémtliche a;, durch I teilbar
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sind. Die Unmdoglichkeit von (4) erkennt man, wenn man auf beiden
Seiten die Relativnorm in bezug auf % bildet. Es folgt daher aus § 7,
daB e unabhingige primire Zahlen w,,---, @, in % existieren, welche
unverzweigte relativzyklische Korper vom Relativgrad ! in bezug auf &’
definieren und respektive zu den durch die Kongruenzen:

x; =0(0)
definierten Untergruppen der Klassengruppe von %" gehdren. Ich be-

trachte jetzt den Korper (¥ 4 ®,) und will zunichst zeigen, daB er in
bezug auf k relativ-Abelsch ist. Bezeichnet man die erzeugende Sub-
stitution der Relativgruppe von k' in bezug auf % mit

. §= gl gr’
so gilt:
(5) =1, »=1().
Da nun die Untergruppe der Klassengruppe von &, zu der o, gehort,
gegeniiber s invariant ist, so muB dasselbe von dem Korper (K, Vw,)
gelten, d. h. es muB eine Beziehung:
(6) s0, = o
bestehen, wo @ eine rationale ganze Zahl und f eine Zahl aus & be-
deutet. Um zu zeigen, daB (¥, V/®,) in bezug auf  relativ-Abelsch ist,
hat man nachzuweisen, daB die Kongruenz:
(M a=r()
gilt. Wir setzen zu diesem Zweck:
(8) V=ppr,=ppry=---,
wo pg, pg, - - - die verschiedenen in !’ aufgehenden Primzahlpotenzen
bedeuten, und beweisen, daf die Kongruenzen
w = (1),
©) ar=r=(0),

gelten. Aus der Gesamtheit derselben folgt leicht die Richtigkeit von (7).
Denn da die Zahlen ,, 7y, - nicht sémtlich einen gemeinsamen Teiler
haben, so liBt sich die Gleichung:

Yrit st =1
durch ganze rationale y erfiillen und.es folgt dann aus (9)

an it = phnityarat- (l),
d h
a=r(l).
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Es geniigt, von den Kongruenzen (9) die Richtigkeit der ersten nach-
zuweisen, da der Beweis fiir die iibrigen sich analog gestaltet. Zu diesem
Nachweis miissen wir uns ein Primideal 3, in %’ verschaffen, das folgende
beiden Eigenschaften besitzt: 1) es muB in einer Idealklasse liegen, die
der Bedingung x;, &= 0(I) geniigt, wo z, den Exponenten von ¢, in der :
Klassengruppe von k' bedeutet; 2) es muB P, =P, sein, wenn wir .
mit s die Substitution s bezeichnen. Haben wir ein solches Primideal
gefunden, so ist die Richtigkeit der Kongruenz:

(10) ar =1 (1)

in folgender Weise einzusehen. Nach den Annahmen iiber P, gilt:

D) _ g%
) &)= e+
und folglich, wenn wir die Substitution " auf (11) anwenden:

(12 (457) =@

Daraus ergibt sich die Giiltigkeit von (10).

Wir haben also jetzt nur noch, um den Beweis vollstindig zu
machen, zu zeigen, daB ein Primideal B, in %" mit den oben angegebenen
Eigenschaften existiert. Wir betrachten zu diesem Zweck den Ober-
korper k, von k, der zu der Gruppe (saq l)x (x=0,1,---, r,—1) gehort.
Derselbe ist relativzyklisch in bezug auf £ vom Relativgrad p% und be-
sitzt einen Unterkdrper Uk,, der relativzyklisch vom Relativgrad p, in
bezug auf % ist. Ich behaupte nun, daB es in einer Klasse von %, die
der Bedingung a, == 0(l) geniigt, ein Primideal gibt, das in Uk, und
folglich dann auch in %, Primideal bleibt. Bezeichnet némlich %P, ein
beliebiges Primideal aus Uk, so gilt

D w08 = +AO) (s> 1)
und daher

1 1 1
2y~ 708 =1 + RO, (s>1)

=N (B)
gesetzt wird. Bezeichne ich andererseits alle Primideale in %k, die in
einer Klasse mit x, % 0(l) liegen, mit ¢;, so folgt aus Satz 1:

I—
2 n(lq,->‘—2~ 7 log 25 +£4(6) (s > 1).

Die Funktionen f(s) bleiben endlich, wenn sich s der Grenze 1 nihert.

wenn

Da l——-;—1>% ist, so ergibt sich somit, daB unendlichviele Primideale
.

~ - A . y -
A AT B T T P R
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aus einer Klasse, die der Bedingung z; * () genﬁg‘t, .in Uk, und
deshalb in %, Primideale bleiben. Ist p, ein solc'hes Primideal und P,
ein Primfaktor desselben in %, so erfiillt B, die beiden oben angegebenen
ingungen. —
Bedu‘l?%?r iaben damit bewiesen, daB der Korper (%, f/ ®,) in l?ezug auf k
. relativ Abelsch vom Relativgrad 1'] ist. Die Relativgruppe bes1tz§ deshalb
eine ausgezeichnete Untergruppe vom Grade ', zu dgr der K(')rper K,
gehoren moge. K, ist dann relativzyklisch vom Relatn-fgmd l. in bezug
auf % und unverzweigt, wie sich leicht zeigen laBt. Gm.ge némlich das
Primideal p aus % in der Relativdiskriminante von K, in bezug auf %
auf, so miiBte p in K, in I gleiche Primfaktoren zerfallen. Wenn man
dann p in (¥, Vo) zerlegt, so miiBten sich die Primfaktoren n Syste:ge
von je ! gleichen anordnen lassen. Dav,raus_~ wiirde folgen, daB es ein
Primideal B in &’ geben miifite, das in (¥, Vo,) in 1 gleiche Primfaktoren
zerfallt, was unmdglich ist. Es ist also K, in bezug auf % unverzweigt.
Verfihrt man jetzt in derselben Weise mit (¥, V), (¥, Vay), - - -,
wie wir es eben mit (¥ Vo,) getan haben, so erhilt man die Korper
K,, K,, ---. Das System der Korper
Kl: ‘Ksy Y K,
liefert dann e unverzweigte unabhingige relativzyklische Korper vom
Relativgrad ! in bezug auf X, womit unser Satz bewiesen ist.

§ 10.

Konstruktion der unverzweigten relativquadratischen Korper,
wenn unter den konjugierten Kdérpern des Grundkirpers % reelle
vorhanden sind.

- Die bisherigen Entwicllungen bezogen sich auf den Fall, daB [ eine
ungerade Primzahl ist; sie gelten, wie bereits erwihnt ist, auch fir /=2,
wenn noch die weitere Voraussetzung erfillt ist, daB der Grundkdrper
nebst allen konjugierten imaginar ist.” Ist das nicht der Fall, so sind be-
sondere Entwicklungen nétig, die in diesem Paragraphen gegeben werden
sollen. Es geniigt jetzt, wenn man alle unverzweigten relativquadrati-
schen Korper erhalten will, nicht mehr der gewshnliche Aquivalenzbegriff,
sondern es ist der von D. Hilbert*) eingefithrte schirfere Aquivalens-
begriff zugrunde zu legen, nach dem zwei Ideale nur dann dquivalent
heiBen, wenn ihr Quotient als total positive®™*) Korperzahl darstellbar ist.

%) Rel. Abelsche Zahlk., § 5.

**) Eine Korperzahl heiBt total positiv, wenn ihre sdmtlichen konjugierten
Zahlen, soweit sie reell sind, positiv sind. ’
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Es sei noch bemerkt, da im folgenden, wenn von den zu % konjugierten
Korpern die Rede ist, immer der K&rper % einbegriffen ist.

Wir nehmen an, daB der Grad des Korpers & gleich m sei und daB
sich unter den konjugierten Korpern s reelle befinden. Wir haben dann zu-
nachst noch eine fiir ¥ charakteristische Zahl p zu definieren, wohei wir
festsetzen, daB die zu einer Zahl o aus % konjugierte Zahl, die in dem
mit & konjugierten Korper k) liegt, mit o bezeichnet werden soll.

Es sei ¢ eine Einheit aus %, unter deren konjugierten sich wenigstens
eine negative befindet und zwar sei dies &® in k®); es sei dann & eine
solche Einheit, daB &) positiv und &) negativ ist; weiter sei & eine
solche Einheit, daB &® und &;* positiv sind und &) negativ usw. Die
letzte auf solche Weise zu wihlende Einheit sei &),; es folgt dann, daf
jede Einheit ¢ in %, deren konjugierte in k®), ... Ek(» %positiv sind, auch
in den noch iibrigen reellen Koérpern s+, - - -, ki positive konjugierte
Einheiten hat. Die Zahl p 148t sich auch in folgender Weise charakte-

m+ s
2

ist. Nimmt man zu diesen noch eine Einheitswurzel aus k hinzu, deren
Quadratwurzel nicht in % liegt, so erhilt man 2™ Einheitenverbinde in £,
. unter denen sich mindestens 2™ —¢ Verbinde von total positiven Einheiten
finden. Ist s—p=p >0, so wird diese Minimalzahl tiberschritten und
es gibt in & genau 2™-? Verbinde von total positiven Einheiten.

Aus den im vorstehenden fiir den Korper k& gemachten Annahmen,
die keine Beschrinkung enthalten, folgt, daB man zu jeder Zahl « in %
eine Einheit ¢ so bestimmen kann, daf die Zablen (sa)@, - --, (ea)¢s
positiv werden. Daraus folgt, daB zwischen den Klassenzahlen 2* und 2%
von %, von denen die erste im engeren, die zweite im weiteren Sinne ver-
standen sei, die Beziehung besteht:

2h = 2M. ¢ p'=35—p.

risieren. Die Anzahl der Grundeinheiten von k ist m'— 1, wo m’ =

Es mbge nun das Klassensystem von %, wenn der engere Aquivalenz-
begriff zugrunde gelegt wird, in der Gestalt:

Cp - Cleds - - dg,e’(xi=0,1,~--, 2% —1; 4,=0, 1); hy+ -+ +h,+€=h,

darstellbar sein, wo dy, - - -, d, solche Klassen bedeuten, die bei Zugrunde-
legung des weiteren Aquivalenzbegriffes in die Hauptklasse fallen. Die
Erhohung der Klassenzahl in % bei der schirferen Fassung des Aquivalenz-
begriffes kommt also dadurch zustande, daB erstens ¢’ neue Basisklassen
zur Klassengruppe hinzutreten und daB zweitens ¢’ = p’—¢ Basisklassen
in & eine Verdoppelung ihres Exponenten erfahren. Die Bezeichnung der
Klassen moge so gewshlt sein, daB dies die Klassen ¢, -- -, ¢, sind.



26 Pu. ForrwiNeLER.

Wir behaupten jetet, daf genaw e + ¢ unabhingige unverzweigte relativ-
quadratische Korper in bezug ouf k existieren.

Zum Beweise bezeichnen wir die Grundeinheiten in %, zu denen noch
eine Einheitswurzel, deren Quadratwurzel nicht in % liegt, hinzugenommen

"‘js ist. Die Gesamtheit der Einheiten-

ist, mit &, .-, &, wo m'=
verbéinde ist dann in der Gestalt:

W o e

darstellbar, wo £ alle Einheiten aus % durchlauft; wir wollen uns dabei
die Bezeichnung so gewihlt denken, daB ¢,,,, - - -, &, total positive Ein-
heiten sind. Wir bezeichnen ferner mit r,, - - -, r, Ideale aus den Klassen
€y +++y ¢, und setzen

ol =1 __ gher—1 __ oher 41 __ ohe __
Ty =08 1 Qey T 'i; = Q¢ 4+1, * "y T7°= 0o,

wo die GréBen g, - - -, g, Zahlen aus % bedeuten, die nicht Quadrate von
Zahlen sind. Wir schreiben nun:

Ep1 =01y Egpe = Q¢
und bestimmen "+ ¢ — p Primideale g, derart, da:

By i’_)_ t=p+1,.--., m4e | )
(ql)"' 1 <qi s—l’ <j=1, 2, -, m+e L)

Man wihle darauf die Exponenten w so, daB

(1) ()
Gp+1Tp+1 =+ Wpr1 = (%p41),
(1)
qu+er"’m'+e (R Tw£n)+e— (%m’+e)
. wird, WO %,,4, ", %, Zahlen aus k bedeuten. Bildet man jetzt das-
System von Zahlen '
= . .. gtmire o+l L, L+
(2) 0 = 81 8m”n+e xpg-l x’llz"n +ee7

indem man die » den bekannten ¢ Bedingungen unterwirft, damit kein

Faktor der Ideale 1,,---, 1, in der Relativdiskriminante von (%, V@) in
bezug auf k aufgeht, so enthilt dasselbe im ganzen 22™+¢—# Zahlen. Da
nun im ganzen nur 2°™-¢ Arten von Zahlen in % existieren, so gibt es
e+ p’ unabhingige primére Zshlen von der Gestalt (2).¥) Wir be-
zeichnen mit:

* Primir nennen wir eine zu 2 prime Zahl, wenn sie dem Quadrat einer Zahl
aus k nach dem Modul 4 kongruent ist; dagegen fordern wir nicht, daB sie total
positiv sei, wie D. Hilbert fiir die Aufstellung der Reziprozitdtsgesetze im Korper
k definiert hat. In diesem Sinne sind auch seine Ausfihrungen auf p. 8378 der Rel.
Abelschen Zahlk., speziell Satz 9, zu berichtigen, da an dieser Stelle ebenfalls die
obige Definition der primiren Zahl anzuwenden ist.
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— g, Umiten o+l ., . ,"m te
031 81 t"\m’-y-e %p+1 xm’+e

eine solche und untersuchen jetzt den Korper K, = (%, Vo,). Es mogen
die Exponenten v, , - -+, v;, von Null verschieden sein, ferner moge @, in
n der reellen Korper k®), - .., k@) negativ werden und es mogen % Ideal-
klassen aus k in weiterem Sinne in K in die Hauptklasse (in weiterem
Sinne) tibergehen.*) Haben dann ¥, a, v*, v dieselbe Bedeutung wie
frither, so gilt die Ungleichung:

(3) a* <t—m' +v*+n+e—1.
Man erhilt dieselbe, wenn man zundchst in analoger Weise, wie es
D. Hilbert®*) fiir ungerades ! ausgefiihrt hat, ein System von m.; R
—

relativen Grundeinheiten von K, in bezug auf % konstruiert und dann
ebenso wie in § 4 verfihrt.

Um eine Ungleichung fiir a, die Anzahl der unabhéngigen ambigen
Komplexe in K,, zu gewinnen (bei ihrer Definition werde der weitere
Aquivalenzbegriff zugrunde gelegt), bezeichnen wir die Anzahl negativer
unter den Zahlen:

m({x), m&%), s mg’p)

mit n,; die Anzahl negativer unter den Zahlen:
wgzp+1), e, 03(1“)
ist dann n —=n,. Sind ferner unter den Indizes 4,,---, ¢ [ aus der
Reihe m' 4+ 1, -- -, m' 4+ e vorhanden, so gilt:
4) ala*+v—v¥Ffe—f—e,.
Die Uberlegungen zur Ableitung dieser Ungleichung sind véllig analog
denen in § 5.

Jede Zahl ¢ nun, die Relativnorm einer Zahl aus K, ist, muB die
Bedingungen *#¥):

(@) =1 =129

erfillen. Denn ist wf?) positiv, so ist das Vorzeichensymbol selbstver-
stindlich positiv; ist aber w{*) negativ, so folgt aus:

0 = (s, + 0y Vo) (s, — Y 0) = o} — e,

* Fir die Konstruktion der ersten ¢ unverzweigten relativquadratischen Kérper
geniigt der weitere Aquivalenzbegriff.
**) Algebr. Zahlk., § 56, p. 572.
***) Vgl. Hilbert, Rel. Abelsche Zahlk., § 6, p. 376.
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daB o) positiv ist; es ist also auch in diesem Falle das Vorzeichen-
symbol gleich + 1. Beachtet man dies, so ergibt sich:

®) v<m —t+f—n,.
Addiert man jetzt die Ungleichungen (3), (4) und (5), so folgt:
(6) aLle—14n—n,.

Um jetzt simtliche Ideale aus K, darzustellen, definiert man in ana-
loger Weise wie in § 6 die Ideale 0, ,,---, 0, in K, und zeigt wie
dort, daB fiir jedes Ideal J in K, eine Relation gilt:
™ = AjQRE . .. Qred)
wo A eine Zahl aus K, i ein Ideal aus %, ¢ einen ungeraden Exponenten
und S, die Substitution V@,| — Vo, bedeutet.

Ist nun ¢ > 0, so kann man offenbar, da ¢ + »" unabhingige primire
Zahlen o zur Verfigung stehen, @, so wihlen, daB die simtlichen Zahlen
wlP+?, ..., @ positiv werden. Es ist dann % = #, und folglich:

ale—1.

Aus der letzten Ungleichung schlieBt man mit Hilfe von (7), daB alle
Primideale p in %k mit der Eigenschaft ( )— 1 in einer Untergruppe

vom Grade 2*—! (oder 2¥~! bei Z ugrundelecrung des weiteren Aquivalenz-
begriffes) der Klassengruppe von % liegen, die durch eine Kongruenz:
az + -+ az,=0(2)

definiert wird. Darans schlieBt man in bekannter Weise die Unverzweigt-
heit von K,. In gleicher Weise wie K, kann man noch ¢ — 1 unab-
hingige unverzweigte relativquadratische Korper K, - - -, K, konstruieren
durch Benutzung der priméren Zahlen w,, - - -, @,, die ebenso wie o, die
Eigenschaft haben, daB ihre konjugierten in den Korpern A e+, ..., k%)
samtlich positiv sind.

Wir haben jetzt noch p’ unabhingige primire Zahlen aus (2) zur
Verfiigung und wollen zeigen, daB man mit ihrer Hilfe noch genau ¢
unabhingige unverzweigte relativquadratische Korper in bezug auf % kon-
struieren kann. Ich wihle zu diesem Zweck eine Zahl 0, aus der Klasse
d, des Klassensystems df: - - . d%, die nicht Hauptklasse im engeren
' Smne ist, und normiere 0, durch Multi ltiplikafion mit einer Einheit so, daf
die zu ¢, Mten Zahlen in. den Korpern k&, - k(‘p) “positiv sind.
Es muB dann unter den Zahlen: i
® et ., 9
sicher eine negative sein; man kann ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit annehmen, daB die erste unter ihnen negativ sei. Ferner wollen wir
noch voraussetzen, daB die Klasse d, so gewihlt sei, daB unter den
Zahlen (8) moglichst wenige negative vorkommen.
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Unter den p' unabhingigen primiren Zahlen aus (2), die noch zur
Verfugung stehen, gibt es nun keine einzige mehr, deren simtliche kon-
jugierte in den Korpern Ke+1 ... k% positiv wiren. Denn sonst konnte
man noch einen unabhingigen Korper von der Art der Kérper K, - -, K,
konstruieren, was unmdglich ist. Denn es existieren in der Klassengruppe
von k im weiteren Sinne nur 2¢— 1 Untergruppen vom Grade 2%-1
denen die 2¢ — 1 konstruierten unverzweigten Kérper eindeutig zugeordnet
sind. Es folgt daraus, daB man stets eine primére Zahl ®,,, von der
Gestalt (2) angeben kann, so daB o'7y+ negativ und ol?;?, ..., @l®
positiv ausfallen. Wir untersuchen jetzt den Kérper K, , = (k Ve,..)
und behaupten, daB die Anzahl der ambigen Komplexe in ihm griBer als
e— 1 ist. Wire sie ndmlich gleich oder kleiner als ¢ — 1, so wiirde
folgen, daB der Korper K, +1 20 einer Untergruppe der Klassengruppe von
k gehdrt, zu der bereits ein unverzweigter Korper konstruiert ist, was

unmdoglich ist. Es gilt also fiir K, ,:
a=e,
andererseits folgt aus (6), da n —n, =1 ist,
ale,
es ist also die Anzahl der ambigen Komplexe genau gleich e. Daraus
schlieBt man, dafl
9) v=m —t+f—mn
ist; denn nach (4) ist v nicht kleiner und nach (5) nicht groBer als die

rechte Seite von (9). Die Ideale in K, , lassen sich nun wieder in der
Form darstellen:

(10) Qe = Aj&:),fx(sl) C Qfe(sl),

wo die Bezeichnungen die analoge Bedeutung wie in (7) haben. Die
Ideale £, - - -, 0, kann man sich so gewihlt denken, daB ihre Relativ-
normen resp. in die Klassen ¢, - - ¢, fallen. Ich behaupte jetzt, daB
die Relativnormen von Zahlen aus K, , nicht in die Klasse d, fallen .
konnen. . Ist nimlich « die Relatwnorm einer beheBlgen Zahl A aus &, /2
0 gllt zunachst fiir jeden Index ¢:

(11) (oz: T(i)ﬂ) =1.

Um unsere Behauptung zu beweisen, normieren wir «, d. h. wir ver-
" wandeln « durch Multiplikation mit einer geeignet gewihlten Kinheit £,

aus % in eine Zahl, deren konjugierte in den Korpern B, .. KCP positiv
sind. Wir wollen zeigen, daB wir dies 'stets mit Hilfe einer Einheit be-
werkstelligen konnen, die selbst Relativnorm einer Zahl aus K, , ist.
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Bedeuten nimlich 2%, - - -, 5% digjenigen unter den Korpern &™), - .., kC»,
in denen die zu o,,, konjugierten Zahlen negativ werden, so ist zunichst
klar, daB alle Einheiten £ welche die Bedingungen:

EYe1, .o, (B) =
(12) ()=t (q) 1
g? we g, (4
(13) <—1(y.)+1) = 1(9/n31>
befriedigen, Relativnormen von Zahlen aus K, , sind. Denn alle Ein-
heiten, welche diese Eigenschaft haben, miissen (12) und (13) erfiillen.
Es kann daher héchstens m’'— ¢ + f — », unabhingige Einheitenverbinde
geben, deren Einheiten Relativnormen von Zahlen aus K, , sind; daraus
folgt in Verbindung mit (9), daB alle Einheiten, welche die Bedingungen

(12) und (13) erfiillen, Relativnormen von Zahlen aus K, , sind.

@ oL
?

Es mogen nun unter den Zahlen ¢ , ¢?) im ganzen ' negative

vorhanden sein, die mit:

(1 4) a(xx), Ceey a(xn')

bezeichnet seien. Die gesuchte Einheit £, hat dann auBer den Be-
dingungen (12) und (13) noch die weiteren:

(15) £ ..., E9) negativ
zu erfillen. Um die Einheit £, bequemer darstellen zu kénnen, wollen

wir noch tiber die Einheiten &, -, &, in (1) eine besondere Verfiigung
treffen. Wir wollen uns ¢ so gewdhlt denken, dafB

£ ;i
x"l)(t_’f):4’, £§z¢)< O, eszj)>0 ('&73 j’:; :p)'
DaB diese Wahl, durch die die Ideale g; nicht weiter beriihrt werden,
stets moglich ist, erkennt man leicht, wenn man bedenkt, daB die Vor-
zeichenanordnungen, die sich durch die Reihen:
8(:“), < ney g(zp)
ergeben, wenn man ¢ alle Einheiten des Systems:
& e - &P, (w=0,1)
durchlaufen 1d8t, alle tiberhaupt moglichen sind. Setzt man jetzt:
Ee= Eoy * Exy 0 ¢ 0 Egyy
o ist &, eine Einheit der gewiinschten Art. Denn sie befriedigt die Be-
dingungen (12) und (15). DaB sie auch (13) befriedigt, folgt daraus,
daB alle Indizes z;, - - -, z,, von den Indizes y,, - - -, ¥,, verschieden sind.
Denn aus (11) und (14) folgt, da8: "
OO(%), ceey co("’n’)

O 2R
RA?
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positiv sind. Damit ist unsere Behauptung bewiesen, daB sich « mit
Hilfe einer Einheit normieren 1iBt, die Relativnorm einer Zahl aus K, ,
ist. /Ich kann daher direkt annehmen, daB o mormiert sei. Fiele nun «
in die Klasse d,", so wire ¢ mit 6, im engeren Sinne &quivalent und

folglich «?+? negativ. Da auch @(?}V negativ ist, so widerspricht dies
der Relation:
(‘ﬁ_‘?ﬁ}) =
1Gp+1)

Damit ist gezeigt, daB « nicht in der Klasse d,” liegen kann, und deshalb
folgt aus (10), daB alle Relativnormen von Ideslen aus K, , in einer
Untergruppe der Klassengruppe von ¥ vom Grade 2*~! liegen. Daraus
schlieBt man in bekannter Weise, daB K, , unverzweigt in bezug auf % ist.

Ist ¢ > 1, so kann man noch einen weiteren unverzweigten relativ-
quadratischen Korper in bezug auf % konstruieren. Wir nehmen zu diesem

Zweck an, daB K, , zu der durch die Kongruenz:

%=0(2)
definierten Untergruppe der Klassengruppe von % gehort, was offenbar
durch nachtrigliche Abéinderung der Bezeichnung der Klassen d stets
erreicht werden kann. Es sei nun 8, eine Zahl aus einer Klasse d,’ des

Systems d* - - - &7, die nicht Hauptklasse im engeren Sinne ist, und
zwar sei d, normiert. Es muBl dann unter den Zahlen:
(16) e, o

eine negative sein. Denn wiren alle Zahlen (16) positiv, so miiBten auch
alle Zahlen 0(?7+? ... 009 positiv sein, weil &, so gewihlt sein sollte,
daB unter den Zahlen (8) moglichst wenige negative vorkommen. Es
wire dann d, mit §, #quivalent, was der Wahl der Klasse dy’ wider-
spricht. Wir nehmen deshalb an, die erste der Zahlen (16) sei negativ,
und setzen auBerdem voraus, daB die Klasse dy’ so gewdhlt sei, daB sich
unter den Zahlen (16) moglichst wenige negative befinden. Wir wihlen
dann unter den p'—1 noch zur Verfiigung stehenden unabhingigen

primaren Zahlen aus (2)) eine solche w,,, aus, daB o!Z#? negativ und

P9, ... ¥, positiv ausfallen. Durch Multiplikation mit einer ge-
eigneten Potenz von ®,,, konnen wir es offenbar auch noch erreichen,
daB w(7}" positiv wird. Wir wollen also voraussetzen, daf unter den
Zahlen:

w2t OB,y @

nur die zweite negativ sei. Es lassen sich dann fir o,,, die ganz ana-
logen Uberlegungen durchfiihren wie fiir ®,,,, womit die Existenz eines
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zweiten unabhiingigen unverzweigten relativquadratischen Korpers in be-
zug auf k bewiesen ist. Den angegebenen Konstruktionsprozef kann man
offenbar fortsetzen und zu den Kérpern K, - - -, K, noch weitere ¢ Korper
K,,., ", K,,,. konstruieren, so daB damit im ganzen ¢ + ¢’ unabhiingige
unverzweigte relativquadratische Korper in bezug auf £ gewonnen sind,

deren Existenz wir beweisen wollten.

§ 11.
Der Aufbau des Klassemkirpers.

Wir haben jetzt durch die Entwicklungen der vorstehenden Para-
graphen die Bausteine gewonnen, aus denen wir den vollsténdigen Klassen-
korper aufbauen konnen.

Es sei die Klassenzahl h von k gleich lzi .. Z’?;‘, wo Iy, -+, I, ver-
schiedene Primzahlen sind; bei der Klassenzahlbestimmung ist der schir-
fere Aquivalenzbegriff zugrunde zu legen, nach dem zwei Ideale nur dann
dquivalent heiBen, wenn ibr Quotient eine total positive Kérperzahl ist.
Wir konstruieren dann, wie bereits in der Einleitung angegeben, unver-
zweigte relativ-Abelsche Korper in bezug auf % von den resp. Relativ-
graden l;’i AR Z”{:’. Durch Zusammensetzung dieser Kérper entsteht dann
der vollstindige Klassenkorper. Es geniigt, wenn wir hier die Konstruk-
tion eines solchen Kdrpers angeben. Wir setzen deshalb h = Z’;’l - g, Wo
q zu Iy prim sei, und verstehen unter /, eine beliebige Primzahl.

Es sei wieder das System der ¢** Potenzen der Idealklassen von %
in der Gestalt darstellbar: '

(c)k=cf‘ T g, (x{=0)1:"') lig,"‘l); h1++h,=k1,

und es werde wieder, wie frither schon, um der einfacheren Ausdrucks-
weise willen, das System aller Klassen, deren g¢* Potenz in die Haupt-
klasse fillt, mit 1 bezeichnet. Es mdge nun KP derjenige unverzweigte
Kérper vom Relativgrad I, in bezug auf % sein, der zu der durch die
Kongruenz «, = 0(l,) definierten Untergruppe der Klassengruppe von %
gehdrt.  Ist jetzb A/ > 1, also cp+ 1 in k, so ist in K die Aquivalenz
¢, ~ (% wo C eine beliebige Klasse aus K bedeutet, unméglich. Denn
:;u; der Annahme, daf K zu der genannten Untergruppe gehért, folgt,
8
N(C)~digp - -+ e in F

wo ¢ eine Klasse aus & und a,, - .-, a, ganze rationsle Zahlen bedeuten.
Es miiBte also auch gelten:
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c‘ll ~ ‘Nk(O‘l) ~ cl{(,a’tll . . c‘:a’x in k’
und hieraus wiirde folgen, daB
cil‘l cgnh e e czclx o~ 1 i_n k’

wo b, ---, b, wieder ganze rationale Zahlen bedeuten, von denen die
erste nicht durch [, teilbar ist. Da die letzte Aquivalenz unmoglich ist,
wenn ¢k + 1 in %, so ist auch die Aquivalenz ¢, ~ Ch in K unmoglich.

Fihren wir den Begriff des Klassenverbandes ein als eines Systems
von Klassen, das durch Multiplikation einer fest gegebenen Klasse mit
den I,*® Potenzen aller Klassen des Korpers entsteht, und nennen Haupt-
klassenverband denjenigen, der die [,*® Potenzen aller Klassen enthilt,
so konnen wir die vorstehenden Entwicklungen dahin zusammenfassen,
daB ¢, einen vom Hauptverbande verschiedenen Klassenverband in K{V
definiert. Es existiert dann, wie aus den Entwicklungen der vorigen Para-
graphen folgt, in bezug auf K ein unverzweigter relativayklischer Korper
KP vom Relativgrad 1, . ‘der zu der durch die Bedingung ,Exponent von
¢, durch [, teilbar“ definierten Untergruppe der Klassengruppe von KP
gehort. Bezeichnet man jetzt die erzeugende Substitution der Relativ-
gruppe von KV in bezug auf k¥ mit S, so folgt aus dem Umstande, daB
die genannte Bedingung gegentiber S, invariant ist, daB K{® ein relativ-?
Galoisscher Korper vom Relativgrad I} in bezug auf k ist. DaB er auch|’
relativ-Abelsch ist, folgt aus der Darstellung der Substitutionen semeﬂé—
Relativgruppe, die d1e Vertauschbarkeit derselben ohne weiteres erkennen
liBt. DaB er endlich relativzyklisch sein muB, folgt aus dem Umstande,
daB er nur einen relativzyklischen Unterkb'rper vom Relativgrad I, in
bezug auf %k besitzt. Denn unter den Abelschen Gruppen vom Grade 2
besitzt nur die zyklische die Eigenschaft, daB sie nur eine Untergruppe
vom Grade I, besitzt. Ist nimlich eine Abelsche Gruppe vom Grade 2
nicht zyklisch, so ist sie in der Gestalt

SalSau(x,=0,1,.-+, ,—1)

darstellbar und besitzt daher mehr als eine Untergruppe vom Grade I,.

DaB K{ nur einen Unterkdrper vom Relativgrad I, in bezug auf k,
ndmlich den Korper K, besitzt, ist nach der Konstruktion der Korper
beinahe selbstverstindlich. Besiie ndmlich K{® noch einen zweiten Unter-
kérper K, so wire dieser unverzweigt vom Relativgrad /, in bezug auf
%k und gehorte daher zu einer bestimmten Untergruppe der Klassengruppe
von %k, die von der durch die Bedingung x, = 0(l,) definierten Unter-
gruppe verschieden wire. K{» wiirde dann durch Zusammensetzung zweier
in bezug auf & unverzweigter Korper vom Relativgrad I, entstehen, nim-
lich der Kérper K und K,. Das ist unmoglich, wie aus folgender

Mathematische Annslen. LXIIIL. 3
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Uberlegung hervorgeht. Das Klassensystem des Korpers K 148t sich
nach § 6 in der Gestalt schreiben: )

Cg.zts,) R Cfe(sﬂ(c)kO’n}' o
wo C,, -+ -, C, Klassen aus K{V) bedeuten, deren Relativnormen in % in

(5 die Klassen ¢, - -, ¢, fallen; (¢), bedeutet das Klassensystem aus %k, und

4

A

’
C ¢ine beliebige Kl_assgmal_ls’_,_l_}y. F,(8,), -, F,(S,) sind ganze ganz-
gahlige Funktionen von S, vom Grade I, — 2. Die Kdorper Ky, ..., KV
nun, die unverzweigt vom Relativgrad I, in bezug auf % sind und zu den
Untergruppen 2, = 0(l,), - - -, #, = 0(l,) resp. gehoren, sind natiirlich auch
in bezug auf K{" unverzweigt und gehioren in K{) resp. zu den durch
folgende Bedingungen definierten ¢ — 1 Untergruppen der Klassengruppe

1).
von K F(1)=00), -+ F(1) =00,

Denn die Relativnormen aller Klassen aus KV, die z. B. der Bedin-
gung F,(1) =0(l,) entsprechen, liefern in k& die durch die Bedingung
#y = 0(1)) charakterisierte Untergruppe der Klassengruppe von %, und
analog fiir die itbrigen Indizes. Daraus folgt, daB K, in dem Korper
(Ew, K®, ..., K®) nicht enthalten sein kann, weil K; in bezug auf
K zu der durch die Bedingung ,Exponent von ¢ durch I, teilbar®
definierten Untergruppe der Klassengruppe von K gehért. Damit ist
gezeigt, daB K relativzyklisch vom Relativgrad 2 in bezug auf & ist.

Ist A, auch groBer als 2, also dfs ~+ 1 in k, so kann man das Ver-
fahren fortsetzen, und es gelingt auf dem angegebenen Wege, einen relativ-
gyklischen Korper vom Relativgrad l’;f in bezug auf %k zu komstruieren.
In analoger Weise konstruiert man die unverzweigten relativzyklischen
Korper Kg"g), cey Kf"«':') in bezug auf %k, die resp. die Relativgrade
l:'!', sy l:: besitzen, indem man mit den Klassen G+, ¢, ebenso
operiert wie oben mit ¢,. Durch Zusammensetzung der ¢ Korper ent-

steht ein unverzweigter relativ-Abelscher Kérper vom Relativgrad l’;i in
bezug auf %.

In entsprechender Weise erhilt man unverzweigte, relativ-Abelsche
Korper von den Relativgraden l’;ﬁ )ty l’:; in bezug auf k. Durch Zu-

sammensetzung aller dieser Korper erhilt man einen unverzweigten relativ-
Abelschen Korper vom Relativgrad % in bezug auf %, dessen Relativ-
gruppe offenbar seiner Entstehungsweise nach mit der Klassengruppe von
k holoedrisch isomorph ist. Wir haben damit folgenden fundamentalen
Satz bewiesen: :

Satz 9: Es. sei & ein beliebiger algebraischer Zahlkorper,
dessen Klassenzahl gleich h ist, wenn wir zwei Ideale als fiqui-
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valent betrachten, deren Quotient als total positive Kérperzahl dar-
gestellt werden kann. Es existiert dann in bezug auf % ein un-
verzweigter relativ-Abelscher Korper vom Relativgrad h, dessen
Relativgruppe mit der Gruppe der Idealklassen in % holoedrisch
isomorph ist. Dieser Korper heiBe der Klassenkorper von Z%.

§ 12.

Zusammenhang mit der komplexen Multiplikation der elliptischen
Funktionen.

Ist der Grundkérper % ein imagindrer quadratischer Kérper, so liefert
die Theorie der komplexen Multiplikation der elliptischen Funktionen
einen Relativkorper K in bezug auf %, dessen Relativgruppe ebenfalls
mit der Gruppe der Idealklassen von %k holoedrisch isomorph ist.*) Es
soll im folgenden kurz gezeigt werden, daB dieser Korper K, den wir als
Klassenkdrper der komplexen Multiplikation bezeichnen, identisch ist mit
dem arithmetisch konstruierten Klassenkdrper K in bezug auf k. Die
Eigenschaft von K, auf die wir uns bei dem Identititsbeweise stiitzen,
ist folgende: Ist p ein Primideal aus %, das nicht in der Relativdiskri-
minante von K aufgeht, und ist g der niedrigste Exponent, fir den die
Aquivalenz:

(1) Pl
in k gilt, so zerfillt p in K in —Z verschiedene Primfaktoren, wenn mit

h die Klassenzahl von % bezeichnet wird. *¥)

Wir konnen wieder ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
daB die Klassenzahl von % gleich I* sei, wo ! eine Primzahl bedeutet;
denn man kann, wie auch bei der Konstruktion des Klassenkorpers aus-
gefilhrt wurde, die einzelnen Untergruppen der Klassengruppe von %,
 deren Grade Potenzen verschiedener Primzahlen sind, fiir sich betrachten.
Es sei also das Klassensystem von % in der Gestalt darstellbar:

c?c;z...g:a (x..=1,2’-..’l",’)
und dementsprechend das Klassensystem von % = (%,£) in der Gestalt:
CH e e a,

wo d das System von Klassen bedeutet, deren Relativnormen in % in die
Hauptklasse fallen. Es bedeute wie oben K den arithmetischen Klassen-

*) Vgl. H. Weber, Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen, Braun-
schweig 1891, TII. Teil.
** H. Weber, L c, p. 444 u. 445.

3*
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kérper und K den Klassenkorper der komplexen Multiplikation und
es sei:

(K, )=K, (K,p)=K"

Die Koérper K’ und K’ setzen sich dann jeder aus e relativzyklischen
Kérpern in bezug auf ¥ zusammen, deren Relativgrade I, ..., PP sind.
Wir nehmen an, daB die Bezeichnung der Klassen ¢ so gewshlt sei, daB
hy 2 hy--->h, sei. Es gibt dann in K’ ¢ unabhingige relativayklische
Korper vom Relativgrad ! in bezug auf %, die durch Adjunktion von
f/t;l- SR ’Vmi erzeugt werden mogen, und zwar mige o, zu der durch
die Kongruenz x;=0(l) definierten Untergruppe der Klassengruppe von
K gehoren. Ebenso enthilt K’ ¢ unabhingige relativzyklische Korper
vom Relativgrad ! in bezug auf %, die durch Adjunktion von Va,,- -
‘Véz erzeugt werden mdgen, und zwar moge die Bezeichnung so gewihlt
sein, daf (1'/67,., k) als Unterkrper in einem in K’ enthaltenen relativ-
zyklischen Kiorper vom Relativgrad I liegt.

Es moge jetat hy =hy=--.=h, sein und h, , <h, Ich fasse
dann ein Primideal p aus %" ins Auge mit den Eigenschaften:

(1) (%—)z=1’”" (%%I):_:l’

wobei die Primideale, die in der Relativdiskriminante von K in bezug
auf % aufgehen, ausgeschlossen bleiben. Es gilt dann offenbar:
‘ Y l~l in F,
wo diese Aquivalenz wieder die Bedeutung haben soll, daB p™~* in einer
Klasse des Systems d liegt. Denn p liegt nach (1) in einer Klasse, die
der durch die Kongruenzen:

,=0,--,2,=0()
definierten Untergruppe der Klassengruppe von %" angehort. Es zerfillt
daher p in K’ in mindestens I*~"+! verschiedene Primfaktoren; daraus
folgt, da§ auch B :

. @,
@ (_pi)z=1’”" (-l;—)z:l
sein muB. Wenn aber die Gleichungen (1) fiir alle Primideale aus ¥’
(mit" Ausnahme einer endlichen Anzahl) die Gleichungen (2) zur Folge
haben, so muB: -

K1’ = (k,: ' @yy {/a’e') = (k'7 -‘V&Tu Y 1‘/6_#)

sein.¥) Operiert man jetzt mit K,' so weiter, wie wir eben mit__k'
operiert haben, so ergibt sich dadurch die Identitit von K’ mit K.
Daf dann aueh K und K identisch sind, ergibt sich wieder daraus, daB

-1

*) Furtwangler, Reziprozititsgesetz, Satz 26, p. 28.
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diese Korper zu derselben Untergruppe der Relativgruppe von K’ in bezug
auf k& gehoren. Hiermit ist folgender Satz bewiesen:

Satz 10: Ist &k ein beliebiger tmagindrer quadratischer Korper, so ist
der auf arithmetischem Wege zu k konstruierte Klassenkorper identisch mit
dem zu k gehiorigen Klassenkorper aus der Theorie der komplexen Multi-
plikation der elliptischen Funktionen. Der letzte ist daher umverzweigt in
bezug auf k.

§ 13.
Existenz von unendlich vielen Primidealen in jeder Klasse eines
Zahlkdérpers.

Auf Grund des Existenzbeweises fiir den Klassenkérper eines be-
liebigen Zahlkdrpers % kann man den Nachweis fiihren, daB in jeder
Idealklasse von % unendlich viel Primideale liegen. Wir zeigen es zu-
nichst fiir die Hauptklasse von K. Ist K der Klassenkdrper von % und
h die Klassenzahl von %, so zerfallen nur solche Primideale aus % in K
in % verschiedene Primfaktoren, die in % in der Hauptklasse liegen. Ist
B, ein beliebiges Primideal aus K, so gilt

(1) D g =g =5 1) (s> 1),
(B)

Daraus folgt, wenn man mit p; ein beliebiges Primideal der Hauptklasse

in %k bezeichnet: . ) )

@) D oy 28 =5 4O (s> 1).
(5

f(s) und f,(s) bedeuten Funktionen der reellen Veriinderlichen s, die fiir

s =1 endlich bleiben. Aus (2) folgt sofort unsere Behauptung.

DaB auch in jeder Klasse von % unendlich viele Primideale liegen
folgt durch einen ganz analogen Beweis, wie ihn Herr H. Weber in
seinen Untersuchungen iber Zahlengruppen in algebraischen Kérpern
(Zweite Abhandlung, § 1) gegeben hat.*) Wir konnen auf Grund der
Weberschen Entwickelungen, da alle wesentlichen Voraussetzungen hier
erfiillt sind, ohne weiteres folgendes Theorem aussprechen:

Satz 11: Durchliuft v, alle Primideale einer bestimmien Idealklasse
des Korpers k, dessen Klassenzahl gleich h ist, so gilt:

1 1 1
(2) ey = % log 7= + 1), (s>1)
»
wo f(s) eine Funktion der reellen Verinderlichen s bedeutet, die’ endlich

bleibt, wenn sich s der 1 nihert. In jeder Idealklasse von k liegen daher
unendlich viele Primideale.

* H. Weber, Uber Zahlengruppen in algebraischen Korpern. Math. Ann. 49
(1897), p. 83.




