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38 Eun, Hus.

Die Reihenentwicklungen der Potentialtheorie.

Yon

Exin Hus in Augsburg.

Herr Bocher gibt in seinem Buche: LUber die Reihenentwicklungen
der Potentialtheorie“ (Leipzig 1894) im Anschlusse an eine von Prof. Klein
im Winter 1889—90 gehaltene Vorlesung eine zusammenfassende Ab-
leitung der wichtigsten Reihenentwickluhgen, welche hier in Betracht
kommen. Die verschiedenen in der Potentialtheorie benutzten Ortho-
gonalsysteme erscheinen dabei als Spezialfille des Systems konfokaler
Zykliden. Die einzelnen Reihenglieder bez. die Konstanten in den die
einzelnen Reihenglieder definierenden Differentialgleichungen werden durch
das von Herrn Klein aufgestellte Oszillationstheorem®*) festgelegt. Da-
durch ist das formale Gesetz der Reihenentwicklung gegeben; doch findet
sich bei Bocher kein Beweis fiir die Moglichkeit und Konvergenz der Ent-
wicklungen. Der Konvergenzbeweis wurde spiter von Herrn Jaccottet
in seiner Doktordissertation: ,Uber die allgemeine Reihenentwicklung nach
Laméschen Produkten” (Gottingen 1895) in Angriff genommen, aber nicht
zu Ende gefithrt. In dieser Arbeit sollen nun die von Herrn Prof. Hilberf
geschaffenen Methoden der Integralgleichungen**) auf diese Probleme
angewendet werden. Es wird sich dabei der Konvergensbeweis nahezu
von selbst ohne jede Rechnung aus den viel allgemeineren Sitzen der
obigen Theorie ergeben, ebenso 148t sich jetzt auch die Miglichkeit der
Entwicklungen streng beweisen. Es handelt sich namlich nur mehr darum,
zu zeigen, daB die bisher hier bekannten Eigenfunktionen**¥) oder die
ausgezeichneten Losungent), welche sich durch Integration gewshnlicher
Differentialgleichungen ergaben, alle iiberhaupt méglichen erschopfen. Fiir
eine Anzahl von Fillen ist dieses nun schon lingst streng bewiesen, und

* Der Name findet sich zuerst bei Klein in den Gottinger Nachrichten 1890, S. 90.
**) Gottinger Nachrichten 1904, S. 49—91 u. S. 213—259.

#**) Hilbert, ib. 8. 67.
1) Pockels, Au 4 k'u=0, S. 33.
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wenn das von Klein ausgesprochene Kontinuititsprinzip¥), welches aus-
sagt, daB bei stetiger Abinderung irgend welcher in diesem Probleme auf-
tretender Parameter kein Eigenwert verloren geht, richtig ist, so gilt der
Satz in allen Fillen. Da aber die Theorie der Integralgleichungen uns in
den Stand setzt, die Abhingigkeit der Eigenwerte von den Parametern zu
untersuchen, so laBt sich jetzt tatsichlich das Kontinuititsprinzip wenig-
stens fiir die in Betracht kommenden Félle streng beweisen, nachdem ge-
wisse voo H. A. Schwarz*¥) zuerst aufgestellte Sitze iber die Kigen-
werte verallgemeinert sind.

In Verfolgung dieses Gedankenganges wird in dieser Arbeit zundchst
von der Moglichkeit der Entwicklung nach Kugelfunktionen ausgegangen,
und es werden die Reihenentwicklungen nach den gew&hnlichen Lamé-
schen Funktionen und den Eigenfunktionen behandelt, welche zu Gebieten
auf der Kugel gehoren, die von vier konfokalen sphirischen Kegelschnitten
begrenzt sind. Durch diese Beispiele soll nur die allgemeine Ldsungs-
methode*#*¥) vorbereitet werden, welche aber nicht von der Differential-
gleichung der Kugelfunktionen ausgeht, sondern von einer anderen, neuen
Differentialgleichung, welche wir Normalgleichung nennen wollen. Mit dieser
lassen sich in der Tat alle vorkommenden Differentialgleichungen leicht
in Verbindung bringen, und sie hat ferner die ausgezeichnete Kigenschaft,
daB man ohne weiteres ersieht, daB alle ihre Eigenfunktionen sich aus
gewohnlichen Differentialgleichungen ergeben. In bezug auf ihre weiteren
Eigenschaften ist auf die Arbeit zu verweisen. Es ist dann eine Leichtig-
keit, die Moglichkeit der von Bdcher gegebenen Reihenentwicklungen fiir
das Zyklidensechsflach und das von 6 konfokalen Flichen 2. Grades be-
grenzte Sechsflach zu erweisen; alle anderen Fille lassen sich auf analoge
Weise behandeln.

§ 1.
Die Laméschen Polynome,

In seiner 2. Abhandlung iiber Integralgleichungen gibt Herr Prof.
Hilbertt) eine ausfiihrliche Ableitung fiir die Entwicklung nach Kugel-
funktionen. Die hier gegebene Ableitung fiir die Laméschen Polynome
schlieBt sich auf das engste daran an.

*) Pockels, S. 95.
**) H. A. Schwarz, Gesammelte Abhandlungen I, S. 260.
***) Die fiir die allgemeine Losungsmethode selbst wesentlichen Sétze sind durch
Kursivdruck hervorgehoben.
1) Hilbert L c. S. 241.
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Man hat also eine Kugel und zwei Systeme von Kegeln 2. Ordnung.
Die von den Kegeln auf der Kugel ausgeschnittenen Kurven u = C,

v = (,; filhren wir als krammlinige Koordinaten ein und bilden den Aus-
druck:

o (0575, o (‘5o
“on__Ov)y B 0y ou
@ L“’v—“l (Vey )*8(1/7:7)}

wobei
ds?= edp® + 2fdudv + gdv?,

p irgend eine Funktion von &, % ist. Also hat man in unserem Falle:
_ du? d?
= (yfz— 1!2) ( bz) (cs + ( ,‘,2) (02—112))

== (R@ + 76

C)

und

0® 0*
@ L(w) = “—5:— (5 + 59)
‘wenn
®) dg——2he, dy— 2

V R( s’ VR, ()
ist. Fiihrt man aber in bekannter Weise Polarkoordinaten fiir die Kugel

. " 1
ein, so erhdlt man, wenn man noch p = 3, setzt:

1 1 d%u
©® L) =3z g 55 (29 573) + s )
Die Greensche Funktion ist in bekannter Weise definiert. Es seiena
g, v irgend welche orthogonale Koordinaten auf einem singularititenfreiexa
Flachenstiicke; w* v* sei ein beliebiger Punkt, in welchem ¢* und g
im Linienelemente nicht verschwinder wnd nicht unendlich werden,
damn ist die Greensche Funktion, fiir welche L(u) = O ist, von der Form :

(1) 9, v; 0% %) = — 3 log (*(u — w2+ 0¥ — M) + 2, (1, v; 0%, %),

wobei p, auf dem ganzen Flichenstiicke regulir ist und so bestimm+t
werden mub, daB gewisse vorgegebene Randbedingungen erfiillt sind. Im
Punkten, woe ¢* und g* nicht die obigen Bedingungen erfiillen, ist die
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obige Form etwas zu modifizieren, wie die kommenden Beispiele¥) zeigen.
Bei der Kugel fithren wir als Randbedingung ein, daB p, auf der ganzen
Kugel regulir ist. Eine solche Greensche Funktion gibt es aber unter
Zugrundelegung von L, (u) = O nicht, wohl aber eine solche, fiir welche

L, (w) = f;t ist, und diese Funktion G (9, ¢; #¥¢*) nennt man die er-
weiterte Greensche Funktion®¥), und zwar muB

27 n

ffG(a, 5 9%,¢%) o sinddpds — 0

[

sein. Man findet dann

G — — [” + wlog (1 — cos & cos &* — sin;‘) sin 9* cos (¢ — qa‘)):"

- —ﬂ[log (1:2_"%) + 1:' -—x [logsin”—% + 1],

wobei ¢ die kleinste sphirische Entfernung der zwei Punkte &, ¢; 9% ¢*
bedeutet.

Die Eigenfunktionen von L,(u) + Au =0 sind dann identisch mit
den Eigenfunktionen, welche zu der Integralgleichung gehoren:

9) 10 [o(8% ¢*) G5, p; 0% ¢%) K = 9(8,9).

Dabei ergeben sich die 4™ als Wurzeln einer transzendenten (leichung.
Man bestimmt sie leicht direkt (z. B. vergl. Pockels, Au 4+ %% =0,
S.106) und findet

(10) a0 =20t gy pe0,1..,

2o

®)

wobei A®™ ein 2% + 1-facher Eigenwert ist. Daraus folgt aber dannm,
nach der Hilbertschen Theorie, da8 jede zweimal stetig differenzierbare
Funktion auf der Kugel nach den obigen Eigenfunktionen, den Kugel-
flichenfunktionen, entwickelbar ist.
Der Ubergang zu den zu der Gleichung
2 2
(11) L(u) + du = o2 (G5 + 54) + 4w =0

 gehorigen Eigenfunktionen, den Laméschen Polynomen, ist jetut leicht.

*) Vergl. z. B. Formel (12) fiir die den Nabelpunkten auf dem Ellipsoide ent-
sprechenden Punkte, welche im tibrigen die Anwendbarkeit der Hilbertschen Theorie
nicht stdren, wie man leicht durch Grenziibergang zeigt, nachdem man die vier
Punkte durch kleine Kurven umgeben hat,

#¥) Hilbert 1. c. 8. 288.
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folgt, daB die erweiterte Greensche Funktion gegeben ist durch:

_ pu* v o l/ﬁ?‘_’_‘szp_,p Vl" beVB‘z:T,*z
G——[at-l—nlog <1— X7 e

(12) _Ve—wYE— vty —uF Y — w*’)',

Die Oktanten unterscheiden sich durch die Vorzeichen der Wurzeln.
Die Eigenwerte sind dann dieselben wie oben, und man erhilt bekanntlich
alle Eigenfunktionen wenn man setzt:
(13) u=Eu) E®),
wobei E(u) der Gleichung *) geniigt:

E 3 adE
(u2— %) (u— ) ¢ d du(#) + u(2uf— b — ¢ _33‘_)
[+ oy — n(n + 1)p) B () =

Es besteht dann ein analoger Satz wie oben iiber die Entwickelbar-
keit von Funktionen nach diesen Laméschen Produkten.

(14)

§ 2.
Die Eigenfunktionen fiir Gebiete auf der Kugel, welche von vier
konfokalen Kegeln 2. Grades ausgeschnitten werden.

Gegeben ist ein Rechteck auf der Kugel, welches von den Linien
U=, v=uv, u=u, v=1v, begrenzt ist, wobei noch die Lage der
Seiten in bezug auf die verschiedenen Oktanten festgelegt ist. Wir bilden
dann eine Funktion, welche jetzt der Gleichung L(u) =0 geniigt, fiir
. w*, v* logarithmisch unendlich wird und auf dem Rande verschwindet.

Um diese Funktion zu erhalten, denken wir unseren Bereich auf die
gEn-Ebene abgebildet, wobei wir die verschiedenen Oktanten durch pas-
sende Vermehrung von £ und 7 um Perioden unterscheiden. Dem Be- .
reiche entspricht dann in der £%-Ebene ein von geraden Linien begrenztes
Rechteck, dessen Seiten die Lingen @ und b haben sollen. Unsere Glei-
chung geht dann iiber in:

(15) Ou  Pu ),
= 08 " on*

*) o} ist bekanntlich durch eine algebraische Gleichung zu bestimmen (siehe
z. B. Heine, Kugelfunktionen, Bd. 1).
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Die Greensche Funktion, welche also jetzt die Form hat:
(16) G(E, u; £47%) = — 3 log (€ — £+ (1 — ™) + 9(& 75 E57%),

188t sich fiir unseren Fall in expliziter, wenn auch etwas komplizierter
Form vermittelst elliptischer Funktionen darstellen.*) Gehen wir nun
von unserem Rechtecke zu benachbarten iiber, indem wir a durch
a(l + o) ersetzen, so kann man durch Potenzreihenentwicklung der
Formel fir G(, n; £,7%) zeigen, daB G(§, u; £*,9%) eine analytische
Funktion von ¢ ist, daraus folgt aber, daB auch die Koeffizienten*¥)
0, von A in 0(4) analytische Funktionen von ¢ sind. Dasselbe gilt
dann aber, da 0(1) gleichmiBig konvergiert, von jeder gerade ins Auge
gefaBten endlichen Wurzel 1 von d(4) =0, und es folgt der Satz, daB,
wenn d(4) =0 eine m-fache Wurzel 4™ hat, d(4) fiir gentigend kleine
Werte von 6 m benachbarte Wurzeln zu A hat, die, ebenso wie die zu
ihnen gehorigen Eigenfunktionen, sich als Potenzreihen in bezug auf @
darstellen lassen. Der Konvergenzbereich dieser Reihen ist natiirlich von
dem Anfangswert 4™ abhingig, und es kann vorkommen, daf, wenn
wir ¢ geeignet veréindern, eine solche Wurzel in das Unendliche wichst,
wobei dann die dazugehérige Eigenfunktion verloren geht. Wenn also
auch in einem Falle alle Eigenfunktionen sich beispielshalber als Lamé-
sche Produkte bestimmen lassen, so diirfen wir nicht ohne weiteres
schlieBen, daB dieses nun fiir alle anderen Rechtecke auch der Fall sein
muB, denn wir diirfen zunichst die Moglichkeit nicht aus dem Auge lassen,
daB gerade in dem betrachteten Spezialfalle alle anderen Eigenfunktionen
verloren gegangen sein konnten. Und in der Tat werden wir im folgenden
auch auf solche Fille stoBen, in denen Eigenwerte verloren gehen, beziig-
lich gewonnen werden. Es kommt also darauf an, zu zeigen, daB bei
der vorliegenden Fragestellung in allen Fillen die bekannten Eigen-
funktionen alle erschopfen. Die bekannten Eigenfunktionen lassen sich
nun in der Form E’(u)- E”(v) darstellen und zwar ist

@) (s +B)E;

wobei 2=y Dbezliglich », ¢t =§ bez. 5i ist. Um mit der Litevatur in

volle Ubereinstimmung zu kommen, setzen wir 2= #,; ferner wihlt man
E'(4,) =0, E”(v,) =0 und bestimmt i und B so, daB

E,(uii 4, B) = 0:
18
(18) E"(vy; 4, B) =0.

*) Harnack, Theorie des logarithmischen Potentials, S. 78.
**) Hilbert, 1. c. 8. 58.
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Das Oszillationstheorem zeigt dann, daB man zu jedem Wertepaare
m,n A und B suf eine und nur auf eine Weise so bestimmen kann, daf
E’(u) m mal, E”(v) n mal in dem betreffenden Intervalle verschwindet.

Ein einfacher Fall, in welchem diese Eigenfunktionen alle moglichen
erschopfen, ist der Kugeloktant. Wenn wir némlich diesen Bereich an
den ihn begrenzenden Kreisen spiegeln, bleibt die Differentialgleichung
unverindert, es folgt also: Die Eigenfunktionen fiir den Kugeloktanten,
welche auf der Begrenzung verschwinden, sind unter den vorher be-
sprochenen Eigenfunktionen enthalten, welche sich auf der ganzen Kugel
regulir verhalten, und es folgt in diesem Falle leicht, daf die durch das
Oezillationstheorem gelieferten Bigenfunktionen alle méglichen erschopfen.
Um nun suf andere Rechtecke iibergehen zu konnen, beniitzen wir folgen-
den wichtigen Satz, den wir im niichsten Paragraphen beweisen wollen:
Wenn wir eine Rechteckseite nach aufen verschieben, so mimmit ein jedes
gerade ins Auge gefafte A ab; jedenfalls nimmi es mie zu. Nun muf 1
immer grofer sein als Null. Wenn wir also fiir ein Rechteck im Inneren
des Oktanten Eigenwerte hitten, zu denen Eigenfunktionen gehoren, die
von den Laméschen Produkten wesentlich verschieden, d. h. linear unab-
hingig sind, so hitten diese Eigenwerte auch fiir den Oktanten einen
endlichen Wert und wir hitten fiir den Oktanten Eigenfunktionen, die von
den Laméschen Produkten wesentlich verschieden sind, was nach obigem
nicht der Fall ist. Damit ist gezeigt, daB die Laméschen Produkte alle
Eigenfunktionen erschopfen, die zu Rechtecken gehéren, die kleiner sind
als der Oktant, und es gilt ein dem obigen analoges Entwicklungstheorem.

§ 3.
Einige Siitze iiber Eigenwerte.

Wir haben im letzten Paragraphen den Satz erwihnt, daB die Eigen-
fanktionen analytische Funktionen des Verschiebungsparawmeters sind, wenn
wir dem Punkte £% des 1. Recht-

7 ecks den Punkt £(1+ ¢), 7
zuordnen (vergl. Fig. 1). Des-
gleichen folgt aus einem all-
gemeinen Satze der Integral-

B ) ‘1:1 gleichungen, daf unsere Eigen-
' funktionen im Inneren beliebig

§y..Eud)y | oft differenzierbar und eben-

E so auch auf dem Rande nach

! der Normalen stetig differen-

¢ D Z zierbar sind. Auf den Beweis

dieses Satzes komme ich bei

=
&
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anderer Gelegenheit zuriick; er liBt sich mit elementaren Hilfsmitteln
fithren.
Sei nun:

(19) e+ T u— w)u = L) + A — )u = 0.

Dann hat man:

(20) g[(vL(u) — uLw)) dEdn =f<u g-% - g-:) ds.

Dabei ist das linke Integral iiber das geradlinige Rechteck in der £7-
Ebene zu nehmen, das rechte Integral tber die Randlinien; g%, g—:—:

bedeuten die Ableitungen nach der in das Innere gerichteten Normalen. « ver-
schwindet auf dem Rande des kleineren Rechtecks, v auf dem des daraus
durch Verschiebung entstandenen. Wir umgeben die Nulllinien¥) von
% und v mit Streifen, so daB auBerhalb derselben » und v dasselbe Vor-
zeichen haben. Wenn ¢ klein genug gewihlt wird, kénnen diese Streifen
beliebig schmal gemacht werden. v gehdre nun zum Eigenwerte A'. Dann
hat man

—@=2) W(M—V)dédn=——fv%§d8,
o) = u (755, %) + 0w (& );
u (s, 1) = wlE ) + oua(, m) = Py &),

wenn § n auf der Rechteckseite A D liegt. Ferner ist noch

A=A+ oA, + 670+ - - -
Also hat man:

._6'Yl/11fu2(y —v)dgdn—f—-..—_—_Gafuig_zds__o{gfug%gds.

Nun ist entweder A= 1 oder i,<0; dann aber ist entweder « oder
B=1y,. Seiz B. «a<f; dann ist entweder « = p;; oder

ulg—%ds=0, und p,=B.
Nehmen wir z. B. den ersten Fall, dann ist

llfuz(p, — v)dEdy =f[u, + 6{9-"‘%2] %% as + &

die linke Seite hat einen endlichen, von Null verschiedenen Wert, die
rechte Seite ist ihr gleich, abgesehen von GrioBen &, die mit ¢ beliebig klein
werden. AuBerhalb der Streifen hat die eckige Klammer dasselbe Zeichen

*) Mit Ausnahme des Randes.
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wie 2% da wir die Streifen beliebig verkleinern kénnen, so folgt, daB die
on’

rechte Seite > 0 wird fiir sehr kleine g, also ist auch 1,>0, 2’ < 1.
2 nimmt also mit wachsendem Bereiche immer ab.

Es soll nebenbei bemerkt werden, daf dieser Satz durch dieselben
geometrisch-physikalischen Anschauungen evident wird, wie das Kleinsche
Oszillationstheorem®), jedoch nur fiir die dabei auftrefenden Eigenfunk-
tionen, wihrend der obige analytische Beweis zeigt, daB der Satz fiir
alle dberhawpt mdiglichen Eigenfunktionen gilt, woraus dann erst aus
den Untersuchungen des letzten Paragraphen folgt, daB die durch das
Oszillationstheorem gelieferten Eigenfunktionen eben alle mdglichen sind.

Um uns also den Satz nachtriglich noch plausibel zu machen, gehen wir
aus von:

@) ZZO__ i+ BEE; L2 - 0i+ BEO).

Dan.n erhilt man fiir die Oszilla-
tionszahlen m,n zwei Hiillkurven,
¥ welche uns Fig. 2 schematisch zeigt.
+  Diese Kurven sind eingehiillt von den
Geraden: y=ui+ Bbez. y=v1+ B,
die beiden gemeinsame Tangente liefert
das zu m, n gehorige Wertepaar 4, B.
Wird nun eine Rechteckseite nach
aullen verschoben, so riickt entweder
die untere Hiillkurve nach oben oder
die obere Hiillkurve nach unten, ge-
rade wie bei einer Verkleinerung der
Oszillationszahlen m beziiglich n*¥);
in beiden Féillen wird die gemeinsame

Fig. 2. Tangente flacher liegen als vorher,
d. h. 4 nimmt ab.. )

Wir behandeln einen anderen Fall. Wir lassen das Rechteck fest

und betrachten die Differentialgleichung:

22) T+ Zht ok M) + A — )] = 0.
Es sei k%(§, n) iiberall positiv, 0 <t < 1. Dann ist die zu
(23) S+ Zh— k(e mf =0

*) Eine ausfiihrliche Darstellung davon siehe Bocher 1. ¢. 8. 120, das dort Ge-
brachte wird als bekannt vorausgesetzt.
*) Das letztere siche Bdcher S. 128.
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gehorige Greensche Funktion, die bekanntlich in diesem Falle immer
existiert, eine analytische Funktion von 7, was man wie oben vermittelst
der Theorie der Integralgleichungen leicht zeigt, und es folgt dasselbe
fir die Eigenwerte 4 und die dazu gehorigen Eigenfunktionen. Wir
setzen T =17, + o und es sei ¢ > 0; ferner sei

(24) A=2g+ ohy £y y=1tUyF U+ -+,

wobel u, die zu einem beliebigen Wertepaar i, und v,, », die zu 4 und =
gehorige Eigenfunktion von (22) ist. Dann folgt:

(25) « [irEmutdtdn — oedy f(u—v)u2didn =0,

also ist ¢ = 1; 4, > 0. Wir haben also den fiir die Verwertung der im
nichsten Paragraphen eingefiihrten Normalgleichung fundamentalen Satz:

I Wenn in der Differentialgleichung
(22) S+ 2l [— ek (e m) + A — )= 0

das 1. Glied in der eckigen Klammer verkleinert wird, wdchst A.
Wir beweisen noch einen andern Satz. Sei

(26) 2+ 2Lt akEnf =0,

wobei %,(& 1) eine Funktion ist, die immer positiv sein soll und regulir

in bezug auf «, sowie auch der Kiirze wegen in bezug auf £ und 7. Sei
y(&, n; £¥n*) die Greensche Funktion fiir -g—;f, + %f,= 0, so ist die zu

_unserer Gleichung gehérige Integralgleichung

FEn) =9 + lﬁ(i, 5 E¥) by (8% ) @ (%, n*)dE* dn¥,

also ist der Kern eine analytische Funktion von o und dasselbe gllt von
den Eigenwerten und den dazu gehérigen Eigenfunktionen. Hs ist also

k(8 m) = ko(Em) + aky () + - -,
A=2Rdg+ 0% 45 u=ty+ U+ ---,
wenn w, die zu A, und %y, #; die zu 1 und k, gehdrige Eigenfunktion
von (26) ist, und wir finden:
oo, [uthy(En)dkdn + ad [ ulk, (En)dkdn = 0.

Ist nun tberall & (€, ) > 0, so folgt, da 4 >0 ist, daB 2, <O ist.
Wir haben also den Satz:
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II. Wird in der Differentialgleichung:
(26) i+ 2Lt k() f =0
k(& n) vergrofert, so nimmt A ab.

§ 4.

Aufstellung einer Normalform, auf welche die vorkommenden
Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden konnen.
Wir gehen jetzt zu der Untersuchung der Differentialgleichung tiber:
o0* 0*
@1) %+ 5L+ ur—o.

Wir versuchen, diese Gleichung durch Funktionen zu integrieren, die
die Form w(§)v(n) haben. Wir finden dann:

29) ThD + (1u + Bu(®) = 0.
(29) 220 Bu(r) = 0.

Als Randbedingungen nehmen wir wieder die des Verschwindens auf
dem Rande. Die Eigenfunktionen von (29) lassen sich dann sofort als
einfache trigonometrische Funktionen angeben, die Eigenwerte B sind da-
durch vollig bestimmt und zwar so, daB man in (28) zu jedem Eigen-
werte B von (29) A auf unendlich viele Weisen so bestimmen kann, da8
man Eigenlosungen von (28) erhilt.

Sei nun f(u, v) eine Funktion, die der Einfachheit halber als beliebig
oft nach w und v differenzierbar angenommen wird. Dann ist

O

(30) Fwv)= D a,0,(m)
wobel "
(1) 0, = [ 1, v)v,(n) s

a, ist also noch abhingig von g und nach den Voraussetzungen iiber
f(g, ) in eine Reihe*) nach Eigenfunktionen von (28) entwickelbar, wenn
men in (28) B durch B, ersetzt. Wir finden dann:

32) gy 2) = > D STty v)0u(m) Bk n(EAEDT - 0, ()t (8),

eine Reihe, die absolut und gleichmiBig konvergiert und welche wir

*) Hilbert 1. c. 8. 226.
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also beliebig umordnen konnen. Da v,(n)u, ,(£) auch Eigenfunktionen
von (27) sind, da ferner nach dem in Fourierscher Weise gebildeten
Koeffizientengesetze gleichmiBig konvergierende Nullentwicklungen un-
moglich sind, so folgt noch bei geeigneter Spezialisierung von f(g, v),
daB (27) iiberhaupt keine wesentlich anderen Eigenfunktionen haben kann.
Es folgt also der Sata:

III. Alle Eigenfunktionen der Normalgleichung

: 2 2

@) St sh+awr=0
lassen sich durch das Oszillationstheorem bestimmen.

Wir konnen aber jetzt leicht diesen Satz auf die Eigenfunktionen der
Gleichung

(33) S+ Tt a—nr=0

ibertragen. In der Tat, wir setzen y — v =y + @ — v — a; und fiihren
den Parameter ¢ ein, so daB wir erhalten:

c? 82. . 32 ag ’ 4
(34) §—§§+a—n’, + l(u+a—d(v+a))f=0=9—gfé+a—1]é+l(y — a)f.

Wir richten a so ein, daB v+ a¢ > 0; dann nehmen nach dem II. Satze
des § 3 die 4, welche immer
reell und groBer als Null sind, mit

wachsendem ¢ zu; ein fir 6 =0 y t,
unendlicher Eigenwert ist also | = t,
auch fiir 6 =1 unendlich; (33)

kann also keine anderen Eigen- &

funktionen haben, als die durch

das Osuillationstheorem geliefer- t2
ten.
Von (33) gehen wir schlieflich
iiber auf: Fig. 8.
0* c* :
(35) Tt Gh [ e — )+ 2w — )] f=0.

Nach Satz I des § 3 nimmt 4 mit wachsendem ¢ zu und wir haben
den grundlegenden Satz:

IV. Alle Eigenfunktionen der Differentialgleichung:
(35) o+ Pl [~ e — 99 + A —)]f =0

lassen sich durch das Kleinsche Oszillationstheorem bestimmen.
Mathematische Annalen. LXIII. 4
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Wir wollen jetzt noch die verschiedenen oben erwihnten Oszillations-
theoreme durch Zeichnungen erdrtern. In Fig. 3 ist t, die sich aus dem
Kleinschen Oszillations-
theorem fiir 6 =1 zu
(34) ergebende gemein--
same Tangente der beiden
Kurven. Fir 6 <1 er-
halt man jedoch 2 ver-
2 schiedene Tangenten an

beide Kurven, die sich auf

¢ der y-Achse schneiden, fiir
6=0 t,und t,, Fig 4

entspricht dem vorher

vermiedenen Falle y >0,

v<0. Bewegt man die y-Achse nach rechts, so zeigt Fig. 5, daB man
statt der einen Tangente 1, zwei Tangenten t; und t”; erhilt, also statt
des Tangentenpaares t,,t, zwei Paare t,,t,, und t,,t",, Das bedeutet
einen Glewinn von Eigenwerten. Fig. 5 fithrt bei der analytischen Unter—

Y

Fig. 4.

£) t

2

~

Fig. 6.

suchung auf die von Herrn Professor Hilbert in seinen Vorlesungen be-
handelten Integralgleichungen 3. Art. Alle diese Fille bestitigen unsere
Sitze iiber die Eigenwerte.
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§ 5.
. . ialeleich 8”u+@+2’u__oﬁ.l .
Die Integration der Potentialgleichung ~=; + > il r ein

von sechs konfokalen Fliichen 2. Ordnung begrenztes Gebiet.
Ausdehnung auf Zyklidensechsflache.

Wir haben jetzt nur mnoch das in der Literatur gegebene Formel-
material fiir unser Problem, welches von Herrn Prof. Klein*) in dem in der
Einleitung auseinandergesetzten Sinne ausfiibrlich behandelt wurde, zu-
sammenzustellen und umzuformen, um die Sitze des § 4 anwenden zu
konnen.

Es sei in einem rechtwinkligen Koordinatensysteme:

22 y? 22
1 1 + 1 1 + 1 _ 1 _—1’
e— & € — 6 e— ¢ € —¢€ e — ¢ € — ¢
—? y° 22
(36) 1 1T T 11 T =L
€—¢ H—6 66 [ —¢ w—e  —¢
— 2 yﬂ zg
1 it i t—3 =1

G—e v—e v—e €—e v—e €—6

wobei wir nebenstehendes Schema zugrunde legen, in welchem die Zahlen
die Indizes der e bedeuten.

Statt der Potentialfunktion fihrt man die Potentialform ein:
37 V(w,v,0) =V (e, — 1) (er— ) (0 — &) ¥ (g, 7, 0).

Setzt man nun

- ap :
o 21/(6,—y)”(ea-—m(y,-—e,‘)(u—eg)’
_ dv .

2V (es — ) (e, — ) (eg — 1) (v — &)

— do
“ 2V (e —e) (e —¢) (e —e) (9'_83);

_ dv

2V —e) t—e) t—e) z—e)

an

(38)

* Klein, Aunalen Bd. 18. Unsere Bezeichnung ist analog der von Bocher fiir
das Zyklidensechsflach bentitzten, das in der allgemeinen Theorie auftretende N
fallt hier mit ¢, zusammen, welches doppelt zihlt.
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so geht die Potentialgleichung tiber in
(e '”)a + (u 9)3 +(v— l") agz
+@—ne—0e—w[gk+rv+eo—5Eev=0,

wobei X'(e) = 2¢, + ¢ + ¢, + ¢; ist.

Die Gleichung (39) bleibt bekanntlich unverdndert, wenn man die zu-
grunde gelegte Fliche durch eine beliebige Kreisverwandtschaft trans-
formiert.

Wir haben dann als Aufgabe, eine Potentialform zu bestimmen,
welche auf fiinf Flichen verschwindet, auf der sechsten vorgegebene
Werte*) annimmt.

Wir zerlegen versuchsweise ¥ (u, v, ) in Faktoren, E(u), E'(»), E” (o),
wobei dann

(40)

(39)

‘%’1 = [—— ;— 8+ —Z— eyt + Av + B] E,
wenn 7 = g, v, ¢ ist.
Sei die sechste Fliche ¢ = g,, so bilden wir die Gleichung:
@) L+ [ @ =+ F Ea@ =)+ A —v)]f =0,
welche durch E(u)- E’(v) befriedigt wird. Setzen wir, was immer er-
laubt ist, Ze/ =0, so hat unsere Gleichung die Form (35) und die
E(u)- E'(v) erschopfen alle Eigenfunktionen von (41). Man kann also
jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f(u,v), welche die Rand-
bedingungen erfiillt, in eine Reihe nach Laméschen Produkten entwickeln.
Um dieses Resultat auf die anderen Fille ausdehnen zu kinnen, ist
wesentlich, daf auch hier die § entsprechende Grife die Form it, die 5
entsprechende die Form t hat. Anderenfalls knnte man sich wohl da-
durch helfen, daB man B das eine Mal durch — B ersetzt. Allein wir. -
konnen die obige Forderung immer erreichen auf Grund folgenden Satzes.**) .
Unsere Flichenschar geht, a.bgesehen von einer Kreisverwandtschaft, im

sich iiber, wenn man statt i_g statt ¢; e’j—_—f setzt. Unter Zu-.

grundelegung dieses Satzes Wahlen wir fiir das zweischalige Hyperbolord
das Schema:

i

feiﬂwa
s 7 3 %

*) Auf den Fall, daB die vorgegebemen Werte auf dem Rande verschwmden_,
188t sich der allgemeine Fall durch wiederholte Anwendung des Verfahrens bringen. _
**) Klein bei Bdcher, S. 58. .
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wobei die u-Schar zweischalige Hyperboloide, die‘ v-Schar ‘einscha.lige
Hyperboloide, die o-Schar Ellipsoide darstellt. Um die einschaligen Hyper-
boloide auszuzeichnen, wihlen wir das Schema:

il

!/L{:Q‘V
¥ 5 1 3

Bei dem Zyklidensechsflach geht die Untersuchung analog, man hat
nur statt des doppelt zu zihlenden e, je einfach zihlend ¢ und e, ein-
zufiihren, die auch konjugiert imaginir sein konnen. Fir alle diese
Fille gilt also der Satz: Sei f(u,v) eine sweimal stetig differenzierbare
Funktion, welche auf dem Rande des Rechtecks verschwindet. Das Rechleck
liege auf der Fliche ¢ = r,. Dann konvergiert die Reihe:

Fy v) = D0 D¢ Ann B (1) Eomyn () Enin (),
1 1

absolut und gleichmdfig, wobet
— WNE,  WE, ,w)dEd
“2) an=ff<u D £ 9) B () By G 36
" [[few=»[E, ,wWE, @] dsdn
Wir bilden daraus die Reihe:

J f(u—w)f(u, NE,, , (M)E;,,.(v)dédn
v = 22

0 [[w—2) (B, , WE, @] dtdn

By () By (v) By (0)-
Wir gehen nun voriibergehend zu der Potentialfunktion ¥ zuriick,
indem wir die linke und rechte Seite mit einem Faktor multiplizieren,
der im allgemeinen die Form*) hat:
5

2 z \ =
T — 2
T~ B
5 ’
VZ;' &2t
1

wobei wir uns das System so eingerichtet denken, daB der Faktor inmer-

halb des Gebietes einen endlichen Wert hat, der von Null verschieden

ist. Es sind dann alle Bedingungen des Harnackschen Satzes**) erfiillt,

und es folgt, daB die durch die Reihe dargestellte Funktion im Inneren der

Potentialgeichung AV = 0 geniigt und gleichm#Big in die Randwerte iiber-

geht. Analog verhilt sich die Sache in den anderen fiinf Einzelproblemen.
Augsburg, Juli 1905.

— A B ().

*) Vergl. wegen der Bezeichnung Bocher, S. 146.
**) Berichte der Sichs. Ges. 1886.




