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62 B. Mropziesowskr.

Uber aufeinander abwickelbare P-Flachen.

Von

B. Mropzzsowskr in Moskan.

1.

In seinen Arbeiten iiber Differentialgeometrie®) beschiftigte sich
"Peterson eingehend mit einer Klasse von Flichen, denen nachher A. VoB
(Mathematische Annalen 39) den Namen P-Flichen beilegte. Sie werden
durch die Eigenschaft gekennzeichnet, ein konjugiertes Liniensystem zu
besitzen, dessen Linien zugleich Beriihrungslinien der der Fliche um-
beschriebenen Kegel und Zylinder sind. Solche Linien, lings deren eine
Fliche von Kegeln oder Zylindern beriihrt wird, wollen wir nach Peterson
konische resp. zylindrische Linien dieser Fliche mnennen. Somit koénnen.
wir die P-Flichen als diejenigen Flichen erkliren, die ein konjugiertes
System konischer oder zylindrischer Linien besitzen.

Nehmen wir die Parameter der beiden Linienfamilien dieses Systems
als GauBsche Koordinaten auf der P-Fliche an, so erhalten nach Peterson
die Gleichungen dieser Fliche die Form

a—+ o b c

&y p—pEs, y=Ft, =t
worin @, b, ¢, I Funktionen von # und ¢, §, , 2 Funktionen von v sind.
Die Spitzen der Kegel, die die Fliche lings der Linien # = const. be—
rithren, haben die Koordinaten

de b ac

Te T

W aw @

du du du

Ebenso hat man fiir die Koordinaten der Spitzen der Beriihrungs-
kegel lings der Linien v = const. die Ausdriicke

*) Zeitschrift der Moskauer Mathematischen Gesellschaft, Bd. I, I und die
Monographie ,,Uber Kurven und Flichen (Moskau u. Leipzig, 1868). Uber Peterson
s. Stickel in Bibliotheca Mathematica, 3. Folge, Bd. I und meinen Aufsatz in demnn
Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2. sér., t. V.
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de ag dy

dv dv @
air’ di’ fd_}’
av o do

Verschwinden % und g—% identisch oder fiir bestimmte Werte von w

und v, so gehen die entsprechenden Kegel in Zylinder iiber, deren Er-

a a :
da db de L ﬁ;g—,{ haben. Alle diese

Ta du’dn TSP T ay
Beziehungen sind in der erwihnten Arbeit von A. VoB angegeben. Bei-
" laufig sei bemerkt, daB die Form der G1. (1) die geometrisch evidente Tat-
sache bestitigt, daB die Klagse der P-Flichen gegeniiber den kollinearen
Transformationen des Raumes invariant ist.

Es ist merkwiirdig, daB fast alle bedeutenden Ergebnisse, zu welchen
Peterson auf dem Gebiete der Theorie der Biegung der Flichen gelangte,
sich auf die Biegungen von P-Flichen beziechen. Aus einer Stelle seiner
ersten russischen Abhandlung 148t sich schlieBen, daf Peterson allgemeine
Methoden fiir das Auffinden solcher Biegungen besal, und daB diese
Methoden in Verbindung mit seinen allgemeineren Untersuchungen iiber
konforme Abbildung stehen; leider sind die beztiglichen Untersuchungen
Petersons unverdffentlicht geblieben,

Bei meinen Untersuchungen tiber die geometrischen Arbeiten Peter-
sons ist es mir gelungen, die Frage nach den aufeinander abwickelbaren
P-Flichen vollstindig zu beantworten. Da ich aber von der konformen
Abbildung keinen Gebrauch mache, so vermute ich, daB meine Methode
mit der Petersonschen nicht identisch ist. Ich will hier die von mir er-
haltenen Resultate kurz darlegen, als Awuszug aus meiner in der ,Zeit-
schrift der Moskauer Mathematischen Gesellschaft”, Bd. 24 verdffentlichten
Arbeit.

zeugende die Richtungen

2.

Die acht Funktionen g, - - -, 1, die in den GL (1) auftreten, lassen Ver-
inderungen zu, bei welchen hochstens die Lage der entsprechenden
P-Fliche, nicht aber ihre Form sich #ndert. Wir kénnen nimlich alle
acht Funktionen mit einer Konstanten multiplizieren; dann kénnen wir
zu jeder Funktion, z. B. zu a, eine beliebige Konstante hinzuzufiigen und
zugleich dieselbe Konstante von der entsprechenden Funktion « abziehen.
Diese beiden Transformationen sind ohne EinfluB weder auf die Form der
P-Fliche, noch auf ihre Lage.

Ubt man ferner zwei gleiche orthogonale Substitutionen mit kon-
stanten Parametern auf @, b, ¢ und «, 8, » aus, so entspricht das einer
Drehung der Fliche um den Koordinatenanfang, eventuell verbunden mit
einer Spiegelung an demselben. Fiigt man endlich zu den beiden Funk-
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tionen eines Zihlers, z. B. ¢ und «, die Glieder des Nenners ! und 4,
multipliziert mit einer Konstanten % hinzu, so entspricht das einer Ver-
schiebung der Fliche parallel der i-Achse um die Lénge 7.

Bei der Losung der Frage nach den Biegungen einer Fliche diirfen
wir die verschiedenen Lagen dieser Fliche als untereinander identisch an—
sehen. Daher werden wir in die Gleichungen einer P-Fliche alle die
Vereinfachungen einfiihren konnen, die durch die hier aufgezéihlten Trans-
formationen erreichbar sind.

3.

Es ist leicht einzusehen, wie sich eine P-Fliche gestaltet, wenn
einige der in (1) auftretenden Funktionen sich in Konstanten verwandeln.
Sind Zéhler und Nenner in (1) durch eine homogene lineare Relation
mit konstanten Koeffizienten verbunden, so geht die P-Fliche in eine
Ebene tiber; das tritt speziell ein, wenn einer der Zihler identisch ver—
schwindet. Dieser Fall soll von unseren Betrachtungen ausgeschlossen
werden. Wenn ferner eine der Funktionen, z. B. a, zu einer Konstantenn
wird, so kénnen wir diese Konstante zu « hinzufiigen und a gleich Null
setzen, 80 daB wir allen Funktionen in (1), die konstant sind, den Wert
Null beilegen werden.

Unter den P-Flichen kénnen auch abwickelbare Linienflichen vor-
kommen und zwar nur Zylinder und Kegel. Nehmen wir die geradlinigex
Erzeugenden einer solchen Fliche als Linien » = const. und wihlem
im ersten Falle die #z-Achse parallel den Erzeugenden des Zylinders, so
verschwinden a, b, I; ebenso wenn im zweiten Falle der Koordinatenanfangs
in die Spitze des Kegels verlegt wird, verschwinden @, b, ¢. Fithren wir
eine Koordinatentransformation aus, so sehen wir, daB (1) eine abwickel-
bare P-Fliche darstellt, wenn zwischen a, b, ¢, [ oder e, §, ¢, 4 drei lineare
homogene Relationen bestehen. Da die Biegungen der abwickelbaremn
Flichen wohlbekannt sind, so werden wir diesen Fall von unserer Be-
trachtung ausschlieBen. Wir wollen deher im folgenden voraussetzen, daB®
von den acht Funktionen in (1) hochstens nur je zwei Funktionen des-
selben Arguments verschwinden, wobei auBerdem zwei zusammengehirige
Funktionen, wie a und «, 7 und 2 nicht gleichzeitig verschwinden diirfern.

4,

Da auf einer P-Fliche die Linien (%) und (v) ein konjugiertes Systemn
bilden, so geniigen die Ausdriicke fiir 2, y, z in (1) der Gleichung

@ 2= e+ Mg
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Eine direkte Berechnung aus (1) liefert

I S

woraus beildufig folgt, daB Gl (2) fir die P-Flichen gleiche Invarian-
ten hat.

Ersetzen wir in (3) die Christoffelschen Symbole durch ihre Aus-
driicke in den Koeffizienten des Linienelements der P-Fliche, so bekommen
wir nach einer einfachen Rechnung

DIEQ+ M+ 2P0+ & o,
LG+ + 2P+ %o

Daraus folgt, daB E, F, G in der Form dargestellt werden konnen

a4+~ oN 204"t oN 1 _, 0N
“4) E-= ouw  ou’ G=—~—av v’ F=?(l+1)13uav’

wo N eine Funktion von w, v ist, die sich aus (1) leicht bestimmen ldBt.
Wir haben nidmlich fiir eine P-Fliche

a d a2 B

g 0u Z(d—u) 9 > @ta?
T dFa dl T 0w 142 ’

L du J

i [ d o\ 2 7

®) G v > (215) 0 S+ a)?
Rk ar 9w 1¥4 ’

- av -

o1 o0 Sa+er
T2l dude 144

wobei die Summenzeichen sich auf die drei Koordinaten erstrecken. Aus
der Vergleichung dieser Formeln mit den vorangehenden kommt

© N_2<a+«)*_/[_2_(§7a)2 2@,

du av
Die Integrationskonstante ist hier ohne Bedeutung, da sie aus den
Formeln (4) wegfillt.

Die Formeln (4)—(6) haben keinen Sinn, wenn ! oder 1 zu Kon-
stanten werden. Wenn wir jedoch diesen Fall als einen Grenzfall be-
trachten, so sehen wir, daB die Formeln (5) auch hier bei dem Grenz-
tibergange bestimmte Ausdriicke liefern, die mit den fiir diesen Fall direkt
berechneten selbstverstindlich zusammenfallen.

Mathematische Annalen. LXITI. 5
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5.

Wir gehen nunmehr zur Untersuchung tiber, ob eine P-Fldche sich
in der Weise verbiegen lift, daf3 das konjugierte System Fkonmischer Linien
(), (v) nach dem Verbiegen konjugiert bleibt. Solche konjugierten Systeme,
die auf zwei aufeinander abwickelbaren Flichen sich gegenseitig ent-
sprechen, heiBen nach Peterson die Basis der Biegung.

Es ist leicht einzusehen, daB, wenn bei einer Biegung der P-Fliche
das konjugierte komische System (u), (v) komjugiert bleibt, die Linien
(w), (v) notwendig konisch resp. zylindrisch bleiben. In der Tat behilt
Gl (2) fiir alle aufeinander abwickelbaren Flichen dieselbe Form, da die

Symbole {112} , {122} nur von den Koeffizienten des Linienelements ab-

héingen; ersetzt man diese Symbole durch ihre Werte (3), so liBt sich
(2) auf die Form bringen
el Un oL0)
ouov ’
Hieraus folgt, daB die Gleichungen einer auf die Fliche (1) mit der
Basis (), (v) abwickelbaren Fliche folgende Form haben miissen
’ e _v+F _ct7
(1) =Ty YT axa Ty
wobei @, b, ¢ neue Funktionen von u, o, f, ' solche von » sind. Das
sind aber Gleichungen einer neuen P-Fliche, auf der die Linien (u), (v)
wieder konisch oder zylindrisch bleiben. Soll also eine P-Fliche derart
verbogen werden, dafBl ihr konjugiertes System konischer Linien zur Basis
der Biegung werde, so kann diese ihre Biegung nur eine P-Fliche sein.

6.

Untersuchen wir, unter welchen Bedingungen (1) und (1") zwei auf-
einander abwickelbare P-Fliachen darstellen. Zuvorderst bemerken wir,
daB in diesen Gleichungen derselbe Nenner 7 4 4 auftritt. Wir bilden
dann die Koeffizienten E’, F', G’ des Linienelements der Fliche (1)

ai [ da'\? N
B — du 2(%) b8 D@+
—F at 0w 1-+4 ’
L du _
ar [ da'\2 7
®) o B > (7;) 9 2@ +a)
IR EYY i T ov 1+ ’
L dv .

1 Sa+ar

F/=2(1+1) dwov 141
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Aus der Vergleichung von (5) mit (5) kommen wir zu den folgenden
Bedingungen fiir die Abwickelbarkeit zweier P-Flichen auf konischer

Basis: . Jana
o Seto—Swtar 2 (5) — 2 (G)
du 1412 o dl ?

du

@ 5 Sere—Saror (@) - 2 (@)
v 1+ = di ’

av

 Data)— S+ 0
oudv 1+4 =V
L
Die letzte Gleichung braucht nicht beriicksichtigt zu werden, da sie aus
den beiden ersten folgt; wir wollen sie jedoch im folgenden beibehalten.
Schreibt man sie in der Form
0 2v—24°
du v 142 =0,

so sieht man, daB sie aus dem bekannten Satze von Kénigs (Comptes

Rendus, Bd. 116) folgt.
Wir wollen die dritte Gleichung (7) in der Form schreiben

®) 3@+ 6 — 5@ + ) = (1 + 1) (m + w),
wobei m eine Funktion von #, p eine Funktion von v ist. Alsdann er-
halten die beiden ersten Gleichungen die Gestalt

: da\2 da\2 dl dm
2 @) - 2 G -mw

do\2 de'\2 di d
2@ 2@ -

Wir schlieBen hieraus:

Um zweli aufeinander abwickelbare P-Flichen zu finden, muB man
acht Funktionen von « und ebenso viele Funktionen von v bestimmen,
die den Gleichungen (8), (9) identisch geniigen. Die Gleichungen (1), (1)
stellen dann die beiden Flichen dar.

Die Gleichungen (7) gelten nur unter der Bedingung, daf 7 und 4
keine Konstanten sind. Jedoch behalten die Gleichungen (8) und (9)
auch in diesem Falle ihre Giltigkeit; man kann sich davon entweder durch
einen Grenziibergang oder durch direkte Rechnung tiberzeugen.

Die Gleichungen (8), (9) geben zu einer interessanten Bemerkung An-

laB. Da dieselben bei der Vertauschung von ! mit m, i mit p unver-
dndert bleiben, so konnen wir folgenden Satz aufstellen:

(9

5!
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Sind zwei aufeinander abwickelbare P-Flichen gegeben, von denen
die eine aus der anderen nicht durch Drehung um den Koordinatenanfang
oder durch Spiegelung an demselben entstanden ist, so erhilt man zwei
im allgemeinen neue aufeinander abwickelbare P-Flichen, indem man in
den Gleichungen der gegebenen Flichen den Nemmer I + i durch m + g
ersetzt.

Die hinzugefiigte Beschrinkung ist ndtig, damit m 4 u nicht iden-
tisch verschwinde.

Ubrigens tberzeugt man sich durch eine einfache Rechnung, daB,
wenn die beiden gegebenen P-Flichen zueinander kongruent oder sym-
metrisch sind, dasselbe auch fiir die beiden abgeleiteten Flichen eintritt.
Entsteht dagegen das erste Flichenpaar durch elgenthche Biegung, so
gilt dasselbe auch fir das zweite Paar.

1.

Die Gleichungen (8), (9) konnen auf eine symmetrischere Form
gebracht werden. Zu diesem Zwecke fiihren wir je zwei neue Funktionen
von % resp. v mittels der Gleichungen

(10) l='nl'+n, m=n"—n,
A=v 4+v, p=1v —w.
ein. Dann gehen die Gleichungen (8), (9) iiber in

Zlat+ e+ m+v)=20 +a)+ @ +2),
S () + (= 2 @)+ (@)
2@+ @=-2E) &)
oder kiirzer, wenn wir die Summenzeichen beiderseits auf alle vier Glieder
erstrecken, in

o

(11) Za + o) = 2(a + o),
da da’
o S-S0

do'\2
2w~ 2 @)
Dies sind die Fundamentalgleichungen umseres Problems.
Hat man ein Paar aufeinander abwickelbarer: P-Flichen, so ent-
spricht demselben eine Losung der Gleichungen (11), (12). Hat man

aber umgekehrt eine Losung dieser Gleichungen, so- kann man daraus
nicht nur ein einziges Paar, sondern unéndlich viele Paare aufeinander
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abwickelbarer P-Flichen ableiten. In der Tat, bringen wir alle Glieder
jeder dieser Gleichungen auf die linke Seite, so bekommen wir drei ko-
grediente 8-gliedrige quadratische Formen. Dieselben konnen durch un-
endlich viele lineare Substitutionen in sich selbst transformiert werden,
wodurch neue Losungen der Gleichungen (11), (12) entstehen, welche zu
neuen Paaren aufeinander abwickelbarer P-Flichen fiihren.

Man soll jedoch nicht glauben, alle diese Flichenpaare seien von den
urspriinglichen wesentlich verschieden. Wenn man z. B. das Vorzeichen
eines der Glieder (a + «), (b + B), (¢ + ») abiindert, so entspricht dieser
Substitution bloB die Spiegelung der ersten Fliche an einer der Koordi-
natenebenen. Anderen speziellen Substitutionen entsprechen Verschie-
bungen und Drehungen einer oder beider Flichen. Unwesentlich ist ferner
eine lineare Transformation von # + v und »" + 2" mit der Determinante
+ 1, weil durch dieselbe die beiden aufeinander abwickelbaren P-Flichen
durch zwei ihnen dhnliche ersetzt werden, indem der gemeinsame Nenner
! 4+ A nur einen konstanten Faktor erhalt.

Dagegen gibt der Zeichenwechsel von # + v oder »" + ¢ im all-
gemeinen eine wesentliche Verinderung der P-Flichen, indem dadurch
I+ 2 mit m+ p vertauscht wird. Ebenso werden die Flichen wesentlich
verindert durch solche Transformationen, bei denen die ersten drei
Glieder der beiden Seiten, z. B. @ + o und &’ + o, beteiligt sind.

8

Wir haben in § 3 gesehen, daB, wenn in (1) zwischen den Funk-
tionen @, b, ¢, I oder a, f, », A mehr als zwei lineare Relationen bestehen,
die entsprechende P-Fliche eine abwickelbare Fliche ist. Wir wollen
jetzt untersuchen, unter welchen Bedingungen derselbe Umstand bei den
Gleichungen (11), (12) auftritt. Dazu ist notwendig, daB diese Gleichungen
bei jeder linearen Substitution nur solche Funktionen a---1, «---4
liefern, die durch mehr als zwei lineare Relationen verbunden sind. Dieser
Umstand tritt aber sicher ein, wenn zwischen den acht Funktionen einer
Art mindestens sechs lineare Relationen stattfinden. Wir wollen z. B. vor-
aussetzen, daB die acht Funktionen a-.-#, a’---n’ sechs linearen Glei- .
chungen geniigen. Wenn wir aus diesen Gleichungen sechs Funktionen
durch die zwei iibrigen ausdriicken und diese Ausdriicke in die erste Glei-
chung (12) eintragen, so bekommen wir eine homogene quadratische Re-
lation zwischen den Ableitungen dieser beiden Funktionen. Diese quadra-
tische Relation 148t sich in zwei lineare auflosen und liefert dann nach
dem Integrieren eine siebente lineare Relation zwischen den beiden Funk-
tionen. Somit lassen sich alle acht Funktionen von « durch eine von
denselben ausdrticken, in welchem Falle, wie in § 3 gezeigt worden ist,
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die entsprechenden P-Flichen auf eine Ebene abwickelbar sind. Es zeigt

sich sogar, daB dieser Umstand schon bei fiinf Relationen zwischen den

acht Funktionen desselben Arguments eintritt, doch ist es mir bisher

nicht gelungen, davon einen allgemeinen Beweis zu erbringen. Wir wollen

daher auch die Moglichkeit von fiinf linearen Relationen voraussetzen.
Differentiieren wir (11) nach « und v, so kommt

. da de da do
(13) Tudv =< du av

Erteilt man hier der Verinderlichen v verschiedene Werte, so ent-

stehen zwischen den acht Ableitungen nach u, g,% e %% , ebensoviele lineare

Relationen; in derselben Weise entstehen lineare Relationen zwischen

%;5, ---,g:—, , wenn wir u einzelne Werte beilegen. Man iiberzeugt sich

leicht, daB die Gesamtanzahl der unabhingigen Relationen beider Art
gleich der Zahl der Glieder der vorstehenden Gleichung, d. h. gleich 8
ist. Da mehr als fiinf Relationen einer Art sicher zu den auf die Ebene
abwickelbaren P-Flichen fithren, welche wir von unserer Betrachtung
ausgeschlossen haben, so bleiben nur noch zwei Moglichkeiten iibrig: Wir
konnen entweder je vier Relationen zwischen den Funktionen von % und
denen von v haben, oder drei Relationen der einen Art und fiinf der
anderen. Wegen der Gleichwertigkeit der beiden Parameter w und v
konnen wir im letzteren Falle annehmen, daB die Funktionen von
durch drei, die von ¢ durch fiinf Relationen verbunden sind.

Wir wollen zuerst den Fall betrachten, daB die Anzahl der Rela-

tionen zwischen Z—Z .. %—Z— gleich 4 ist. Wir schreiben dieselben in der
Form

da dab de an ,da , Ay , dac ,an
Pigpthg, T igutSigu=0 gt % gt go T8 3,
(14) - . C e e .
' da ,da’
p4n+.o. =p4ﬂ+.l.’

mit den 32 konstanten Koeffizienten p,, .-, s,".
Wir setzen vorldufig voraus, daB diese vier Gleichungen in bezug auf

%%, %, % , %% auflésbar sind. Betrachten wir dann die beiden

2@ 2GE)

’

und ersetzen in der zweiten die Ableitungen % -++ durch ihre Ausdriicke

quadratischen Formen
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in gz -+ - aus (14), so erhalten wir zwei definite Formen in den nimlichen

Veriinderljehen %:—z S g—z. Diese beiden Formen konnen bekanntlich durch
eine reelle lineare Substitution in Summen von Quadraten verwandelt
werden, deren neue Argumente wir mit 44 4B 40 4N bezeichnen
’ g du’ du’ du’ du

wollen. Alsdann verwandeln sich die beiden Summen in
() + (@) + () + (7))

mt (5 et (G2 e (B0) '+ (53)]

w

und

wobei alle s reelle endliche Zahlen sind. Setzen wir

15y p GA_d4 ,dB_dB L d4C_4C AN _aN’
M) M= Mg =G Maw = M= qu

so nehmen die beiden Formen die Gestalt
d.A\2 d A\
2 @) 2 @)

an. Fiihren wir dieselbe Transformation in Gl (11), (12) aus, behalten aber
statt 4, A’ .. die alten Bezeichnungen a, a’--- bei, so indern diese (lei-
chungen ihre Form nicht, da unsere Transformation die Quadratsummen
auf den beiden Seiten in Quadratsummen iiberfiihrt. Die Gleichungen (14)
werden aber durch die nachstehenden ersetzt
16 hEm=%n hEm—de ha—go k=T

Bisher hatten wir vorausgesetzt, daB Gl. (14) in bezug auf % e %%
auflosbar ist. Sollte diese Bedingung in einzelnen Fillen nicht erfiillt
sein, dann kénnen wir die Koeffizienten von (14) etwas abindern und
dann zu unserem Falle als zur Grenze iibergehen. Man sieht leicht ein,
daB bei diesem Grenziibergange unsere orthogonale Substitution nie
unmdiglich, sondern héchstens unbestimmt werden kann, in welchem Falle
wir aus der unendlichen Menge mdglicher Substitutionen eine beliebige
auswihlen konnen, um den linearen Relationen (14) die Form (16) zu
geben. Der einzige Unterschied besteht darin, da8 in diesem Falle
einige von den Zahlen h,, - - -, h, unendlich oder unbestimmt werden, was
itbrigens fiir das Folgende gleichgiiltig ist. Wird z. B. in der Gleichung

By 5% =22 die Grobe &, unendlich, so ist die Gleichung durch 22— 0
zu ersetzen; wird h, aber unbestimmt, so hat man die beiden Gleichungen
A LA
du 7 du
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Ist ferner die Anzahl der Gleichungen (14) bloB gleich 3, so kénnen
wir denselben eine beliebige vierte lineare Gleichung hinzufiigen, die wir
nach Ausfithrung der orthogonalen Substitution wieder fallen lassen.

9.

Wir konnen die Bedingungen (16) auf drei verschiedene Formen
zuriickfiihren. Betrachten wir eine Relation
da dda
) h = du
so sind drei Fille zu unterscheiden, je nachdem der absolute Betrag von h
%1 ist. Ist 2. B. |h>1, so kommen wir in (11), (12) statt (a + @)

und (a’ + «') folgende Ausdriicke einsetzen
LR CE N (CRR R ICE

wodarch GL (11), (12) keine wesentliche Veranderung erleiden. Be-
zeichnen wir aber diese Ausdriicke wieder mit (a 4+ «), (¢ + «'), so nimmt
unsere Relation (17) die einfache Form

d =0

U

an. Ebenso verwandelt sich (17) bel [h]| <1 in
% =0.

Ist endlich || =1, so konnen wir immer » = + 1 setzen, da wir in
(11) nétigenfalls die Vorzeichen der einzelnen Glieder verindern kiénnen.
Somit konnen die Relationen (16) zwischen den Ableitungen der acht
Funktionen a,---,% nach u immer auf die drei Formen zurtickgefiihrt
werden:

da da’ da da

Wir wollen nun voraussetzen, daB zwischen den Ableitungen der
Funktionen a, .-, n tatsichlich eine gewisse Anzahl von Relationen wvon-
der Form (18) besteht. Fihren wir diese in (13) ein, so bestehen keine |
weiteren linearen Beziehungen zwischen den iibrig gebliebenen Ableitungen:
nach u; es miissen daher die Koeffizienten dieser Ableitungen identisch.
verschwinden. Untersuchen wir, welche Beziehungen zwischen den Ab-
leitungen nach v daraus entstehen. Kommt irgend eine Ableitung nach w,

z. B. g% , in den Bedingungen (16) nicht vor, so bleibt sie auch in (13)
bestehen und ihr Koeffizient mufl verschwinden; wir haben somit

de
do =0.
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Gentigt dagegen o der Bedingung :izl_g = 0, so verschwindet diese Ab-

leitung aus (13), und ihr Koeffizient 32 in (13) bleibt frei. Sind endlich
o und & durch die Relation

da dd

T du

verbunden, und eliminieren wir mittels derselben aus (13) die Ableitung

gz , 80 erhalt den Koeffizienten ('17‘: - %% und es folgt
do_ad
dv ~ dv

Folglich konnen die Beziehungen zwischen den Ableitungen mnach v
in dreifacher Form dargestellt werden:
d do d do
g demo, S0, r-it.
Von den Beziehungen (18), (19) zwischen den Ableitungen der Funk-
tionen g, .-+, »" kinnen wir zu den Beziehungen zwischen diesen Funktionen
selbst libergehen. Aus

EE—O

folgt
a =k = const,
Da aber @ in (11) nur in der Verbindung @ + o auftritt, so kénnen wir
k zu « hinzufiigen und setzen
(20) a=0.
Ebenso fiihrt

zu
(21) =0,
wobei die beiden Beziehungen ¢ = 0, « = 0 niemals zusammen eintreten
diirfen.

Bestehen endlich die beiden Rela.tioneq
(22> fl_ﬁ = %7 g‘g = % ?
die, wie wir oben gezeigt haben, immer gleichzeitig vorkommen, 80 -er-
geben dieselben

a+a=d + o + 2k,

wobei & eine Konstante ist.

Diese Gleichung kann durch zwei andere ersetzt werden

(23) ate=a+a+k o+od=0+0a—F,
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wo @, o zwel neue Funktionen von w resp. v bezeichnen. Setzen wir diese
Ausgdriicke in (11), (12) ein, so verschwinden die entsprechenden Glieder
aus (12), wihrend in (11) auf den beiden Seiten die Ausdriicke

2@+ o)k, — 2@+ o)k
bleiben. Ist k& = 0, so verschwinden auch diese. Ist aber % von Null ver-
schieden, so konnen wir in (11) k@, ke durch @, & ersetzen, was dem
Werte k= 1 entsprechen wiirde. Somit kann man immer in (23) ent-
weder £ =0 oder k=1 setzen und es folgt aus (22) entweder
a+a=o + o

oder
a+oe—1=da +a+1.

10.

Nunmehr sind wir imstande, alle Liosungen der Gleichungen (11),
(12) und damit aolle aufeinander abwickelbaren P-Flichen anzugeben.
Wie wir sahen, kénnen aus jeder Losung dieser Gleichungen unendlich
viele neue Lisungen abgeleitet werden mittels linearer Substitutionen, die
diese Gleichungen in sich iiberfiihren. Diese Substitutionen setzen sich.
zusammen aus orthogonalen Substitutionen, welche auf jede Seite dieser
Gleichungen ausgelibt werden konnen, und aus einer Substitution, durch
welche Glieder der beiden Seiten miteinander verbunden werden. Wir
kénnen némlich in (11), (12) die Ausdriicke

ate, a+d
durch
@9 gla+e) +h(d + o), hla+e)+g(a + o)
ersetzen, wobei die Konstanten g, » durch die Bedingung
g’ —h =1

verbunden sind.

Alle Losungen der Gleichungen (11), (12), die auseinander durch
lineare Transformationen erhalten werden kénnen, wollen wir zu einer
Grruppe rechnen, und es geniigt, aus jeder Gruppe nur eine Losung zua
finden, um alle iibrigen zu haben. Jede Gruppe von Lésungen wird durch
die Beschaffenheit der linearen Relationen charakterisiert, die nach § 8
zwischen den Funktionen in (11) stattfinden miissen. Durch geeignete
lineare Transformationen konnen wir diese Relationen auf die Formen
(20), (21), (28) bringen, und die Zahl der Relationen jeder Form ist es,
die die verschiedenen Gruppen von Losungen voneinander unterscheidet.

Die Untersuchung aller hier méglichen Fille bietet keine Schwierig-
keiten; wir wollen hier bloB ihr Endergebnis angeben. Es zeigt sich :.
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wenn wir nur solche P-Flichen haben wollen, die auf die Ebene mnicht
abwickelbar sind, so ist notwendig, daB zwischen den Funktionen von
u und denen von v je vier lineare Relationen bestehen; von diesen darf
hochstens ein Paar die Form (23) haben.

Es lassen sich daher alle Losungen der Gleichungen (11), (12) in
zwel Gruppen verteilen, je nachdem in der beziiglichen linearen Relation
die Form (23) vorkommt oder nicht. Jede Gruppe zerfillt in Unter-
gruppen, die sich durch die Verteilung der Relationen der Form (20),
(21) zwischen den beiden Seiten von (11) unterscheiden. Es wird sich
jedoch zeigen, dal diese Untergruppen sich voneinander nicht wesentlich
unterscheiden, da sie durch lineare Substitutionen, allerdings mit imagi-
niiren Koeffizienten, ineinander tibergehen.

11.

Wir wollen nun die erste Gruppe der Lésungen betrachten. Hier hat
ein Paar von Relationen die Form (23); wir wollen dieselbe auf die
Glieder # + v, #' + v" beziehen und setzen

n+p—k=n’+v'+k=ﬁ+17,
indem wir die Konstante ¥ unbestimmt lassen, um auch den Fall 2 =0
einbegreifen zu konnen. Die iibrigen sechs Relationen verteilen sich auf
die dbrigen Glieder der Gleichung (11). Als erste Untergruppe betrachten
wir die, bei der unter den drei Relationen von der Form (20) sich zwei
auf die eine und eine auf die andere Seite der Gleichung (11) beziehen.

Dann miissen die Relationen (21) sich umgekehrt verteilen. Somit haben
wir in diesem Falle folgende Beziehungen

nt+v=n+v+k w+v=n+v—4k,
€L =0, ¥=0, ¢=0,
=0, =0, y=0.
Die Gleichungen (11), (12) verwandeln sich hier in
@+ b+ 4k ) =+ BT+ 7
da\2? ab\2 dc\?
(25) () + () = (@)
dy\2_ (da\2 | (df\?
@) = (@) +(G5)
Wiihlen wir hier fiir a, b, o, §’ beliebige Funktionen, so werden aus
den beiden letaten Gleichungen ¢/, y durch Quadraturen bestimmt, worauf

sich aus der ersten Gleichung % + ¥ ergibt; den verschiedenen Werten
der Konstante & entspricht hier eine Schar shnlicher Flichen.
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Beziehen sich alle drei Relationen von der Form (20) auf die eine
Seite der Gleichung (11), so entsteht die zweite Untergruppe

ntv=n+v+k #+v=8+v—F,

(€ 9] =0, ¥=0, ¢=0,

«=0, =0, p=0.
Die Gleichungen (11), (12) nehmen hier die Form an
@B+ A A+ V) = 4y

da\2 ab\? de
(26) () + () + (@) =
do ap\?

() + G+ @)'=0.

Es ist leicht zu sehen, daB dieser Fall in den vorhergehenden leicht
transformiert werden kann. Ersetzen wir in (26) ¢, ¢ durch ic, ip und
bringen diese Glieder auf die anderen Seiten der Gleichungen, so erhalten
wir (25); letztere Transformation ist aber ein Spezialfall von (24) fiir
9=0, h=—4.

Es ist zu beachten, daB, obwohl die Gl (26) nur imagindre Lisungen
zulassen, wir jedoch auch hier reelle P-Flichen erhalten k6nnen. Wir kénnen

némlich u, v als konjugiert komplexe Verdnderliche betrachten und a, &, ¢
konjugiert zu o', ¢f, ¢y wihlen. Wenden wir dann auf alle Glieder

von (26) auBer % -+ ¥, die Transformation (24) mit g=—, h = £ an,
so verwandelt sich die erste dieser Gleichungen in V_ &
(a4 + OB+ i) + (c+ 92+ 8k(m + )
= (ta + &)+ (1b + ) + (ic + )
Alle Glieder sind hier reell und konnen zur Bestimmung zweier reeller
P-Flichen dienen.
Als Beispiel wollen wir setzen
a+a= 2sind, b+ p=2co8u, c+y=26nv, n +rv=u+0o4+1,
a'+o=2Cofv, b+ f=2v, ¢ +9y'=2u, W =utfot—1,
hier haben wir
‘ =0, ¥=0, ¢=0,
«=0, =0, y=0,
ntv=n -+ 42,
also den Fall (I, 1). Die Gleichungen (11), (12) werden identisch be-
friedigt, und wir haben nach (10)

I+A=2w+0®), m+pu=—2.
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Dann liefern (1), (1") zwei folgende aufeinander abwickelbare P-
Flichen

sin % cos % Ginv

=,,';T_F'”’sn =u,’|+'u” z=u’+v”
2 = Coj o r_® I
—u2+272’ _u’-{—'v”’ ”‘u2+”2

Vertauschen wir 7+ 4 mit m 4 u und multiplizieren mit — 1, so be-
kommen wir ein anderes Flichenpaar

x=sinu, y=cosu, 2z=GCinwv,

2 =Cofu, ¥y =u, 7 =u.

Diese Gleichungen stellen zwei Zylinder dar. Wenden wir aber auf
dieselben die Transformation (24) an, so bekommen wir zwei aufeinander
abwickelbare Translationsflichen

r=sinu, y=gcosu+ hv, 2= CSinv,
& = Cojv, y =hcosu+gv, & =u,
g —hm =1

12.

Wir wenden uns jetzt zu der zweiten Gruppe von Losungen, bei
der keine der linearen Relationen die Form (23) hat. Hier entstehen
ebenfalls Untergruppen, die davon abhéingen, wieviele Relationen von der
Form (20) jeder Seite der Gleichung (11) entsprechen. Es kénnen nim-
lich entweder jeder Seite je zwei Relationen entsprechen, oder einer Seite
drei und der anderen eine, oder endlich konnen alle vier Relationen sich
auf eine Seite beziehen. Das liefert folgende drei Untergruppen:

=0, ¥=0, ¢=0, n=0,
e=0, =0, =0, =0,
Die Gleichungen (11), (12) ergeben hier
LIRS LIRPY JENGY. SURVL IR, ¢ JINPE JrIpW] |
da ? ab\2 dc'\2 dn 2
@ Gar'+ (G- G2+ G2
dy\? dv\2 [de/\2 [df\2
() + @)= &)+ G
Die erste Gleichung zerfillt in zwei andere
2 g pe — o2 '3
(28) A
?2+,’)2=x2+ﬂ2+k’
wobei % eine Konstante bezeichnet.

L 1)
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Differentiieren wir die erste Gleichung (28) und verbinden sie mit
der zweiten Gleichung (27), so bekommen wir

@+2+8)[(G@) + @@ ] - (a5
=@+ [+ G- 5+ 5
(vae— ¢ T =@ —a g+ G+ G

Zieht man hier beiderseits die Quadratwurzel aus, dividiert durch die
erste (leichung (28) und integriert, so bekommt man

i _ YV ba Gl G @,

oder

und ebenso “ + vt
ay _ 2 ar\?, (dv)?
arctg /V v 7;11)_2_ = ’i[gdv> + (dv) ] do.

Diese Formeln, zusammen mit (28), driicken ¢, #/, &, p” durch @, b, y, 2
aus. Die bei der Integration auffretenden Konstanten entsprechen ortho-
gonalen Substitutionen in ¢, #»’ und «, 3.

Die beiden anderen Untergruppen sind die folgenden:

=0, ¥=0, ¢=0, n=0,
«=0, =0, =0, =0,
a2+b2+02+,’}2=“’2+ﬁ'2+y’2+n’2,

1, 2) ,
() + (@) + )= @)
&)+ @)+ @)= (&)
=0, ¥=0, ¢=0, #=0,
«=0, =0, y=0, »=0,
(H 3) a2+b2+cs+ n“’=a’2+ﬂ'2+7'2+1/2,
y

(o) + (za) + (@) '+ (G2)=o,
(dv) T (‘Zﬁ) + (dv) + (%’); 0,

Diese beiden Untergruppen konnen aus der ersten (II, 1) durch die-
selbe imagindre Transformation abgeleitet werden, durch die wir (I,2)
aus (I, 1) erhalten haben. Obwohl in (II, 3) nur imaginire Lé&sungen -
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moglich sind, kénnen wir auch hier reelle P-Flichen erhalten. Dazun
miisgen wir, dhnlich wie in (I, 2), %, v konjugiert imaginér nehmen und
zugleich die Funktionen @, b, ¢, » konjugiert imaginir zu i, if, iy,
1o’ wihlen.

Als Beispiel nehmen wir
a +o=Cinku, b+p=sinkv, ¢+ p=coskv, n+v ="FkCoju,
o +o =kGinu, b+ p =ksino, ¢+ y = Cofku, n'4 v'=Fkcosv,

wobei %k eine Konstante ist.
Hier ist
b=0, ¢=0, V=0, »'=0,

a=0, v=0, /=0, =0,

was, abgesehen von der Bezeichnung, dem Falle (II, 1) entspricht. Man
tberzeugt sich, daB diese Werte den Gleichungen (11), (12) geniigen.
Berechnet man ! 4+ 14 aus (10), so bekommt man aus®(1), (1") die Glei-
chungen der beiden aufeinander abwickelbaren P-Flichen

___ Ginku _ gin kv _ cos kv
99 T Cofu 1 coso? y= Cofu -+ cosv? z_[&oiu-}—coﬁ’
( ) kGinu , ksinv , chku

T = Gofutooso’ ¥ = Tojut coso’ # = Eolu T coso’

wobei zur Vereinfachung alle Ausdriicke mit ¥ multipliziert worden sind.
Uben wir auf ¢+ p, ¢ + " die Transformation (24) aus, so ent-
stehen allgemeinere Gleichungen, indem die Ausdriicke von 2, ' die Form

erhalten
h@ofku + g coskv r gCofku 4 hcoskv
=, §="———
(29') Coju + cosv Coju 4 cosv ?
g#—hr=1

Diese Gleichungen sind von Peterson 1866 angegeben worden. Sie
konnen augenscheinlich noch weiter verallgemeinert werden, wenn man
die Transformation (24) auf die beiden tibrigen Koordinatenpaare an-
wendet.

13.

Aus dem Vorhergehenden 1dB8t sich schliefen, dafl im allgemeinen
eine P-Fliche in eine andere von ihr wesentlich verschiedene P-Fliche
nicht verbogen werden kann. In der Tat, ersetzt man =, #, v, v durch
ihre Ausdriicke (10), so folgt aus § 8, daB die acht Funktionen a, o/,
b, b, ¢ ¢, 1, m durch vier lineare Relationen und ebenso die acht iibrigen
Funktionen o, o, B, 8, ¥, ¥, 4, w durch vier andere lineare Relationen
verbunden sind. Durch eine entsprechende Verinderung der Lage der
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beiden P-Flichen in bezug auf den Koordinatenanfang kann man aber
stets erreichen, daB die Funktionen I, m, 4, ¢ nicht mit den &ibrigen Funk-
tionen linear verbunden seien. Tritt z. B. in einer linearen Relation die
Summe @+ k! auf, so verschieben wir die erste Fliche parallel zur
z-Achse um die Linge . Dann muf man den Ausdruck z = ‘;——_{':—‘;" durch
den anderen

@+ k) +(a+k2)

)
ersetzen. Somit kommt an die Stelle von @ die Summe @ + kI, und in
unserer linearen Relation muB umgekehrt @ 4 kI durch a ersetzt werden.
In dieser Weise kann ! aus jeder linearen Relation entfernt werden,
welche eine der Funktionen a, a’, b, ¥, ¢, ¢’ enthdlt, Ebenso liberzeugt
man sich, daf eine lineare Verbindung von s mit diesen sechs Funk-
tionen vermieden werden kann. Differentiieren wir namlich (8) nach u
und », so folgt dhnlich wie in § 8, daB, wenn ¢ mit m linear verbunden
ist, und diese lineare Gleichung die einzige ist, in der a und m zusammen
auftreten, eine zweite lineare Relation vorhanden sein muB, die « mit
A verbindet. Aus der letzteren kann man aber A wegschaffen mittels des-
selben Verfahrens, welches oben auf [ angewandt wurde; dann wird auch
m aus seiner Verbindung mit a verschwinden.

Da die Funktionen a, b, ¢, ! im allgemeinen durch keine linearen Re-
lationen verbunden sind, so lassen sich aus den vier linearen Relationen
zwischen a, @', b, ¥, ¢, ¢, I, m die Funktionen a', b, ¢, m durch a, b, ¢, I
ausdriicken, wobei nach dem Vorangehenden die Ausdriicke fir o, b, ¢
nur @, b, ¢, nicht aber ! erhalten. Setzen wir diese Ausdriicke in (9) ein
und beachten, daB wir zwischen @, b, ¢, I keine spezielle Abhingigkeit

da\2
‘ i)
in 2 (%%)2 tibergeht. Diese Substitution entspricht folglich einer Dre-
hung der urspriinglichen P-Fliche um den Koordinatenanfang, eventuell
verbunden mit einer Spiegelung, so daf die zweite P-Fliche der Form
nach von der ersten nicht verschieden ist. Nur solche P-Flichen kSnnen
in andere P-Flichen verbogen werden, deren Gleichungen mit den Li-
sungen (I, 1)—(II, 8) in §§ 11, 12 in Verbindung stehen.

X =

voraussetzen, so folgt daraus, daB durch unsere Substitution 2

14.

Bisher hatten wir nach Paaren von aufeinander abwickelbaren P~
Flichen gesucht. Wir wollen nun untersuchen, ob s solche P-Flichen
gibt, die kontinuierlich in- andere’P-Flichen verbogen werden konnen
unter der Bedingung, daf das Liniensystem (u, v) bei dem Verbiegen derx
Fliche ein konjugiertes System bleiben soll. Mit anderen Worten: wix
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fragen nach solchen Fkonfinuierlichen Scharen wvon aufeinander abwickel-
baren P-Flichen, bei denen es konjugierte Liniensysteme gibt, die auf allen
Flichen der Schar einander entsprechen.

Es mogen die Gleichungen (1") eine solche Flichenschar darstellen.
Dann miissen a, ¢, b, f/, ¢, ' Funktionen eines ,Biegungsparameters® ¢
goin, die wir in bezug auf ¢ differentiierbar voraussetzen wollen. Einem
speziellen Werte #, dieses Parameters entspricht eine bestimmte Fliche
der Schar, die durch (1) dargestellt werden mége. Dann ist es zur Lo-
sung unserer Aufgabe ndtig, die Gleichungen (8), (9):

(8 Z(a+ta)—Z( + “,)211 ¢+ 2)(m + w),
2@ -2 @) -

©) do 2_2 @5)2_51__1_ du
(dv “dv dv?

2 @)

auf solche Weise zu ldsen, daB die Funktionen o, o, ¥, 8, ¢, ¢/, m, p
von ¢ abhingig seien, nicht aber a, @, b, 8, ¢, », |, . Da wir gesehen
haben, daB 7, m, 1, ¢ mit den iibrigen Funktionen durch keine lineare
Relationen verbunden sind, so sind nur folgende Arten von Relationen
zwischen diesen iibrigen Funktionen mdglich:
1) a=0,a=0; 2) a=0,4d¢=0,
3) a=h"'d, ¢« =nhd; 4) at+oe=a + o +E,

wobel h, k von ¢ abhingen.

Setzen wir diese Relationen in (8), (9) ein, so ergibt eine einfache
Untersuchung, auf die wir hier nicht eingehen wollen, daB unsere Auf-
gabe mur dreierlei Losungen zuldBt. Es sind die folgenden:

(A) a=0 =0, b=b =0, p=9p =0, i=p=0.

Hier nehmen Gl. (8), (9) die Form an

&2+ﬂ2+02=0¢,2+ﬁ'2+0,2+lm,
(dc)2__ "dc’)2 al dm
7 = \au) * @ T
da\2  /df\2 [(do/\2 | (df\?
o)+ (@) = (&) "+ (G2

Die erste Gleichung zerfallt in die beiden anderen:

E=ct+Im-+h,
a2+ﬁ2=u’2+ﬁ’2_k’

wobei % eine Konstante ist. Verfihrt man hier wie in (II, 1) § 12, so-
bekommt man

Mathematische Annglen, LXITI. 6
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=1 fVIE T4
g /V o)+ [+ 6]

EENEY

Ersetzen wir hier — l , l , 5 durch ¢, ¢, ! und tragen diese Ausdricke

dv.

in (1) ein, so bekommen wir folgende Gleichungen mit dem Biegungs-
parameter A:

z=1Va*~4 g2+ heos o,
y=1V a4+ B%+ hsingp,

(30) z=j}f@f-hiﬁdm
f Vg —ege)+2[(55)+ ()]

ot pit R
Die Linien « = const. sind hier der zy-Ebene parallel; es sind Be-
rithrungslinien der umgeschriebenen Kegel, deren Spitzen auf der z-Achse
liegen. Die Linien v = const. sind ebene Kurven, deren Ebenen durch
die 2-Achse hindurchgehen; sie sind Bertihrungslinien der umgeschrie-
benen Zylinder, deren Erzeugenden parallel der zy-Ebene verlaufen.
Die Flichen (30) kénnen aus Rotationsflichen erzeugt werden. Hat
man eine Rotationsfliche

z=1Ilcosp, y=Ising, z=fV(%)2—h(%)gdu,

wobei @ den in (30) angegebenen Wert hat, so braucht man nur die Ab-
stinde ihrer Punkte von der Rotationsachse im Verhiltnis }o?+ g2 +h: 1
zu verindern, um die Fliche (29) zu haben.

Diese Flichen sind von mir im Bulletin des Sciences Mathématiques
2. sér,, t. 15 ausfiihrlich behandelt worden.

Setzt man in (30) & = cosv, § =sinv, so entstehen die bekannten
Biegungen von Rotationsflichen. Setzt man aber

dv.

a=Acosv, B=DBsinw, c= Csinu, l=-cosu,
wobei 4, B, C Konstanten bedeuten, so hat man aus (30)

z = cosu Y A%cos’v + B2sin’v + % cos @,
y = cosu /A2 cos?v + B?sin’v + hsing,
(51) 2 =‘[.'V(}2 cos®u — hsin’u du,

VA B® | h(A?sin’ v -+ Bicos?v) dv.
9= Afcos®v 4 Bsin®v 4 A
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Fiir & = 0 haben wir
# = Acosucosv, y= Becosusinv, #z= Csinu.

Demnach sind (31) Biegungen von Mittelpunktsflichen 2ter Ordnung.
Wir gehen nun zur zweiten Losung unserer Aufgabe iiber:
(B) a=h'd, a=hd, b=¥V=0, y=y =0, I+i=1.
Die Gleichungen (8), (9) verwandeln sich in
AW+l —h )+ + =+t mtp,
da\? de\?  [dd\?
@ =+ (52)= (55,
do\? _ ap\e  (dp
(%) A—k 2) + (d’o) (dv)
Aus den beiden letzten Gleichungen bestimmt man durch Quadra-
taren ¢ und g, worauf die erste Gleichung m + u liefert. Die Glei-

chungen (1) ergeben dann
z=ah + ah™},

(32) v= [V + e g) o,
e VT T

Diese Gleichungen stellen aufeinander abwickelbare Translations-
flichen dar, mit dem Biegungsparameter k. Dieser Fall kann als Grenz-
fall des vorangehenden betrachtet werden, der entsteht, wenn wir in (30)
die z-Achse ins Unendliche riicken lassen, wie das in meinem oben
sitierten Aufsatze im Bulletin des Sciences Mathématiques gezeigt worden
ist. Das konjugierte System (u, v) besteht hier aus zwei Scharen von
gylindrischen Linien, die parallel zu den zy- und x#-Ebenen verlaufen.

Die dritte Losung entspricht den Voraussetzungen

©) a=h"'d, a=hd, b=k, f=hp, c=h"1¢, p=hy, l+i=1
Hier erhalten’ (8), (9) die Form
@+ B+ (=B + @+ f ) (L~ ) =m + s,
@)+ G+ G =0,
@)+ @)+ (@) -0,

Die beiden letzten Gleichungen zeigen, daf die Linien w = const,
und v = const. Minimalkurven sind; da sie ein konjugiertes System bilden,
6.
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so sind die dieser Losung entsprechenden Flichen Minimalflichen. Um
reelle Flichen zu haben, miissen wir % und v konjugiert imaginir nehmen,
fir a, b, ¢ und o, B, y drei Paare konjugierter Funktionen dieser Ver-
dnderlichen wihlen und % = ¢/* bei reellem % setzen. Dann geben (1) die
Gleichungen von aufeinander abwickelbaren Minimalflichen

(33) z =% + e fa, y=2erb+ e B, 2=ctc+ ey,

mit ¥ als Biegungsparameter.

Die Fille (A), (B), (C) sind, abgesehen von Kegeln und Zylindern,
die einzigen, bei denen eine kontinuierliche Biegung von P-Flichen in
andere P-Flichen moglich ist. Dieselben sind bereits 1866 von Peterson
angegeben worden.



