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« Sr. Bocanoek. Relativbiquadratische Zahlkdrper. 85H

Zur Theorie des relativbiquadratischen Zahlkorpers.*)
Von

StrrEAN BocuMiGER in Agram (Kroatien).

In W. Lietzmanns Inaugural-Dissertation: ,Uber das biquadratische

Reziprozititsgesetz in algebraischen Zahlkérpern® (Géottingen 1904) be-
finden sich Sitze, die einen Teil des Beweises des biquadratischen Rezi-
prozititsgesetzes in algebraischen Zahlkdrpern ausmachen. Wir kntipfen
an diese Dissertation an. '
" Im ersten Teile der vorliegenden Arbeit soll als Grundkorper % ein
beliebiger Oberkdrper des durch die Einheitswurzel i =)/ — 1 definierten
Korpers (i) mit ungerader Klassenzahl genommen und fiir ihn die Sitze
iber die primiren Primideale und das spezielle biquadratische Reziprozi-
titsgesetz in der Gestalt

ERERTE

allgemein bewiesen werden.
" Im zweiten Teile wird dann angenommen, daf fiir den Kdrper %

mEE @

als richtig nachgewiesen sei, und auf Grund dieser Annahme das allge-
meine biquadratische Reziprozititsgesetz in Hilbertscher Fassung fiir den
Korper & bewiesen.

I. Teil.

81
Die Relativdiskriminante des Korpers K(V/ u).
Es sei k& ein beliebiger Oberkorper des Korpers %(¢) und u eine

ganze Zahl in %, die nicht das Quadrat einer ganzen Zahl desselben
Korpers k ist.

_ ® Kroatisch erschienen in den Sitzungsberichten der Siidslavischen Akademie
dér Wissenschaften und Kiinste in Agram, Bd. 163.
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Bezeichnet man mit Dﬁ“ die Relativdiskriminante des Korpers

K (#/u, &) in bezug auf %, ferner mit Df/‘ Vi die Relatwdls]mmmante des

Korpers K (/) beziiglich K (Y, k) und schlieBlich mit DV X die Re-
lativdiskriminante von K (J/u) in bezug auf , so gilt die Beziehung

® D454 Dl i (Ot i)

wobel unter Ny; . die Norm in K (Vy,) genommen in bezug auf % zu

verstehen ist.

' Demzufolge enthilt DV , nur diejenigen Primideale des Kérpers %
My

als Faktoren, welche in mindestens einer der Zahlen

Dy Mvir Ptz vi)

sufgehen. Es kann leicht gezeigt werden, daB jeder Primfaktor des
Korpers k, welcher in D Vi aufgeht, auch in N Vi k (Dﬁ‘, VZ) aufgehen

- muB. Durch solche Primideale miissen jedoch noch nicht simtliche Prim-
faktoren von Dép . erschopft sein; es kann vorkommen, da8 Df/‘ R auch
#

solche Primfaktort;n enthilt, welche nicht in Dv;,w wohl aber in

aufgehen. VP" ( % Vu)
Uber diejenigen Primideale p, die zu 1 4 ¢ prim und in DV . als
s

Faktoren enthalten sind, vergleiche man Satz 5 der Lietzmannschen Dis-~
sertation.

Uber diejenigen Primideale, die in 1 + % aufgehen, wollen wir folgen-
den Satz beweisen:

Satz 1. Es sei [ ein in 1 4 ¢ genau zur [*® Potenz aufgehendes
Primideal des Korpers k; es sei ferner p eine genau durch die g% Potenz
von | teilbare ganze Zahl in %, die nicht das Quadrat einer ganzen Zahl
desselben Korpers % ist; schlieBlich sei [ ein in [ aufgehendes Prim-
ideal des Korpers K (V‘), so ist die Relativdiskriminante Dﬁ,. dann und
nur dann prim zu [, wenn die Beziehungen

@) p=dh, (W49),
@ vi=a, (@)

statthaben, wobei « eine ganze Zahl in %, & eine ganze Zahl in K (/')
bedeutet und o eine gerade positive ganze rationale Zahl ist, die sich
durch 4 teilbar erweisen wird.

Ist (%) = + 1, so ist dazu notwendig und hinreichend, daB g dem
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Biquadrate einer ganzen Zahl in % nach dem Modul I°*+¢ kongruent
werde; ist hingegen (»“I—) = —1, so ist dazu notwendig, daf g dem Bi-

quadrate einer ganzen Zahl in % nach dem Modul I*'+2 kongruent werde;
diese Bedingung ist jedoch nicht ausreichend und wir werden spiter (man
vergleiche hierzu Satz 22) auch eine solche aufstellen.

Beweis. Die Beziehungen (2) und (2%) folgen sofort aus der
Theorie des relativquadratischen Zahlkorpers, wenn man die Gleichung (1)
beachtet.

Nun sei weiter ({') =+ 1: dann zerfillt das Primideal { im Korper

K (Yu) in zwei voneinander verschiedene Primideale [, ST nach der
Gleichung L
[=1.81,

wobei unter S die Substitution § = (Jw:— ) zu verstehen ist. Aus
(2*) ergibt sich leicht die Gleichung '
(3) p=at, (o),
Wir beachten jetzt die Beziehung

ny (1) = (1),
wo ¢ eine beliebige positive ganze rationale Zahl bedeutet und unter
n, die Norm genommen in K (Vu), unter # die Norm genommen in %
zu verstehen ist. Dieser Beziehung zufolge ist die Anzahl der unter-
einander inkongruenten Reste des Korpers K ()/u) beztiglich des Moduls

' genau gleich der Aunzahl der untereinander inkongruenten Reste des
Kérpers & in bezug auf den Modul ¥*. Es sind aber zwei untereinander
nach dem Modul [¢ inkongruente ganze Zahlen «, § des Korpers k& auch

nach [¢ inkongruent, denn wire

o=, (Ye) ’
so wiirde hieraus weiter folgen, dal auch
a=p, (ST

sein mub, und es miiBte dann, weil It und ST relativ prime Ideale sind,
auch = nach {* sein. Da auch umgekehrt zwei untereinander nach

dem Modul ¥ inkongruente ganze Zahlen «, § des Korpers & gewil auch
nach [¢ inkongruent sind, so kann jede ganze Zahl & des Korpers K Vw

einer ganzen Zahl « des Korpers & mach I° kongruent gesetzt werden.
Tun wir dies insbesondere in der Kongruenz (3), indem wir

7=, (T“"““)
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annehmen, so ergibt sich 3
p=d (04

und hieraus B
p=at, (SToe);

beides zusammengenommen liefert den Beweis fiir die Behauptung des
Satzes 1.
Die Umkehrung ergibt sich wie bei Lietzmann, pag. 16.

Nun sei weiter (%) = —1, so bleibt [ in K (}u) unzerlegt. Wir

schreiben (2%) folgendermaBen
- =\ 2 414 i
4) Vu= (gi:ﬂ> ’ ([ ? )’

wobei e—"}:—@ eine ganze Zahl in K (V;c), @, 6, T ganze Zahlen in % sein

sollen. HEs sei das Primideal [ in den Zahlen ¢, 6, v der Reihe nach

D &t oVe
T

genau zur 7, s*° #** Potenz enthalten. eine ganze Zahl

. — G
sein soll, so muB es auch e— Ve

T
. . 26V . .
und ihre Differenz —™—- Hieraus ist zu entnehmen, daB

sein, folglich auch ihre Summe 21——9-

(5) r+202t, s+ 4 +22t
sein mub. .
Weiter mub N, , (Q to W) = 02:268" eine ganze Zahl sein, worauss

T

wegen (4) die Beziehung

( 284 —'3)
(6) P—eu=0, \I °?
folgt. Nun folgern wir aus (4) die Kongruenz

) _ _ 2 442
(M) — Vi = (2, (%),
Addiert man (7) zu (4), so ergibt sich
2 ) 21+ 2
e —o, \1 ),

somit muB
24 1-}-2:)

® ¢t om0, (0

sein, woraus wir weiter die folgende Kongruenz ableiten:

(21+%+2:)
ol —elu=—2¢%u, \[ .
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Vergleicht man diese Kongruenz mit (6), so ersieht man unmittel-
bar, daf

©) s=t—2 1

sein wouB. In dhnlicher Weise schlieBen wir, indem wir (8) auf die Form

(21+%+2t
o’u—'=—2¢% \l

bringen, durch Vergleichung mit (6), da

(10) rett gl
ist.
Nachdem die Beziehungen (9) und (10) festgestellt sind, leiten wir
aus (2) die Kongruenz
_ 2042
Ve=uq (s :)

ab und iiberzeugen uns leicht von der Richtigkeit der folgenden Kon-

gruenz:
o\ 2 e
vi=EE) (),

Bestimmen wir nun eine ganze Zahl 8 in %, so daB

q—to'a =8, ({214-;—)

wird, was hier moglich ist, so kdnnen wir die Beziehung

vi=p, (&%)

aufschreiben. Da aber auch

24 =
- Vl_" = ﬁg: <I 2)
sein muB, so ergibt sich schlieBlich

(11) w=p, (),
wie Satz 1 behauptet.

Umgekehrt kann aber nicht geschlossen werden, daB aus (11) die
Kongruenzen (2) und (2%) folgen, es kann vielmehr vorkommen, daB die
Kongruenzen (2) und (2%) nicht erfiillt werden kounen, obwohl die Be-
ziehung (11) statthat. So sind beispielsweise im Korper der imaginiren
Zahlen k(7) die Zahlen 1+ 4¢ und — 3 beide kongruent 1 nach 4. Im

Korper K (J/1 + 47) besteht die Beziehung
s N\ 8
Y1+ 4i= (1_” 1+4z) , (4);

14+1
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folglich ist die Relativdiskriminante Dﬁm prim zu 1 + 4. Die Re-

k()
lativdiskriminante ‘Df/_ 5 ist hingegen teilbar durch 144 In der

Tat ist die ganze Zahl
2+z+<1+z)f/—3+v—3

des Korpers K (f/—— 3) nicht mehr teilbar durch 1 + ¢, ibre Norm
N 43, k(,)(A) jedoch genau durch 2 teilbar, woraus zu folgern ist, daf8

das Primideal 1 44 des Korpers k(s), welches in K ()/— 3) unzerlegt
bleibt, im Korper K (f/-— 3) das Quadrat eines Primideals wird, weil es

Wwegen (IT%) = — 1 nicht in zwei voneinander verschiedene Primideale

des Korpers K (/= 3) zerfallen kann.
Wir wollen hier nun noch den folgenden Satz iiber die Relativ-

diskriminante D b ableiten:

Satz 2. Es seien g, u* zwei beliebige ganze Zahlen des Korpers k,
die nicht dem Quadrate ganzer Zahlen desselben Korpers k& gleich sind,
und es sei das in 1+ ¢ aufgehende Primideal [ des Kdrpers % in den
Zahlen p, u* genmau in der a*® Potenz enthalten. Besteht dann die Be-
ziehung

(12) p=wt (@9,
so sind die Relativdiskriminanten Dﬁ" ) Dﬁ;‘ entweder beide zugleich

pnm zu | oder beide zugleich durch [ teilbar.

Beweis. Hs sei die Relativdiskriminante D{/

jetzt bewiesen werden, daf auch die Rela,twdlsknmmante Dﬁ'— Ll
¥,

zu [ prim. Soll

prim sein mufl, so geniigt es zu zeigen, daB die Relativdiskriminante
Dm,k zu [ prim ist, weil der Korper, der durch Zusammensetzung der
Korper K (/) und K (/%) entsteht, mit dem Korper, der sich durch
Zusammensetzung von K (¥ u) mit K (Vuu*) ergibt, identisch ist.

Es sei ferner [ ein Primfaktor von [ im Korper K (Vuu*); es gibt
dann in diesem Korper K (Juu*) eine Zahl @, so daB

(13) p=a, (P

wird, weil die Relativdiskriminante desjenigen Korpers, der durch Zu-
sammensetzung der Korper K (Juu*) und K (Vg) entsteht, in bezug auf
den Korper K (Vup*) zu 1 prim ist. Nach Voraussetzung (12) ist aber

ppr =y, (B1+29);
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daher muB - )
(Vﬂﬂ* + u) (Vy,y,* —_— y,) = 0, ([eu_ga)

gein. Folglich ist entweder
Veu* +u=0, (W+),
Vet —u=0, (l+9),
Es gibt daher, wie man mit Hilfe von (13) schlieBt, eine Zahl § in
K (Vuu®), so daB o
Ve =, (049

wird, d. h. die Relativdiskriminante Di,_

Hux k
Da auch umgekehrt in derselben Weise folgt, daB die Relativdiskri-
minante Dﬁ; , 2 [ prim sein muB, wenn es Dh_*k ist, so ist damit

oder

ist zu [ prim, w. z. b. w.

~ Batz 2 bewiesen.

§ 2.
Die Zerlegung der Primideale des Korpers & im Kérper K (V).
Betreffs der Zerlegung der Primideale des Korpers % im Korper

K (#/u) verweisen wir auf die Lietzmannsche Dissertation. Es moge je-

doch darauf hingewiesen werden, daf im Falle (%) = — 1 die Beziehung

<1/fé)1/"= — 1 mbglich ist, so daB das Primideal | in K (#/u) unzerlegt
“

bleibt.

Das Symbol ((—’;—)) ist folgendermaBen zu definieren:

Definition 1. Es sei uy eine ganze Zahl des Korpers %, die nicht
das Quadrat einer Zahl in % ist, und [ ein in 144 zur % in g zur
a'® Potenz aufgehendes Primideal in k. Dann soll ((%)) = 0 sein, wenn die

Relativdiskriminante Dy durch [ teilbar ist; forner sei ((-‘Ii)) =41,
wenn p dem Biquadrate einer ganzen Zahl in % nach dem Modul [#/+a+1
kongruent ist, und ((-’;—)) = —1, wenn u dem Biquadrate einer ganzen
" Zahl in k nach I9*% aber nicht mehr nach [*+¢+ kongruent ausfallt;
schlieBlich ((—‘Ii)) = + ¢, wenn ((—'Ii)) =+ 0 und (—‘[‘-) = —1 ist.

Bei Anwendung dieser Definition gilt fiir die Zerlegung der Prim-

ideale des Korpers k£ Satz 10 der Lietzmanuschen Dissertation; ebenso
Satz 11.
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§ 3.

Der Begriff des biquadratischen Normenrestes und das
biquadratische Normenrestsymbol.
Hinsichtlich dieser Begriffe vergleiche man § 6 und § 7 der Lietz-
mannschen Dissertation.
§ 4
Die relativen Grundeinheiten des Kéorpers K (V) in bezug auf den
Korper K (V).
Der Korper k& vom Grade 2m sei nebst seinen konjugierten Kérpern
E, .., k*™=9 imaginir. Wir beweisen folgenden Satz:
Satz 3. Das System der relativen Grundeinheiten des Korpers
K(#/u) in bezug suf den Korper K(}u) 148t sich stets in der Gestalt
H17 SHl; ] Hmr SHm

darstellen, wo H,,---, H, gewisse Einheiten in K (J/u) sind, und S die
Substitution (}/x:49u) bedeutet.

Beweis. Es sei &, -, &,_, ein System von Grundeinheiten des
Korpers K(Ju) und E, eine solche Einheit in K (1/;;), daf das System
Ey, &, &m_y €in System von unabhingigen Einheiten vorstellt; dann
miissen auch die Einheiten E,, SE; %, -, &,_, ein System von unab-
hingigen Kinheiten darstellen. Wir machen die gegenteilige Annahme
und denken wns EP*®% =%, wo a,, b, ganze rationale Zahlen bedeuten,
die nicht beide O sind, und z eine Einheit in K(Ju) vorstellt. Beachten
wir nun die Identitit

(@ + b.8) (a,— b 8) +b,*(1 + 89 = a,*+ b%,
in welcher die Summe a,®+ b? der gemachten Voraussetzung gemiB
nicht verschwinden kann, so folgt hieraus sofort, wemn man beachtet,
daB Ei*™ eine Einheit in K(}u) darstellt, eine Bezichung von der
Form

a12+b12 T
E1 =&,

wo &* eine Einheit in K ()u) ist, was unserer Annahme zuwiderlauft.

‘ Nunmehr wihlen wir eine Einheit E, in K(J/u), so daB E,, E,,
Ef, &, " -, 8am_y ein System uhabhingiger Einheiten bilden, und be-
weisen in Zhnlicher Weise, daB dann auch die Einheiten E,, Ey, E;, ES >
&, 'y &,y voneinander unabhingig sind. So fortfahrend, gelangen
wir zu 4m — 1 Einheiten

E., Efs: &5ty Eamy (s=1,2,---, m),

die ein System von unabbingigen Einheiten bilden. Die Anzahl der
Grundeinheiten in K ()/u) betrigt aber auch 4m — 1, und wir kénnen
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auf Grond dessen ebenso wie Hilbert*®) (H. A. Z. § b5, Seite 274) zeigen,
daB man immer eine Potenz 2 von 2 finden kann, so daf ein Ausdruck
von der Form

(1) SRR A U

picht anders eine 27% Potens einer Hinheit in K(}Vu) werden kann,
als wenn die ganzen rationalen Zahlen a,---, a,, b, -, b, simtlich
gerade sind; und ebenso, daB der Ausdruck (1) nicht anders eine
(1—S)¥mte symbolische Potenz einer Einheit in X (V) werden kann,
als wenn die ganzen algebraischen Zahlen @, + by, - - -, @y + bnt sémtlich
durch 1 — ¢ teilbar sind.

Weiter bilden wir analog wie Hilbert ein System von Kinheiten
H, -+, H, folgendermaBen: Es sei ¢ die groBte ganze rationale Zahl
>0 von der Art, daB ein Ausdruck von der Gestalt (1) eine (1 — S)u*
;;rmbolische Potenz einer Rinbeit ist, ohne daf simtliche Zahlen
@ + bty » oy 4y, + by durch 1 — 7 teilbar sind; wir nehmen an, es sei
ein solcher Ausdruck

E«;ﬁ-b,s . E;m+b,,ts [E] - H(ll—s)el,
WO @, -y Gy, by, --+, b, ganze rationale Zahlen bedeuten und etwa
@ + b nicht durch 1 —4¢ teilbar sein moge; [z] hat die frithere Be-
deutung und H, ist eine gewisse Einheit des Kdrpers K (V). In 3ho-
licher Weise bestimmen wir H,,---, H,. Man vergleiche hierzu durchweg
H A Z §55.

Dann bilden die Einheiten H,, SH,, - -, H,, SH, ein System von
relativen Grundeinheiten des Korpers K (7/u) in bezug auf K()u). Davon
iiberzeugt man sich leicht, wie bei H. A. Z. § 55. Man hat dabei nur zu
beachten, dafl H:"“‘*S, wenn ¢ -+ b,¢ durch 1 —4 teilbar ist, das Pro-
dukt aus eimer symbolischen (1 — S)*® Potenz einer Einheit in KV
mit einer Einheit in K (V;z,) vorstellt.

Mit Hilfe der eben bestimmten relativen Grundeinheiten H,, SH,,-- .,
H,, SH, beweist man nun den folgenden Sata:

Satz 4. Bedeutet H,, SH, .-, H,, SH,, ein System von relativen
Grundeinheiten des Korpers K (V) in besug auf K(Vu), daun gilt fiir
eine beliebige Binheit E in K(Vu) jedesmal eine Gleichung von der
Gestalt
@) Ef— H;z1+bls L Hf"‘””‘s[g],

wobei f eine ungerade ganze rationale Zahl ist; a, -, a,, b, -+, b

»n

bedeuten gewisse ganze rationale Zahlen und [¢] eine Einheit in K Va
oder eine solche Einheit in K (}/u), deren Quadrat in K (V) liegt.

*) D. Hilbert: Bericht tber die Theorie der algebraischen Zahlkorper.
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1897 (zitiert mit H. A. Z.).
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Der Beweis dieses Satzes schlieBt sich genau an H. A.Z. § 146 an
und wir wollen ihn deshalb iibergehen.

Im Korper K(}/u) besteht nur dann eine solche Rinheit, deren
Quadrat in K (}u) liegt, wenn Ju von der Gestalt £a® ist, wobei g eine
Einheit und @ eine ganze Zahl in K (Vu) ist. In diesem Falle wird

man [¢] in der Form
(e] =7 (Ve)'

darstellen konnen, wobei 7 eine Einheit in K (}J/u) bedeutet und e einen
der Werte O oder 1 vorstellt.

Gleichung (2) wird demnach, wenn J/u nicht von der Gestalt §a?
ist, die Form

(3) Ef= H«:,+bls . Hd;m+bm»5' ;7-
und, wenn Vp = Ea® ist, die Form

(3%) Ef = H‘i"‘“"s .. HZm+bmS 7 (Vg}e
annehmen.

Mit Hilfe der Gleichungen (3) und (3% beweisen wir nun den

folgenden Hilfssatz:
Satz 5. Es mdgen die obigen Bezeichnungen beibehalten und tiber-
dies die Relativnormen ‘Nf/‘ der relativen Grundeinheiten des Korpers

K¥u) in bezug auf %, nimlich
= Nf/pk( Dy M= Nf/— (Haw)

gebildet werden, dann liBt sich jede Einheit & in %, welche die Relativ-
norm N{/_ , einer Binheit E des Korpers K (#/u) ist, in einer der Formen

%
CY) g=un - gm [Nyo o ()]

oder

(4% ="y [Ny (DF (—§. SEY

darstellen, wo die Exponenten %, ---, u,, ¢ gewisse Werte O, 1 haben

und 7 eine Einheit in K(Ju) bedeutet. Gleichung (4) gilt, wenn Vu
nicht von der Gestalt £a® ist, und (4¥), wenn Vu die Form Ju = Ea?
besitzt.

Beweis. Um diesen Hilfssatz zu beweisen, bilden wir die Relativ-

normen Nf/ﬁk auf beiden Seiten der Gleichungen (3) und (3%). Es er-
gibt sich, wenn &= N4V. (E) gesetzt wird,

(6) gt N D]
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beziehungsweise
& Sl [Ny G (S
Hieraus folgen sofort Gleichungen von der Form (4) und (4*), wenn man

beachtet, daB &, %y, -+ -, 7n gewiB auch Relativnormen va,k von Ein-

heiten in K(Vu) darstellen.
Bedeutet nun 7, - - -, % ein System von relativen Grundeinheiten

des Korpers K (1/;,) *) (man sehe H.Rq.Z. § 14), und setzt man
Py = NV,I,;C(%): cry Om= Ny;,k@m);

so kann bekanntermafBien jede Einheit & in %, welche der Relativnorm
Nyz einer Einheit in K(]/p—b) gleich ist, in der Gestalt

“uk
F=07 - Hr Ny (€D

dargestellt werden, wobei v, ---, v, gewisse Werte 0, 1 bedeuten und
[¢] eine Einheit in % vorstellt oder eine solche Einheit in K (Vu), deren
Quadrat in % liegt.

Demnach besteht der Satz:

Satz 6. Es seien H,;, SH,, -, H,, SH, relative Grundeinheiten des
Korpers K(#/w) in bezug auf K(Vu), ferner 7, - -, 7, relative Grund-
einheiten des Korpers K ()u)- Setzen wir dann

M= Ni’ﬁ,k(HO’ Cty Mm = f/ﬁ,k(Hm)5
9y = NV;,k(ﬁl)’ cry U= Nyp,k(ﬁm),

so kann jede Einheit & in %, welche die Relativnorm N%/. , von einer
— Hy
Einheit in K (‘f/ w) ist, in einer der Formen )

e R ML ARER R 0. SV([4)] &
oder

g=npt om0 N (6D} (—E- SEY

dargestellt werden. Hierbei haben die Exponenten w,, -, %n, ¥y, -, Onm, €
gewisse Werte 0, 1; [£] und £ haben dieselbe Bedeutung wie oben. Die
erstere dieser Gleichungen gilt, wenn }/u nicht von der Gestalt £a® ist,
die letztere hingegen, wenn Ju — Ea® ist.

# D. Hilbert: Uber die Theorie des relativquadratischen Zahlkorpers, Mathem.
Annalen Bd. 51 (zitiert mit H. Rq. Z.).
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§ 5.
Die ambigen Komplexe des Korpers K (V).

Bedeutet ¢ eine beliebige Einheit in %, so soll das System von Ein-
heiten, welches aus dem Produkte ¢£? entsteht, wenn { alle Einheiten
des Korpers k durchliuft, ein quadratischer Einheitenverband, hingegen
das System von Einheiten, welches aus £&* entsteht, wenn & wieder alle
Einheiten des Korpers %k durchlduft, ein biquadratischer Einheitenverband
genannt werden.

Wir machen nun fiir die Folge tiber den Korper £ vom Grade 2m,
der nebst seinen konjugierten Kérpern ¥/, .-, k®™~Y imagindr ist, noch
die Annahme, die Klassenzahl h sei im Korper k ungerade.

Indem wir dann den Begriff der ambigen Idealklasse und des ambigen
Komplexes wie bei Lietzmann (L. § 9) fassen, wollen wir zuniichst den
folgenden Satz beweisen:

Satz 7. Es sei die Anzahl der verschiedenen Primideale des Korpers k,

welche in der Relativdiskriminante Df/“ des Korpers K(/u) aufgehen,

gleich £, + %, und es seien hiervon genau #, in der Relativdiskriminante
Dy, des Korpers K()/u) als Faktoren enthalten; ferner mogen die-
Jjenigen Einheiten in k, welche Relativnormen Nf/; , you Einheiten in

K () sind, 2v* verschiedene biquadratische Einheitenverbinde bilden:

dann gilt, wenn wir die Anzahl aller ambigen Komplexe in K Vuw), die
aus ambigen Idealen entspringen, mit 4% bezeichnen und

b=t + 2, =2
setzen, fir a* die Beziehung
a* <t +v¥—m— 1.
Beweis. Wir nehmen zunéchst an, daB die Zahl u, die den Korper

X (W) bestimmt, nicht das Produkt einer Einheit in % mit dem Quadrate
einer Zahl in % ist.
Darnach gilt fiir jede Einheit & in %, welche Relativnorm XV, b 5 einer

Binheit in K (}u) 1st nach Hilfssatz 6 eine Gleichung von der Form
8 — ,’71 . numaﬂvl s vag4

wo ¢ eine Einheit in % und die Bedeutung der iibrigen GroBen aus Hilfs-
satz 6 zu ersehen ist.

Unter den Einheiten #,, ..., &, wird es eine bestimmte Maximal-
anzahl v,* voneinander quadratisch unabhingiger geben, es seien dies etwa
@y, + v, o, 50 dab keine Relation von der Gestalt
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4&:" .. avz = g2
stattfinden kann, wenn man unter { eine Einheit in % versteht und den
Exponenten a,, - - -, Gy, beliebige Werte 0, 1 erteilt, auBer es sind simt-
liche Exponenten aj, « - -, a,« gleich Null.

Dann kann jede Einheit & in %, welche Relativnorm Ny einer
Rinheit in K (V) ist, eindeutig in die Form

a-_—a‘i‘l RN %, g2

gebracht werden, wo § eine bestimmte Emhe1t in k ist und die Ex-
ponenten @y, - - -, G+ gewisse Werte O, 1 haben. Infolgedessen wird man
jede Einheit &% welche das Quadrat der Relativnorm N, einer Einheit
in K (Vu) ist, eindeutig in der Form

§2 = .ﬂ-ia‘ RN 2“02* g«i
darstellen konnen.

Nun nahmen wir an, daB diejenigen Einheiten in %, welche Relativ-

normen N, 4, von Einheiten in K (/u) sind, insgesamt 2* biquadratische
y

Einheitenverbinde bilden. Demgemif wird man unter den Einheiten

Ty ooy ’Ym genau v* = w* — u,* Einheiten bestimmen konnen, es seien dies
etwa 7, + * *, Moz, 50 dab jede Einheit & in %, welche Relativnorm N{/,_ .
)

einer Einbeit in K (f/ﬁ) ist, auf eine und nur auf eine Weise in der
Form
& _—.:r)?‘:‘ PN ,n::;}*,ﬁ.fbl e ﬁi::z*&
dargestellt werden kann, wobei die Exponenten ay, ---, ays, by, - - -, byyx
gewisse Werte O, 1 haben und § eine Einheit in % bedeutet.
Wir wenden dies insbesondere auf die Einheiten u,+41, - -, 9,;
Dops1, 5 9, an. Es sei
e — "rz'f‘(s) . ﬂgb(s) o ﬂzbg:)* e,
(S=”1 +1? "y M3
(w) (w)
om0 wle,
(u,=1)3*+]_’ cey 'M),
wo §,, {, bestimmte Einheiten in % sind und die Exponenten a, b gewisse
‘Werte O, 1 haben.
Hieraus folgt, daf die m — v,* Ausdriicke

H = HH7a® s L e,
($=1)1*+1, ] m):

Mathematische Annalen. LXIIT, 7

-

8y
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Einheiten in K (‘Vﬁ) vorstellen, deren Relativnorm XN b gleich 1 ist.
Ebenso sind die m — v,* Ausdriicke o
7/ =0 L B Ale
(w=v*4+1,.-.,m),
Einheiten in K (Vﬁ), deren Relativnorm NV,?,k gleich 1 wi_rd.
Somit wird man stets ganze Zahlen M,, &, in K () beziehungs-
weise in K (Vu) finden konnen derart, daB die Gleichungen
H =M1-85 & = jy1-5
(3) 8 $ ’ u l‘b 4
(s=0o*+1,--,m; u=0v*+1,---,m)
statthaben. Man vergleiche hierzu H. A. Z.,, § 54. Die Ideale (M,), (u,)
sind dann, ebenso wie M = (Yu) und g = Va), ambige Hauptideale des
Koérpers K ().
Nun bezeichnen wir die ambigen Primideale des Korpers K (V) mit
%, b, und die in diesen Idealen aufgehenden Primideale des Korpers
E ({u) entsprechend mit D,, - - -, D,. AubBer diesen ambigen Primidealen

kénnen im Kérper K (‘f/ﬁ) im allgemeinen noch solche Primideale vor-
kommen, deren Quadrate Ideale in % sind. SechlieBlich kann es in
K (f/ﬁ) auch noch solche Primideale B geben, die zwar nicht ambig sind,
deren Produkt aber mit dem relativ konjugierten Ideal S ein ambiges
Ideal D = B - SP ergibt. Esmdgen unter Dy 41, - - -, Dy 44, zum Teile die
auBer den bereits angefiihrten in K (#u) noch vorhandenen ambigen Prim-
ideale, zum Teil solche Produkte D = P - SP verstanden werden. Dann
wird man die Hauptideale (M), (My+41), - - -, (Ma); (@), Bog11), - - (iim)
stets in der Form

M=% ... g)“ut.'ﬁ;’l ce 5:’:11,

bty

@

©)

M) =257 DR B
BB b

®) @) =527 B},

(S=v*+1,-,m; u=0v*41,--,m)

darstellen konnen, so daB die Exponenten a, b, ¢ gewisse Werte 0, 1
haben und i, i, §,, §,* Ideale in % bedeuten.

Wir wollen nun nachweisen, daB diese’ Relationen voneinander un-
abhingig sind, d. h. daB keine Beziehung
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(6) (M)e (M01*+1)8"1'+1 N (Mm)em (ﬁ)e’ (ﬁ,g-{-l)e’”l*"'l e (ﬁm €m = i*
bestehen kann, wobei die Exponenten e, e,xy1, -, €m, €, €hri1,y -, €
irgendwelche Werte 0, 1 haben und j* ein Ideal in % ist, auBer wenn

e=ev‘*+1=..o_—_em=e’=e;a¢.+1=--n=e;"=0 und i*=1 ist.
Zu diesem Behufe erheben wir (6) in die A% Potenz und erhalten
eh ppep w1k emh —€h—e'y v 1k —e'mh
(M MM Mo w w25 e w =1E,

wo ¢ eine ganze Zahl aus k und E eine Einheit aus K ist. Indem wir
(7) symbolisch mit 1 — S potenzieren, erhalten wir

(M2 (M Lo (M (B oo+
= E1-§

oder nach (3)

eh /e”..,_*_.lh - remh Chgepwyth .. sfmk _ 1-g
i H T H»" (— 1) 9524 omt = E1-8,

Fithren wir nun fiir Hy+yq,- -+, Hn die Werte aus (1) ein und be-
achten dann die in Satz 3 ausgesprochene Eigenschaft der Einheiten
Hy, -+, H,, so erkennen wir sofort, daB die Exponenten e,xy1,-:-, ey,
samtlich gleich O sein miissen. Ebenso iiberzeugen wir uns, daB auch
die Exponenten esx.i,---, €, simtlich gleich O sein miissen, wenn wir
fiir Fop11,- -+, 9, die Werte aus (2) einsetzen und dann die Eigenschaft
der relativen Grundeinheiten @, - - -, 9, beachten (man sehe hierzu H. Rgq.
Z, § 14). Es ist also jetzt noch zu zeigen, daf auch e¢=¢ =0 sein
muB. Aus (7) folgt M@¢+9% — ,E, oder wenn man mit 4 potenziert

“(2e’+e)h = (tE4

Da nun E* eine Einheit in % sein muB, so ergibt sich aus unserer
speziellen Voraussetzung iiber y, daB e =¢ = 0 sein muB. Es kann da-
her keine Relation von der Gestalt (7) bestehen. Dann folgt aber, daB
man mit Hilfe der Gleichungen (4) und (5) 2m — w* + 2 unter den
Idealen ®,, -+ -, Dy 44, Dy, -+, D, — es seien dazu etwa D, ---, D,,
9,0, WO 64 7= 2m — w* 4 2 ist, geeignet — durch die ibrigen,
die wir mit B;, - - -, Bas +1,—2m+wr—2 bezeichnen, in der Gestalt

) () .
= (B, G L. B rty—2m -2
B, =( ’)%1 %2tl-l+-t,—2-2m+w*—-2 o>

®) =B e,

2+l —2mtwk—2

(S=1,2,--~,6; u=1,2’...’1)

darstellen kann, wobei die Exponenten a®, b® gewisse Werte 0, 1 haben,

B,, I, Hauptideale in K (&), i, j. Ideale in %k bedeuten.
7‘
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Um dies einzusehen, haben wir auBer der bewiesenen Tatsache, daB
eine Beziehung (6) nicht bestehen kann, wenn nicht sémtliche Exponenten
€ Cot 11y "y €my €y Eoni1,y € gleich Null sind und j* =1 wird, nur noch
den Umstand zu beriicksichtigen, daB die Quadrate der Ideale D, -+, Ds, 443
(M), (Myx41), - - -, (My) Ideale in K () sind, die durch die Substitution

— (V) i #/u) ungeiindert bleiben, und daf die Biquadrate von

(M)a (M”1*+1)) Y (M’”)I

wie auch die Quadrate von D, Sy 5,,, Ideale in %k werden.
Aus (8) erglbt sich sofort d1e Bez1ehung

a* <t1-{— +—~—m—1

Die Abiénderungen, welche der Beweis in den ausgeschlossenen Fillen,
wo w das Produkt einer Einheit in % mit dem Quadrate einer ganzen
Zahl in £ ist, zu erfahren hat, sind leicht zu treffen. Man iiberzeugt sich
auch in diesen Fillen von der Richtigkeit des Satzes 7.

Wir wollen das erhaltene Resultat auf beliebige ambige Komplexe

des Korpers K (¥/u) ausdehnen, indem wir folgenden Satz beweisen.
Satz 8. Es sei die Anzahl der verschiedenen Primideale des Korpers
%k, welche in der Relativdiskriminante Qi‘ﬁ{,k aufgehen, gleich ¢ + 4 und
es seien hiervon genau ¢ in der Relativdiskriminante 0, , als Faktoren
enthalten; ferner moégen diejenigen Einheiten in %, welche Relativnormen
N b, TOR Einheiten oder gebrochenen Zahlen in K (V) sind, 2° ver-

schiedene biquadratische Verbéinde bilden: Dann gilt, wenn wir die An-
zahl aller ambigen Komplexe in K (#/u) mit 4 bezeichnen und

t, w
t=t1 'éz", 'U=—2—

setzen, fiir a die Beziehung
a<lt +v—m—1.
Beweis. Wir behalten die Bezeichnungsweise des vorigen Satzes
bei. Dann wird man offenbar w — w* Einheiten §;, - - -, {o—w in % finden
ktnnen, die Relativnormen Nf/;,k von gebrochenen Zahlen in K (V)

sind, so daB eine Beziehung von der Form
"7:1 na”l* ’8‘261 .. 19_2602* a gcw — w* 54 — 1

o 1 w — w*
wo & eine Einheit in % bedeutet und die Exponenten
Qyy oty Oty bl’ Tt bvz*’ €15 "y Cw—wt
beliebige Werte O, 1 haben, nur dann bestehen kann, wenn simtliche .Ex-
ponenten a,, -« -, @y, by, -+, bus, €, - -+, € v gleich O sind und £4=1
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wird. Wir denken uns die Einheiten §, -- -, {,—,» so bestimmt, daB fir
& _ sy Cwr—1, -+, &1 der Reihe nach Beziehungen von der Gestalt

() ® () (5) RO ()
L R 2007 L gk R g c - 4
nll ﬂv:;*l* '9'1 ' 80232* gu gsé-ri-+11 g:),i,- e &= 1’

s=w—w* w—w*—1,..., 1)

statthaben, wobei die Exponenten a, b, ¢ gewisse Werte O, 1 haben und
¢, Einheiten in & vorstellen. Dann wird man jede Einheit ¢ in %, welche

Relativnorm N, b einer ganzen oder gebrochenen Zahl in K (‘V@) ist,

eindeutig in die Form

o, av*' 28, 3 2b, % o0y Cop — w* L4
=% ul"‘l &1 8‘%"‘2 10t gw—w"‘ g

bringen konnen, wo die Exponenten @y, - -, @, by, -+, boy €1, <+, €y
gewisse Werte 0, 1 haben und £ eine Einheit in % ist.
Wir bezeichnen mit A, - - -, A, _+ Zahlen in K (7 w), so daB

&= N%T,k(Al)’ vy = Nﬁ,k(Aw-w*)

wird. Verfahren wir dann genau so, wie Hilbert in A. Z. § 148 oder
Furtwingler in seiner Preisarbeit, § 5, Satz 20, so kinnen wir w — w*
Ideale %, - - -, s+ bestimmen, so daB
As = ?’Q _S’
(s=1,2,---,w—w*),

wird.

Nach den Erlduterungen im Beweise zu Satz 7 kann jedes Ideal J¥
des Korpers K (#/u) mit der Eigenschaft I = S durch gewisse
2t + t, — 2m + w* — 2 Ideale By, - - -, Boy+4,-2m+ur—g, in der Form

(9) = (B) EB‘II . BRuth-2mtbwr—2 I

2+t —Imfwr~2
ausgedriickt werden, wo die Exponenten a,, - -, Gay +4,—2m+ur—2 gewisse
Werte 0, 1 haben, (B) ein Hauptideal in K (#/1) und j ein Ideal in % be-
deutet. Bezeichnen wir nun die ambigen Komplexe, die aus den Idealen
Ay oy Wy, By, -+ Bat, +4,-am+ v~ 2 entspringen, mit 4,,- -+, Au—ur
B, -, Bay+ty—2m+uwr—2, 80 kann gezeigt werden, daB jeder ambige Kom-
plex P des Kérpers K (#/) in der Form

(10) P Aa:: O a4 B’;‘, ... Bttt —2miuwr—3

w — w* 7 A+t —-2mtwk—2
darstellbar ist, wo die Exponenten a, b gewisse Werte 0, 1 haben.
Es sei U ein beliebiges Ideal des ambigen Komplexes P. Da jeder

ambige Komplex in K (#/u) nur ambige Klassen enthalt, so wird eine

Beziehung S%!)s
(x)—®
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bestehen missen, wo O eine Zahl in K (/u) bedeutet. Da die Relativ-
norm N, 4=, von © eine Einheit { wird, so kénnen wir setzen
%

aQ, @ 2. 20, ¢ Copy — 4
Nap_ . (e) = g = 7]1' “ . nv:’:* ,31 LN ,a-vz:z* 1‘ P gw".’_ wl'”* g A
3’

so daB die Exponenten a,, -, @px, by, -+ box, €, -+, Cp o+ geEWisse
Werte 0, 1 haben und £ eine Einheit in % bedeutet. Bilden wir jetzt

die Zahl
(11) @ =OH™ ... H I % ... g Pt AT o A S

v, 1w — w*

g0 ist ,
Nﬁ'k((-)) =1

Q' = Ni-§

und wir k6nnen demnach

setzen, wo A eine ganze Zahl in K (‘f/@) bedeutet. Fihren wir dies in
(10) ein und gehen zu den Idealen zurtick, so erhalten wir eine Relation
von der Gestalt

(A)1-5 = (%)3 (2[1_01 . 91'%-,,,.)1-8.

w —w*

‘Wenn wir daher

(12) AIYAT . . Y- A =
setzen, so wird
=83

und wir konnen demnach § durch die Ideale B, - -, Bss tr,—2mtwr-3g,
wie (leichung (9) lehrt, ausdriicken. Tun wir dies und beachten dann
die im Beweise zu Satz T erlduterten Eigenschaften der Ideale

531, crty %2t,+t,—2m+w*—2,
so folgt sofort aus (12) eine Relation von der Gestalt (10).

Damit ist Satz 8 fiir den Fall, daB u nicht das Produkt aus einer
Einheit in # mit dem Quadrate einer ganzen Zahl in % ist, bewiesen.
Man iiberzeugt sich aber leicht, daB Satz 8 auch im ausgeschlossenen
Falle seine Giiltigkeit behilt.

§ 6.
Die Geschlechter im Korper K (/u).

Beziiglich der Begriffe: ,Geschlecht”, ,Charakterensystem einer Zahl
und eines Ideals® ,charakteristische Einheiten“ verweisen wir auf § 8 der
Lietzmannschen Dissertation.

Es gilt der Satz:
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Satz 9. Wenn # und » dieselbe Bedeutung haben, wie in Satz 8,
und man mit 7, die Anzahl der vierwertigen, mit 7, die Anzahl der
zweiwertigen Charaktere eines Komplexes in K bezeichnet, so besteht die
Beziehung
)] t+v—m<r,
wo r =1, + %’ gesetzt worden ist.

Beweis. Bezeichnet man mit &, .., &+ die vierwertigen, mit
Ervg1y t 0y Erprany die zweiwertigen charakteristischen Einheiten des Kor-
pers K(W) und haben u, - - -, oy, By, - - Doy G100y Ew~wr dieselbe
Bedeutung wie im Beweise zu Satz 8, so kann keine Beziehung von der
Form

I T AL T “r*+r* bx. 20, o, 20,5

@ & &we & My n,, i @”.
) By — oo 4
S _w'*o = £

bestehen, wo die Exponenten a, - - -, a,» gewisse Werte 0, 1, 2, 3, die
Exponenten @y sp1, © ¢y Grpgns, by oo oy oy €3y o0y Copry dyy v vy Ao
hingegen nur die Werte 0, 1 haben kénnen, auBer es sind simtliche an-
gefiihrten Exponenten gleich 0. Bestiinde ndmlich eine Relation (2), so
miifite

((5:’1 e 8:’;‘11‘;:2*”:1 cee 1’1 '3,20; . 20”2 {,‘d‘ L. waw:‘v*, {L)) 1

W

sein fiir simtliche Primideale v der charakteristischen Symbole. Dies ist
jedoch unmioglich, wenn nicht simtliche Exponenten a,,--:, a,« durch
4 und die Exponenten a,«1, -+, Grynx durch 2 teilbar sind und die
tibrigen Exponenten sdmtlich gerade ausfallen.

Nun ist die Anzahl aller biquadratischen Einheitenverbinde in %
gleich 4™ Lassen wir im Ausdrucke

I S S R A T I by 2°1 e 9
& &0 Eyy Eobirg Th * Wt 'au "

;dw w* g4

die Exponenten a,, - - -, a,+ alle Werte 0, 1, 2, 3, die Exponenten

Brye 1y =+ Wrwgrgy by ooy Doy Oy v ooy Coey gy v ooy iy
die Werte 0, 1 und £ sidmtliche Einheiten in & durchlaufen, so erhalten
¥4 -’:i + o
wir insgesamt 4 *  biquadratische Einheitenverbéinde; folglich ist
ry¥ 'I"%t +o<m
und demnach
3) t+v—mZr.
Wegen Satz 8 mul > 1 sein.
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Bezeichnet man mit 4 die Anzahl aller ambigen Komplexe in
K (#/u) und mit g die Anzahl der Geschlechter in K (¥u), so ist g < A4
(L. § 9). Beachten wir nun die im Satze 8 enthaltene Beziehung und (3),
so ergibt sich fiir die Anzahl g der Geschlechter in K (/u) die Relation

@ g4t

§ 1.

Ein gewisses System von m + 2 zu 1 + ¢ primen Primidealen des
Korpers k.

Es moge % ein Zahlkorper 2m'* Grades sein, iiber den wir folgende
Annahmen machen:

1) Der Korper k enthalte den Kirper der imagindren Zahlen k(i) als
Unterkorper und sei mnebst seinen Fkonjugierten Koirpern ¥, .. ., kEm—1
imagindr.

2) Die Anzahl h der Idealklassen im Korper k sei ungerade.

Wir verstehen ferner unter ¢, &, - -, ém—1 ein volles System von
Grundeinheiten des Korpers %, und es sei ¢, eine Einheitswurzel in %,
deren Quadratwurzel nicht in % liegt, so daf jede beliebige Einheit &
des Korpers & sich auf eine und nur auf eine Weise in der Gestalt

gt M Uy 2
e=z¢'s, &g

darstellen liBt, wo u,, u,, - - -, un gewisse Werte O, 1 haben und £ eine
Einheit in % bedeutet.
Fir die Primzahl 1 + 4 des Korpers k(¢) mdge in % die Zerlegung

1 + 7= Ilh Izlz cen Izlz

gelten, wo I, [;, - -+, [, voneinander verschiedene Primideale des Korpers &
bedeuten, und es sei weiter

(11) = I1hh,; (’12) = [27:1»" Tty (3':) = [zhh’,

wobei 4, A, - - -, 4, ganze Zahlen in % sind und %’ derart bestimmt werden
soll, daB es die Kongruenz hh'=1, (4) befriedigt.
Wir wollen nun folgenden Satz beweisen:

Satz 10. Es seien qy, - - -, G» solche zu 1 + ¢ prime Primideale des
Korpers &, fiir welche |

(D)=ts (@)-+1 6+,

(5, k=1,2, -, m)
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ausfillt; ferner seien p, ---, pm quadratisch primére*) Primideale in %,
fir welche

((;i»:'*‘l’ (3,7;=1,2,...,m);

G)--1 G)-+1 e+
*k,1=1,2,---,2)

wird. Setzen wir nun

G =) al = (%), WY =(m), P = (=),
so daB %, -, %m, 7y, -, w, gewisse ganze Zahlen des Korpers & be-
deuten und auBerdem =, --., #, quadratisch primére Zahlen sind, dann
gilt fiir jede beliebige zu 14 ¢ prime ganze Zahl @ in % nach dem
Modul 8 eine Kongruenz von der Gestalt

(1) @=g B} et (8),

worin die Exponenten u,, - - -, Un, v, -, v, gewisse Werte 0, 1, 2, 3, die
Exponenten w,, -, w, nur die Werte O, 1 haben kénnen und « eine
geeignete ganze Zahl in % bedeutet.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dal eine Zahl y von der Form

wy w,
1 nz )

@ - LA
WO Uy, + ¢y Um, Uy, c,Um gewisse Werte 0, 1, 2,3, w,, -, w, nur
die Werte 0, 1 haben konnen, nicht dem Biquadrate einer ganzen Zahl

in & pach 8 kongruent sein kann, es sei denn, daf die Exponenten

-

Uyyw "ty Umy Vyy oy Uy Wyy ooy W,
simtlich gleich O sind.
Wenn unter den Exponenten wug, -, tn, ¥y, -y Ony Wy, -, W,
mindestens einer ungerade ist, so folgt die Richtigkeit unserer Behauptung
aus dem Umstande, daB

u‘...gu’n

81 m

im0 g
% *m Ty T

wo die Exponenten w,, -:-, Un, v, -+, Un, Wy, -, w, gewisse Werte
0, 1 haben, nicht dem Quadrate einer ganzen Zahl in % nach dem Modul
AL +1 (dh,+1 41, +1
L e

kongruent sein kann, es sei denn, daB die Exponenten u,, -, Upn, 9y, -+, m,
wy, - -, w, simtlich gleich O sind (H. Rq. Z. § 21, Satz 29). Soll also g

*) Wir gebrauchen im Nachstehenden statt der Ausdricke ,prim#r“, ,hyper-
primér* der Theorie des relativquadratischen Zahlkdrpers die ausfihrlicheren Aus-
driicke ,,quadratisch primir*, ,,quadratisch hyperprimar®.



106 St. Bocmnidrk.

dem Biquadrate einer ganzen Zahl in % nach 8 kongruent sein, so miissen
Jjedenfalls die Exponenten w,, -, 4n, v, -+, ¥m, Wy, -+, w, in (a) sdmtlich
gerade ausfallen.

Sind aber die Exponenten w,,-:-, Un, vy, +, Om, Wy, -+, w, sémtlich
gerade und setzen wir etwa
Ug =20, -y Uy =2ap, v, =2b, -+, 0p=2bs, w; =0,.-.-, w,=0,
WO Gy, -y Gmy by, -, by gewisse Werte 0, 1 haben, so miiBite eine
Kongruenz von der Gestalt

2a; B 2ay, 951“. 2bm= 4
g g ™y %, m=oat (8)

bestehen, worin « eine ganze Zahl in % bedeutet. -

Wir greifen nun unter den Primidealen, die in 1+ ¢ als Faktoren
enthalten sind, ein beliebiges heraus und bezeichnen es mit I. Es mige [
in 1+ ¢ genau zur I*® Potenz aufgehen, so folgt aus der letzten Kon-
gruenz, daB ’

@ 2, b — 2 47
gl gmyt g m=4ab (%)

sein muB. Beachten wir jetzt, daB — 1 =4* und ¢ eine Zahl in % ist,
so ktnnen wir folgende Kongruenzen aufschreiben:

Q

Leegmyl L ogm=at (1Y),

21 m %1 m 1%

B gt — 2 4l
& grut e xr=af, (),
QL Pmgh L O = 2 41,
81 Z’\m ”1 ”m =0, ({5 ))

WO oy, e, +--, @, geeignete ganze Zahlen in % vorstellen. Man kénnte
demnach eine ganze Zahl § in % derart bestimmen, daB die Kongruenz

Sl Emt o am =40 (4)

stattfinde. Dies ist jedoch nur moglich, wenn die Exponenten a,, -, tn,
byy -+, b simtlich gleich Null sind (H. Rq.Z. § 21). Damit ist die Aus-
sage tiber die Zahl y bewiesen.

Wir setzen nun zur Abkiirzung

s 1
Li=n(t (1 - 515)»
wo n die Norm genommen im Korper & bedeutet, und verstehen untex
o, -, o)

ein volles System von ganzen zu [, primen und nach (2% einander in-
kongruenten Zahlen in %, die tiberdies séimtlich kongruent 1 nach dem

Modul B213*...0% gein sollen. Da allgemein

4
i S;tr‘
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o i, ()
(k= 172:"'yL1)
ist, so konnen wir annehmen, es sei etwa stets

L
6

(k=12 3)

o
tel) =«

é .
Die -{2'—1 Zahlen o, .-, al(g) haben dann offenbar die Eigenschaft, daB,

wenn «, eine beliebige unter ihnen bedeutet, in diesem Systeme keine
Zahl vorkommt, die kongruent i¢, nach dem Modul [$% wére.
Ferner setzen wir zur Abkiirzung

L= n(B (1- 75),
L=nﬁ%@—ﬁd

und bilden in der entsprechenden Weise wie oben zunichst das System

()

agl), .. -, a2 9

von —1;—’ ganzen, zu [; primen Zahlen

die simtlich kongruent 1 nach 134125 ... 2% sind und die Eigenschaft
haben, daB, wenn «, eine beliebige Zahl dieses Systems ist, in diesem System
keine Zahl vorkommt, die kongruent i¢; nach dem Modul [2» wire, u. s. f.;

endlich bilden wir ein System von 1;—'—’ ganzen, zu [, primen Zahlen
L
o
die samtlich kongruent 1 nach (" [" ... [*%71 sind und die Eigenschaft
haben, daB, wenn «, eine beliebige Zahl des Systems bedeutet, in diesem

Systeme keine Zahl vorkommt, die kongruent ¢, nach dem Modul [3%
wire.

Der Ausdruck
(2) 3:1 e g:‘"m le PN %:l"’l 7;1:" e 7;1:3 (aii‘))‘i “ee (a(:l))d‘
(uu"')“m’ ”17"')”77&:0)1,2’3; w17"':wz=071:
. L . L
y=1,2,., —2_13"'5 4,=1,2,--, TZ

stellt ein System von
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2 (1—s) (- vm) - (1= 5)

ganzen Zahlen in % dar; diese sind simtlich zu 1 4-¢ prim und nach 8
einander inkongruent. In der Tat, wiren zwei Zahlen von der Gestalt (2)
einander nach 8 kongruent, wire etwa

R Y L R (i,))«!,_ )4
(3) & L n Ty o (0(1 ‘ ‘xzz
. w vl o w! w, (i,'))4 (,\4
=511...5mm xll... xmm 7511... nml (al (azz) , (8)’
go wiirde, da die Zahlen P, ---, of) simtlich zu 1 + 4 prim sind, aus
dem vorhin Bewiesenen sofort folgen, dal die Exponenten w,, - - -, un,

Dyy * vy Omy Wy, -+, W, bez. mit den Exponenten wuy, - . -, um, vi, - -, ¥,
wy, + -, w, Ubereinstimmen und es wire mithin

(oci"‘))i . (af‘))'i = (ag"l)y S (“ii'))4) (8).
Aus dieser Kongruenz entnehmen wir der Reihe nach die z Kongruenzen

)= ()

()= () (5%):
Betrachten wir nun eine beliebige unter diesen Kongruenzen, z. B. die
folgende:

()" = ()" (&)

Aus dieser Kongruenz wiirde weiter folgen, daf

[+ (] ) - (8] =0, (9
sein muf. Demnach miiBte entweder
()7 4 ()7 oder (o)? — (o2)?
durch I:l" teilbar sein. Im ersteren Falle konnten wir weiter schlieBen,
daB P — iaf% durch % teilbar sein muB. Dies verstoBt aber gegen
die Eigenschaft der oben aufgestellten 2z Systeme der w. Im letzteren
Falle wiirde wieder folgen, daB o'® — o¥ durch ' teilbar sein mus,
woraus sich ¢, =4, ergibt. Dies gilt fir k=1,2,-.., 2, so daB wir
aligemein o L
W=, =i, 5,=1
hitten, d. h. die beiden Ausdriicke auf der linken und rechten Seite der

Kongruenz (3) waren nicht voneinander verschieden.
Nun gibt es fir den Modul 8 genau

(=) (=) -+ (0 —5w)
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zu 1+ ¢ prime und untereinander inkongruente Zahlen; mithin bilden
die ganzen Zahlen in (2) ein volles Restsystem der genannten Art
nach 8. Dies ist die Aussage des Satzes 10.

Auch fir den Modul [§a+! [§+1 ... [8%+1 kann man eine der
Kongruenz (1), die wir fir den Modul 8 fanden, analoge Kongruenz
bestimmen. Es gilt hier

Satz 10%. Wenn Gy, -, Qmy Ppy ) 0,5 %y 0oy %y 7y, - oo, 7, die-
selbe Bedeutung haben, wie in Satz 10, so gilt fiir jede beliebige zu
14 ¢ prime ganze Zahl ® in k& nach dem Modul [Bhtifeh+tr. . (8,+1
eine Kongruenz von der Gestalt

-

— L Sm Lm0 oW 4 65, +1 (61, +1 61,+1
4) o=¢ &, % xm 7.t ot ([1 N e )’
worin die Exponenten u,, -, Un, vy, - -+ Om, wy, -+, w, gewisse Werte

0, 1, 2, 3 haben und « eine geeignete ganze Zahl in & ist.
Beweis. Auch in diesem Falle konnen wir zunichst nachweisen,
daB eine Zahl von der Form

u, % v 4 W, w.
’...gmxl-..%”‘jz‘. e ?

&y m “1 m 1 TN

wo die Exponenten wu,, --:, 4., v, --:, Om, w,, -, w, gewisse Werte
0, 1, 2, 3 haben, nicht dem Biquadrate einer ganzen Zahl in % nach dem
Modul {8a+t[§h+1 .. . (8%+! kongruent sein kann, es sei denn, daf die
Exponenten u, - -, tn, vy, -, On, wy, - - -, w, simtlich gleich Null siund.
Man beweist dies wie im analogen Falle des Satzes 10. Die Abinderungen, .
die an jenem Beweise anzubringen sind, weil die Exponenten w,,- - -, w,
jetzt die vier Werte 0, 1, 2, 3 haben konnen, sind leicht zu treffen.
(Man beachte hierzu H. Rq. Z. § 30.)

Wir setzen nun zur Abkiirzung

L =n(") (nty — 1)
und verstehen unter
©) o),y o)

ein volles System von ganzen zu [, primen nach 44+ einander in-
kongruenten Zahlen in %, die iiberdies simtlich kongruent 1 nach dem
Modul [2=+1(25+1...12L+1 gein sollen. Da allgemein

asl) EF —_— agk)’ $ :t iagk), ([glp}-l)
(k=1;27 Y Ll)

ist, so kOnnen wir die Zahlen des Systems (5) folgendermaBen an-
ordnen:
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o (2)

oy FEREEEE o s
L
o) ey
—0, s, —ay ,
jut §
. (1) . 4
oy, - -y, e,
(2)
. (1 . 4
-_— 1/0t(1 ), ey, —toy .

Die Zahlen der zweiten, dritten und vierten Reihe erhilt man aus der
Zahlen der ersten Reihe, indem man die Zahlen dieser Reihe beziehungs-
weise mit — 1, 4 und — ¢ multipliziert. Die Zahlen der ersten Reihe
haben dann offenbar die Eigenschaft, daB, wenn e, eine beliebige unter
ihnen bedeutet, in diesem Systeme keine Zahl vorkommt, die kon—
gruent — o, s oder — 4o nach dem Modul [2a+! wire,

Ferner setzen wir

Ly =n(G%) (v — 1),
I, = () (10) — 1)
und bilden in der entsprechenden Weise fiir den Modul [82+! ein analoges:

System von —Lf— Zahlen u. s. f.; endlich fiir den Modul (2%+* ein analoges

System von %’— Zahlen. Man vergleiche hierzu den Beweis zu Satz 10.
Bezeichnet man diese Systeme der Reihe nach mit

o0

oz, By &,

L (Lfa)

0, ‘ o, ,
so kann man, wie in Satz 10, nachweisen, daB der Ausdruck

G Lm0 (G
(6) & &,m %, %" LSRR (“1) «,”),
(“’1, Ty Umi Oyt Uny Wy -, w,=0,1,2,3,

. L . L,

G =1,2, ., e n g =1,2,.

7 2 T

ein System von
a#mL Ly L,

ganzen Zahlen in % darstellt, die simtlich zu 1 ¢ prim und nach
[§a+18h+1 ... [8L+1 einander inkongruent sind. Da es aber fir den
Modul (fa+1]8h+1... [$4+1 genau 2™ I, L, ... L, solcher Zahlen gibt,

so bilden die ganzen Zahlen (6) ein volles Restsystem der genannter
Art nach [fa+1Yfa+i.. . [Sh+1; dies ist die Aussage des Satzes 10%*
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§ 8.
Ein Satz aus der Theorie des relativquadratischen Zahlkorpers.
Wir wollen in diesem Paragraphen einen Satz ableiten, von welchem
wir spiter Gebrauch machen werden.
Satz 11. Es seien [, ---, [, die voneinander verschiedenen Prim-
faktoren von 1 -+ ¢ in %k und es gehe I, genau zur !,** ferner die Prim-
ideale [, - -+, [, bez. genau zur k,---, /% Potenz in 1 4+ ¢ auf Wir

setzen
= (&), - b =(4),

go daB A, ---, 4, ganze Zahlen im % sind, und bestimmen ein quadratisch
primsres Primideal p, in £ derart, daB es die Gleichungen

@ G)-—1 Q)=+t )=+

befriedigt; es sei endlich p? = (), wo =, eine quadratisch primire Zahl

bedeutet.
Ist dann u eine quadratisch primére Zahl in %k, fiir welche die
Gleichungen

()=—1 (B)-+1 G=25

bestehen, so gilt fir g nach dem Modul [#h+1...{4L+1 eine Kongruenz

von der Gestalt
w= “1“2: (I‘{lﬁ-l T Igl‘+l))

wo « eine ganze Zahl in %k bedeutet.
Beweis. Wegen (1) miissen auch die Beziehungen

()=t ()=t )=+
stattfinden; daher ist
(”Tl:f):‘*”l) (s=1,2,---,z),

d. h. m,p ist eine quadratisch hyperprimire Zahl in %k, womit Satz 11
bewiesen ist.

§9.
Das primiire Ideal und die primiire Zahl.
Definition 3. Ist das zu 1 + ¢ prime Ideal a in % so beschaffen,
daf fir jede Einheit ¢ in & das Symbol ((ia» den Wert + 1 hat, so

heiBe a ein biguadratisch primdres oder kurz primdres Ideal. Alle Ideale,
die diese Eigenschaft nicht haben, heiBen biquadratisch nichtprimdire oder
kurz nichiprimdre Ideale.
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Definition 4. Es sei o eine beliebige ganze Zahl in %, die nicht
das Quadrat einer ganzen Zahl in k ist. Fillt dann die Relativdiskrjmi_
nante D%k des Korpers K ("V&) prim zu 1+ i aus, so heiBe o eine ;.

quadratisch primdre oder kurz primdre Zahl.

§ 10.
Eigenschaften der primiiren Primideale.

Die primiren Ideale zeichnen sich durch besondere Eigenschaften aus,
zu deren Herleitung uns folgender Hilfssatz verhelfen wird.

Satz 12. Bedeutet y eine quadratisch primire Zahl des Korpers k,
g0 kann man stets ganze Zahlen & in % bestimmen derart, daB die Zah)
Eu primdr wird.

Beweis. Es sei [ ein Primideal des Korpers k, welches in 1 7
u. zw. genau zur ['® Potenz aufgeht. Da nach Voraussetzung u eine
quadratisch primére Zahl ist, so ist das Symbol (-‘;—) entweder gleich - 1
oder — 1. Im ersteren Falle zerfillt | im Korper K (J/u) in zwei von-
einander verschiedene Primideale [, S{ nach der Gleichung [ =T. S{. Nun
ist n(l9) ==, (f?), wo e eine beliebige positive ganze rationale Zahl ist,
und es wird jede ganze Zahl in K (}/u) kongruent einer ganzen Zahl des

Korpers & nach [¢. Insbesondere muB eine ganze Zahl ¢ in % bestehen
derart, daB

M) Vu=§, (®)

wird,
Ist hingegen (i;-) =—1 und etwa
(2) u=do, (%),

‘Wwo « eine ganze Zahl in % bedeutet, so bestimmen wir eine ganze Zahl
4 in k, die genau durch [ teilbar ist und eine zu I prime ganze Zahl o,

die durch -} teilbar ist. Dann ist
! o
(%) (e +1Vu)
-eine ganze zu { prime Zahl in K V;l-)

Wir zeigen nun, daB man stets eine ganze Zahl § in % bestimmen
kann derart, daf die Kongruenz

3) Oméﬂ = (‘%)m(“ + i]/;z ] (1)
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befriedigt wird. Diese Kongruenz kann folgendermaflen geschrieben
werden

(4 (= ) (&)@ + 269 Vim0, (.

Bezeichnet man die linke Seite dieser Kongruenz etwa mit 6, so muB
% + 86 durch [* und - S durch (¥ teilbar sein. Das erstere ist immer
der Fall, und es muB demnach £ so bestimmt werden, daB die Kongruenz

(9 @ == (5)" a2t + 20ipu =0, (@

stattfindet. Multipliziert man diese Kongruenz mit w, so kann sie auch
in der Gestalt

(e + 252 w= (1) @ — e, ()
geschrieben werden oder weiter, wenn man (2) beachtet, in der Form
(o + 205 w2 = (2)" (@ — wyrat, (o
Bestimmt man jetzt £ nach der Kongruenz
(e 25w = (3" @ = e, @,

so befriedigt es die oben gestellte Anforderung.

Wir bezeichnen mit [, ;, - - -, I, die sémtlichen in 1 + ¢ aufgehenden
Primideale des Korpers k, und es gehe [} genau zur 7,*®, [; genau zur
Lt usf, [, genau zur ' Potenz in 1 4 ¢ auf, dann lehren die Kon-
gruenzen (1) und (3), daB man zu diesen Primidealen stets ganze Zahlen
£, &, -, & in %k finden kann derart, daB Kongruenzen von der Gestalt

EVu=a? (L),
& Vﬂ =a’ (%),

gz V;l’ = &527 ([zu’)

statthaben, wo @, &, -+, &, ganze Zahlen in K (J/u) bedeuten. Be-
stimmt man ferner eine ganze Zahl £ nach folgenden Kongruenzen:

E=§, (I*),
E=4, ™)

E=¢, (I*%),
so wird fiir diese Zahl £ offenbar auch eine Kongruenz von der Form

EVu=a, (&

Mathematische Annalen ILXIIL 8
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bestehen miissen, Wo @ eine ganze Zahl in K (J/u) bedeutet, und dies ist
die Aussage des Hilfssatzes 12.

Nun sind wir imstande, folgenden Satz zu beweisen:

Satz 13. Ist p ein beliebiges primédres Primideal in %, so kann man
stets eine primére Zahl =» in % bestimmen derart, daB p** = (x) wird.

Beweis. Da p ein primires Primideal sein soll, so kénnen wir zu-
nichst eine quadratisch primire Zahl #* in % bestimmen, so da p** = (n*)
wird. Nun bestehen nach dem vorigen Satze immer solche ganze Zahlen
® in k, die eine Kongruenz von der Form

4) oVF=w (4

befriedigen, wo @ eine ganze Zahl in K (}/#*) bedeutet. ‘Wir bestimmen
ferner die Primideale gy, - -, q,, in % derart, daB die Bezichungen

®  (E)-xn (@)-24 (F)=-+1 ¢+9

(s= L, 2; ’m)
bestehen, und setzen
G = (%), (s=1,2,..-,m),

so daB s, ---, », ganze Zahlen in % bedeuten. Dann gilt fiir  eine
Kongruenz von der Gestalt

w=sx - umal (4),
wo die Exponenten w, - - -, u, gewisse Werte O, 1 haben, ¢ eine Einheit
und o eine ganze Zahl in % vorstelll. Demnach konnen wir die Kon-
gruenz (4) auf die Form
(6) R Va* =6, (4
bringen, wo B eine ganze Zahl in K (}/z*) ist. Sind nun sémtliche Ex-
ponenten u,, - - -, u, gleich Null, so ist 7 = &#2* eine Zahl, wie sie Satz (13)

fordert. Wir machen demzufolge die gegenteilige Annahme, es seien etwa
die Exponenten u,, - -, u, gleich 1, die tibrigen gleich 0, setzen

en - Al Yt =7
und betrachten den Korper K (J7). Im Kérper K (Ya*) bleiben die
Primideale g, - - -, q,, wegen (5) unzerlegt, p hingegen wird das Quadrat
eines Primideals p. Die Relativdiskriminante des Korpers K (V=) beziig-
lich K (}/#*) enthilt die Primideale gy, - - -, q,, P als Faktoren und keine
anderen mehr. Wir wollen zeigen, daf die Anzahl der (quadratischen)

Geschlechter in K ()/Z) gleich 1 ist.
Zu diesem Behufe beachten wir zunichst, daB die Klassenzahl des

Korpers K (J/n*) eine ungerade Zahl ist (H. Rq. Z. § 33 im Beweise zu
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Satz 47) und daB jede beliebige Einheit & in % der Relativnorm N, . (&)
einer Einheit in K (J/z*) gleich ist (H. Rq. Z. Satz 33). Bestehen ferner
in K (]/}z—*) die Kongruenzen
n{qs)—1
g 4 =0, (q)
(s=1,2,.-, 6),
w(p)-1 _
g o=, (p),

wo %(0s), n(p) die Normen genommen in K (Vﬁ) bedeuten und die Ex-
ponenten w,, - - -, w,, w gewisse Werte 0, 1, 2, 3 haben, so miissen zu-
gleich auch die Kongruenzen :

n(qs)—1

S ¢+ =i, (qx)
(S=1, 27 ) m)r

2(p) ~1

se =i 6)
statthaben, wo S = (VF‘ : ——]/.7;;") ist. Es bestehen somit in K (]/'ﬁ)

R COES)

(7) (s=1,2,.-, m),
()=

Bedeutet schlieBlich T ein beliehiges Ideal in K (J/a¥), so gilt stets

die Gleichung
(s (@),
Hieraus folgern wir, daB wegen (5)
(@)= () ()=
® (@) =EN(E) =+ @9
(s=1,2,--,m),
& () =) () =+

sein muB, wo simtliche Gleichungen fiir den Kérper K ()/a%) gelten und
&= Ny (&) gesetzt wurde.

8*
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Aus (8) und (8*) ergibt sich weiter bei Beriicksichtigung von (6)

(@)=xi (@)==1 @+9

(s=1, 2,0,

()=

woraus wir folgende Gleichungen ableiten:
&
G)=-1 <q,) 1 G+
(s=1,2,--9),

)=+t

Demzufolge ist die Anzahl der geschlechtsbestimmenden Charaktere fiir

den Korper K (Vz) gleich 1, womit unsere Behauptung als richtig er-

wiesen ist. ~
Aus dieser Tatsache ergibt sich, weil p ein quadratisch priméres

Primideal in K (}/a*) ist, genau in derselben Weise, wie bei Hilbert,
Rq. Z. § 23, daB die oben gemachte Annahme, es seien einige der Ex-
ponenten u,, - -+, %, in (6) von Null verschieden, unstatthaft ist, womit

Satz 13 vollstéindig bewiesen ist.
Auch die Umkehrung dieses Satzes ist giiltig, wie der folgende

Satz zeigt:
Satz 14. Wenn z eine primdre Zahl in % ist und wenn iiberdies

(m) = p** ist, wo p ein Primideal in % bedeutet, so ist dieses Primideal p

stets primir.
Beweis. Nach Voraussetzung ist die Relativdiskriminante des Kor-

pers K (¥/x) beziiglich & prim zu 14 ¢; sie enthilt nur das eine Prim-
ideal p des Korpers % als Faktor. Die Relativdiskriminante von K (f/a_v)
beziiglich K ()/x) enthiilt nur das in p aufgehende Primideal p des Kor-
pers K (Jx) als Faktor. Bezeichnen wir mit 2 die Anzahl der Bin-
heitenverbinde, welche von denjenigen FEinheiten in K (J/z) gebildet
werden, welche Relativhormen N%, vz ¥on Einheiten in K ($/z) sind, so

besteht, weil die Klassenzabhl in K (/) ungerade ist, die Beziehung
* 149 —2m>0.
Es ist also v* >2m, und weil v* nicht groBer als 2m sein kann,
muB o* = 2m sein. Somit ist jede Einheit in K (Jz) die Relativnorm
Ni‘ﬁz, Vi einer Einheit des Korpers K (#/z). Da jedoch auch jede Einheit
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in % der Relativnorm NV?;,;.: einer Einheit in K (Vs_z) gleich ist, so folgt
hieraus, daB jede Einheit in % die Relativnorm XN, 4= YOO einer Einheit
7,

in K (f/ ;z) sein muB. Es ist demnach, wenn £ eine beliebige Binheit in

k vorstellt, ((gT”)) - ((_f’)) =+1,

d. b. p ist ein primires Primideal

II. Teil.

g 11.
Eigenschaften primirer Ideale und Zahlen.

Satz 15. Sind «, und «, primire Zahlen, so ist auch ihr Produkt
o 0 primﬁr.

Beweis. Wegen der tiber «; und «, gemachten Voraussetzung sind
die Relativdiskriminanten Di%?,,k und D%_z , 147 prim; demnach

mubf auch die Relativdiskriminante des aus K (1/&—1) und K (ffa,) Zu-
sammengesetzten Korprrs K’ in bezug auf % zu 14 ¢ prim ausfallen;
folglich auch die Relativdiskriminante D des Unterkorpers K (¥, ay)
von K.

Auf Grund des speziellen Reziprozititsgesetzes, welches wir nunmehr
fir den Korper % als giiltig annehmen, und der bisher bewiesenen Sitze
beweist man nun leicht die Sitze 37, 38 und 39 der Lietzmannschen Dis-
sertation. Sonach kann Satz 13 folgendermaBen verallgemeinert werden:

Satz 16. Ist a ein beliebiges priméires Ideal in %, so ist es stets
moglich, eine primire Zahl « in k derart zu bestimmen, daf o** = (o)
wird.

Beweis. Es sei o* eine ganze Zahl in k, so daB o** = («*) wird.
Nach Satz 10 besteht ftir o* nach dem Modul 8 eine Kongruenz von der
Form

o) g, k

ot =ex .- wrm - om e, (8),

wo ¢ eine Binheit in % ist und die Bedeutung der ibrigen Grofen in
dieser Kongruenz aus Satz 10 zu entnehmen ist. Wir nehmen hier ins-
besondere an, die Zahlen =, - - -, x, selen biquadratisch primsre Zahlen.
Es ist dann es~'x}"™ ... x.7"™ eine primire Zabl. Es gilt demnach

nach Satz 38 der Lietzmannschen Dissertation die Gleichung

[ (o)

(1)




St. BocaniCEK.

118
fiir jede beliebige zu 1 + ¢ prime ganze Zahl v in %, wenn das Produkt

ﬂ' iiber simtliche zu 1 + ¢ prime Primideale des Korpers % erstreckt

(0} . . . .
wird. Setzen wir insbesondere fiir » die Einheiten ¢, - - -, ¢, ein, so er-

gibt sich bei Berticksichtigung der Eigenschaften der Primideale g, --., U
sofort, daB v,, - - -, v,, simtlich gleich O sein miissen; daher ist o = a¥*g~1
eine primére Zahl, w.z. b. w.

Auch die Umkehrung dieses Satzes gilt. Sie lautet:

Satz 17. Wenn a ein zu 1+ i primes Ideal in £ und e eine gange
Zahl in % ist, so daB o** = (&) wird und iiberdies die Zahl « primir aus-
fallt, so ist a ein priméires Ideal in %. .

Den Beweis dieses Satzes gewinnen wir aus Satz 38 der Lietzmanp-
schen Dissertation, wenn wir in der Gleichung dieses Satzes fiir v eine
beliebige Einheit £ in % und fiir p die Zahl « nehmen.

Wir wollen nun folgenden Satz beweisen:

Satz 18. Eine beliebige ganze Zahl u des Korpers k ist stets dann
und nur dann primir, wenn sie einer Kongruenz von der Gestalt

(1) w=a. . ot (8)

Geniige leistet, wo wy, - -+, w, gewisse Werte 0, 1 haben, « eine ganze
Zahl in k ist und die biguadratisch priméren Zahlen =, - --, m, gemiB
Satz 10 bestimmt worden sind.

Beweis. Geniigt ¢ der Kongruenz (1), so ist ua;~™ ... #*™* eine

z

priméire Zahl. Da aber auch ;" - .. x¥ primir ist, s0 muB auch das

Produkt w dieser Zahlen primir sein.
Ist umgekehrt u primir, so gilt fir u sicher eine Kongruenz

S YL P
= &x, %m Ty @ oy (8),

wo ¢ eine Einheit in k ist und die Bedeutung der tibrigen Grofen aus
Satz 10 zu entnehmen ist. Dieser Kongruenz zufolge muB auch

x4-— %

—1,4=7
HE T, m

eine primiire Zahl sein. Berticksichtigen wir nun den Satz 38 der Lietz-
mannschen Dissertation und verfahren wie im Beweise zu Satz 17, so
ﬁ%)erzeugen wir uns leicht, daB v, = v, =... =9y, =0 sein muB. Es ist
daber auch ge~! primir und somit auch & Demnach muB & die vierte
Potenz einer Einheit in % sein, weil die Klassenzahl von % ungerade ist.
Man vergleiche hierzu H. Rq. Z., Satz 28. Somit gilt wirklich fiir g eine
Kongruenz von der Form (1).
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§ 12.
Die hyperprimiiren Ideale und Zahlen.

Definition 5. Ist « eine ganze Zahl in k, fiir welche eine Kon-
gruenz von der Form

— 84 +1 61
o= p ([11 Izz+1)

statthat, wo B eine ganze Zahl in % ist und Loy by By oee, 1, die
frihere Bedeutung haben, so heiBe « eine biquadratisch hyperprimére oder
kurz hyperprimdire Zohl des Korpers .

Fir hyperprimére Zahlen gilt Satz 41 der Lietzmannschen Disser-
tation.

Definition 6. Ist a ein primires Ideal in %, fiir welches die Glei-

chungen (%) =+1, ((3)=+1

bestehen, so heiBe a ein biguadratisch hyperprimires oder kurz hyper-
primiires Ideal des Korpers .

Es gilt der Satz:

Satz 19. Ist a ein hyperpriméres Ideal in %, so kann man stets
eine hyperprimére Zahl « in k derart bestimmen, daf ** = () wird.

Beweis. Es sei o* irgend eine ganze Zahl in k, so daB o' = (o%)
wird, so konnen wir dem Satze 10* gemif fiir o* eine Kongruenz von
der Form

o¥ = g*ult om0 (I‘:l‘“ e Igl‘“)

aufstellen, wo &* eine Einheit, § eine ganze Zahl in % bedeutet und die
Bedeutung der iibrigen GroBen aus Satz 10* zu ersehen ist.

Die Zahl

34— . L4 vmﬂib w

s
po= o®e*3 %,

. %4_1”5
z

ist eine hyperprimire Zahl in k. Folglich miissen -die Gleichungen

H’ ((f";Tp:)) =+1, (s= 1,2,.- m)?
) -

IT (29) =+1, (¢=1,2,--9)

()
statthaben. Awus (1) ergeben sich weiter die Beziehungen

(( :
* 4—0 d—opy Ad—wy | 4w ))
LAt GO e e, F

@ @ @

(3=1,2;"':m):
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(i)
B ) (e (69) Ml () I (G I
t=12,--+ 9.

Beriicksichtigen wir jetzt die Eigenschaften der Ideafle 8 G, * -0y q,,
Py, -+ Py SO ergibt sich zunichst aus (2), daf sdmtliche Exponenten
vy, -+, 0, gleich O sein missen; dann folgt aber aus (8), daB auch die
Exponenten w;, - - -, w, samtlich gleich O werden miissen. Demnach ist
o = ¢%¢* eine Zahl von der im Satz 19 verlangten Eigenschaft.

Die Umkehrung des Satzes 20 lautet wie folgt:

Satz 20. Ist o eine hyperprimdre Zahl in £, so ist

(@)=t (@)=t
(@)1 )=+t

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 41 der Lietzmannschen Dis-
sertation.

§ 13,
Das Symbol ((’ir“)) und das biguadratische Reziprozititsgeseta.

Es gelingt jetzt leicht, nach dem Vorbilde Hilberts (H. Rq. Z. §32 )
das biquadratische Reziprozititsgesetz im Korper & abzuleiten.

Es seien [, -, 1, die in 14 ¢ aufgehenden Primideale des Kérpers
und es gehe [; in 144 genau zur },*®; L, .-, [, bez genau zur
ly*n, ..., 1¥2 Potenz in 1 + ¢ auf.

Sind v, w zwei zu 14 ¢ prime ganze Zahlen in k, so bestimme
man eine ganze Zahl y* nach den Kongruenzen
" = ()

=t (),

wenn hingegen v, u beliebige ganze Zahlen in % sind und |, in g genau
zur ' Potenz aufgeht, bestimme man g*, so daB

) pr=p, (Qhter),
gt =oh, (IGh+1. .. (L4
wird; hierbei ist « eine beliebige zu L, - .-, [, prime ganze Zahl in %.
Definiert man dann das Symbol ((%)) durch die Gleichung

® (eI ()"

(in)
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wo das Produkt .(ln)I " ther simtliche zu 1 4 primen Primideale in % zu
erstrecken ist, so ist ¥ dann und nur dann biquadratischer Normenrest
des Korpers K (Vi) nach I, wenn

4) (&) =+1
ausfallt.

Sind v, p zwei beliebige von Null verschiedene ganze Zahlen in £,
dann gilt stets die Gleichung

® I(E)-+1

wo das Produkt iiber alle Primideale w des Korpers & zu erstrecken ist
(L. § 17, Satz 48).

Die Gleichung (5) stellt das biquadratische Reziprozititsgesetz in
allgemeinster Gestalt dar.

Wir mochten an dieser Stelle nur noch eines besonderen Falles
dieses allgemeinen Reziprozititsgesetzes erwihnen.

Satz 21. Sind p,, p, zwei beliebige quadratisch primire Primideale
und setzt man )
péh = (751)7 pgh = (7‘2);

so daB m, m, quadratisch primdre Zahlen in k vorstellen, so gilt das
Reziprozititsgesetz
ﬁ = z‘__ﬁ_ .
G =)

Beweis. Es seien die Primideale p,, p, etwa so beschaffen, daB

D=2 =2
G =2 ()=
(s=1,2,--,m, t=1,2,--+2)

wird; dabei haben é&,- - -, &nj 4y, -+, 4, die vorige Bedeutung und ¢, ¢/,
d,, d, bedeuten gewisse Werte + 1, Wir bestimmen ein Primideal r
in k, welches die Gleichungen

&, . ” zf_g_ . ”
() =z (()-=a
(s=1,2,---,m; t=1,2,--+2)
befriedigt; hierbei ist unter ¢,”, d;” der Wert + 1 zu verstehen, Wenn,
¢,= ¢, ber. d,=d, ist, und der Wert i, wenn ¢, = — ¢, bez. d,=—d,
ausfallt. Dann ist das Ideal p,p,r® primir. Setzen wir r*» = (), so
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daB ¢ eine ganze Zahl in k
stimmen derart, daB sm 7,0
eine Kongruenz von der Form .
emmet=c?, (4)

wo « eine ganze Zahl in & vorstellt, woraus sich fiir & eine

e=p, (4
ergibt, wo f wieder eine ganze Zahl in % bedeutet. Demnach muf ¢
gleich dem Quadrate einer Einheit 7 in k& werden. (H. Rq.Z. §21,

Satz 28), so daB 7w, 7,0 eine primére Zahl ist.
Beachten wir nun, dad das Produkt

IT (5=s) = +1

()
gein muB, wenn man es iber alle zu 1+ ¢ primen Primideale w des
Korpers & erstreckt (L. § 14, Satz 38), so folgt hieraus unmittelbar die
Gleichung

® (G ()6 )=+

Es ist aber nach der Theorie des relativquadratischen Zahlkorpers
(H. Rq. Z. § 25, Satz 36)

7\ (8 _

(GG =+1

womit sich aus (6) die Richtigkeit des Satzes 21 ergibt.

wird, so kann man eine Einheit & in £ be-
? primir wird. Nun muB fiir e, 7,07 gewi

bestehen,
Kongruenz von der Gestalt

§ 14.
Ein Satz iiber die Relativdiskriminante Df/— e
My

Satz 22. Es sei [=1{, ein beliebiges in 1+¢ genau zur I*® Potenz
enthaltenes Primideal des Korpers ¥ und p eine ganze Zahl in %k, die
genau durch [“ teilbar und nicht das Quadrat einer ganzen Zahl in % ist.
Soll die Relativdiskriminante Df/; . prim zu [ sein, so muB nach Satz 1

@ durch 4 teilbar sein, und wir konnen dann stets eine zu [ prime ganze
Zohl y, in k& bestimmen, so daB K(Vu)=K(Vp,) wird.

Wir bezeichnen mit L, -+, [, die noch auBer [ in 1+ ¢ aufgehenden
Primideale des Korpers % und bestimmen die ganzen Zahlen A =2,
Agy -y A, derart, daB

Pr=(@), G¥=0), - 0" =)

wird. Ferner mdge p ein priméres Primideal in k sein, fiir welches die
Beziehungen
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O (G)=rh @)= (&)-+

gelten. Bedeutet dann = eine primire Zahl in %, so daB man P = ()
setzen kann, so ist die Relativdiskriminante 'Df/‘ stets dann und nur
“k

dann prim zu [, wenn eine Kongruenz von der Form
@ b=ty ()
statthat, wo w einen der Werte O, 1 hat und « eine ganze Zahl in %
bedeutet.

Beweis. Besteht eine Kongruenz von der Gestalt (2), so ist wegen
Satz 2, weil @*¢* eine primdre Zahl ist, gewiB die Diskriminante

D i zu [ prim. Somit haben wir nur noch die Umkehrung davon zu
beweisen.
Es mogen die Primideale [y, - .-, [, beziechungsweise genau zur

AR l;*» Potenz in 1 + ¢ aufgehen. Dann bestimmen wir eine ganze
Zahl u* in k, so daB die Kongruenzen

(3) w=y¥ (1%,
@ wr= (G 1)
stattfinden, wo f eine zu [; - - - I, prime ganze Zahl in %k vorstellt. Die

Zahl p* ist diesen Kongruenzen zufolge sicherlich primir, und es muB

fiir dieselbe nach Satz 10 und Satz 18 eine Kongruenz von der Form
W=, ()

bestehen, wo die Exponenten w, w,, ---, w, gewisse Werte 0, 1 haben

und p eine ganze Zahl in % bedeutet. Hierbei seien =,,.--., m, primére

Zahlen und die entsprechenden Primideale p,, -- -, p; des Satzes 10 als

primire Primideale so bestimmt, daf fiir dieselben die Gleichungen

GN-=0 G-+t e+,

(s=2,8,---,2)
gelten, .
Ist nun u* quadratisch hyperprimir, so miissen die Exponenten
w, w,, - -, w, samtlich gleich O sein; ist es jedoch nur quadratisch
pr%mﬁ.r und nicht hyperprimir, so ist wegen (4)

()1 ()=
folglich muB (%i) = —1 sein. Demnach muB nach Satz 11 wy=0,--

w,=0 und w, =1 ausfallen, und es besteht in der Tat fiir u, eine
Kongruenz von der Form (2). Da aber wegen (1) auch stets

(@)-=5 (@)= (@)=
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ist, so befriedigt die laut (2) bestimmte Zahl z*o* schon von selbst eine
Kongruenz von der Gestalt

weat =, (s 10%)
und kann als p* der Kongruenz (3) und (4) genommen werden. Beachtet

man endlich, daB wegen (3) die Diskriminanten D%:’ und Dit/ﬂ ent-

weder beide durch [ teilbar oder beide zu [ prim sind, so ist damit
Satz 22 bewiesen.

§ 15.
Die Anzahl der biguadratischen Normenreste,

Satz 23. Wenn p ein zu 1 + ¢ primes Primideal des Kérpers % ist,
das nicht in der Relativdiskriminante Dﬁ'— des relatlvblquadrat1schen
Korpers K (/u) aufgeht, so ist jede zu p prime Zahl v biquadratischer

Normenrest des Korpers K (/) nach p.
Ist dagegen p ein zu 1 4 ¢ primes Primideal des Korpers F,

das wohl in der Relativdiskriminante Df/; des Korpers K (Vu), aber

nicht in der Relativdiskriminante D, , des Korpers K (Vu) aufgeht, und

bedeutet ¢ einen beliebigen positiven ganzen rationalen Exponenten, so
sind von allen vorhandenen zu p primen und nach p¢ einander inkon-
gruenten Zahlen in % die Hilfte biquadratische Normenreste des Korpers

K (#/u) nach p; geht hingegen p auch in der Relativdiskriminante D‘f/
usk

des Korpers K (Vu) auf, so sind von den erwihnten zu p primen Zahlen

nur der vierte Teil biquadratische Normenreste des Korpers K (Vu)
nach §.
Der Beweis fiir diesen Satz ergibt sich leicht aus den Eigenschaften

des Symbols ((’—)) Man sehe hierzu L. § 7.

Wir gehen nun zur Bestimmung der Anzahl der biquadratischen
Normenreste nach einem in 1 4 4 aufgehenden Primideal tiber und wollen
den folgenden Satz beweisen:

Satz 24. Es sei [, ein Primfaktor von 1+ ¢ und zwar gehe [
genau zur [,** Potenz in 1 4 4 auf: Wenn dann die Relativdiskriminante

Dﬁ- des Korpers K (/) nicht durch I, teilbar ist, so ist jede zu |

prime ganze Zahl » in k Normenrest des Korpers K (4[/‘) nach 0. Ist
dagegen die Relativdiskriminante Di%_ durch I, teilbar, die Relativdis-

kriminante D, . des Korpers K (Vu) jedoch zu I, prim, und begeichnet
man mit L einen beliehigen Exponenten groBer als 61, so sind von
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allen vorhandenen zu [, primen und nach (% inkongruenten Zahlen » in

L genau die Hilfte Normenreste des Kérpers K (f/ﬁ) nach ;. Ist end-
lich auch die Relativdiskriminante D, , durch [ teilbar, so sind von

allen vorhandenen zu [, primen und nach [, inkongruenten Zahlen » in
I genau der vierte Teil Normenreste des Korpers K (/) nach I,.
Beweis. Wenn [, nicht in der Relativdiskriminante D{&“ von
uy k

K(f/ ;L) aufgeht, so ‘kﬁnnen wir w prim zu [, annehmen. HEine gen;iiB 1)
des § 13 zu p bestimmte Zahl y* wird dann laut Satz 18 und 11 einer
Kongruenz von der Form

wr=app, (®)

Geniige leisten miissen, wo =; eine wie in Satz 18 bestimmte primire
Zahl ist, w, einen der Werte O oder 1 hat, und $ eine ganze Zahl in %
bedeutet. Wir konnen demnach setzen

() -1 ()

. Bs wird somit, weil =, primdr ist, ((%)) =41, wie es Satz 24
fordert.

Um aber die zweite Aussage des Satzes zu beweisen, nehmen wir zu-
nichst an, u sei prim zu [;. Nun stellen wir fiir die zu u hach (1) des
§ 13 bestimmte ganze Zahl u* eine Kongruenz won der Form (1) des
§ 7 auf, verstehen jedoch hier wie in der Folge stets unter =, .-, =,
primdre Zahlen. KEs sei

(1) !L*E 81;‘ o .. 8:1”1'%1;1 o ”;mgp:’l PR gz":’ a4, (8),

wo die Exponenten u,, « - -, ,; 9, - - -, v, gewisse Werte 0, 1, 2, 3, hin-
gegen die Exponenten o, - -, w, nur gewisse Werte O, 1 haben konnen,
und @ eine geeignete ganze Zahl in %k bedeutet. ~

Soll die Relativdiskriminante D, , des Korpers K (Vi) durch 1

teilbar sein, so ist dazu notwendig und hinreichend, daB mindestens einer
der Exponenten u,, - - -, %,, ¥, -+, ¥, in (1) ungerade sei Denn es
darf in diesem Falle w nicht einer Quadratzahl in % nach dem Modul
I4% kongruent ausfallen. Wiiren jedoch simtliche Exponenten uj, - - -, %y,
v, -+, v, gerade, so wire nach (1) u* einer Quadratzahl in k nach dem
Modul (44 kongruent und demzufolge wiirde dies wegen (1) des § 13 auch
fir u der Fall sein. Wenn hingegen auch nur einer der Exponenten
Uy, + o Uy, Uy, -, v, ungerade ist, so kann y keiner Quadratzahl in %
nach dem Modul 142 kongruent sein. Denn wire dies der Fall, so

miifte wegen (1) des § 13 die Zahl u* einer Quadratzahl nach dem Mo-
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dul 4 kongruent sein, was der Annahme {iber die Exponenten u, - -, u,,
v, - -+, v,, widerspricht, wie aus (1) zu ersehen ist.

Wir nehmen nun an, es gebe unter den Exponenten wuy,---, u,,
v, - -+, ¥, mindestens einen, der ungerade ist. Dann zeigt man leicht
unter Zuhilfenahme der Eigenschaften der Primideale g, ---, q,,, P15 -+, s,

daB das Symbol (( f )) fiir solche Zahlen », die zu [, prim sind, die

Werte + ¢ haben kann. In der Tat nehmen wir zunichst an, es seien
simtliche Exponenten v, aber nicht alle u gleich Null, und es sei etwa u,
von Null verschieden und ungerade, so wird

® ()= 1T (570 = (@) ==+

Sind dagegen nicht alle v gleich Null und etwa v, von Null verschieden
und ungerade, so schlieBen wir &hnlich, daf

£, ' (8, W £\\% .
©  (@)-TT ()~
sein muB.

Soll ferner die Relativdiskriminante D, , des Kérpers K (V&) prim
zu [, sein, so folgt dhnlich, wie in dem eben erledigten Falle, daB dazu
notwendig und hinreichend ist, daB8 die Exponenten w,, - -, u,, v, -, v,
samtlich gerade ausfallen; soll aber Df%— durch 1, teilbar sein, so muf

mindestens einer dieser Exponenten von O verschieden sein.
Sind diese Exponenten nicht sémtlich gleich 0, so zeigt man leicht,

wie oben, daB das Symbol ((32_1_»» fiir- soleche Zahlen v, die zu [, prim
1

sind, auch den Wert — 1 erreichen kann. Das Symbol (( )) kann in
diesem Falle fiir die in Rede stehenden Zahlen » uberhaupt nur die
Werte + 1 und — 1 haben.

Wir sahen, daf das Symbol (( i )) fiir solche Zahlen v, g, die zu [,

prim sind, wenn die Relativdiskriminante Dﬁ; . durch [, teilbar ist, be-

zichungsweise zwei oder vier Werte annehmen kann. Es ist nun leicht,
die Aussage des Satzes 24 iiber die Anzahl der Normenreste fiir den
gegenwirtigen Fall zu beweisen.

Wegen L > 61, sind zwei nach II kongruente zu [, prime ganze
Zahlen in k stets gleichzeitig Normenreste oder Normennichtreste nach I;.
Wir bezeichnen nun mit », v,, -»-, v, ein System ganzer Zahlen in %
von folgender Beschaffenheit: Die Zahlen v,, - - -, v, sollen nach [ unter-
einander inkongruente und zu [, prime Normenreste nach [, sein; endlich
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soll jede zu I, prime Zahl, welche Normenrest nach I, ist, einer jemer
Zahlen v, - - -, v, nach If kongruent sein. Ist nun » ein zu I, primer
Normennichtrest nach [, fiir den etwa

() =

VYV, ** 0y Vs,

ausfallt, so sind die Zahlen

2y, e ?
vy, , V'V,

8 3
Vv, e, VY,

samtlich Normennichtreste nach [, und wir kénnen leicht zeigen, daB
jeder beliebige zu [, prime Normennichtrest nach [, einer dieser 3s Zahlen
nach {f kongruent ausfallt.

Es sei v irgend ein beliebiger Normennichtrest nach [, und etwa

() =

wo ¢ einen der Werte 1, 2 oder 3 haben kann, so bestimmen wir eine

ganze Zahl »¥, so daB
=1, (@)

wird. Es folgt dann wegen L > 61, die Gleichung

(5 = ()=

somit ist v’ v* Normenrest nach [, und folglich einer der Zahlen »,,.--, v,
nach (¥ kongruent: es sei etwa »'»* = v, nach [¥; dann ist
1 gr H i 13

vvivt =0 = vty (1)

Ist das Symbol ((zi—")) fiir solche Zahlen v, die zu [ prim éind,

nur der Werte + 1 und — 1 fahig, so zeigt man in ganz analoger Weise,
daf von allen vorhandenen zu [, primen und nach I inkongruenten Zahlen

y in %k genau die Hilfte Normenreste des Korpers K (#u) nach Y, sind.
Damit ist dann die Aussage des zweiten Teiles von Satz 24 fiir solche
Zahlen u, die zu I, prim sind, vollstindig bewiesen.

Um nun diesen Teil des Satzes fiir beliebige Zahlen g zu beweisen,

nehmen wir an, das Primideal [, gehe in u genau zur a@*® Potenz auf.
B

Setzt man [* = (1)), so daB 1, eine ganze Zahl in £ wird, so ist ’;—;
1

eine ganze zu [, prime Zahl in k. Wir bestimmen eine ganze Zahl u* in

k, welche die Kongruenzen
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s
u* = [ga+1
“ o (e,
llaly,*sa‘-’" ([(;I"H e [g’z"'l)’
befriedigt, wo « eine beliebige zu Iy, - - -, I, prime ganze Zahl in % vor-
stellt. Die auf diese Weise bestimmte Zahl p* fillt zu 1 + ¢ prim aus.
Es gilt, wie man leicht einsieht, die Beziehung

O ()= - T ()
wo, wie immer, das Produkt [/ iiber simtliche zu 1 4 ¢ primen Prim-
ideale in % zu erstrecken ist. ®

Wir kénnen fiir u* nach Satz 10% eine Kongruenz nach dem Modul
Batl | fSh+t
1 z

aufstellen; sie laute etwa:

% B, ¥ o1 L g tmar . pWr 4 611+1.“61+1
6) wpr=¢, & ™ % ™ 7, ot (I1 L=,

wo die Bedeutung der einzelnen Groflen dieser Kongruenz aus Satz 10%
zu ersehen ist. Mithin ergibt sich aus (5) die folgende Gleichung
' AL gy L gL ww‘))-l
v, B\\ T hy 8 m " m_ "1 o )
o (-7 (( e
Soll nun die Relativdiskriminante D, des Korpers K (V) durch
[, teilbar sein, so muB entweder a, ungerade sein, oder, wenn @, gerade
ist, mindestens einer der Exponenten u,, - -, ,, v, - - -, v,, ungerade aus-

fallen. Im letzteren Falle folgert man wie oben, daB das Symbol ((&{1—3))

fiir solche Zahlen », die zu [, prim sind, der Werte + ¢ fihig ists” Im
ersteren Falle setzen wir in (7) fiir » die Zahl =, ein und erhalten die

Gleichung ((ﬁx:—g)) _ «%))i'“; + .

Soll ferner die Relativdiskriminante D, , des Korpers K (V) prim

zu [, ausfallen, so muBl jedenfalls o, gerade sein, ebenso die Exponenten
Uy * %y Uy Vgy + V. Man ersieht dann unmittelbar aus (6), daB in

einem solchen Falle das Symbol ((M)) fiir diejenigen Zahlen v, die zu

. L
I, prim sind, hSchstens die Werte + 1 und — 1 haben kann.

Nun sei zunichst o, =2, (4). Fihrt man dann in (7) fiir » die
Zahl m, ein, so ergibt sich die Gleichung

(e - ()=
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Ist ferner a, =0, (4), so iiberzeugt man sich leicht wie oben (man

sehe die Gleichungen (2) und (3)), daB das Symbol ((v—"l—p')) , wenn nicht

simtliche Exponenten w, .-, u,, v, -+, v, gleich O sind, fiir solche
Zahlen v, die zu [, prim sind, die Werte -~ 1 und — 1 erhalten kann.

Beachten wir endlich, daf die Schliisse, die wir bei der Bestimmung
der Anzahl der Normenreste im Falle eines zu I, primen y gemacht haben,
auch, wenn g durch [ teilbar ist, uneingeschréinkt giiltig sind, so ist
damit Satz 24 vollstindig bewiesen.

§ 15.

Der Fundamentalsatz iiber die Geschlechter eines relativ-
biguadratischen Zahlkorpers,

Auf Grund der bisher erlangten Resultate beweist man nun leicht
den Fundamentalsatz iiber die Geschlechter eines relativbiquadratischen
Zahlkorpers. Das Beweisverfahren ist dem Hilbertschen Verfahren fiir
den analogen Fall im relativquadratischen Zahlkorper vollkommen #hnlich.
Wir wollen es hier nicht durchfihren. Man gelangt zu folgendem Re-
sultate:

Satz 25. Es sei r; die Anzahl der vierwertigen, », die Anzahl der
zweiwertigen Charaktere, welche ein Gteschlecht des relativbiquadratischen
Korpers K (#/u) bestimmen: Ist dann ein System von 7, beliebigen vierten
und ein System von 7, beliebigen zweiten Einheitswurzeln vorgelegt, so
bilden diese Systeme dann und nur dann das Charakterensystem eines

Geschlechtes in K (¥/u), wenn das Produkt der simtlichen 7, + », Ein-
heitswurzeln gleich + 1 ist. Die Anzahl der in K (/) vorhandenen Ge-
schlechter ist daher 4"-!, wenn r =, 4 %‘l gesetzt wird.

Wir folgern aus diesem Satze sofort folgende Tatsache:

Satz 26. Die Anzahl g der Geschlechter in einem relativhiquadrati-

schen Korper ist gleich der Anzahl 4 seiner ambigen Komplexe.
Beweis. Nach Satz 25 ist

g=4"1
Es ist aber weiter
) g AL qrommeg
(man sehe hierzu § 6); folglich muB
: r<t+o—m
sein und da nach Satz 9 '
rzt+ov—m

ist, so ergibt sich

Mathematische Annalen. LXIIIL. 9
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r=t4+v—m
und mithin nach (1) g = 4.
Aus diesem Satze 26 folgt nun leicht der folgende wichtige Satz:
Satz 27. Jeder Komplex des Hauptgeschlechtes in einem relativ-

biquadratischen Zahlkorper K ({/u) ist die (1 — 8)* symbolische Potenz
" eines Komplexes in K (#/u), 4 h. jede Klasse des Hauptgeschlechtes in
K (‘t/ u) ist gleich dem Produkte aus der (1 — S)** symbolischen Potenz
einer Klasse und aus einer solchen Klasse, welche Ideale des Korpers &
enthilt.

Beweis. Bezeichnet man mit / die Anzahl der Komplexe des Haupt-
geschlechtes und mit f* die Anzahl derjenigen Komplexe vom Haupt-
geschlechte, welche (1 — S)* gymbolische Potenzen anderer Komplexe
sind, so ist Af' =gf (L. §9). Da sich aber A=y ergeben hat, muB
auch f =/ sein und dies ist eben die Aussage des Satzes 27.

Es mége zum Schluf hier noch bemerkt werden, daB auch fiir den
relativbiquadratischen Zahlkdrper ein Satz von den Relativnormen wie im
relativquadratischen Korper besteht. Er lautet:

Satz 28. Wenn », u irgend zwei beliebige ganze Zahlen =0 des
Korpers k bedeuten, von denen w nicht das Quadrat einer Zahl in % ist,
und welche fiir jedes Primideal w in % die Bedingung:

(e -+

erfilllen, so ist die Zahl » stets gleich der Relativnorm N, b einer ganzen
oder gebrochenen Zahl des Korpers K (V). "

~ Der Beweis dieses Satzes schlieBt sich genau an den Hilbertschen
fir den analogen Fall im relativquadratischen Korper an (H. Rq. Z., § 43).
Es ist wohl eine kleine Modifikation an demselben anzubringen wegen
der charakteristischen Einheiten, deren Symbol den Wert — 1 hat; diese
ist jedoch leicht zu treffen.

§ 16.
Uber den Korper der imaginiiren Zahlen.

Unm ein Beispiel fiir die erhaltenen allgemeinen Resultate zu haben,
bestimmen wir das biquadratische Reziprozititsgesetz fiir zwei zu A=1-14
prime Primzahlen des Korpers k(i) der imaginiren Zahlen und die Er-
ginzungssitze. Wir schlagen jedoch den gerade entgegengesetzten Weg
zu demjenigen ein, der in Hilberts Theorie des ralativquadratischen Zahl-
korpers und entsprechend in Lietzmanns Dissertation befolgt wird. Wir

bestimmen zundchst die Werte des Symbols ((”——t’nf)) fiir beliebige Prim-
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ideale W, geben dann die Definition des Geschlechtes in K (1/@) gleich

allgemein, die Falle, wo die Relativdiskriminante von K (1/5—;,) durch 2
teilbar ist, nicht ausschlieBend, und ermitteln fiir die Anzahl der Ge-
gechlechter in den betrachteten Korpern K (éi/ﬁ) eine obere Gremze. Auf
Grund dieses Resultates ergibt sich dann das gesuchte Reziprozititsgesetz
mit den Erginzungssitzen leicht unter Zuhilfenahme des Eisensteinschen
speziellen Reziprozititsgesetzes fir eine rationale und eine imagingre
Primzahl.

Es seien w, v beliebige ganze Zahlen des Korpers % und es gehe
die Primzahl 4 =144 in g genau zur a®® in v genau zur b** Potenz

auf; ferner sei z eine zu A prime Primzahl in k. Wir setzen -~

‘ b s’
go daB o und ¢ zu 1 prime Zahlen werden, und definieren das Symbol

((ﬂ;:i» durch die Gleichung

(E2) - (=25)

Man zeigt dann leicht auf Grund der Sitze der Theorie des relativ-
quadratischen Zahlkorpers, daf die Zahl v dann und nur dann Normen-

rest des Korpers K (¥u) wird, wenn

() -+
gusfallt.

" Wir wollen nun weiter untersuchen, wann eine ganze Zahl v des

Korpers & Normenrest des Korpers K (W) nach der Primzahl 1 wird.

Zu diesem Behufe stellen wir zunichst fiir die zu A primen Zahlen
» Kongruenzen nach den Moduln 8 und A7 auf, entsprechend Satz 10
und 10*. Im Korper %(:) gibt es keine Grundeinheit: wir nehmen
fiir &, der Sitze 10 und 10* die Einheitswurzel 4; ferner fiir » die Prim-
zahl 8 — 27 und endlich fiir # die Primzahl 1 4 4¢. Diese Primzahlen
entsprechen den Anforderungen der Sitze 10 und 10% denn es bestehen
die Gleichungen

i . i) 2 .
((3—-2i>) —h ((1+4¢))=+ 1 (1+4i)=_1’
dabei ist 1 + 44 eine primére Zahl.
Beriicksichtigen wir nun, daf fir jede zu 4 prime Zahl o« die
Kongruenz

=1, (A7)

besteht, so konnen wir fiir jede zu A prime Zahl v Kongruenzen von der
Form '
9*
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(1) v=i(3 20 (L+4i, ®),
(2) v =13 —200 (1+497, @7

aufstellen, wobei die Exponenten a, b gewisse Werte Q, 1, 2, 3 haben,
hingegen der Exponent ¢ in (1) die Werte 0, 1 und in (2) die Werte
0,1, 2, 3 haben kann. Es soll zur Abkiirzung

(3 —20p (1440 = (abo)

gesetat werden. '
Es seien nun g, v zwei beliebige ganze Zahlen in %, und es gehe

die Primzahl 4 in p genau zur ¢*°, in » genau zur ¢ Potenz auf;
ferner mogen die Kongruenzen

p=i(@bo, @+,

v=2@b ), (AT

statthaben. Ich definiere dann das Symbol ((1’[’—")) durch die Gleichung

Yy BN\ __ sab—ab'+2bb ce—ce
@ ((5) - '

Die Rechnung zeigt, daB » dann und nur dann Normenrest des
Koérpers K (Vu) wird, wenn
vy B\Y
@ ((5))=+1

ausfallt. )
Fiir das Symbol ((1—'—’1—”» bestehen, wie unmittelbar aus (3) zu er-

B e
. (¢2) ()~ (22)
(¢2) () - (52),

wo u, v, w, v ganz beliebige ganze Zahlen in % bedeuten.
Die Gleichung (4) steht in vollem Einklange mit Satz 24. Wir heben

hier nur den Fall eines primdren w noch besonders hervor. p ist primir,
wenn eine Kongruenz von der Form

| =009, &
besteht. Es wird dann in der Tat

(€)= ++

fiir jede beliebige zu A4 prime ganze Zahl v in k. -
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Nun konnen wir zur Definition des Geschlechtes schreiten und zur
Bestimmung der oberen Grenze 471 fiir die Anzahl der Geschlechter auf
Grund der Sitze 7 und 8. Dann ergibt sich das gesuchte Reziprozitiits-
gesetz leicht, wenn man die Hilbertsche Methode im Kummerschen
Korper befolgt (H. A. Z.).

Fir den biquadratischen Charakter der Einheit ¢ in bezug auf die
Zahl y des Korpers = gilt die Gleichung

()=

wo n(w) die Norm der Zahl u genommen im Korper % vorstellt.
Setzen wir nun w= (abc), (A7), so wird

n(w)=(—38), (16)

@ —1
_@I_, =—b, (4).
Folglich besteht die Beziehung

©) ()=

die wir mit bezug auf (3) auch folgendermaBen schreiben konnen:

) G- )

Die Gleichungen (6) und (6%) stellen den ersten Erginesungssate zam
biquadratischen Reziprozititsgesetz im Korper der imaginéiren Zahlen
k(2) dar.

Je nach dem Werte, den der biquadratische Charakter der Einheit ¢
nach einer Primzahl in % hat, wollen wir diese Primzahlen in folgende
drei Arten einteilen: zur ersten Art gehoren diejenigen Primzahlen

in %k, fir welche _
(7)) —=:

wird; zur zweiten Art die Primzahlen #x,, fiir welche

() —-1

und endlich zur dritten Art diejenigen Primzahlen x,, fiir welche

(5)-+2

ausfilll, Den Primzahlen x,, x, der zweiten und der dritten Art wollen
wir in der Folge stets eine solche Form erteilen, daB die Gleichungen
w=220, (4),
#=(00¢), (17

und es ist demnach
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befriedigt werden, was durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz
von ¢ immer geschehen kann.

Am leichtesten findet man das biquadratische Reziprozititsgesetz in
k(i) fir zwei Primzahlen = und s, der ersten Art. Ist ndmlich =, eine
Primzahl der ersten Art, so kann man stets eine Potenz ¢* der Einheit ;
bestimmen derart, daB

M () =+1

wird. Demnach ist =, im Kérper K (1/ #x) die Relativnorm beziiglich
k eines Primideals 9B, dieses Korpers K (i/ z"n). Die Relativdiskrimi-

nante des Korpers K (V#x) beziiglich % enthalt nur die Primzahlen
und = als Faktoren. Folglich besteht das Charakterensystem der Zahl x,

im Korper K (¥7'x) aus den Symbolen

(=), (=) - (&)

Da wir aber angenommen haben, da = eine Primzahl der ersten Art
sei, so konnen wir wieder eine Potenz i von 7 bestimmen derart, daf

thm,
® () =+1
wird. Mithin besteht das Charakterensystem des Primideals P, aus dem

einzigen Symbol o o
(=)

Der Korper K (}/7x) enthilt nur ein Geschlecht: das Hauptgeschlecht.

Deshalb muf
((i‘mlﬂ,’ ﬁn)) —t1

Wir kénnen diese Gleichung auch folgendermafen schreiben:
O M (-
Nun beachten wir die Beziehungen
-1 () (59 -+
D= (=)= (=),

die aus (3) und (5) unmittelbar folgen, und bringen die Gleichungen (7)
und (8) auf die Form
. -1
()

G =@ ()

sein.
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so ergibt sich leicht aus (9) fir die Primzahlen » und x, das biquadratische
Reziproaitiitsgesets

(10) (ENE) =)

oder nach (3) in der Gestalt
(10%) ((fl—)) ((%1_))"1 — jud—ab+ 208,

wobei die Kongruenzen

= . = 7

+ astohon. z=(abe); w=(ab ¢), (47

Auch fiir ganz beliebige Primzahlen =, m,, die einer beliebigen Art
angehdren, gilt das Reziprozititsgesetz in derselben Gestalt, wie es die
Gleichungen (10) und (10%) darstellen, wovon wir uns schrittweise iiber-
zeugen werden.

Zu diesem Behufe leiten wir zunichst einige besondere Fille des
Reziprozititsgesetzes ab.

Es sei zundchst x; eine Primzahl der zweiten Art, x eine beliehige
Primzahl. Wir nehmen an, es sei

(2) -+

Dann ist =z die Relativnorm beziiglich % eines bestimmten Prim-

ideals P des Korpers K (V/%,). Das Charakterensystem der Zahl m be-
steht aus den Symbolen

() (G2 =G

weil A und = die einzigen Primzahlen in % sind, die in der Relativ-

diskriminante des Korpers K (‘VZ) beztiglich % aufgehen. Nun kann
man wegen der Annahme, die wir fiber x machten, eine geeignete
Potenz ¢ von ¢ bestimmen derart, dafl

g
(11) (F2) =+1
wird. Hieraus folgt aber weiter, daf das Charakterensystem des Ideals P

aus dem einen Symbol it it
(=)= (&)

besteht. Wir schlieBen jetzt, wie wir es oben taten, daB

a () - (e -+

sein muB. Es ist nur noch der Exponent ¢ zu bestimmen.
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Zu dieeem Zwecke schreiben wir die Gleich-ung (11) in der Gestalt

((i.zf'))‘ ((1111)) =+1

und berticksichtigen hiernach die Beziehungen

(E)=-1, ()=
wobei x = (a b¢), (A7) gesetzt wurde; dann ergibt sich sofort fiir ¢ die

Kongruenz
t=a-+b, (2).

Pohren wir dies in (12) ein, so folgt wegen ((—::))-— 1 folgende

@eichung
o) = () () =+

Dieselbe Gleichung folgt aber auch aus (10) fir den gegenwirtigen Fall.
Es sei ferner x, eine Primzahl der dritten Art, x eine beliebige
Primzahl.
Wir zeigen jetst leicht, daB aus

() =+
() =+1

folgt. Wegen der ersten dieser Gleichungen ist die Zahl = die Relativ-

norm bezliglich k eines Primideals P des Korpers K (Vx,). Nun

enthillt die Relativdiskriminante des Kdrpers K (Vx,) beziiglich & nur den
einen Primfaktor x, (Satz 1 nnd 19); folglich besteht das Charakteren-

system der Zahl x aus dem einen Symbol ((1;‘—“’)) - ((—’;)) , ebenso aber

- such das Charakterensystem von ‘B, denn es ist (('—%’)) = 4+ 1. Hieraus
folgt, wie frither, die obige Behauptung.

Um nun auf Grund des Gefundenen das Reziprozititsgesetz allgemein
su beweisen, selsen wir die Kenntmis des Eisensteinschen Reziprozitats-
gesetzes zwischen einer rationalen und einer beliebigen komplexen Prim-
zahl voraus. Bedeuten p, g zwei rationale Primzahlen, die erste von der
Form p=1, (4), die zweite von der Form ¢=8, (4) und = eine
beliebige komplexe Primeahl von der Form z=11, oder =+ 1+ 24, (4),
80 bestehen nach Eisenstein die Beziehungen

(14 (=) GI-E)

stets
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Es seien nun % und %, zwei komplexe Primzahlen der zweiten oder

der dritten Art. Wir zeigten bereits, daB in diesem Falle aus ((7::—)) -1
stets ((ﬁ)) = + 1 folgt. Jetzt nehmen wir an, es sei ((—:—‘-))-i, und

x

bestimmen eine Primzahl ¢ in % derart, daB sie die Gleichungen
(@) =%5 (G)=Fi (FN=+1
(@)=%5 (E)-+1

befriedigt; »', »,” sind die zu x bez. %, konjugierten Primzahlen.

Wegen der ersten dieser Gleichungen ist ¢ eine Primzahl der ersten
Art. Wir wollen sie etwa in einer der Formen
(16) e=(33¢) oder =(11¢), (7
annehmen, dem Vorzeichen von i in der ersten Gleichung (13) ent-
sprechend, was stets durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenx ¢
von i geschehen kann.

Aus (15) folgen unmittelbar die Gleichungen

(ED =% () -5

bierin sind x%’, %%, rationale Primzahlen von der Form p=1, (4). Um

pun auf diese Gleichungen das Reziprozititsgesetz (14) anwenden zu

kénnen, miissen wir ¢ etwa noch mit 4 multiplizieren, damit
jo=11+2i, (4

werde. Tun wir das, so folgen aus den letzten Gleichungen die

Beziehungen

an (EN =62, ()= ()

Da jedoch x, x, der Vorsussetzung nach Primzahlen der ersten oder der
zweiten Art vorstellen, so muf

()=+1 () =+
sein, und es folgt hiermit aus (17) weiter

E) =@ ) @D -EGDE)-
Berticksichtigen wir jetzt, daB wegen (15) suf Grund der bereits ent-

wickelten besonderen Reziprozititsgesetze, weil wir ¢ in der Form (16)
annshmen, die Gleichungen

(E)=-1 ()=

(1%)
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folgen, so ergeben sich schlieBlich die Gleichungen

@ (- =% (@)-(D-F*
Nun betrachten wir den Korper K(Vxg). Wegen der tiber % und o
gemachten Annahmen hat xg eine der Formen
x0=(11¢) oder =(33¢), (%)
und es ist deshalb ((i'—;ﬁ)) = ¥ i. Die Relstivdiskriminante des Korpers

K(Vxo) enthilt die Primzahlen 1, x, ¢ als Faktoren, so daB das
Charakteremsystem der Zahl o aus den drei Symbolen

(), (== (@) E==9)=-EN
besteht. Da sber ¢ in der Relativdiskriminante von K(V;e;) als Faktox

enthalten ist, so muB es gleich der vierten Potenz eines Primideals & in
K (Vo) sein. Um nun das Charskterensystem von % zu finden, hat

man nur zu beachten, daB (("—’;i’)) =—1 ist, und demnach o mit

— 1 zu multiplizieren derart, da8
— e, %
(52 =+

wird. Daunn ergibt sich das Charakterensystem von R in der Gestalt

N (et () F (G ) Bl () B

Aus (18) ersieht man, daB die Ideale R, R*, N3, N* verschiedenen
Greschlechtern angehdren. AnBer diesen Geschlechtern gibt es in K (¥/xg)
keine anderen Geschlechter mehr. Wir ersehen ferner aus (18) und (19),
daB das Produkt der Charaktere jedes einzelnen Geschlechtes gleich + 1
ist. Hieraus folgt allgemein, daB das Produkt der Charalktere jedes be-
lichigen Ideals in K (Yx@) gleich + 1 sein mus.

Es besteht aber die Gleichung

o (@)=

und es wird demzufolge », im Korper K(¥xp) die Relativnorm be-
stiglich % von einem gewissen Ideal ®,. Das Charakterensystem der Zahl %,
enthiilt folgende Symbole:

) @29=E) (9= (=)
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Wegen der Voraussetzungen, die tiber die Zahlen %, % und @ gemacht

wurden, muf ((’%ﬁg)\) =<1 werden. Da ferner (('—;ﬁ)) =414 ist, so be-

steht das Charakterensystem des Ideals ®, aus den Charakteren ((i)) ,
k3
((%)) , und es muB dem oben Gesagten zufolge

(€2 () -+

sein. Vergleicht man jetzt diese Gleichung mit (20) und berticksichtigt
hierbei noch die zweite der Gleichungen (19), so ergibt sich endlich, daB

@1) (G = (%)

sein muB, was auch aus (10) im gegenwirtigen Falle folgen wiirde.
Hitten wir anfangs angenommen, daB ((7:3—)) = —14 sei, so hitten
1
wir wieder in dhnlicher Weise die Gleichung (21) erhalten. Hieraus folgt
schon, daB aus ((%)) =—1 stets ((:—‘)) = —1 folgen muB.

Es bleibt nur noch iibrig, den Fall, wo » eine komplexe Primzahl
der zweiten oder dritten, = eine Primzahl der ersten Art ist, niher zu
betrachten.

Wir setzen w=(abc), (A') und kénnen annehmen, da a + b =4
ist. Dann ergibt es sich aus dem friiher bewiesenen Reziprozititsgesetze,
daB aus ((—:;)) =41 stets ((%)) =+1 folgen muB. Ist aber ((7’:-)) =1,
go kanun durch ein #hnliches Verfahren, wie im oben ausfithrlich be-
handelten Falle, gezeigt werden, daB auch ((—":—)) = 41 ist.

Wir nehmen an, es sel ((—:‘;)) =4, und bestimmen ein Primideal ¢

()= (-7 (G-
(E)=-Fu (@)=

befriedigt; %, n” sind die zu den Primzahlen x bez. # konjugierten Prim-
zahlen. Wir konnen wieder annehmen, es sei ¢ von der Form

0=(33¢) bez. =(11¢), (7).

i

Da nach Voraussetzung ((%)) =+ 1 ist, so folgt hieraus wegen
der Annahmen, die wir iiber die Zahlen =, ¢ gemacht haben, daB
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((3)) = — 1 sein muB; denn es ist auch ' eine Primzahl von der ersten
T
Art, so daB fir «’, ¢ die Reziprozititsgleichung (10) gilt, und es wird,
wenn wir ' =(a’b’ ¢), (A7) setzen, o’ =V .

Nun konnen dieselben Schliisse gemacht werden wie im oben be-
handelten Falle; man hat nur statt x, die Primzahl » zu nehmen. Es

ergeben sich unter Berticksichtigung der Gleichung ((”—;—» =—1 die
Beziehungen

% e\ __ T W= (L)) =T 4
@ (-l (@)= (@)
Wie wir im vorigen Falle schlossen, daB der Korper K ﬁ/a?é) vier
voneinander verschiedene Geschlechter enthilt und da8 das Produkt der
Charaktere, die ein Geschlecht bestimmen, gleich +1 ist, genau so kénnen
wir dasselbe im gegenwirtigen Falle schlieBen.

Nun ist dann weiter wegen der Gleichung ((13)) =41 =z die

k4
Relativnorm beztiglich % eines Primideals P des Kdrpers K (V/x@). Be-
trachtet man das Charakterensystem dieses Ideals B, so findet man bei

Beachtung der Gleichung ((1’#)) =41, daB

(G) (@) =+

sein muB. Vergleichen wir diese Gleichung mit der Gleichung

(e -+

und mit der zweiten der Gleichungen (22), so ergibt sich schlieBlich die
Reziprozititsgleichung

(2) (@)= ()

Ahnlich verfihrt man, wenn ((;’:—)) = — ¢ ist, und erhilt zuletzt die-
selbe Reziprozititsgleichung.

Auch wenn man annimmt, daB ((%)) = — 1 ist, kommt man schlieB-
lich durch dasselbe Verfahren zur Reziprozititsgleichung (23). Es ist

jedoch in diesem Falle die Primzahl ¢ so zu bestimmen, daf sie den Glei-
chungen

’

(@)-=0 E)--2 @)=+

’

)=~ (E)-+

Greniige leistet.
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Wir haben uns somit tiberzeugt, daB die Gleichung (10) fiir die be-
‘trachteten Fille wirklich das Reziprozititsgesetz liefert. Wir nahmen die
Primzahlen, die wir der Betrachtung unterzogen, in besonderen Gestalten
an, die stets durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz der Ein-
heit ¢ erreicht werden ktnnen. Lassen wir jedoch diese Annahme fallen
und nehmen die Primzahlen =, #; in (10) in ganz beliehiger Form an,
so fiberzeugt man sich leicht, daB auch dann noch immer jene Gleichung
(10) richtig ist.

Wir wollen hier noch bemerken, daB aus (10) unmittelbar das be-
sondere Reziprozititsgesetz des Satzes 22 folgt.

Es soll jetzt schlieBlich der sweite Ergiinsungssate zum biquadratischen
Reziprozititsgesetze im Korper %(7) abgeleitet werden. Bezeichnet man
mit = eine beliebige zu 1 prime Primzahl in %, fiir welche die Kon-
gruenz « = (abc), (1) besteht, so gilt die Gleichung

@4 (C(C)

oder in einer anderen Form geschrieben:

= ()=

Es sei zunichst w» eine Primzahl der ersten Art. Dann konnen wir
eine Potenz ¢ von ¢ bestimmen derart, daB

(25) () =+1

wird. Zufolge dieser Gleichung zerfillt & im Korper K (¥/71) in vier
voneinander verschiedene Primideale. Die Relativdiskriminante des Korpers

K (}/#1) enthdlt nur den einen Faktor A. Die Einheit ¢ ist im gegen-
wirtigen Falle Normenrest des Korpers K (f/ #2) nach 1, so daB das
Charakterensystem eines Primideals P des Korpers K (#/#1), welches in

n aufgeht, aus dem einzigen Charakter ((Elﬁ» besteht; folglich muf
k3

(B2)-+1
sein. Beachtet man ferner die Beziehung ((’%—@)) = (('}E)) , so folgt mit
Bezug auf (25) sofort die Gleichung (24), weil nach (5)

() (7)) =+

ist.. .
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S

" Nun sei # eine Primzahl der dritten Art, so folgt aus (( ) =+1

weil der Kérper K (¥/4) nur ein Geschlecht enthalt und ((%)) =+ 1 ist,
sofort die Qleichung .
() =+1

wie es der Ergiinzungssatz (24) fordert.
Ist jedoch (( )) =i, 80 bestimmen wir eine Primzahl o, welche die

Gleichungen .
((%)) = +1, ((%)) —Fi

befriedigt. Dann ist nach dem biquadratischen Reziprozitiitsgesetze
(&)=
)=+

Die Relativdiskriminante beziiglich % von K (‘T/A_é) enthilt die zwei
Faktoren 4 und o. Da jedoch

(39 - () =

wird, so bilden die Idealklassen in K (Z¢) nur ein Geschlecht. Die
Primzahl » wird die Relativnorm beziiglich % eines Primideals ® in

K ($7p). Fir den Charakter dieses Primideals finden wir die Gleichung

(=) = () =+

Aus dieser Gleichung folgern wir weiter, daB

(5 (597 () (5= +

sein muf. Da jedoch ((i’l )) ((”—2-)) =1 ausfillt, folgt schlieBlich

folglich wird

ED =GN =& = (@)= (@)
dies war zu beweisen.
Falls ((£)) =i ist, trifft man leicht die Abinderungen, die in
dem eben entwickelten Beweise anzubringen sind. Folglich bleibt nut

Il
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noch der Fall, daB ((%)) = — 1 ausfillt, zu betrachten. In diesem Falle

bestimmen wir eine Primzahl ¢ in % derart, daB sie die Gleichungen

() =ei (G)=-

befriedigt. Dann ist gewiB auch ((%)) = — 1, oder noch weiter

(E) -+

Dieser Gleichung zufolge ist die Zahl » die Relativnorm beziiglich % eines
bestimmten Primideals & in K (f/fé) Das Charakterensystem der Zahl

x enthilt die Symbole )
' (&) (59)-

Es ist ferner ((%g)) = 4. Berticksichtigt man nun, daB

(E2)- -

ist, so folgt hieraus, daB das Charakterensystem von ® aus dem einen
Charakter ((—_—_-1;:’—)'—9—)) besteht; mithin muf

(E=) = () () - +1

gein. Hieraus folgt aber wegen der Gleichungen

(EE) =41, (-1 ()-+1

die Beziehung
v
(%) =-1
was zu beweisen war.
Schlieflich nehmen wir an, » sei eine Primzahl der zweiten Art.
Wir erkennen leicht, daB aus ((2)) =+ 1 auch die Gleichung

%, &
(57) =+1
folgt. Zu diesem Behufe hat man den Kérper K (f/z) zu betrachten und

zu beachten, daB wegen ((5;)) =+ 1 in diesem Korper nur ein Geschlecht
besteht.
Y

Ist jedoch ((—)) =1, 50 bestimmen wir eine Primzahl ¢ in %, welche

()-=0 (@)=

den @leichungen



144 Str. Bocamidex. Relativbiquadratische Zahlkorper.

Gentige leistet, und nehmen o in einer der Formen ¢ = (33c) bez

= (11¢), (A") an. Dann verfahren wir weiter wie zuvor. Die Fille, wo

( (i)) = — ¢ oder ((—é)) = — 1 ausfillt, bediirfen keiner weiteren Er-

2
lauterung mehr.
Damit ist der zweite Erginzungssatz vollstindig bewiesen fiir den
Fall, daB die Primzahlen von derjenigen Gestalt sind, die wir ihnen bei
der abgeschlossenen Untersuchung verliehen dachten. Da jedoch

(%)

ist, wenn s einen der Werte 0, 1, 2, 3 hat, so gilt die Gleichung (24)
auch dann noch, wenn die Primzahl =z in einer beliebigen Form ge-
nommen wird.

Vinkovei, am 18. Juni 1905.

Berichtigung

zu der Arbeit von G. Zemplén: Uber die Kompatibilititshedingungen
bei Unstetigkeiten in der Elektrodynamik
in Band 62.

p. 678 ist in der Formel fiir JZ statt «, A7 + y,AY + 2, A

zu setzen x, A" 4 y, A 4 2,%%;
p. 580 ist in den Formeln (27), (28) und in der Zeile 11 v. u. iiberall statt ¢

zu setzen o)/ yi+| qp;-l— P2,



